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Prefata

Lucrarea reprezintd cursul de Rezistenta materialelor care se preda
studentilor anului IIA al facultitii de Inginerie Mecanica si Mecatronicd, la
Universitatea Politehnica Bucuresti. In editia de fatd, partea teoretica depaseste
materia predata efectiv la curs, in schimb numarul aplicatiilor a fost redus.

Traditional, Tn prima parte a cursului se studiazd bare si sisteme de bare.
Relatiile de calcul stabilite in Rezistenta materialelor sunt strict valabile in cazul
barelor cu sectiune compacta constanta, la care se adopta ipoteza nedeformabilitatii
sectiunii transversale. Ele pot fi extinse la corpuri cu variatie micd $i monotona a
sectiunii in lungul axei longitudinale si, cu anumite corectii privind concentrarea
locald a tensiunilor, la bare cu sectiunea variabild in trepte. In partea a doua a
cursului se mai studiaza tuburi axial-simetrice cu pereti grosi, discuri de grosime
constanta in migcare de rotatie si placi plane subtiri. Studiul general al barelor cu
pereti subtiri face obiectul unor cursuri diferite.

In lucrare se definesc eforturile sectionale in bare, tensiunile si deformatiile
specifice, deformatiile si deplasarile punctelor corpurilor elastice. Se calculeaza
variatia eforturilor in lungul axei barelor si se reprezinta grafic sub forma unor
diagrame de eforturi. Barele sunt solicitate la intindere (compresiune), forfecare,
incovoiere si rasucire, fie separat, fie In diferite combinatii. Se calculeaza
distributia tensiunilor normale si tangentiale in sectiunea transversald, si se
determind punctele in care apar tensiunile maxime si valorile acestora care se
compara separat, sau combinate intr-o tensiune normald echivalentd, cu rezistentele
admisibile.

La rezolvarea problemelor static nedeterminate sunt necesare patru tipuri
de relatii: 1) ecuatii de echilibru; 2) conditii de compatibilitate sau relatii intre
deformatii specifice si deplasari; 3) ecuatii constitutive sau relatii intre tensiuni si
deformatii specifice; si 4) conditii la limita, de rezemare sau de solicitare pe contur.
Utilizarea acestora este mentionata pentru fiecare tip de solicitare.

Cursul de Rezistenta materialelor predat la facultatile cu profil mecanic
imbina notiuni de Mecanica materialelor si Teoria elasticitatii, cu criterii de curgere
si teorii de rezistenta, elemente de stabilitate elastica a barelor si stari de tensiuni in
corpuri axial-simetrice, calculul la solicitari dinamice si oboseala, calculul la
solicitari in domeniul plastic.

Modificarea In timp a structurii cursului a fost determinatd de utilizarea
calculatoarelor, introducerea materialelor compozite, dezvoltarea mecanicii ruperii,
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a calculului la oboseald si a metodei elementelor finite. Acestea au impus
dezvoltarea unor metode noi pentru calculul proprietitilor geometrice ale
sectiunilor de forma oarecare, al deformatiilor arborilor cu sectiune variabila si al
sistemelor static nedeterminate in general. Ca urmare, s-a introdus calculul
tensiunilor in compozite stratificate armate cu fibre si in bare cu sectiune
eterogend, metoda deplasdrilor pentru calculul sistemelor de bare, calculul la
oboseala la duratd de viatd limitatd bazat pe analiza deformatiilor specifice si pe
analiza propagarii fisurilor, precum si o descriere mai detaliatd a caracteristicilor
mecanice ale metalelor la solicitari monotone si solicitari ciclice.

Cursul a fost analizat si aprobat de o comisie a Consiliului profesoral al
facultatii de Inginerie mecanica in anul 2003.

Autorul
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1.
MODELAREA CORPURILOR DEFORMABILE

Materialele utilizate in practica inginereascad sunt deformabile. Sub
actiunea sarcinilor exterioare §i a variatiilor de temperaturd, particulele care le
compun isi modificd pozitia relativa, ceea ce duce la modificarea formei si
dimensiunilor pieselor si structurilor.

Rezistenta materialelor urmareste stabilirea unor relatii intre sarcinile
exterioare aplicate corpurilor deformabile, pe de o parte, si tensiunile si
deformatiile produse de acestea, pe de altd parte. Pe baza acestor relatii, se poate
face dimensionarea elementelor constructive ale masinilor, astfel ncat sa reziste
sarcinilor la care sunt supuse in timpul functionarii, in conditii date de mediu
ambiant.

In rezolvarea problemelor, structura reala este inlocuita printr-un model de
calcul. In acest scop, se adopti ipoteze simplificatoare privind: 1) forma si
dimensiunile elementelor componente; 2) caracterul si distributia sarcinilor
aplicate; 3) proprietatile mecanice ale materialelor.

1.1 Modelarea corpurilor

In functie de forma si caracteristicile geometrice, in Rezistenta materialelor
se studiaza urmatoarele tipuri de corpuri:

1. Barele si firele, la care o dimensiune - lungimea - este predominanta in
raport cu celelalte doua. Se poate considera ca o bara este generatad prin deplasarea
unei suprafete plane, deobicei de sectiune constantd, in lungul unei curbe (fig. 1.1),
astfel Incat normala la suprafatd, in centrul ei de greutate, si rimand mereu
tangenta la curba.

Axa barei este linia care uneste centrele de greutate ale sectiunilor
transversale. Sectiunea transversald este perpendiculard pe axa barei. Barele sunt
corpuri a cdror lungime este mare in comparatie cu dimensiunile sectiunii
transversale.
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Barele pot fi drepte, cotite sau curbe, de sectiune constanti sau variabila. in
figura 1.2 se prezinta cateva tipuri de sectiuni uzuale pentru bare.

Sectiunea
transversaldi

Fig. 1.1

Barele solicitate la incovoiere se mai numesc grinzi, cele solicitate la
intindere sunt tiranti, iar cele solicitate la Intindere si compresiune sunt tije, zabrele
si contrafige. Barele verticale solicitate la compresiune poartd numele de coloane
sau stalpi. Arborii sunt bare solicitate la rasucire si incovoiere (fig. 1.3).

In general, in cadrul Rezistentei materialelor se studiaza bare de sectiune
compacta. O categorie aparte o formeaza barele cu pereti subtiri, cu profil deschis
sau inchis. Bara cu pereti subtiri este un corp a carui lungime este mare si a carui
grosime este micd 1n comparatie cu dimensiunile generale ale sectiunii
transversale.

Firele au aceleasi caracteristici geometrice ca unele bare, dar sunt flexibile,
adica au rigiditate la incovoiere neglijabild, putand fi solicitate numai la intindere.

N O
~ &8 9

Fig. 1.2

2. Placile si invelisurile, la care o dimensiune - grosimea - este mult mai
mica decat celelalte doud. Elementele geometrice caracteristice ale placilor sunt
suprafata mediana (pland sau curbd) s§i grosimea - masuratd pe o normald la
suprafata mediana. Placile pot fi plansee, panouri, pereti, acoperisuri sau radiere
(fig. 1.3). Membranele au grosimea foarte mica si nu pot prelua sarcini transversale
sau de compresiune.
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3. Corpurile masive si blocurile, la care cele trei dimensiuni au acelasi
ordin de marime (de exemplu, bilele si rolele rulmentilor, suporturile masive,

blocurile de fundatie etc.).

R — e S S

Tirant Tija
Y
\\5‘5552:\ Fir
Coloana ’

o
Grinda Grinda
in consold

NN

Stalp Are

AN

Fig. 1.3

-
Invelis

De retinut ca barele, placile, invelisurile etc. sunt modele ale Mecanicii
solidelor deformabile, schematizari ale organelor de masini si elementelor de
constructii, convenabile pentru stabilirea relatiilor de calcul al tensiunilor si
deformatiilor, si al dimensiunilor acestora. In ce masurd o anumiti piesa poate fi
modelata ca bara sau placd, care este limita intre o bara scurta si o placa, sau intre o
placé si o membrana, sunt intrebari la care inginerul mecanic trebuie sa raspunda.
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1.2 Modelarea sarcinilor

Sarcinile exterioare aplicate corpurilor sunt rezultatul interactiunii
mecanice sau al actiunii unor cAdmpuri (magnetic, gravitational, centrifugal, termic
etc.).

In general, se disting:
- forte concentrate (F 1n fig.1.4), care se masoara in unitati de forta (N);
- sarcini distribuite pe un element liniar (¢ in fig. 1.4), care se masoara in N/m,
sarcini distribuite pe o suprafatd (p in fig. 1.4), care se masoara, de exemplu, in
N/m?, si sarcini distribuite intr-un volum, masurate in N/m’.

Fig. 1.4

Sarcinile distribuite pot fi: 1) uniform distribuite (¢ = const.) - ca in cazul
greutatii proprii a unei bare sau a unui fir de sectiune constanta, 2) distribuite liniar
- ca in cazul presiunii hidrostatice pe un perete vertical si 3) sarcini distribuite
conform unei legi date, ca presiunea vantului pe o structuri etc.

Fig. 1.5

Sarcinile aplicate unei grinzi (fig. 1.5) pot fi forte concentrate, sarcini
distribuite pe unitatea de lungime si momente concentrate. Primele sunt ilustrate in
figura 1.5, a in care sarcina actioneaza de fapt pe suprafata barei in lungul unei linii
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perpendiculare pe axa longitudinala. Aceasta este o idealizare. In realitate o sarcina
concentrata este de fapt distribuitad pe o portiune foarte mica a barei.

O sarcina distribuita este ilustrata in figura 1.5, b. Intensitatea sarcinii este
consideratd constantd pe latimea barei, dar poate avea o distributie oarecare in
lungul barei.

Un moment concentrat este aratat in figura 1.5, ¢. El apare fie dintr-un
moment de rasucire transmis de la o altd bara perpendiculara pe cea incovoiata, fie
dintr-un cuplu de forte concentrate, egale si de sens contrar, care se reduce la un
cuplu concentrat.

in functie de locul de aplicare, se deosebesc:
- sarcini de suprafata, aplicate la suprafata corpului, care rezulta de obicei din
interactiunea mecanica intre corpuri;
- forte masice (volumice), aplicate in toatd masa corpului, care rezultad din
actiunea unui camp (gravitational, centrifugal, magnetic, termic etc.).

In functie de modul de variatie in timp, se pot considera:

- forte aplicate static, a caror intensitate creste monoton, de la zero la valoarea
nominald, intr-un timp relativ lung, pe masura deformarii corpului, ramanand apoi
constante;

- forte aplicate dinamic, care ating valoarea nominald intr-un timp relativ
scurt, mai mic sau comparabil cu perioada proprie de vibratie a elementului sau
structurii solicitate.

1.3 Modelarea reazemelor

La structuri plane, capetele barelor pot fi rezemate ca in figura 1.6.
Reazemul simplu rigid (fig. 1.6, a) permite deplasarea paralela cu linia de suport si
rotirea, dar blocheaza deplasarea perpendiculara pe linia de suport, deci actioneaza
asupra barei cu o reactiune perpendiculara pe linia de suport.
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Articulatia rigida (fig. 1.6, b) permite numai rotirea capatului barei, deci
actioneaza cu o reactiune de marime si directie necunoscute, care se descompune in
doua componente perpendiculare intre ele.

Incastrarea rigida fixa (fig. 1.6, ¢) blocheaza toate cele trei grade de
libertate ale capatului barei si produce ca reactiuni un moment si o forta
reprezentatd prin cele doud componente. [ncastrarea rigida mobili (fig. 1.6, d)
permite deplasarea pe o directie, deci produce ca reactiuni un moment si o fortd
perpendiculara pe directia de miscare.

In structurile reale, atunci cdnd nu se poate neglija deformabilitatea
reazemelor, acestea se modeleazd prin reazeme elastice, la care fortele sunt
proportionale cu deplasdrile, sau 1incastrari elastice, la care momentul este
proportional cu rotirea.

1.4 Ipotezele Rezistentei materialelor

In vederea simplificarii relatiilor de calcul, in Rezistenta materialelor se
adoptd urmatoarele ipoteze privind proprietatile materialelor:

1. Ipoteza mediului continuu, prin care se admite ca tot volumul unui corp
este ocupat de substanta.

2. Ipoteza mediului omogen, in baza careia proprietitile fizice (de exemplu,
densitatea de masa) se considera constante in orice punct al unui corp.

3. Ipoteza mediului izotrop, potrivit careia In orice punct al corpului
proprietatile mecanice nu depind de directie (in particular, de directia de aplicare a
solicitarii).

4. Ipoteza mediului elastic. Sub actiunea solicitarii exterioare un corp
elastic se deformeaza instantaneu, iar la indepartarea sarcinii revine instantaneu la
forma si dimensiunile initiale. De asemenea, actiunea unei forte intr-un punct
oarecare se transmite instantaneu in tot corpul.

Ultimele doua ipoteze sunt reconsiderate in capitole speciale despre
materiale compozite, bare cu sectiuni eterogene sau solicitari In domeniul elasto-
plastic.

In afara celor patru ipoteze privind materialele, mentionate mai sus, in
Rezistenta materialelor se admit si urmatoarele simplificari:

5. Ipoteza liniaritdtii relatiilor cauzi-efect. In particular se admit relatii
liniare intre forte si deformatii, precum si Intre eforturi si tensiuni. La sisteme
liniare se poate aplica principiul suprapunerii efectelor. Ca urmare, ordinea
aplicarii sarcinilor exterioare nu influenteaza starea finald de tensiuni si deformatii
a corpurilor.
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6. Ipoteza deformatiilor mici, conform careia se considera ca deformatiile
corpurilor elastice sunt mici in comparatie cu dimensiunile acestora. Prin aceasta
ipoteza se exclud neliniaritatile geometrice, adicd cele determinate de forma
corpurilor, precum si neliniaritatile fizice, mentinand solicitarile la valori reduse
sau la care relatiile intre eforturi si deformatii sunt liniare.

Se considerd ca deformatiile mici ale corpurilor nu afecteazd actiunea
fortelor (de exemplu, directia acestora) si sunt neglijabile in calculul solicitarilor.
Ca wurmare, la calculul reactiunilor din reazeme, se considera corpurile
nedeformate, aplicand ecuatiile de echilibru din statica, la fel ca la corpurile rigide.
Acesta este un calcul de ordinul I, considerat acceptabil pentru rezolvarea
majorititii problemelor de Rezistenta materialelor. In unele studii, de exemplu de
stabilitate elastica, se face un calcul de ordinul II, in care ecuatiile de echilibru se
scriu pentru starea deformati a corpurilor, mentinand ipoteza deformatiilor mici. in
cazul deformatiilor mari se face un calcul de ordinul 111, bazat pe ecuatii neliniare.

7. Principiul echivalentei actiunii la distanta a sarcinilor (Barré de Saint
Venant - 1855). Dacé asupra unui corp elastic actioneazd doud sisteme de sarcini
exterioare, echivalente din punct de vedere static, atunci, la distantd suficient de
mare de zona de aplicare a acestora, efectul lor este acelasi.

— q ,/ B
] o, - —]- .
4 B
F=q¢
7 ' b
G z ,
Fig. 1.7 Fig. 1.8

Astfel, sarcina distribuita ¢ si forta F' din figura 1.7, echivalente din punct
de vedere static, produc local distributii diferite de tensiuni si deplasari, dar la
distanta, de exemplu 1n Incastrare, efectul lor este acelasi.

8. Ipoteza sectiunii plane (Jakob Bernoulli - 1744). O sectiune pland si
perpendiculara pe axa unei bare nesolicitate, raimane plana si perpendiculara pe axa
barei si dupa aplicarea sarcinilor exterioare. De exemplu, sectiunea B-B, normala la
axa nedeformata a barei din figura 1.8, @, raméne plana si perpendiculard pe axa
deformata a barei (fig.1.8, b) si dupa aplicarea fortei F.

Ipoteza sectiunii plane este valabild la bare cu variatie lentd a momentelor
incovoietoare si a fortelor axiale in Ilungul barei. Variatia momentelor
incovoietoare datorita fortelor tadietoare produce deformatii de forfecare care
deplaneazd sectiunea transversald. Efectul este neglijabil doar la bare zvelte, asa
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cum se arata in capitolul 6. In cazul rasucirii, ipoteza sectiunii plane este valabila
doar la bare cu sectiune axial-simetrica.

Primele sapte ipoteze sunt comune Rezistentei materialelor si Teoriei
elasticitatii. Ipoteza lui Bernoulli este specifici Rezistentei materialelor. In studiul
placilor subtiri, se adoptd ipoteza normalei rectilinii (ipoteza lui Kirchhoff)
conform céreia o linie dreapta si normald la suprafata mediand nedeformata ramane
dreaptd si perpendiculard pe suprafata mediand deformatd a placii in urma
solicitarii.

Alaturi de ipotezele mentionate, in special la studiul barelor cu pereti
subtiri, se adoptd urmatoarele "ipoteze de bara":

9. Ipoteza constantei sectiunii transversale. Barele sunt In general corpuri
cilindrice sau cu variatie mica a sectiunii in lungul barei.

Relatiile de calcul stabilite in Rezistenta materialelor sunt strict valabile in
cazul barelor cu sectiune compacta constantd. Ele pot fi extinse la corpuri cu
variatie micd §i monotond a sectiunii in lungul axei longitudinale §i, cu anumite
corectii privind concentrarea locald a tensiunilor, la bare cu sectiunea variabila in
trepte.

10. Ipoteza nedeformabilitatii sectiunii transversale. Sectiunea barei are
deplasari transversale ca rigid si deplasari elastice normale la planul sectiunii
transversale. La barele cu profil inchis, forma sectiunii transversale nu se modifica
iar proiectia pe planul sectiunii initiale ramane aceeasi. La barele cu pereti subtiri
sectiunea transversald se poate deplana. Impiedicarea deplanirii produce tensiuni
suplimentare. La torsiunea barelor de sectiune circulard, diametrele sectiunilor
transversale se considera ca raman linii drepte. La bare cu sectiunea in I sau T, se
admite ca talpile raman perpendiculare pe inima.

Traditional, in Rezistenta materialelor se studiazd bare si sisteme de bare.
Studiul placilor plane subtiri, al tuburilor axial-simetrice cu pereti grosi si al
discurilor de grosime constantd Tn migcare de rotatie se face uneori la Rezistenta
materialelor, dar constituie obiectul Teoriei aplicate a elasticitatii. Studiul barelor
cu pereti subtiri si al structurilor i componentelor din materiale compozite face
obiectul unor capitole speciale sau al unor cursuri aparte.



2.
EFORTURI IN BARE

Barele sunt solicitate la intindere, compresiune, forfecare, incovoiere si
rasucire, fie separat, fie in diferite combinatii. In acest capitol se definesc eforturile
sectionale care produc aceste solicitiri si conventiile de semne aferente. Se
calculeaza variatia eforturilor in lungul axei barelor si se reprezintd grafic sub
forma unor diagrame de eforturi. La bare de sectiune constantd, acestea permit
stabilirea sectiunii in care solicitarea este maxima.

2.1 Metoda sectionarii

Fie o bara elastica, in echilibru sub actiunea sarcinilor exterioare £}, F,,
q ..., F4 sl areactiunilor din reazeme R;,R,,R; (fig. 2.1, a). Se pune problema
evaluarii fortelor interioare care actioneaza intr-o sectiune oarecare B-B.

Fig. 2.1
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Pentru aceasta se aplica metoda sectionarii. Se sectioneaza bara (imaginar)
prin planul B-B, se separd cele doud parti, se transforma fortele interioare din
sectiunea B-B in forte exterioare si se scriu conditiile de echilibru static pentru
fiecare parte de bara.

Se presupune ca legatura intre particulele situate de o parte si de alta a
planului sectiunii B-B se manifestd prin interactiuni de tip forte, distribuite pe
intreaga suprafatd a sectiunii transversale a barei. Fortele din sectiune care
reprezintd actiunea partii din stdnga a barei, asupra celei din dreapta, se reduc in
centrul de greutate al sectiunii transversale la un torsor compus din forta rezultanta

R si cuplul rezultant, de moment M ” (fig. 2.1, b).

Conform principiului actiunii §i reactiunii, in centrul de greutate al
sectiunii barei din stinga actioneaza forta R® si cuplul rezultant, de moment
S . . o o Lee o q-
M ° | egale si de sens contrar cu cele care actioneaza asupra partii din dreapta.

Fata Fata
pozitiva negativa

Fig. 2.2

2.2 Conventii de semne

Se va utiliza un sistem de axe drept. Pentru o bard orizontald, axa x
coincide cu axa barei si este orientatd de la stinga la dreapta, axa z este dirijata in
jos, iar axa y este orizontald, dirijatd spre observator (fig. 2.2).
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Daca sensul normalei exterioare la sectiunea transversala coincide cu
sensul pozitiv al axei x, atunci fata respectiva a barei se numeste fafd pozitiva. Pe o
fata negativa, sensul normalei exterioare este contrar axei x (fig. 2.2, a).

In figura 2.2, b s-au pus in evidentd componentele in lungul axelor de
coordonate ale rezultantei fortelor si momentului rezultant ce actioneaza in centrul
de greutate al sectiunii transversale. S-a adoptat urmatoarea conventie de semne:

Fortele si momentele care actioneaza pe fata pozitiva a unui element de
bara sunt pozitive atunci cand sunt dirijate in sensul pozitiv al axelor de coordonate.
Fortele si momentele sunt pozitive pe fata negativa atunci cand actioneaza in
sensul negativ al axelor de coordonate.

2.3 Definitia eforturilor

Cele sase ecuatii scalare de echilibru static al partii din stanga a barei se
scriu sub forma:

FX*+RP =0, IMS+MP =0,
Y +R} =0, IM;+M; =0, 2.1
X7°+R5 =0, IMP+M?P=0.

In ecuatiile (2.1), ¥ X5 reprezinti suma proiectiilor pe axa x a fortelor ce
actioneaza asupra partii din stanga a barei, iar X M )? este suma momentelor
fortelor (si cuplurilor de forte) care actioneaza asupra partii din stdnga a barei,
calculate fata de axa x. Sumele fata de axele y si z se definesc corespunzétor.

Conform principiului actiunii §i reactiunii, intre cele sase componente ale
torsorului de reducere a fortelor din sectiune, ce actioneaza asupra celor doua parti
ale barei, se stabilesc relatiile:

RxD:_RxS’ MXD:_MXS’
D _ S D _ S
R, =-R}, M =-M7, 2.2)
RZD :—RZS, I\/IzD =—MZS.
Din relatiile (2.1) si (2.2) rezulta
R’ =XX°=N, MP=XM>=M,,
D S D S
R, =2Y"=T, M =XM =M, (2.3)

RP=x7°=T

z?

MP=xM>=M,.
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unde, in plus, au fost definite si eforturile sectionale, reprezentate in figura 2.3.

Fig. 2.3

Forta axiala.

Componenta pe axa x a rezultantei fortelor interioare se numeste forta
axiald si se noteazi N. Intr-o sectiune oarecare, forta axiald este egald cu suma
proiectiilor pe axa x a fortelor exterioare care actioneaza asupra partii din bara
situate in stdnga sectiunii (sau a celor situate in dreapta, cu semn schimbat). Forta
axiala N produce intinderea sau comprimarea barei (fig. 2.4, a si b).

Fortele taietoare.

Componenta pe axa z a rezultantei R’ se numeste forta taietoare §i se
noteazd 7, . Ea este egald cu suma proiectiilor pe axa z a fortelor ce actioneaza
asupra partii de bara situate la stanga sectiunii (sau a celor din dreapta, cu semn
schimbat). La fel pentru componenta R yD =T,. Fortele taietoare produc forfecare

(taiere) (fig. 2.4, ¢).
Momentul de rasucire.

. D o .
Componenta pe axa x a cuplului M © se numeste moment de rasucire
(torsiune) si se noteazd M, . Intr-o sectiune datd, momentul de rdsucire este egal cu

suma proiectiilor pe axa x a momentelor fortelor si a cuplurilor ce actioneza asupra
partii din stanga a barei (sau a celor din dreapta, cu semn schimbat). Momentul
M, produce rasucirea (torsionarea) barei (fig. 2.4, d).

Momentele incovoietoare.

Componenta pe axa y a cuplului M ” se numeste moment incovoietor si se
noteazd M, . (La fel I\/IZD = M, ). Ea este egald cu suma momentelor fortelor si a
cuplurilor ce actioneaza asupra partii din stdnga a barei, calculate in raport cu axa y
, notate in general M, produc indoirea

z

(respectiv z). Momentele I\/IyD si M”

(Incovoierea) barei (fig. 2.4, e).



2. EFORTURI IN BARE 19

Rezulta ca, utilizdnd metoda sectionarii, se pun 1n evidentd componentele
torsorului de reducere a fortelor interioare in centrul de greutate al sectiunii
transversale, denumite generic eforturi.

Se adopta aceeasi conventie de semne ca In figura 2.2, b. Pe fata pozitiva,
eforturile sunt pozitive cand sunt dirijate in sensul pozitiv al axelor de coordonate.
Eforturile care actioneazd pe fata negativa sunt pozitive atunci cand au vectorii
dirijati in sensul negativ al axelor de coordonate (fig. 2.3).

P 1 r
N h—— — N =N -
=== — 1 - T
— e— }
N L — — — - _ _1N
M. M.
. I 1
M A ( i.i______ ;_'ﬁ_ ‘>
g% d e
Fig. 2.4

Uneori este util sa se coreleze eforturile pozitive cu deformatiile produse
de acestea.

J

i
Tk

X
r THHHH\HM

2ol +»+ N
M

=, =
i

M

L

~

Fig. 2.5

Pentru o bara dreapta orizontald, solicitatda de sarcini transversale verticale,
conventia de semne in planul xOz este ilustrata in figura 2.5, in care s-a renuntat la
indici in notarea eforturilor.

Sarcina p pozitiva actioneaza in jos, acesta fiind si sensul in care sunt
aplicate sarcinile exterioare la majoritatea barelor orizontale.
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Momentele incovoietoare M sunt pozitive cand produc intinderea partii de
jos a barei, deci cand forma 1ndoitd a barei are concavitatea in sus (ca in fig. 2.4, e).

Fortele tdietoare T sunt pozitive cand produc o lunecare similara unei rotiri
in sensul orar (ca in fig. 2.4, ¢).

Fortele axiale N se considerd pozitive atunci cind produc intindere (fig.
2.4, a) si negative, atunci cand produc compresiune (fig. 2.4, b).

Momentele de rasucire se vor considera pozitive atunci cind vectorul
moment este dirijat la fel ca vectorul fortelor axiale pozitive (fig. 2.4, d).

Trebuie remarcat cd aceste reguli nu mai sunt aplicabile pentru bara
solicitata de sarcini orizontale, deci n planul xOy.

Relatiile (2.3) exprimd dependenta eforturilor sectionale de sarcinile
exterioare aplicate barei. In Rezistenta materialelor se calculeazd variatia
eforturilor in lungul axei barelor si se reprezintd grafic sub forma diagramelor de
eforturi.

2.4 Relatii diferentiale de echilibru la bare drepte

Fie un element infinitezimal de lungime dx, detasat dintr-o bara solicitata
prin sarcini verticale, perpendiculare pe axd, in planul xOz (fig. 2.6). Lungimea dx
fiind foarte mica, sarcina p se considera uniform distribuita. In sectiunile din capete
actioneaza eforturile indicate in figurd, reprezentand actiunea partilor de bara
adiacente, asupra elementului respectiv.

Ny MraM

a | T+dT
2

Fig. 2.6
Ecuatiile de echilibru ale fortelor se scriu :
N+dN-N=0;
T'-p-dx—(T+dT)=0.
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Ecuatia de echilibru a momentelor fata de punctul L este
dx
M+T-dx—p~dx7—(M+dM)=O.

Dupa reduceri si neglijarea infinitilor mici de ordin superior, ecuatiile de
mai sus, valabile in planul xOz, se scriu :

dN =0; —p-dx—dT =0; T-dx—dM =0
sau

N =const.;

dr

—==-p; 2.4
& p (2.4)
damM

—=T. 2.5
dx (2-3)

Din relatiile diferentiale de echilibru (2.4) si (2.5), denumite si relatii
diferentiale intre eforturi si sarcini, prin eliminarea lui 7, se obtine :
d’M
dx’
Pe baza acestor relatii se stabilesc reguli general valabile, utile la
constructia diagramelor de eforturi la bare drepte:

-p. (2.6)

a) Pe portiunile de bara nesolicitate (p = 0), forta tiietoare este constanta,
iar momentul Tncovoietor variaza liniar.

b) Pe portiunile de bara solicitate cu sarcini uniform distribuite (p = const.),
forta tdietoare variaza liniar, iar momentul Incovoietor variaza parabolic.

c) Diagrama fortelor tdietoare are o discontinuitate (salt) in dreptul unei
forte concentrate, iar diagrama momentelor incovoietoare are o discontinuitate in
dreptul unui cuplu concentrat.

d) Diagrama momentelor incovoietoare are valori extreme (maxim sau
minim) in sectiunile 1n care forta taietoare se anuleaza.

e) Pe portiunile de bard unde forta tdietoare este pozitivd (negativa)
momentul incovoietor creste (scade).

f) Daca sarcina distribuitd este pozitiva (negativa), forta taietoare scade
(creste) iar diagrama momentelor Incovoietoare are concavitatea in sus (in jos).

Din relatia (2.5) se obtine

dM =T -dz, M=jT-d:z:+C’,
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unde C este o constantd de integrare, in general diferitd de zero daca asupra barei
actioneaza cupluri concentrate. Rezulta ca

g) Intr-o sectiune dati, momentul incovoietor este egal cu aria diagramei
fortelor tdietoare calculatd de la capatul din stinga al barei pana la ordonata din
sectiunea respectiva (sau cea calculata de la capatul din drepta, cu semn schimbat),
daca pe intervalul respectiv nu exista cupluri concentrate (C = 0).

2.5 Diagrame de eforturi la bare drepte

Pentru constructia diagramelor de eforturi sunt necesare: 1) o conventie de
semne privind sensul pozitiv al eforturilor; 2) o conventie de semne privind sensul
pozitiv al axelor diagramelor de eforturi si 3) relatiile diferentiale de echilibru.

Conventia de semne pentru eforturi rezultd din figura 2.3. Diagramele
fortelor axiale si fortelor tiietoare se reprezintd cu axa ordonatelor pozitiva in sus,
in timp ce diagrama momentelor incovoietoare se reprezintd cu axa ordonatelor
pozitiva in jos (pe partea intinsd a barei). Aceasta conventie face ca diagrama
momentelor incovoietoare s aibad o alurd aseméanatoare formei deformate a barei.
Diagrama momentelor de torsiune se va reprezenta cu momentele pozitive 1n sus.

Pentru inceput, se vor considera bare drepte, solicitate de forte si sarcini
distribuite cuprinse intr-un plan vertical care contine axa barei, respectiv de cupluri
avand vectorul moment perpendicular pe acest plan.

Trebuie amintit cd, in Rezistenta materialelor, fortele si momentele
exterioare sunt vectori legati de punctul de aplicare, spre deosebire de Mecanica
solidelor rigide, in care fortele sunt vectori alunecdatori iar momentele sunt
considerate vectori liberi.

De asemenea, trebuie avut in vedere ca eforturile sectionale sunt marimi
conventionale, introduse pentru simplificarea calculelor. In realitate, fortele
interioare se exercitd pe toata suprafata sectiunii transversale, nu numai in centrul
de greutate al acesteia, fiind distribuite continuu, ceea ce impune introducerea altor
marimi fizice, tensiunile, care sa caracterizeze interactiunea dintre particulele unui
corp deformabil solicitat mecanic.

2.5.1 Diagrame de forte taietoare si momente incovoietoare

a) Grinda simplu rezematd, incarcatd cu o forta concentrata (fig. 2.7)
Din ecuatiile de echilibru rezulta reactiunile :

y-L£b. oy _Fa
Y4 /



2. EFORTURI IN BARE 23

Forta taietoare este constanta pe cele doud portiuni

Fb Fa
T1—3=V1=7f T3—2:V1—F:—7

In sectiunea 3, in diagrama T apare un salt egal cu F.

Momentul incovoietor are valorile :

F
M]ZO, M3:7ba, MzZO
si variaza liniar pe cele doud portiuni :
F F
M1_3:V1-x=7bx, M3_2=V2-x’=7ax’.

Fab

Valoarea maximd M ,,,, = apare in sectiunea 3 unde diagrama fortei

taietoare intersecteaza axa absciselor.

0,6(]%
F H=0 : g
H-0@ | > TLO O viT i,
i = T e
.LJ il V1=0.18q¢ | 0,40 0,30 |V, =0.42q¢

I - 0180
y @ l
‘ -5 —0.L2qf

/
Mw\ M
Fab 0,0882922
T
Fig. 2.7 Fig. 2.8

b) Grinda simplu rezematd, incarcatd partial cu sarcind uniform
distribuita (fig.2.8)

Se inlocuieste sarcina distribuita cu o fortd concentratd 0,6 ¢ ¢ aplicata la
mijlocul portiunii 3-2. Din ecuatiile de echilibru se calculeaza reactiunile :

V,=018ql;  Vy,=042q(.
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In punctul 7, forta tiietoare este
I,=018q/
fiind constanta pe portiunea /-3 :
T,_3=018¢g /¢
Pe portiunea 3-2, intr-o sectiune oarecare x, forta taietoare este
I,,=T,=018g/—-qgx.
In punctul 2,
T,=018¢/(-06qg(=-042q (.
Forta tdietoare se anuleazd (7;_, =0) In punctul 4, situat la distanta
x =0,18/ fata de sectiunea 3.

Momentul Incovoietor variazd liniar pe portiunea /-3, avand la capete
valorile :

M, =0;  My=V;-040=018q(-04/=0072¢¢>.

Pe portiunea 3-2, momentul Incovoietor variaza parabolic, in sectiunea x
avand expresia

2 2
M, =V, (0,4€+x)—% =0,18¢¢ (O,4f+x)—%.

In sectiunea 4 se obtine valoarea maxima

M,, =018ql 0,58/ — % (0,18¢)* =0,08824 ¢* .

¢) Grinda simplu rezemata, solicitata de un cuplu concentrat (fig. 2.9)
Reactiunile sunt

M
hethe

Forta taietoare este constanta in lungul barei
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In punctul 3 apare un salt egal cu M , valorile in sectiunile adiacente fiind

M M
MS—sz_a’. M3+5:__b'
l 0
V=02 gl 0’8|q’2
@ %\ @ e @ I 4 ®
@ 5 VAN M1:0,28q£( I
I/]’:?_” x x/ %=TL//Z 1q£ 0,40
a b
/ O,ZQ 0,87

Fig. 2.9 Fig. 2.10

d) Grinda in consola incarcatd cu forta concentrata si sarcind distribuita
(fig. 2.10)

Din ecuatia de proiectii pe verticala a fortelor se obtine reactiunea
V1 =0,2¢ ¢ . Din ecuatia de momente fatd de punctul / se obtine momentul din

incastrare M| =0,28 ¢ 02,
Forta tdietoare este constantd pe portiunea /-2 :
T, ,=-02g1

si are un salt egal cu ¢ ¢ in sectiunea 2, scazand apoi liniar la zero.

Momentul incovoietor in Incastrare este M| =—-0,28 g ¢ 2, pe portiunea /-2

variaza liniar pana la M, =-0,32¢ ¢?, scazand apoi parabolic la zero in punctul 3

unde diagrama momentelot incovoietoare are pantd nuld deoarece forta taietoare
este nula.
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e) Grinda simplu rezemata, incarcata cu sarcind triungiulara (fig. 2.11)

Pentru calculul reactiunilor, se inlocuieste sarcina distribuitd cu o forta

1 . . 20 oA .
concentrata q? , aplicata la distanta 3 de reazemul din stanga (in centrul de

. D . : 1 1
greutate al triunghiului). Se obtin valorile V| = q_, Vy = q?
In sectiunea x, intensitatea sarcinii distribuite este :
X
qx = Z q,
forta taietoare este

01 0 gx?
r =4t 1, -4t 9x

T 2T Ty
iar momentul Incovoietor este

3
gl 1 x qglx gx
M X—=———"—.
e 2T T e e
Anuland expresia fortei taietoare, se obtine abscisa x=€/ V3 in care

_ql’

943

momentul Incovoietor are valoarea maxima M ,,,,

3|z

SNm 7 N
oL C__ (00 o J
\k

q, | q
! | l Vi=5N
@ 6)] 0,5m_| 0.5m 2m

7 | IV @? T8I

V>=1IN
2m

®
—ip

)
ol
=
wlt\:
[
N
I
w2
“

o

i
! 5 T
q g + 7'"7
T
v S -9
5 at .
‘ g -25
) N
TP - |
3 il
qt’ ' 1,785
93 25

Fig. 2.11 Fig. 2.12
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Exemplul 2.1

Se cere sa se construiasca diagramele T si M la grinda din figura 2.12.
Rezolvare

Reactiunile sunt : Vi=5N; V,=11N.

Fortele taietoare au valorile: 7,_, =5N; T , = (5 - 7x) N, Tr_s =2N.
. 5
Pentru 7, , =0 se obtine x4 = 7m.
Momentele incovoietoare au valorile : M;_, =25Nm; M5, =-2,5Nm;
M, =—4Nm; M, =1,785 Nm.

Rezulta |M 4 Nm.

max| -

Exemple de calcul

In figura 2.13 se dau sase exemple de grinzi la care s-au construit
diagramele fortelor tdietoare si ale momentelor Incovoietoare.

2.5.2 Diagrama fortelor axiale

Pentru bara din figura 2.14, a, solicitatd de forte dirijate in lungul axei
barei, se calculeaza forta axiald pe fiecare portiune :
N172 :_2F, N273 :F,' N374 :2F, N475 :_F

si se construieste diagrama de eforturi din figura 2.14, b tinand cont de conventiile
de semne.

‘ V=F N
1E O

@ e

s 1|7 =

_{

@ { SF Lo F

@ IF 2F
2 b

Fig. 2.14
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2.5.3 Diagrama momentelor de rasucire

Pentru bara din figura 2.15, a, solicitatdi de momentul activ M si de
momentele rezistente M,,...,M,, ecuatia de echilibru a momentelor este

M +M,-M+M;+M,=0.

Se calculeaza momentul de torsiune pe fiecare portiune de bara:
M =M, M,, ;=M +M,,

M, , =M, +My,-M=-(M;+M,), M

11-2

-M,,

3.4 t4-5 =

apoi se reprezintd grafic fatd de o linie de referintd paraleld cu axa barei, ca in
figura 2.15, b, tindnd cont de conventiile de semne.

2.6 Diagrame de eforturi la bare cotite plane

Barele cotite si cadrele sunt formate din mai multe bare drepte, legate prin
noduri rigide. Nodurile rigide realizeaza legaturi care mentin unghiul dintre axele
barelor concurente in nod si dupa aplicarea solicitarii.

Pentru constructia diagramelor de eforturi trebuie precizat, pentru fiecare
bara componenta, sensul pozitiv al axei x. In cele ce urmeaza se considera bare
cotite solicitate de sarcini coplanare.

Fie bara din figura 2.16. Se calculeaza reactiunile. Din ecuatia de proiectii
pe verticald a fortelor se obtine V; =2 ¢ /. Se inlocuieste sarcina distribuitd cu o

fortd orizontala 3¢ ¢ aplicatd la mijlocul barei /-3. Ecuatia de momente fatd de
punctul / se scrie

3q€%+2q£-€—H2-2€=0

13 . . D . < .
Rezulta H, =?q€ . Din ecuatia de proiectii pe orizontald a fortelor se obtine

=4t

R
Fortele axiale au valorile :

13
N173:_2q€, N375:_7q£, N572:O

Cu aceste valori se construieste diagrama din figura 2.16, b.
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2qf
® ®
T 7 @7 l .
] g H;%M 1] 43 ED,
g~ (\@ - |
] 3¢ @ (N
JHon-2 — b
—— —
Z -2q/¢
V,=2qf

G| o oy
| 4

c d
4t
Fig. 2.16
Fortele taietoare sunt :
ql 1 13
I =—"—, 3=—"—-qx, DL .,=-—q,
1 4 1-3 4 q 3-¢ 4 q

13
Lie=2ql, Ta=2ql T5=0 Ti,="rql.
Cu aceste valori se construieste diagrama din figura 2.16, c.

Momentele incovoietoare au valorile :

21 1
M, =0, M3=—7q£2, M4=M5=—?3q£2, M,=0,

cu ajutorul cdrora se construieste diagrama din figura 2.16, d.

Se observa ca la colturile barei cotite, valorile fortelor axiale si fortelor
taietoare se modifica la trecerea de la o bara la cealaltd, deoarece aceste eforturi
depind de directie. In schimb, valorile momentelor incovoietoare sunt aceleasi
pentru cele doud bare concurente intr-un nod, deoarece valoarea momentului
incovoietor depinde numai de punctul in care se calculeaza si nu de directia barei.

Exemple de calcul

In figura 2.17 se dau patru exemple de grinzi cotite la care s-au construit
diagramele fortelor axiale, fortelor tdietoare si ale momentelor incovoietoare.
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V,-F
H=3F
V. ®

1
' ‘ Hy=3F

20 O
@—fﬁ[‘_

0,5F

BN

n

@J»ﬁ

FRNTITT

Fig. 2.17
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2.7 Diagrame de eforturi la bare cotite spatiale

La bare cotite spatiale se construiesc diagrame de eforturi fatd de o linie de
referinta la fel ca bara. Pe fiecare portiune se defineste orientarea axei x, care poate
fi arbitrara, desi se prefera continuitatea sensului, la schimbarea directiei.

In continuare se vor construi patru diagrame de eforturi N, 7, M ;s1M,,
deci diagramele fortelor taietoare 7, 7. si ale momentelor incovoietoare M,,,
M, vor fi desenate in diagrama T, respectiv M; . Functie de tipul aplicatiei, se pot
construi fie doar diagramele M, si M, , fie diagramele Nsi M .

Relatiile diferentiale de echilibru (2.4), (2.5) in planul xOz, scrise cu indici,
au forma

dr dM,
f=-p., =T.. 2.7
P pn 27
In planul xOy, relatiile diferentiale de echilibru se scriu
dT, M
Y=—p., Z=_T. 2.8
dx Py dx 7 8)

Rezulta ca in planul xOy, regula de semne si reprezentarea geometrica
pentru forte taietoare este aceeasi ca In planul xOz, in schimb, momentele
incovoietoare au semn contrar, deci diagrama momentelor incovoietoare va avea
aceeasi forma, dar cu semne schimbate.

Pentru bare incastrate la un capat, este recomandabil sa se inceapa calculul
de la catul liber; astfel nu mai este necesar calculul reactiunilor. Prima portiune
dreapta se considerd incastrata in restul sistemului §i se construiesc diagramele de
eforturi aferente. Pentru constructia diagramelor de eforturi pe urmatoarea portiune
dreapta, se reduc fortele de pe portiunea anterioara in capatul adiacent al barei si se
considerd bara incastrata la celdlalt capat (se "rigidizeaza" restul sistemului).

Deobicei se precizeaza sensul axelor y si z pentru fiecare portiune dreapta.
In continuare, pentru simplificarea expunerii, nu se face aceastd precizare. Pentru
claritate, la diagrama momentelor de rasucire s-a inversat conventia de semne.

Exemplul 2.2
Fie bara din figura 2.18, a, la care s-a precizat sensul axei x pe fiecare
portiune.

Se considerd portiunea 2-3, incastratd in 2 (fig. 2.18, ). Se calculeaza
eforturile si se reprezintd pe portiunea respectiva din diagramele din fig. 2.18, d, e,
f g N,_3=4kN,T, 5 = 2kN (in plan vertical), M, =—1,6 kNm (in plan vertical),

M, 53=0.
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Se sectioneaza bara in 2. Se reduc fortele aplicate in 3 in punctul 2 al barei
1-2 (fig. 2.18, c¢) incastratd In /. Se calculeaza -eforturile N,_, =0,

M, _, =1,6 kNm, fortele taietoare si momentele incovoietoare in planul vertical,

produse de forta 2 kN, apoi cele din planul orizontal, produse de forta 4 kN. Se
obtin diagramele din figurile 2.18, d, ¢, f, g.

4 kN

4@//@ Dx%m 2kN 3' 1,6 kNm

[kN]

1,6

[kNm]

Fig. 2.18
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Exemplul 2.3

Fie bara din figura 2.19, a, solicitatd in punctul 4 de forta F' si de cuplul
concentrat 2Fa. Se alege sensul pozitiv al axei x pentru fiecare portiune.

Se considerd portiunea 3-4, incastrata in 3 (fig. 2.19, b) si se calculeaza
eforturile aferente.

2Fa

Se sectioneaza sistemul in 3, se indeparteaza bara 3-4, se reduc fortele ce
actioneaza asupra barei 3-4 in punctul 3, capdtul barei 2-3 (fig. 2.19, ¢) si se
calculeaza eforturile in bara 2-3, incastratd in 2. Se construiesc diagramele de
eforturi pentru bara 2-3.
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Se sectioneaza sistemul in 2, se indeparteaza bara 2-3, se reduc fortele care
actioneaza asupra barei 2-3 (din fig. 2.19, ¢) in punctul 2, capatul barei /-2 (fig.
2.19, d) si se calculeaza eforturile in bara /-2, incastratd in /. Diagramele de
eforturi sunt prezentate in figurile 2.19, ¢, f, g, h.

2.8 Relatii diferentiale de echilibru la bare curbe plane

Se considerd bare curbe plane, solicitate prin forte coplanare. Relatiile
diferentiale de echilibru difera dupa cum momentele incovoietoare pozitive méaresc
sau micsoreaza curbura barei.

Cazul 1. Momentele incovoietoare pozitive micsoreaza curbura barei

Fie un element infinitezimal de lungime BC =ds si raza R, obtinut prin
sectionarea unei bare curbe in B si C (fig. 2.20), solicitat de o sarcina distribuita p
in directie radiala (inlocuitd prin forta concentratd pds aplicatd la mijlocul
elementului BC). Pentru echilibru, in cele doud sectiuni de la capete s-au introdus
eforturile N, T, M, respectiv N+dN, T+dT, M+dM. In acest caz, momentele
incovoietoare pozitive maresc raza de curburé a barei.

T+dT

Fig. 2.21

Se scriu ecuatiile de echilibru static: ecuatiile de proiectii pe directiile
fortelor N, T si ecuatia de momente fata de punctul C :

N—(N+dN)cosd(p+(T+dT)sind(o+pdssind7¢=0,

T—(T+dT)cosd(p—(NerN)sind(o—pdscosd%ﬁ=O,
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M—(M+dM)—NR(l—cosd(o)+TRsind(p—pdSRsindT(p=0.

Inlocuind sindg = dg, cosdep =1, ficand reducerile necesare si neglijand
infinitii mici de ordin superior, se obtine

—dN+Tdep=0,
—-dT-N dep—-pds=0,
—dM +TR dp=0.

Inlocuind ds = R d¢, rezulti ecuatiile diferentiale de echilibru

av_ T dar_ N M
ds R ds R ds
La bare in forma de arc de cerc (R=const.), relatiile (2.9) devin

A L/
do de

Pentru R — o, din ecuatiile (2.9) se obtin relatiile diferentiale de echilibru
(2.4) 51 (2.5) de la bare drepte.

T. 2.9)

b

TR. (2.10)

Cazul II. Momentele incovoietoare pozitive maresc curbura barei

Se scriu ecuatiile de echilibru pentru elementul infinitezimal din Fig. 2.21,
la care momentele incovoietoare pozitive micsoreazd raza de curbura a barei.
Urmand operatiile de mai sus se obtine

dN T dT N
—=-—, —=—-p, %zT, (2.11)
ds R ds R ds
La bare in forma de arc de cerc ( R = const.), relatiile (2.11) devin
T
W _p Y N_r WM _pp 2.12)
de de de

Pentru R — oo, din ecuatiile (2.11) se obtin relatiile diferentiale de
echilibru (2.4) si (2.5) de la bare drepte.

2.9 Diagrame de eforturi la bare curbe plane

Se considerd bare in formd de arc de cerc, cu raza R, solicitate de forte
coplanare. Eforturile se definesc prin metoda sectionarii.
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Forta axiald N este egald cu suma proiectiilor pe tangenta la axa barei a
fortelor care actioneaza de o parte a sectiunii considerate. Forta tdietoare 7 se
calculeaza ca suma proiectiilor pe normala la axa barei a fortelor ce actioneaza de o
parte a sectiunii. Momentul incovoietor M este egal cu suma momentelor fortelor
(si a cuplurilor concentrate) ce actioneaza de o parte a sectiunii, fatd de sectiune.

Conventiile de semne pentru eforturi coincid cu cele stabilite la bare
drepte. Drept linie de referintd pentru reprezentarea eforturilor se utilizeaza axa
barei curbe. Diagramele se construiesc astfel incat ordonatele sa fie orientate pe
directia razei (normale la axa barei). Functie de forma barei, eforturile pozitive se
reprezintd pe partea concava sau convexa a barei, pentru a se obtine o diagrama cat
mai clara.

Exemplul 2.4
Se vor construi diagramele de eforturi la bara semicirculara din fig. 2.22, a.

Se calculeaza reactiunile
H =F, V\=F/2, V,=F/2.

Se scriu expresiile analitice ale eforturilor intr-o sectiune oarecare :

. F F .
N13=Fs1n(/)+?cos¢, T13=Fcosgo—?s1n(0,
. F
M, =FRsm¢)—?R(l—cosqo),

F F . F
N32:—?c0sa, T32:—Es1na, M32:?R(1—cosa).

Se calculeaza valorile eforturilor in sectiunile 7, 2 si 3 :

F
N1:_, Ti_F, M1:0,
2
F
N2:—_, T2:0, M2=0,
2
F FR
Ny . =F, N3, =0, I == M; ==

Se traseazd mai iIntdi, aproximativ, diagramele N, 7, M, unind cu linii
continue ordonatele punctelor obtinute pe baza valorilor de mai sus.

Se observia ci Tj3=0 la @=arctg2=63°30". In aceasti sectiune se
calculeaza N, , =L118F si M,, =0618F R, dupd care se corecteaza
diagramele (fig. 2.22, b, c, d).
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Pentru claritate, fortele tiietoare pozitive apar pe partea concava a barei,
iar momentele incovoietoare pozitive apar pe partea convexa a barei.

L]

o P
ro]y

b gy
vy

0,618 FR

63307

Fig. 2.22

Exemplul 2.5

In figura 2.23 se prezinti diagramele de eforturi la o bara in forma de S, cu
o portiune centralad rectilinie si doud portiuni circulare avand curburi de semne
diferite.



2. EFORTURI IN BARE 39

In sectiunile unde forta tdietoare se anuleaza, forta axiald si momentul
incovoietor au valori extreme. In partea centrald rectilinie, fortele N si T sunt
constante iar momentul Incovoietor variaza liniar.

Exemplul 2.6

In figura 2.24 se prezintd diagramele M ; si M, la o bard curba plana
rezemata 1n trei puncte, solicitata de o forta perpendiculara pe planul barei.

F

Fig. 2.24

Din ecuatia de echilibru a momentelor fatd de linia /-3 se calculeaza
reactiunea

V3

V2 :7F20,866F .
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Din ecuatia de echilibru a momentelor fatd de tangenta in / se calculeaza
reactiunea

V3-1

V3 ZTF=0,183F

Din ecuatia de echilibru a fortelor pe verticala se obtine apoi

_3-43
4

4 F=0317F.

In sectiunea 2 momentele au valorile

J3-1

M. =M, =——FR=-0183FR.
i ) 4

In sectiunea 4

3W3 -1

M, = 2 FR=02745FR,

i4
3-43

M =—TFR =-01585FR.

4

Pe intervalul 2-4, masurand unghiul £ fatd de raza din sectiunea 2, se
obtine momentul Incovoietor

V3-1 N
i, =——FR cosff+——FRsinf
24 4 2
care se anuleza cand [ = 12°. In sectiunea respectiva, momentul de rasucire are
valoarea maxima

M, ~=-02021FR.
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TENSIUNI S| DEFORMATII SPECIFICE

Eforturile in bare sunt marimi conventionale, aplicate in centrele de
greutate ale sectiunilor transversale ale barelor, fiind independente de forma si
dimensiunile acestora. In realitate, solicitarile interioare se manifesta prin actiuni
distribuite pe toatd suprafata sectiunii transversale. Ele se caracterizeaza prin
tensiuni normale §i tensiuni tangentiale, care reprezinta fortele interioare pe
unitatea de suprafata.

Dimensionarea componentelor maginilor si constructiilor metalice se
bazeaza pe valori admisibile ale tensiunilor care pot actiona intr-un material supus
la sarcini exterioare. Pentru corpuri de grosimi mici §i cu anumite simetrii,
tensiunile se pot calcula numai din consideratii de echilibru. In general insa,
tensiunile depind de deformatiile corpurilor. Valorile locale adimensionale ale
deformatiilor corpurilor se numesc deformatii specifice. La corpuri elastice
deformatiile specifice sunt proportionale cu tensiunile care le produc.

3.1 Tensiuni

Pentru a caracteriza solicitarea din interiorul unui corp elastic,
determinata de aplicarea unor sarcini exterioare, se sectioneaza corpul (fig. 3.1, a)
si, prin separarea celor doud parti, se pun in evidentd fortele interioare care
exprima legatura intre particulele din interiorul corpului, situate de o parte si de
cealaltd a planului de sectionare (fig. 3.1, b).

Fie un element de suprafata A4, din planul sectiunii in al carui centru de
greutate P se aplica forta AF , rezultanta fortelor interioare ce actioneaza pe acest
element, care 1n general este oblica fata de elementul 44 .

Prin definitie
. AF dF
p=lim —=—
44-0 44 dA
reprezintd valoarea fensiunii in punctul P, pe suprafata cu normala n.
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Tensiunile sunt marimi tensoriale care depind atat de valoarea fortei
elementare dF' cat si de orientarea normalei n la suprafata d4. Pe o suprafata care
trece prin P dar are alté orientare 1n spatiu, tensiunea in punctul P este diferita.

Fotrte_ Forte
ex enoa\re /interioare

Fig. 3.1

Se descompune forta AF in trei componente, AF, - in lungul normalei la
suprafata, paralela cu axa x, AF, si AF, - in planul suprafetei transversale. Se
definesc doua tipuri de tensiuni, i anume :

- tensiunea normala

Ak, _dF, 3.1)

b

o, = lim
A44—0 AA dA

perpendiculara pe planul sectiunii transversale si

- tensiunile tangentiale :

AF, dF
= lim =2 =2 g A 4 g
Y A450 A4 dA 44-0 A4 dA

situate in planul sectiunii transversale (fig. 3.2).

g5
5

Fig. 3.2

In notatia indiciala, tensiunile normale au un singur indice, care defineste
axa cu care sunt paralele. Tensiunile tangentiale au doi indici. Primul indice arata
directia normalei la planul sau fata pe care actioneaza tensiunea. Al doilea indice
aratd directia componentei tensiunii.
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Tensiunile normale o pot fi comparate cu presiunea din fluide, iar cele
tangentiale 7 - cu frecdrile care apar in planul de separatie, in cazul miscarii
relative a doud corpuri in contact. Tensiunile se masoara in unititi de forta
impirtite la unititi de suprafati, deobicei in MPa sau N/mm®. in literatura englezi
tensiunile se masoara in psi si ksi: 1 psi =1 Ibf/in*; 1 psi (pound/inch?)=6,8947 kPa;
1 ksi = lkpsi = 6,8947 MPa.

O problemd centrald a Rezistentei materialelor este stabilirea legii de
distributie a tensiunilor pe sectiunea transversald a unei bare §i determinarea
valorii acestora in functie de sarcinile exterioare aplicate barei si caracteristicile
geometrice ale sectiunii.

3.2 Conventii de semne pentru tensiuni

Se va utiliza un sistem de axe drept. Conventia de semne pentru tensiuni se
bazeazd pe relatia intre directia normalei exterioare la o suprafatd si directiile
componentelor tensiunilor care actioneaza pe fata respectiva.

Pe o fata pozitiva (cu normala exterioara in sensul pozitiv al axei),
tensiunile pozitive sunt dirijate in sensul pozitiv al axelor de coordonate. Pe o fata
negativd, tensiunile pozitive sunt orientate in sensul negativ al axelor de
coordonate. Deci tensiunile de intindere sunt totdeauna pozitive, iar tensiunile de
compresiune sunt totdeauna negative.

Fig. 3.3

In figura 3.3, @ s-au pus in evidenti componentele in lungul axelor de
coordonate ale tensiunilor pozitive care actioneaza pe fetele unui element de volum
paralelipipedic. Pe fata pozitivi B'C'D'E’ tensiunile pozitive au sensul axelor de
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coordonate. Pe fata negativa OBCD tensiunile au sens contrar axelor de
coordonate.

Dintre cele sase componente ale tensiunilor tangentiale, se demonstreaza
ca numai trei sunt diferite. Fie O’ centrul paralelipipedului de laturi dx, dy, dz din
figura 3.3, b, In care s-au desenat numai tensiunile care actioneaza intr-un plan
perpendicular pe axa O'x’, paralela cu Ox.

Se scrie ecuatia de momente a fortelor fata de axa O'x’
d dz
2(r,, dxdz)%—z(rzy dxdy)7 -
de unde rezultd 7, = 7,,,. Relatii similare se stabilesc in planele xOz si yO:z.

0,

Componentele tensiunilor tangentiale normale la muchia comuna a doua
plane perpendiculare intre ele sunt egale si orientate ambele fie spre muchia
comund fie in sens contrar.

Deci tensiunile tangentiale sunt complementare doua céte doua

z-xy = z-yx’ z-yz = sz’ Tox = Txz-

(3.3)

Se spune ca relatiile (3.3) exprimd dualitatea sau complementaritatea
tensiunilor tangentiale.

3.3 Relatii intre eforturi si tensiuni

Se considerd un element de suprafati infinitezimal dA. Intr-un punct P,
situat pe dA, actioneazd tensiunea normald o, si tensiunile tangentiale 7, si

7., (fig. 3.4). Pe elementul de suprafatd d4 actioneaza fortele elementare o, d4,
Ty, d4d si7, d4.
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Astfel de forte elementare sunt distribuite pe toatd suprafata sectiunii
transversale a barei. Reducandu-le in centrul de greutate al sectiunii, se obtin
relatiile de echivalentda intre eforturi si tensiuni. Acestea exprimd cele sase
componente ale torsorului fortelor interioare in functie de tensiunile de pe
elementul de suprafatd dA4, definit in jurul punctului de coordonate y §i z.:

N=Jadi, M,.yzjaxsz,
A A

Tyzjz’xy dd, Mizz—j o, ydd, (3.4)
A A

Tzzjrxsz, Mtzj(rxzy—rxyz)dA.
A A

3.4 Sisteme de tensiuni static determinate

In majoritatea problemelor din Rezistenta materialelor, calculul tensiunilor
se face pe baza unor ipoteze simplificatoare privind deformatiile, de exemplu,
ipoteza sectiunii plane la bare. Exista insa situatii in care tensiunile se pot calcula
utilizdnd doar ecuatiile de echilibru. Este cazul problemelor simetrice privind
recipienti sub presiune cu pereti subtiri sau rasucirea barelor cu pereti subtiri de tip
teavad. Acestea sunt sisteme static determinate. Valorile tensiunilor depind numai
de dimensiunile corpului studiat si de sarcinile exterioare. Rezulta formule de
dimensionare in care grosimea peretelui se calculeazd pe baza unor valori
admisibile ale tensiunilor maxime.

3.4.1 Vas cilindric cu presiune interioara

Fie un vas cilindric de diametru D =2R solicitat la presiune interioara
constanta p (fig. 3.5, a). Peretii vasului au grosime constantd mica, 4 << D, deci se
considera ca tensiunile sunt constante pe grosimea peretelui.
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Asupra unui element detasat din peretele vasului actioneaza (fig. 3.5, d)
tensiuni normale circumferentiale o, datorite "dilatarii" vasului sub efectul
presiunii interioare, si tensiuni normale longitudinale o,, datorite efectului

"capacelor" de la capetele vasului (fig. 3.5). Valorile acestor tensiuni se pot calcula
din ecuatiile de echilibru axial i circumferential.

Echilibrul axial. Daca se sectioneaza vasul cu un plan perpendicular pe axa
longitudinala (fig. 3.5, b) si se izoleaza partea din dreapta, aceasta trebuie sa fie in
echilibru sub actiunea fortei axiale produse de presiunea p pe suprafata 7 R? sia
tensiunilor longitudinale o, ce actioneaza in peretele vasului, pe suprafata inelara
27 Rh.

Ecuatia de proiectii a fortelor pe axa longitudinald a vasului se scrie

p7zR2 =0,27Rh,
de unde rezulta

_PR_pD

= . 3.5
2h  4h 3:3)

03
Echilibrul circumferential. Se sectioneaza vasul cu un plan longitudinal
orizontal care trece prin axa vasului (fig. 3.5, ¢), apoi din partea superioara se
detaseaza o portiune de lungime ¢ . Pe un element de suprafatd / Rdé& actioneaza
forta p ¢ RdO care face unghiul 6 cu orizontala. Componenta verticald este
p Ll RdO-sinf. Suma fortelor de presiune este echilibratd de cele doua forte
o1 h{ produse de tensiunile circumferentiale. Ecuatia de proiectii a fortelor pe
diametrul vertical se scrie

[pRIsin0do=p2RI=20,ht,
0
de unde rezulta

_PR_pD_

=2 : 3.6
W o Omax (3.6)

o]
Daca se atribuie lui o,,,, valoarea admisibild o, , rezultd grosimea vasului

poPP

ro 3.7)

In practica, la aceasta valoare se adauga adaosuri tehnologice, adaosuri de
coroziune etc., deci 1n final grosimea vasului este mai mare decat valoarea
calculata cu ajutorul formulei (3.7).
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3.4.2 Inel subtire in rotatie
Inelul din figura 3.6, a are raza medie R, aria sectiunii transversale 4 si se
roteste cu viteza unghiulara constantd @ .

Pentru calculul tensiunilor circumferentiale o din inel, se aplica principiul
lui d'Alembert. Asupra unui element de lungime R dé (fig. 3.6, b) actioneaza forta
centrifuga

dF =Rw? dm =R’ p ARd0,
unde p este densitatea materialului.

Tensiunile normale produc forte circumferentiale o 4 ale caror
componente radiale sunt echilibrate de forta centrifuga

20'Asin%;2aAd—29=pAa)2R2 do.

Rezulta valoarea tensiunii normale de intindere din inel
asz2w2 =pvz, (3.8)

unde v este viteza tangentiald a centrului sectiunii transversale.

Fig. 3.6

De notat ca valoarea tensiunii normale din inelul in rotatie este
independenta de forma si suprafata sectiunii transversale. Pentru o valoare maxima
admisibila a tensiunii normale din inel, din relatia (3.8) se poate calcula viteza
unghiulard maxima admisibild pentru un inel de raza medie datd. Dacd @ este
impus, din relatia (3.8) se obtine raza inelului, element constructiv de baza al
volantului utilizat la uniformizarea turatiei motoarelor cu ardere interna.
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3.4.3 Invelisuri subtiri sub presiune

Invelisurile sunt corpuri mirginite de doua suprafete curbe invecinate,
distanta intre acestea fiind micd in comparatie cu dimensiunile suprafetelor. In
continuare se considerd invelisuri de rotatie (axial-simetrice) sub presiune, care
lucreazi ca o membrand, in asa-numita "stare firi momente". In peretele
invelisului existd doar tensiuni normale de intindere, denumite "tensiuni de
membrana", uniform distribuite pe grosimea acestuia.

Pentru realizarea starii farda momente, trebuie indeplinite urmatoarele
conditii: a) forma invelisului sa fie lina, fard variatii bruste ale razelor de curbura;
b) sarcinile exterioare sa fie uniform distribuite sau variabile lent, excluzand fortele
si momentele concentrate; c¢) marginile invelisului sa fie astfel rezemate incat
reactiunile s nu aiba componente transversale importante si sa nu apara reactiuni
momente; d) invelisul sd nu aiba margini deschise libere.

La un finvelis cu suprafata mediana de forma unui corp de rotatie,
meridianele sunt liniile obtinute prin intersectia suprafetei cu plane care trec prin
axa de rotatie. Liniile perpendiculare pe meridiane sunt cercuri i se numesc
paralele.

Fig. 3.7

Fie un invelis axial-simetric sub presiune (fig. 3.7, @) incarcat simetric,
deci cu presiune constantd pe un cerc paralel. Se decupeaza din invelis un element
marginit de doua meridiane si doud paralele (fig. 3.7, b) astfel incat unghiul celor
doua raze meridiane sa fie d@, iar unghiul razelor paralele sa fie d@, . Se noteaza:

o, - tensiunile meridiane, o, - tensiunile circumferentiale, p; - raza de curburd a
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meridianului, p, - raza de curburd a paralelului, 4 - grosimea peretelui. Raza p,
face unghiul 6, cu axa vasului.

Se scrie echilibrul fortelor care actioneaza asupra elementului de invelis.
Asupra laturilor actioneaza fortele o; & ds, si o, h dsy, tangente la suprafata

mediana, unde ds; = p;dé; si dsy = pp d6,. Componentele lor dirijate spre

. dg . . de .
centrele de curburd oy h p, d6, smT1 si oy h pdb smT2 sunt echilibrate
de forta datoritd presiunii interioare p ds; ds,. Pentru valori mici ale unghiurilor
dé; si d6,, sinusurile se pot inlocui cu unghiurile exprimate in radiani. Ecuatia de
echilibru a fortelor se scrie

2(71 /’lpz d«92 d01 +20'2 hpl dgl dez =P O dgl P2 dez
sau

(o2 (o2
91,9 _»p

: (3.9)
pL P2k
fiind cunoscuta sub numele de ecuatia lui Laplace.

Pentru calculul tensiunilor o] §i 0, mai este necesard o ecuatie de
echilibru, a carei forma depinde de configuratia si incarcarea invelisului studiat.

La un vas cu presiune interioard constanta, se scrie echilibrul fortelor pe
verticala (fig. 3.7, a)

2z rhoysing; =p7zr2,

unde raza cercului paralel

r = pj sinf;.
Rezulta
%)
o) =—=, 3.10
1= (3.10)

apoi, din relatia (3.9), se calculeaza o, .

3.4.4 Rasucirea unui tub circular subtire

Rasucirea barelor este o problema static nedeterminata, asa cum este tratata
in general in Capitolul 6. Totusi, dacd raza unui tub circular este mare in
comparatie cu grosimea (de ex., de zece ori mai mare), atunci se poate considera ca
tensiunile sunt constante pe grosimea peretelui, iar problema devine static
determinata.
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In figura 3.8, un tub de razd medie R si grosime a peretelui / este solicitat
la rasucire de cupluri egale si de sens contrar M, aplicate la capete. Sectionand
tubul cu un plan perpendicular pe axa longitudinala, in sectiunea transversald se
introduc tensiuni tangentiale care, din motive de simetrie, au valoare constantd in
lungul conturului.

Fig. 3.8

Ecuatia de echilibru a momentelor ce actioneaza asupra unei parti a barei
se scrie

M,=727RhR ,
de unde se obtine expresia tensiunilor tangentiale din tubul rasucit

TZLz. (3.11)
27hR

3.4.5 Forfecarea unui bolt

In imbinarea cu tija gaurita si furca din figura 3.9, a, boltul este forfecat ca
in figura 3.9, b. Se considera ca tensiunile tangentiale 7 sunt uniform distribuite pe
suprafetele de forfecare (ceea ce contravine complementarititii tensiunilor
tangentiale).

tija

gauritd \

Fr2

|

/2

|

Fig. 3.9
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Valoarea medie este

F

rT=—o1, 3.12
Y (3.12)

unde A4 este suprafata sectiunii transversale a boltului. Alegand o valoare maxima
admisibila pentru 7, cu ajutorul formulei (3.12) se dimensioneaza boltul.

3.5 Deformatii specifice

Se considera un corp deformabil, rezemat astfel incat si nu se poatd
deplasa ca un corp rigid (fig. 3.10). In acest caz, deplasarile punctelor materiale din
corp vor fi produse numai de deformatiile care apar sub efectul sarcinilor exterioare
aplicate.

3.5.1 Alungirea specifica

Fie punctele B si C, situate la distanta ¢ in corpul elastic nedeformat (fig.
3.10).

Dupa aplicarea sarcinilor exterioare, corpul se deformeaza, punctul B
deplasandu-se in B’, iar C in C'. Distanta intre cele doud puncte devine ¢'.

Diferenta intre lungimea finald ¢’ si cea initiald ¢ a segmentului
considerat se numeste alungire:

Al=10—1. (3.13)
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Raportul intre alungirea A/ si lungimea initiala ¢ se numeste alungire
specifica medie:
AL

Em 7

(3.14)

La limitd, cdind ¢ — 0, se obtine alungirea specificd in punctul B, pe
directia BC:

.4
gpc = lim —. (3.15)

In general, alungirea in punctul B, pe alti directie, este diferita.

Alungirile specifice ¢ sunt produse de tensiuni normale o si determina
modificarea volumului corpului elastic.

3.5.2 Lunecarea specifica

Fie unghiul drept format de segmentele OD si OFE in corpul elastic
nedeformat (fig. 3.10). Dupa aplicarea sarcinilor exterioare, punctele se deplaseaza
iar unghiul considerat devine £ D'O'E".

Unghiul y,,, care masoara variatia unghiului de 90° in urma deformatiei
corpului, se numeste (unghi de) lunecare medie:

¥m=ZDOE- ZDOE. (3.16)

La limita, cand segmentele OD — 0, OF — 0, se obtine (unghiul de)
lunecarea specifica in punctul O, in planul DOE:

Ypor = lim (/DOE - 2/D'O'E") (3.17)
OD—0
OE—0

Lunecarile specifice y sunt produse de tensiunile tangentiale 7 si
determind modificarea formei corpului.

Intre deformatii specifice si deplasirile punctelor corpului elastic se
stabilesc relatii geometrice (cinematice). Eliminand deplasarile se obtin relatii de
compatibilitate intre alungirile specifice si lunecarile specifice.

3.5.3 Relatii intre deformatii specifice si deplasari

Fie un element de dimensiuni dx, dy si grosime egald cu 1 (fig. 3.11),
detasat dintr-un corp elastic. Sub actiunea sarcinilor aplicate, apar doud feluri de
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deformatii, care vor fi tratate separat: lungimile laturilor se modifica (fig. 3.11, a)
iar elementul se distorsioneaza, laturile sale rotindu-se relativ (fig. 3.11, b).

Latura AB, de lungime initiald dx, se deplaseaza in pozitia A'B’, alungirea

. y . - ou P
sa fiind egald cu diferenta deplasarilor capetelor (u+a— dxj—u. Impértind
X
alungirea la lungimea initiald se obtine alungirea specifica pe directia x, apoi,
printr-un calcul analog, alungirea specifica pe directia y

0 ov
e, =a—“, 5= (3.18)
x
% ~%y
N VrEmY , VA c
\ Pommmoe- ¢ o4 dy > -7
D | c ! oy Fom !
& T ] D 1D G /
\ ! I ’ - /
a ! I ! /,
|5 X [ e
A W I "~ Ale==" ®
Al ]u Bc»—»‘ u+ 2 gy A B ia’x
- dx ox ax
— > x > X
a b
Fig. 3.11

Pentru calculul lunecérii specifice, se considerd variatia unghiului drept

ZBAD (fig. 3.11, b). Rotirea laturii AB este o, =tga, =?, in timp ce rotirea
X

. 0 . L
laturii AD este —a,, = 6_u Variatia totald a unghiului drept £ZBAD este lunecarea
Y

specifica in planul xOy

ov  Ou
—+—.
ox Oy
Lunecdarile specifice sunt pozitive atunci cand unghiul drept descreste.

YV =0 —Qy, = (3.19)

Pentru un element paralelipipedic cu laturile dx, dy, dz, se stabilesc relatiile

ou ov ow
Ex =5 &y =77 &, =—">
Ox Y oy Oz
Yo ou Ov 61)+8w _6w+8_u’ (3.20)

:—+—’ =—+—, = —
o o e ey T e &
7/Xy:7yx’ 7/yz:72y’ j/zx:}/xz.



54 REZISTENTA MATERIALELOR

Eliminand deplasarile din relatiile (3.20) se obtin relatii intre deformatiile
specifice, numite ecuatii de compatibilitate. In planul xOy se obtine

e, ¢ _827/xy

Xy Y= . 321L,a
ot ot oxoy ( )
Se mai stabilesc relatii de forma
2 0 0
206 _Of oz e T | (321, 5)
0y0z Ox Ox oy 0z

3.6 Relatii intre tensiuni si deformatii specifice

Pentru solicitari de mica intensitate si la o serie de materiale utilizate in
practica inginereasca, intre tensiuni si deformatii specifice se stabilesc relatii liniare
(R. Hooke, 1678) cunoscute sub numele de legea lui Hooke.

Relatia intre tensiuni normale si alungiri specifice are forma
oc=FE¢ (3.22)

unde E este modulul de elasticitate longitudinal (modulul lui Young) al materialului
(Th. Young, 1807).

Relatia intre tensiuni tangentiale si lunecari specifice are forma
=Gy (3.23)
unde G este modulul de elasticitate transversal (modulul de forfecare) al
materialului.

Deoarece deformatiile specifice sunt marimi adimensionale, modulele de
elasticitate au aceleasi dimensiuni ca tensiunile, deci se masoara in unitati de forta
impartite la unitati de suprafatd sau in Pascal. Valori uzuale la otel sunt £=210 GPa
si G=81 GPa. Pentru alte materiale se dau valori orientative in Tabelul 3.1.

Tabelul 3.1
. E, G,
Materialul GPa GPa
1 oteluri 190 - 208 77 - 83
2 cupru 110 - 120 37 -46
3 aluminiu 69 - 70 24 - 28
4 sticla 50 - 80 20 - 35
5 polistiren 1,1-33 04-1,2

Relatiile intre tensiuni si deformatii specifice pentru starea tridimensionala
de tensiuni sunt prezentate in Capitolul 9.




4.

CARACTERISTICI MECANICE LA
INCARCARI MONOTONE

O serie de incercari mecanice relativ simple sunt folosite pentru evaluarea
proprietatilor materialelor. Rezultatele sunt utilizate In proiectarea inginereasca si
ca baza in compararea si alegerea materialelor.

Incercérile la tractiune se fac pentru evaluarea constantelor elastice, a
rezistentei, ductilitatii si Intaririi materialelor. Se determina modulul de elasticitate,
E, ca o masurad a rigiditatii, limita de curgere, o,., care defineste rezistenta la

aparitia deformatiilor plastice, si rezistenta la tractiune, o, , cea mai mare tensiune

conventionalad care poate exista in material. Coeficientul lui Poisson, v, poate fi
calculat daca se masoara si deformatia specifica transversald. Alungirea la rupere
caracterizeaza ductilitatea materialului, capacitatea de a se deforma fara sa se rupa.
Coeficientul de rezistenta, K, si coeficientul de ecruisare, n, caracterizeaza
materialele cu intarire, deformate elasto-plastic.

Incercirile la compresiune se fac pentru evaluarea unor proprietiti similare
la materiale solicitate in principal la compresiune, ca betonul si piatra de
constructii, sau la materiale fragile, ca sticla si ceramicele. Incercarea de rezistenta
la forfecare purd permite masurarea modulului de elasticitate transversal G, a
limitei de curgere si a rezistentei de rupere la forfecare pura.

Incercarile de duritate, rezilientd, incovoiere sau rasucire nu fac obiectul
acestui curs.

4.1 Incercarea la tractiune monoaxiala

Pentru stabilirea relatiei intre tensiunile normale o si alungirile specifice
g, se face incercarea la tractiune (la materiale metalice, conform SR EN 10002-1).
Se utilizeazd o epruvetd, avand forma din figura 4.1, la care se cunoaste aria
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sectiunii transversale initiale 4, In portiunea centrald calibratd si pe care se

marcheaza doua repere la distanta L, .

==

4

0

| |

Fig. 4.1

Epruveta se obtine, in general, prin prelucrarea unei probe dintr-un
semifabricat turnat. Produsele cu sectiuni constante (profile, bare, sirme etc.)
precum si epruvetele brute turnate (de exemplu: fonte, aliaje neferoase) pot fi
supuse Incercdrii fara a fi prelucrate. Sectiunea transversala a epruvetelor poate fi
circulara, patrata, dreptunghiulara, inelara, sau, in cazuri speciale, de alte forme.

F
T A - .
-
//
r
© C /
% B % /
%P A /
/
/
N P /R
O -
€, €, €
Fig. 4.2

Epruveta se monteaza intr-o masind de Incercat la tractiune, cu ajutorul
careia se aplicd pe directia axei longitudinale o fortd de intindere F, care in timpul
incercarii creste continuu, fard soc sau vibratii, pana se produce ruperea epruvetei.
Concomitent se masoara distanta intre repere L, respectiv alungirea (extensia)
epruvetei AL =L — L, cu ajutorul unui extensometru.
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Daca se reprezintd grafic forta de intindere F' in functie de alungirea AL,
se obtine o diagramd care depinde de dimensiunile epruvetei, deci care nu
caracterizeaza numai comportarea materialului incercat.

< e . : “ Foo.
Daca se reprezinta grafic dependenta intre tensiunea normala o =A— S1
0

. o o AL . . T . .
alungirea specifici & =——, atunci se obtine curba caracteristica a materialului
0

(fig. 4.2), denumitd si diagrama incercarii la tractiune. Aceasta este o curba
conventionald, deoarece tensiunea se calculeazd pe baza ariei sectiunii initiale 4,

a epruvetei, iar alungirea specifica - pe baza lungimii initiale intre repere L,,
marimi mai usor de masurat.

De notat ca in unele manuale de Rezistenta materialelor si In unele
standarde de incercari de materiale (de exemplu: STAS 6605-78) marimea

. AL . .
AL =L—-L, se numeste lungire, iar €=L— se numeste lungire specificd sau
o

alungire.

4.1.1 Caracteristici mecanice la Incarcari monotone

Pe curba din figura 4.2, care corespunde unui otel cu continut redus de
carbon, s-au marcat citeva puncte importante, ale caror ordonate definesc unele
caracteristici mecanice ale materialului.

a) Limita de proportionalitate o, este valoarea tensiunii panad la care

p
relatia intre o si & este liniara (ordonata punctului 4). Ecuatia portiunii OA4 a
curbei caracteristice se poate scrie sub forma legii lui Hooke (3.22)

oc=FE¢ “4.n
a carei panta E este modulul de elasticitate longitudinal (Th. Young, 1807).

b) Limita de elasticitate o, este valoarea tensiunii pand la care materialul
se comportd elastic (ordonata punctului B), deci pand la care deformatiile sunt
reversibile. La unele materiale se defineste o limita de elasticitate conventionala
001 - Aceasta reprezintd valoarea tensiunii la care apar local primele deformatii

plastice, careia 1i corespunde, dupd descarcarea epruvetei, o alungire specifica
remanentd de 0,01% (100 um /m).

Pentru majoritatea materialelor utilizate in constructia de masini, limita de
elasticitate este foarte apropiatd de limita de proportionalitate, desi cele doua
marimi sunt definite diferit. De asemenea, unele materiale pot avea o comportare
elasticd (revin dupd descircare la dimensiunile initiale), Tnsd neliniard. De



58 REZISTENTA MATERIALELOR

exemplu, particulele filamentare denumite whiskers pot avea deformatii specifice
elastice pana la 2%.
¢) Limita de curgere aparentd o, este valoarea tensiunii la care epruveta

incepe sa se deformeze apreciabil sub sarcind constantd (ordonata punctului C),
marcand aparitia deformatiilor plastice ireversibile. Portiunea CC' a curbei
caracteristice se numeste palier de curgere. Se disting limita de curgere
superioard, o,y , definitd de valoarea tensiunii iIn momentul cand se observa prima

scadere a fortei aplicate epruvetei, si limita de curgere inferioara, o, , valoarea
cea mai micd a tensiunii in timpul curgerii plastice (C. Bach — 1904), neglijand in
acest timp eventualele fenomene tranzitorii.

La unele materiale, palierul de curgere nu exista, curba caracteristica avand
alura din figura 4.3. Se defineste o limita de curgere conventionald o, . Aceasta

reprezintd valoarea tensiunii careia 1i corespunde, dupa descarcarea epruvetei, o
alungire specifica remanenta de 0,2% (2 mm/m).

a

Oyl — — —

a4

10) N

2y -

Fig. 4.3

m

d) Rezistenta la tractiune o,, denumitd si rezistentd la rupere, este

tensiunea corespunzitoare fortei maxime Inregistrate in cursul Incercérii dupa
depasirea limitei de curgere (ordonata punctului D din fig. 4.2).

Limitele si rezistentele definite pe baza curbei caracteristice conventionale
sunt constante de material, deci valori fixe ale tensiunii normale. Pentru a le
distinge de tensiunile de intindere variabile o, acestea se noteaza uneori diferit. In
incercarea materialelor se folosesc urmatoarele notatii: rezistenta la tractiune
o, =R, , limita de curgere o, = R, , limita de curgere conventionala oy, =R,

(conform SR EN 10002-1).
Portiunea C'D a curbei caracteristice se numeste zond de intdrire sau zona

de ecruisare, deoarece marcheazd o crestere a rezistentei opuse de material la
cresterea deformatiei plastice dupa depasirea palierului de curgere.
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Punctul £ marcheaza ruperea epruvetei. Aparent, ruperea se produce la o
valoare a tensiunii inferioard rezistentei la tractiune. Aceasta se datoreste faptului
ca se traseazd o curbd caracteristicd conventionald, calculand tensiunea prin
impdrtirea fortei F' la aria initiald 4, a sectiunii transversale.

F r

e

L
Fig. 4.4

-

Cénd forta se apropie de valoarea corespunzdtoare punctului D, intr-o
sectiune a epruvetei apare o gatuire, ilustratd in figura 4.4, care devine tot mai
pronuntata pand se produce ruperea. Aria sectiunii transversale scizand, tensiunea
reald in sectiunea de rupere creste peste valoarea conventionald, astfel ca, in
momentul ruperii epruvetei, ea are Intr-adevar valoarea maximad mai mare ca o, .

Curba caracteristicd reald este desenata cu linie intrerupta in figura 4.2.

In cazul cind epruveta este solicitati peste limita de curgere, pani la
tensiunea corespunzatoare punctului M, apoi este descircatd, se constata ca linia de
descarcare MN este paralela cu linia OA - portiunea initiala a curbei caracteristice
(Fig. 4.2). Dupa descércare, atunci cand o =0, epruveta nu revine la dimensiunile

initiale. Segmentul ON =¢, caracterizeaza deformatia specificd plastica

(ireversibild), In timp ce segmentul NP =g, caracterizeazd deformatia specifica

elasticd (reversibild) a epruvetei Incarcate pana la tensiunea corespunzatoare
punctului M. Se spune ca materialul a fost incércat elasto-plastic.

La o noud incarcare, punctul care defineste starea materialului parcurge
intdi dreapta NM, apoi revine pe curba MDE astfel cad, aparent, limita de
proportionalitate corespunde punctului M. Materialul se comportd liniar pana la
tensiuni superioare limitei de curgere, fiind ecruisat, proprietate utilizatd in
practica.

Segmentul OR maésoard alungirea specifica la rupere, marime ce
caracterizeaza ductilitatea materialului, deci proprietatea de a se deforma mult fara
sa se rupa. O altd mésura a ductilitatii este coeficientul de gatuire

z=2=4 100 (4.2)
0

unde 4, , aria ultimd, este aria minima a sectiunii dupa rupere.
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La materialele fenace, care au deformatii plastice mari inainte de rupere,
portiunea CDE a curbei caracteristice este relativ extinsa. La materialele fragile,
portiunea CDE lipseste, ruperea producandu-se fara aparitia deformatiilor plastice.

In practica inginereasca se urmareste ca tensiunile maxime din piese si nu
depaseasca limita de curgere - la materiale tenace, sau rezistenta la rupere - in cazul
materialelor fragile. Aceste doud caracteristici mecanice ale materialelor stau la
baza definirii rezistentelor admisibile, tensiunile maxime ce pot exista intr-un corp
si a sarcinilor limita ce pot actiona asupra unui element de structurd sau masind, n
conditii date de functionare si mediu ambiant.

o L/ 5 T o
Qa [T T T T T T T T T =
______ /
Ges T T2 s
M 0,85 p y
/ Ve
/ /
/
/
/ 0.7E
E/N/
/0,85E
//
//
(/4
0 P L
€ 0,002 E
Fig. 4.5 Fig. 4.6

O grupa mare de materiale, printre care se pot aminti alama, cuprul, aliajele
de aluminiu, betonul si cauciucul, prezintd curbe caracteristice ca in figura 4.5, cu
un traseu curbiliniu pana la rupere. Pentru acestea se definesc:

1) modulul de elasticitate tangent (F. Engesser, 1889)

do
E =—o1 , 43
£ 4 (4.3)
dat de panta tangentei M75;
2) modulul de elasticitate secant
MP
E, =——-or, 4.4
5= 0P (4.4)

dat de panta secantei OT, .

Deobicei se utilizeaza modulul de elasticitate in origine, £, dat de panta
tangentei O7] in origine la curba caracteristica, denumit modulul lui Young.

Valorile modulelor E, si E; depind de nivelul tensiunii la care se masoara.
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4.1.2 Formula Ramberg-Osgood

In multe cazuri este utild o relatie analiticd intre tensiuni si deformatii
specifice, care sd descrie curba caracteristica a unui material si in zona neliniara. Se
utilizeaza relatii de forma

n
E=¢g,+¢, :%+ﬁ(%j

in care E, £ si n sunt constante de material care se determina experimental.

20,0
l I
15,0 \ log (g )
n=1+
n \\ log (‘Iw)
00 { Togs
\\
8,0
AN
6,0 \ \
4,0
3‘0 \
2,5 \
[
2,0
15
1.0
1,0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1,7 18 1.9 2.0
To1
Tos
Fig. 4.7

In calculul structurilor acronautice este utilizata formula stabiliti de W.
Ramberg si W.R. Osgood (1943). Impunénd aceeasi panta In origine, £, ceilalti doi
parametri se determind printr-o metodd de colocatie, din conditia ca cele doua
curbe, analitica si experimentald, sa treaca prin punctele in care modulul secant este
0,7E, respectiv 0,85E (fig. 4.6).

Rezulta

fe @ +3( ? J 4.5)

o007 ©Oo7 7

unde
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lo (17)
)
log[ %07 ]

00,85

iar o, si 0\ gs sunt ordonatele punctelor de intersectie a curbei caracteristice cu

n=1+ (4.6)

liniile secante de panta 0,7E, respectiv 0,85E.

Diagrama exponentului # in functie de raportul %07 este data in figura
00,85
4.7.
Pe baza relatiilor (4.5) si (4.6) se pot defini algebric modulul secant
E
Eg=——— 4.7
3| o
I+= —
7\ 90,7
si modulul tangent
E, = E . (4.8)

3 n—1
1+l i
7 0-0’7

Rezultd ca sunt suficiente trei valori E, o, si 05, masurate pe o curba

caracteristica determinata experimental, pentru a stabili relatia (4.5) care reprezinta
o0 buna aproximare a curbei o —¢& a materialului pana la aparitia gatuirii.

4.2 Contractia transversala

Se constatd cd, odatd cu lungirea (scurtarea) unei epruvete, apare o
micsorare (crestere) a dimensiunilor suprafetei sectiunii transversale, proportionala
cu alungirea epruvetei (S.D. Poisson, 1829). La o deformatie specificd ¢ in lungul
axei barei, corespunde o deformatie specifica transversala

& =-ve, 4.9)

unde v se numeste coeficient de contractie transversala (coeficientul lui Poisson).
In general v=0..05. La oteluri v =03 iar la materialele utilizate curent in
practica v =0,25...0,33. La cauciucuri v — 0,5 . La fel, la incarcari peste limita de
proportionalitate, v creste progresiv si tinde spre 0,5 la deformatii plastice mari.
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Intre caracteristicile elastice ale materialelor izotrope E, G si v se
stabileste relatia

E=2(1+v)G. (4.10)

Cu ajutorul ei se poate calcula, de exemplu G, pe baza valorilor masurate
ale modulului de elasticitate longitudinal E si coeficientului lui Poisson v .

4.3 Tensiuni si deformatii specifice reale

Datele primare obtinute prin incercarea la tractiune sunt alungiri AL
misurate la diferite valori F ale fortei de intindere aplicate epruvetei. In aplicatii cu
solicitari in domeniul elasto-plastic este util sa se lucreze cu tensiuni reale si
alungiri specifice reale, in locul celor conventionale. Acestea se obtin Tmpartind
forta de intindere la aria instantanee a suprafetei transversale si alungirea - la
lungimea instantanee Intre repere.

4.3.1 Tensiunea reala

Tensiunea rela este definita de relatia

F
G=— 4.11
y (4.11)

unde A este aria instantanee a sectiunii transversale a epruvetei.

Tensiunile reale & pot fi exprimate in functie de tensiunile conventionale
o prin relatia
- A
oc=0c—"2. (4.12)
A
Rezulta ca la incercarea de intindere, dupa aparitia gatuirii, tensiunile reale
sunt mai mari decit cele conventionale. La un material ductil, Tnaintea ruperii,
tensiunile reale pot fi de doua ori sau chiar mult mai mari decat cele conventionale.

4.3.2 Alungirea specifica reala

Daca, la diferite momente 1n timpul incercdrii la tractiune, lungimea intre
repere este L, L, L; etc., iar alungirile instantanee corespunzitoare sunt

ALy, AL,, AL etc., atunci alungirea specifica totala este
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gAh AL ALy _NC AL (4.13)
L L, I L

1

iar AL = ZAL,- .

La limita, dacé alungirea AL este masurata in cresteri infinitezimale, suma

(4.13) este echivalentd cu o integrala. Alungirea specifica reald este (A. Mesnager,
1900)

L
dL L
I o ln— (4.14)
Ly
unde L =L, + AL este lungimea instantanee intre repere a epruvetei.
Intre alungirile specifice reale si cele conventionale se stabileste relatia
g=In(1+¢) (4.15)

valabild numai pana la aparitia gatuirii, cand deformatiile specifice sunt constante
pe toatd lungimea intre repere a epruvetei.

Alungirile specifice reale sunt ceva mai mici decat alungirile specifice
conventionale corespunzatoare. Diferenta devine importantd la o deformatie
specificd conventionala de 10% pentru care & =In (1+0,1)=0,0953.

4.3.3 Ipoteza constantei volumului

Deoarece volumul metalelor se modificd putin (sub 1/1000) la deformatii
plastice mari, se poate considera cd in acest caz volumul epruvetei ramane

constant, deci 4,L, = AL = const., sau A _ L
A L,
Rezulta
Ezlnizlni (4.16)
L A
si
G=o(l+¢) (4.17)
sau

5:F( L J 4.17, a)
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relatii valabile numai pand la aparitia gatuirii si numai daca deformatiile elastice
sunt neglijabile fata de cele plastice.

4.3.4 Curba caracteristica reala

Alungirea specifica reala totala poate fi scrisa ca suma a doud componente,
una liniar-elastica, cealalta neliniara plastica

E=¢E,+¢

. (4.18)

Pentru multe metale, daca se reprezinta in coordonate logaritmice tensiunea
reald & in functie de alungirea specifica reala plastica &, , rezulta o linie dreapta,

deci se poate admite o relatie de forma
5=kK(z,)", (4.19)

sau

1
]n, (4.19, a)

atribuita lui J. H. Hollomon (1945).

In relatia (4.19), K este coeficientul de rezistentd iar n este coeficientul de
ecruisare la tractiune (conform SR ISO 10275 pentru table si benzi metalice). De
notat ca exponentul n este diferit de cel din formula (4.5).

Un otel cu o, =440MPa si o, =260 MPa are K =737MPa si n=0,19.
In general n=0,...,0,5. Valori ale lui n sub 0,1 sunt considerate mici, iar valori
peste 0,2 sunt considerate mari.

Din (4.18) rezulta alungirea specifica reala totala

1

~_0 (9],
g_E+(Kj , (4.20)

relatie care permite o descriere analitica a curbei caracteristice reale (fig. 4.8). O
relatie asemandtoare este utilizatd in cazul incarcarilor ciclice ale materialelor.

De notat ca in relatia (4.20) s-a utilizat modulul de elasticitate longitudinal
E calculat ca panta 1n origine a curbei caracteristice conventionale. Se poate arita
ca modulul de elasticitate real, calculat din relatia E = 5/ £ , difera nesemnificativ

de modulul E =o/¢ calculat pe baza curbei conventionale, mai ugor de masurat.

La alungiri specifice mari, in sectiunea gatuitd apare o stare de tensiuni
triaxiala. Datorita coexistentei unor tensiuni circumferentiale, tensiunile axiale sunt
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mai mari, fapt de care se tine cont prin factorul de corectie B introdus de P. W.
Bridgman (1944). Tensiunea reald se calculeaza din relatia

G, =B& 4.21)

unde, pentru 0,15 < & <3, factorul lui Bridgman este

B=083-0,186logZ . (4.22)
sy
'd" e
A
. o-€ s
&" o;
X
a | o-€
E
Y €, €
Fig. 4.8

Coordonatele punctului de rupere de pe curba caracteristica reald (fig. 4.8)
sunt G, - rezistenta la rupere reald si &, - alungirea specificd la rupere reald, o

masurd a ductilitatii materialului in general, £ r= 0,..,2.

4.4 Incercarila compresiune si la forfecare

Incercarea la compresiune se face in primul rind pentru materiale a cdror
comportare la compresiune diferd de cea la intindere si uneori la materiale utilizate
sd preia solicitari de compresiune. Epruvetele sunt in general cilindrice, cu raportul
lungime/diametru = 1 pana la 3.

Materialele fragile, cum sunt fonta, betonul, piatra de constructie si unele
materiale ceramice, sunt incercate pana la rupere. Ruperea la compresiune este in
general produsd de tensiunile tangentiale, astfel cd suprafetele de rupere sunt
inclinate fata de axa epruvetei. Materialele tenace nu se rup la compresiune. Curba
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caracteristicd la compresiune a metalelor ductile are o portiune initiald identica cu
cea a curbei caracteristice la tractiune, incercarea facandu-se pana la curgere.

In general, prin incercarea la compresiune a otelurilor (conform STAS
1552-78) se obtin aceleasi valori pentru o©,,0,,0. si E ca la incercarea la
intindere. Totusi, daca o bara de otel ecruisata prin intindere este incercatd ulterior
la compresiune, se constatd ca limita de curgere la compresiune este inferioara
celei determinate prin incercarea de Intindere, fenomen cunoscut sub denumirea de
"efect Bauschinger".

Relatia intre tensiunile tangentiale 7 si lunecdrile specifice y se poate
stabili prin Incercarea de rezistenta la forfecare pura (conform STAS 7926-67).
In domeniul liniar, aceasta are forma legii lui Hooke (3.23)
=Gy (4.23)
unde G este modulul de elasticitate transversal al materialului.

Se utilizeaza asa-numita epruvetd losipescu, cu doua crestaturi unghiulare
transversale, cu fetele formand unghiuri de 90° si de adancime egala cu 1/4 din
inaltime (Fig. 4.9). Aceasta asigura aplicarea unei solicitari de forfecare pura, cu o

v A v

distributie practic uniforma a tensiunilor tangentiale pe toata inaltimea sectiunii.

|

|

|

|
hf2

h

[ [ ]

Fig. 4.9

Masurarea lunecdrilor specifice y, produse sub actiunea tensiunilor
tangentiale din sectiunea de forfecare purd in domeniul elastic, se realizeaza prin
masurarea alungirilor specifice & si & pe directiile principale (v. Cap. 9)
inclinate la 45° (7, =& —&,). Pentru determinarea alungirilor specifice se
utilizeaza tensometria electrica rezistiva (v. Anexa 6).
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Epruveta este solicitatd la incovoiere (Fig. 4.10), cu variatie liniard a
momentului incovoietor si cu moment nul in sectiunea in care se produce ruperea
prin solicitare la forfecare pura (N. losipescu, 1959).

Prin forfecare pura se intelege solicitarea produsd numai de tensiuni
tangentiale paralele cu o singura directie din planul unei sectiuni transversale a unei
piese, fara ca pe acea sectiune sa actioneze tensiuni normale (v. Cap.9).

Fig. 4.10

Se traseazd o diagrama a incercarii la forfecare, a carei panta in origine este
modulul de elasticitate transversal G.

e

>
\Y
Ny
\YJ
e

Fig. 4.11 Fig. 4.12
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4.5 Efectul temperaturii si vitezei de deformare

In general, odati cu cresterea temperaturii, curba caracteristica a unui metal
este mai inclinatd (deci modulul de elasticitate scade) si ajunge la tensiuni mai mici
(deci limita de curgere scade) (fig. 4.11).

Cresterea vitezei de deformare & =de/dr duce la o crestere aparentd a

modulului de elasticitate i a limitei de curgere conventionale (fig. 4.12) la multe
materiale.

4.6 Rezistente admisibile

In rezolvarea problemelor de Rezistenta materialelor, dupa modelarea
piesei sau a sistemului real si determinarea caracteristicilor mecanice ale
materialului utilizat, se pune problema precizarii valorii maxime admisibile a
tensiunilor din piesa studiata, denumita rezistentd admisibila.

Rezistenta admisibila este valoarea conventionald aleasa in calcule, pe
baza experientei practice, pentru tensiunea maximd care se poate produce intr-o
piesd, in conditii date de material, de solicitare si de mediu ambiant.

Insa aceste conditii, in general, nu sunt cunoscute perfect. Determinarea
sarcinilor este aproximativa, fiind posibila depasirea valorilor considerate in
calcule. Existd incertitudini privind conditiile de mediu ambiant, in special
temperatura. Caracteristicile mecanice ale materialelor pot varia fatd de valorile
cunoscute, iar schema de calcul poate duce la o subapreciere a nivelului real de
solicitare a piesei. Aceasta impune o anumitd precautie in alegerea rezistentelor
admisibile, pentru a avea siguranta cd, in conditiile cele mai dezavantajoase de
lucru, piesa Indeplineste functiile pentru care a fost proiectatd: nu se rupe, nu are
deformatii remanente mari, este suficient de rigidd si nu-si pierde stabilitatea
formei de echilibru.

Considerand ca la materialele tenace curgerea reprezinté o stare limita care
nu trebuie atinsd, iar la materialele fragile - ruperea, se aleg coeficientii de
siguranta supraunitari la care se imparte limita de curgere o, , respectiv rezistenta

la rupere o, , pentru a se calcula rezistenta admisibila o, .

Rezistentele admisibile se definesc prin relatiile

o, =—5, o, = 4.24
, (4.24)

unde ¢, este coeficientul de sigurantd fatd de curgere, iar ¢, - coeficientul de
siguranta fata de rupere.
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Cu cat ipotezele de calcul sunt mai apropiate de realitate, sarcinile sunt
evaluate mai corect, iar proprietitile materialelor sunt cunoscute mai bine, cu atat
coeficientii de sigurantd se pot alege mai mici, §i - corespunzitor - rezistentele
admisibile se pot alege mai mari.

in domeniul constructiilor metalice, unde se utilizeazi frecvent bare din
oteluri tenace, starea limitd este consideratd curgerea, iar rezistentele admisibile se
stabilesc functie de limita de curgere o . Deobicei o, = 250 MPa, dar se utilizeaza
si laminate cu o, =345MPa. Normele AISC ASD [37] recomanda urmdtoarele
valori ale rezistentelor admisibile, in special pentru profile corniere:

a) la intindere 0,<060.;
b) la forfecare Ty =040,
¢) la incovoiere o, =0660,

Stabilirea valorilor rezistentelor admisibile face obiectul cursului de
Organe de magini. In problemele de Rezistenta materialelor, valorile rezistentelor
admisibile sunt date fard comentarii. Valori orientative sunt prezentate in Anexa 1.

Metoda de calcul pe baza rezistentelor admisibile este larg utilizatd in
constructia de masini, unde apar frecvent probleme dinamice si unde modelarea
piesei reale este mai dificild. La calculul constructiilor este mai larg raspandita
metoda capacitatii portante (metoda sarcinilor limitd), bazatd pe valori maxime
admisibile ale sarcinilor exterioare aplicate structurilor.



S.
INTINDEREA $1 COMPRESIUNEA BARELOR

O bara dreapta este solicitatd la intindere (compresiune) daca in sectiunea
transversala actioneaza o fortad axiala. Atunci cand in lungul barei sunt aplicate mai
multe forte, este necesara constructia diagramei fortelor axiale.

Problemele de intindere pot fi static nedeterminate, atunci cand reactiunile
si eforturile din bare nu pot fi determinate numai din conditii de echilibru. Ele apar
la sisteme cu interactiuni intre componente cu rigiditati diferite, la grinzi cu zabrele
si poduri suspendate pe cabluri, la probleme cu dilatari impiedicate sau cu
constrangeri de deplasari.

In general, pentru rezolvarea problemelor static nedeterminate este
necesara utilizarea a patru tipuri de relatii: 1) ecuatii de echilibru; 2) ecuatii care
descriu geometria deformatiilor sau compatibilitatea intre deformatii specifice si
deplasari; 3) ecuatii constitutive intre tensiuni si deformatii specifice sau intre forte
si deplasari; si 4) conditii la limitd, de rezemare sau de solicitare pe contur. In
continuare se va ilustra aplicarea acestor ecuatii la probleme de intindere.

5.1 Tensiuni si deformatii la intindere

Fie bara din figura 5.1, solicitata de forta F. In sectiunea x, forta axiala
N =F . Se observa ca dupa aplicarea fortei F, sectiunea BC are o deplasare axialad
Ax , dar rdmane plana si perpendiculara pe axa barei, deci ipoteza lui Bernoulli este
valabila.

Rezultd cid alungirea specificd este aceeasi in toate punctele sectiunii
transversale:

Ax
& =—=const,,
X

si, conform legii lui Hooke
o =FE ¢ =const,,
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deci tensiunile normale produse de intindere sunt uniform distribuite pe sectiunea
transversala a barei.

F
T4
! ‘ Forta
| axiald
|- y
N
B C
= \
|
olithi \\
N=F ) Alungirea
0 -
- ! Ax dax
|
oLy,
F
Fig. 5.1 Fig. 5.2

Rezultanta fortelor elementare o d4 de pe toate elementele infinitezimale
dA ale sectiunii este forta axiala V:

szGdAzaj dd=0c A4,
A A

deci formula tensiunilor normale de intindere sau compresiune este

a=— (5.1)

Alungirea portiunii de bara de lungime x este:

Ax=€x=£x=&,
EA

care, pentru o bara de lungime 7, se scrie:
Al = — (5.2)

unde produsul EA se numeste modul de rigiditate la intindere.

Pentru tronsoane de bara la care N = const. si £ A = const., alungirea este

N/

Sy (5.3)
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Relatia (5.1) este utilizata sub urmatoarele forme:

- formula de dimensionare:

N
Anec = O_— N (54, a)
a
- formula de verificare:
Oy = % <o,; (5.4,b)
- formula fortei capabile:
Negy =40, (54,0

In relatiile (5.4), o, este rezistenta admisibili la intindere sau la
compresiune.

5.2 Energia de deformatie la intindere

Alungirea unei portiuni de bara de lungime x este Ax = % , deci lucrul
mecanic produs de forta axiald N pe deplasarea elementara d (Ax) este
EA
N d(Ax) === Axd (Ax).
X

Daca solicitarea este statica, lucrul mecanic efectuat de sarcinile
exterioare se transforma in energie potentiald de deformatie:

2 2
L EA) 1 N
X 2 2 2FEA

TE4
U= J'—Axd(Ax
X
0

Aceasta este egala cu aria supafetei de sub diagrama forta-alungire (fig. 5.2).

Pentru un element de bara de lungime dx, energia de deformatie este

2
dU = ];/E , deci energia inmagazinata de intreaga bara se poate scrie:
2
U= j N"dx (5.5)
2EA

[
Pe baza relatiei (5.1), notand dV = 4 dx, se mai obtine

2
Uzja—dV. (5.5, a)
) 2E
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2
o C o
unde U, = E este energia de deformatie specifica (in unitatea de volum).

5.3 Sisteme static nedeterminate

La sisteme static nedeterminate (sisteme hiperstatice), reactiunile si
eforturile din bare nu pot fi determinate numai cu ajutorul ecuatiilor de echilibru
din statica. Pentru rezolvarea problemelor static nedeterminate este necesar sa se
stabileascd patru tipuri de ecuatii: de echilibru, de compatibilitate geometrica,
relatii forta-deformatii si conditii la limita.

5.3.1 Compatibilitatea intre deplasari si deformatii

Se considera o bara i-j articulata la capete (fig. 5.3), deci solicitata axial,
element component al unei structuri deformabile (de ex.: grinda cu zabrele). Bara
face initial unghiul & cu axa X a sistemului de referintd XOY. Ca urmare a
deformarii structurii sub actiunea sarcinilor exterioare, bara se deformeazai, iar
capetele i sij se deplaseaza ini'si ;"

Fig. 5.3

Se noteaza U,,V; st U;,V; componentele deplasarilor capetelor barei pe
axele X, Y, respectiv u;,v; §i u;,v; componentele deplasarilor capetelor pe axele

x, y. Intre alungirea barei Al si deplasdrile capetelor barei u;,u; se stabileste

conditia de compatibilitate in sistemul local de coordonate xOy:

Afij =U.—U;

U (5.6)
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In general, este convenabil si se lucreze cu componentele deplasirilor in
sistemul global de coordonate XOY. Deoarece

u; =U; cosa +V;sina,

. (5.7)
u; = Uj cosa + Vj sina ,
conditia de compatibilitate geometrica (5.6) devine
ALy =(Uj—Ui)cosa+(Vj—Vl~)sina. (5.8)

Relatia (5.8) va fi utilizatd in rezolvarea problemelor static nedeterminate
prin metoda deplasarilor.

5.3.2 Sisteme cu restrangeri de deplasari

Barele drepte cu articulatii fixe la capete, solicitate axial si barele cu
dilatari impiedicate sunt sisteme static nedeterminate

5.3.2.1 Bara cu articulatii fixe la capete

Fie bara din figura 5.4, cu articulatii fixe la capete, solicitatd de forta F’
aplicata in sectiunea 3. Se cer tensiunile din bara.

FA=const.
e O oF @ A
A8 P
a b

(UL
e,

Fig. 5.4

Reactiunile din articulatii sunt H, si H,.
Ecuatia de echilibru. Ecuatia de proiectii pe orizontala a fortelor se scrie
H -F+H,=0. (5.9)

Compatibilitatea deformatiilor. In urma aplicarii fortei F, sectiunea 3 se
deplaseaza in 3', deci "cat se Intinde portiunea /-3 atat se comprima portiunea 3-2"
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Al 3 =|Al 5] (5.10)

Relatiile forta-deformatie. Pe baza legii lui Hooke s-a stabilit expresia (5.3)
a alungirilor care, pentru cele doud portiuni de bara, se scrie

Nz a N3y b
Al =32 pqp, =232 5.11
135 4 2= (5.11)
Din diagrama fortelor axiale rezulta
Din relatiile (5.10)-(5.12) se obtin valorile reactiunilor
m=F2 o -Fe (5.13)
1 1
deci tensiunile din bara au expresiile
F N F
o= _Fb -2 _ ¢ (5.14)

, O3y = = .
A Al 27y Al

Tensiunile pozitive sunt de intindere iar cele negative sunt de compresiune.

5.3.2.2 Tensiuni termice

Intr-o bari de sectiune constanti, articulatd sau incastrati la capete (fig.
5.5, a), Incalzita uniform (pentru evitarea incovoierii) cu A¢ (grade), apar tensiuni
de compresiune datorita impiedicarii dilatarii.

Daca bara ar fi libera la capete, datoritd incalzirii s-ar dilata liber,
alungindu-se cu

Al =laAt, (5.15)

unde a este coeficientul de dilatare termica liniara al materialului barei.

Impiedicarea dilatarii este echivalentd cu aplicarea unei forte de
compresiune N, care readuce bara la lungimea initiala, deci o comprima cu
N/

= (5.16)

Al =

Egaland expresiile (5.15) si (5.16) rezulta

ZaAtz—M,
EA

de unde se obtine formula tensiunilor termice produse de dilatarea impiedicata
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a=%=—Eam (5.17)

care in acest caz nu depind de aria suprafetei sectiunii transversale.

La bara cu sectiunea variabila in trepte din figura 5.6, Incalzitd uniform cu
diferenta de temperaturd Az, un rationament analog conduce la conditia

N/ N/
(0, +0))aAr=——2L "2
EA,  EA,
deci tensiunile termice sunt
Al €1+71€2 2 €2+72€1
4, 4,
A FA«a
a4 i a y 2 Ed,
e 7 / F
4 | 4 7 ¢
—_—— - . /
A —— N1} g 4 4
p |
Fig. 5.5 Fig. 5.6

5.3.3 Interactiunea intre componente cu rigidititi diferite

In continuare se vor da exemple de probleme static nedeterminate pentru
sisteme cu elemente componente de rigiditati diferite. Primele doud probleme vor fi
rezolvate prin metoda fortelor, in care necunoscutele sunt reactiuni sau forte in
bare. Urmatoarele doud probleme se vor rezolva prin metoda deplasarilor, in care
necunoscutele primare sunt deplasiri, fortele din bare si tensiunile fiind calculate
ulterior.

5.3.3.1 Bara cu sectiune eterogena

Se cer tensiunile produse de forta /' in bara din figura 5.7, compusd din
doua materiale diferite (ex.: stilp din beton armat, cablu de aluminiu cu inima de
otel etc.), desenate separat pentru simplificarea expunerii. Se cunosc modulele de
rigiditate la intindere £, 4, si E, 4, .
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Rezolvare

Ecuatia de echilibru. Forta exterioard F' este preluatd in proportii diferite
de cele doud materiale. Suma fortelor axiale N, si N, egaleaza forta totald:

N1+N2:F. (518)

Compatibilitatea deformatiilor. Cele doud materiale, cu aceeasi lungime
initiala ¢, au deformatii identice, fiind solidarizate intre ele:

ALy = AL, . (5.19)

Relatiile forta-deformatie. Pe baza legii lui Hooke, s-a stabilit expresia
(5.3) a alungirilor, care pentru cele doud materiale se scrie

N, /¢ N, /¢
A== A, =2, (5.20)
Ey 4 E; 4,
a2 o]
4 B4
V=F P "
LNy a } F
E>4,] I, A, b E
C
V T, f]&
N2\4 N, ..,i * b
H 0 ‘F
{F
B AY Al
N C
Fig. 5.7 Fig. 5.8

Inlocuind relatiile (5.20) in (5.19) si utilizand ecuatia (5.18) se obtine
Nt Nyt  N+N, F
E 4 Ey4y, EA+E 4 EA+E4
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Rezulta tensiunile 1n cele doud materiale
N, F N, F
IR )
1 E,

(5.21)

Daca se cunosc rezistentele admisibile la intindere ale celor doua materiale
04,04, §ise cere forta capabild de intindere, se calculeaza

e A P
1 2

si se alege F,, egald cu cea mai mica dintre cele doua valori F' si F”.

5.3.3.2 Sistem de bare paralele

Se considera o bara rigidd OB (fig. 5.8, a) suspendatd de doua bare elastice
(tiranti) si articulatd in O. Se cer tensiunile in barele verticale articulate la capete.

Ecuatia de echilibru. lzoland bara rigida si evidentiind fortele care
actioneaza asupra ei (fig. 5.8, b), se scrie ecuatia de momente fata de punctul O :

La+T,b=Fc. (5.22)

Compatibilitatea deformatiilor. Ecuatia deformatiilor se scrie pe baza
conditiei ca, dupa aplicarea fortei F, bara rigida OB sa raména rectilinie (fig. 5.8, ¢)
cand barele verticale se alungesc:

Al
—_1_2 (5.23)
a5 b
Relatiile forta-deformatie. Pentru cele doud bare verticale, ecuatia (5.3) se
scrie
T T,
Al = Ll , Al = 262 (5.24)
Ey 4 E, 4,

Inlocuind relatiile (5.24) in (5.23) si utilizind ecuatia (5.22) se obtin intai
fortele 7; si T, , apoi se calculeaza tensiunile in bare:

T; F
Tu TV E . 4
)
acl, E c (5.25)
T, F '
2T T, b
2D 2 444,

bc él E2 C
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5.3.3.3 Sistem de bare concurente

La sistemul din figura 5.9, compus din trei bare concurente articulate la
capete, se cer fortele din bare si deplasarea punctului de aplicare a fortei F.

Pentru simplificarea rezolvarii, se descompune forta F 1in doud
componente, una orizontald, F| = F'sina si si una verticald, F, = F cosa. Se
considerd ca deplasarea oblicd J a punctului 4 are componentele J; si J, pe
directiile fortelor cu acelasi indice.

Ecuatiile de echilibru. Se scriu ecuatiile de proiectii ale fortelor care
actioneaza asupra articulatiei 4 :

T, sin@ —T5 sinf = I},

(5.26)
Ticos@+T,+T3cos0 =F, .

Ecuatiile de compatibilitate geometricd. Pentru cele trei bare, tindnd cont
de conditiile la limita in punctele fixe I, 2 si 3, relatiile intre deformatii si deplasari
(5.8) se scriu sub forma

Aly4 = 6 sin@ + 0, cosl,
A€24 = 52 y (527)
Al 3, =—0; sinf + 0, cosb .

Relatiile forta-deformatie. Pentru cele trei bare, ecuatia (5.3) se scrie

T, ¢ T, ¢ cos@ T 0
Al =" A, =2 Al =3— (528
14 EA 24 EA 34 EA ( )

Inlocuind relatiile (5.28) in (5.27), se obtin relatiile intre eforturi si
deplasari

I, = %(51 sind + &, cosf),

EA
T2 =
{ cos@

L= %(— 8, sinf + 5, cosd),

5, (5.29)

care, inlocuite 1n (5.26), permit calculul componentelor deplasarii punctului 4 din
relatiile

2EA .
sin’6-6, = K,

(5.30)

EA
—_— (2 cos’0 +
/ cosS

jé‘z:Fz.
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Inlocuind componentele deplasirii din relatiile (5.30) in ecuatiile (5.29) se
obtin fortele din bare, apoi, prin impartire la aria sectiunii tranversale, tensiunile.

Se observa ca deplasarea ¢ a punctului de aplicare al fortei F nu are loc pe
directia fortei, deoarece forta F' nu este aplicatd in lungul unei directii principale de
rigiditate a sistemului.

5.3.3.4 Sistem de bare articulate la capete

Grinda cu zabrele din figura 5.10 are articulatii fixe in punctele / si 2. Se
cer eforturile axiale din bare si deplasarea punctului de aplicatie a fortei. Barele au
acelasi modul de rigiditate la intindere £ A4 .

Din geometria figurii rezultd sina = 1/ \/g si cosa = 2/ \/g . Se noteaza
F,...,F, componentele reactiunilor din articulatiile fixe si 7j,...,75 fortele din bare.

@ T, 1 FE @ 1
1, 457‘ 3 1 Y
T F L T,
i ® 1z
a b c d

Fig. 5.11
Ecuatiile de echilibru. Se izoleaza fiecare articulatie si se scriu ecuatiile de
proiectii ale fortelor care actioneaza asupra "nodului" respectiv.

Pentru nodul 4 (fig. 5.11, a) se obtine

T, +T,2/\5+T, /2 =0,

(5.31)
F+T/\2+T5 /45 =0.
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Pentru nodul 3 (fig. 5.11, b)
Ty + Ty/\2 - Ty/A2 =0,

T /N2 +T, /42 =0. 632
Pentru nodul / (fig. 5.11, ¢)
T, +T;2/\5-F, =0, 5:33)
Ts/N5+F =0.
Pentru nodul 2 (fig. 5.11, d)
T, +TyN2 - F, =0, 534)

F-T,/N2 =0.
Cele 8 ecuatii de echilibru (5.31)-(5.34) contin 9 necunoscute. Sistemul

este static nedeterminat. Rezolvarea se va face prin metoda deplasarilor.

Ecuatiile de compatibilitate geometrica. Pentru cele cinci bare, relatia intre
deformatii si deplasari (5.8) se scrie sub forma

Al =(Uy —U;) cos45° +(V, — V) sin 45°, (5.35)

Al 53 = (Uy —U,)cos 135° + (V5 -V, )sin 135°, (5.36)
2 1

My =U,-U) =+, V) —=, 5.37

14 =Us-0y) NG Va-1) NG (5.37)

A€13:U3'U1 5 (538)

A€24 = U4 —Uz, (539)

unde U,,V; (i =1.., 4) sunt componentele (orizontald si verticala ale) deplasarilor

nodurilor in sistemul de coordonate globale XOY.

Conditiile la limitd. In articulatiile fixe
U]=V]=U2=V2=O, (540)
ceea ce simplifica relatiile (5.35)-(5.39).

Relatiile forta-alungire. Pentru cele cinci bare, ecuatia (5.3) se scrie

L2 ¢ T, ! T2 0
A€34: N A€13=_, A€23= .
EA EA EA
T, 2/ Ts5¢
Al =2, Ay, = V5. . (5.41)

EA EA
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Ecuatiile (5.31)-(5.41) formeaza un sistem liniar de 22 ecuatii cu 22
necunoscute. Dacé se tine cont de conditiile la limita si se elimind alungirile, rimén
doua grupuri decuplate de cate patru ecuatii.

Se calculeaza intai deplasarile

Ft Ft F F1
Uy =135 - 301 £y, —067EL - 909 E L
EA EA EA EA

apoi reactiunile
F=0335F, F,=-2F, F;=06065F, F,=2F . (5.42)

Inlocuind valorile reactiunilor (5.42) in ecuatiile de echilibru, se obtin
fortele axiale din bare, egale si de sens contrar fortelor care actioneazd asupra
nodurilor.

5.4 Concentrarea tensiunilor

Calculul la intindere, bazat pe relatia (5.1), este valabil numai pentru bare
de sectiune constanta, deci care respecta ipoteza constantei sectiunii transversale.

Discontinuitatile geometrice, de exemplu, variatii in trepte ale sectiunii
transversale (reductii), gauri transversale, crestaturi, santuri sau scobituri laterale,
produc variatii locale importante ale tensiunilor, ale caror valori maxime sunt mai
mari decat tensiunea medie Tn sectiunea transversala neta a barei. Acest fenomen
este denumit concentrarea tensiunilor iar discontinuitatea geometrica respectiva se
numeste concentrator de tensiuni.

La un concentrator de tensiuni, tensiunea maxima este functie de forma si
dimensiunile piesei in vecindtatea discontinuitatii.

Se defineste factorul teoretic de concentrare a tensiunilor elastice K, prin

relatia
o
— max
K, =% (5.43)
Gnom
unde ©,, este tensiunea maxima la discontinuitatea geometricd si o, este

tensiunea medie 1n sectiunea transversald respectiva. Acest factor este constant in
domeniul comportarii elastice a materialului.

In literatura tehnica (Peterson [48], Neuber [45], Frocht [24], Pilkey [52])
se dau diagrame ale factorului K, in functie de dimensiunile concentratorului. Ele

se bazeaza fie pe solutii analitice din Teoria elasticitatii sau solutii numerice prin
Metoda elementelor finite, fie pe determindri experimentale cu ajutorul
fotoelasticimetriei.
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Ormax

Onom= 02

Oy

Fig. 5.12 [43]

Pentru o bard solicitatd la Intindere, cu sectiune variabild in trepte,
cresterea locala a tensiunilor datorita saltului de diametru este redata in figura 5.12.

Kt 25 I ; —l
24 L [\ T
’ \ — - F
23 \\ \ \ .
RSN
“CVEN \ LN O = K O
24 "l \ \ \ Opom = Fl(md*14)
. \ N Did = 3.0
2,0 b \\ 4
1\ N\ NN
19 \ N \\‘ \\‘ .
\VIRY N N | pa=20
1.8 \ N Y
\\ { ‘n\\ ]
VAN B NN
17 <
NN =11 NO TN
N —Did =12 ' ~
16 <L < RN
N\, \\ ™~ [ I_ ]
h —~
1.5 N ™~ | I~ n
L Did=1,05 ]
1.4 [ |i
13 | -
0 0.05 0,10 0,15 0,20 0,25

rd

Fig. 5.13 [43]
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Variatia factorului teoretic de concentrare a tensiunilor K, in functie de

raportul intre raza de racordare si diametrul mic este redatd in figura 5.13, pentru
cinci valori ale raportului diametrelor celor doud portiuni. Se remarca valori
K, =14..2,5. Raze de racordare mici produc valori K, mari, deci trebuie evitate
in proiectare.

Distributia tensiunilor axiale pentru o bard cu degajari laterale
semicirculare este ilustratd in figura 5.14, @ iar pentru o bard cu gaura circulara
transversala - in figura 5.14, b (G. Kirsch, 1898).

TF AF

01.71 ax

max

S
3

pes—

Fig. 5.14

La bara cu gaurd transversala (fig. 5.14, b), fie o = Ai tensiunile normale
1

uniform distribuite pe o sectiune de arie A, situatd la o anumitd distanta de

discontinuitate. In sectiunea din dreptul gaurii, de arie A4, <A, , tensiunea

. « . . 1
nominala este tensiunea medie o, =0, = >0 .
2

Se observa insd ca in peretele gaurii apar tensiuni o mult mai mari

max

decat tensiunea medie, o, =K, 0,,,,, unde K, =2,...3, deoarece in vecinatatea

gaurii starea de tensiuni nu mai este liniard. Apare un gradient de tensiune, o
variatie locald brusca a tensiunilor, care scad de la valoarea maxima la nivelul



86 REZISTENTA MATERIALELOR

gaurii, la o valoare inferioard tensiunii nominale, la marginea barei (ariile de sub
diagramele tensiunilor sunt egale).

. o Cnas N -
La verificarea unei piese, se calculeaza intdi o,,,, = ] pe baza ariei nete

a barei in dreptul concentratorului, se evalueazd apoi din diagrame factorul X, pe
baza elementelor geometrice ale concentratorului si se calculeaza tensiunea
maximd o,,,, care in final este comparatd cu rezistenta admisibila o, .

5.5 Tensiuni pe o suprafata inclinata fata de axa barei

Fie o bard solicitata la intindere (fig. 5.15) sectionatd cu un plan BC
inclinat cu unghiul « fata de sectiunea transversald A.

A C
F <——] ¢ >
B
C @
e IIt‘ -T
F <———— c F—— &
o7 Ja
B k, B o
Fig. 5.15

Forta interioard din sectiunea inclinatd poate fi descompusa in doud
componente, una normald F, siuna tangentiald F;, In raport cu planul BC:

F, =Fcosa, F,=Fsa.

Aceste componente produc tensiuni normale ¢ si tensiuni tangentiale 7
ale caror valori se obtin impartind forta respectiva la aria sectiunii inclinate
Aseca :

F, Fcosa F
o= = =—cos‘a,
Asecaa Aseca A
F, Fsina Fo.
T=- =-— =—— sina cosc .

Aseca Aseca A
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Inlocuind F/4 = o, , rezulti

o=0, cos’a, (5.44)
. 1 .
-7 =0, sinacosa = 5 o,sin2a. (5.45)

Din relatia (5.44) se observa ci, atunci cand ¢ =0, o are valoarea
maximd o, iar cand o = 900, o =0, deci In bard nu existd tensiuni normale
transversale.

Din relatia (5.45) rezultd cd 7 este maxim cand sin 2 este maxim, deci
atunci cand 2o =90° §i 270°, sau cand a = 45° i 135°.

Rezultatul se confirmad in practica. La materiale a caror rezistenta la
forfecare este mai micd decadt jumatate din rezistenta de rupere la tractiune,

incdrcarea la intindere monoaxiald produce ruperi la 45°, in lungul planelor pe
care actioneazd tensiuni tangentiale maxime. Astfel epruvetele de fonta solicitate la

compresiune se fisureaza la 45° fata de directia de aplicare a sarcinii.

=

i{d
| L4d

I

AR

b
i =
z

@ @ @ > a ’ ; OL
20 - Y Y] < g%
337.8 ~ | $
, < g
viv LTI b , : g
: )
16622 T .
Fig. 5.16 Fig. 5.17

Exemplul 5.1

Sa se calculeze tensiunile normale in bara din figura 5.16, a, cu diametrul
d =5mm, solicitata axial de o forta F =2kN.

Rezolvare
Ecuatia de proiectii a fortelor pe orizontala este

R+R,—F=0.
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Conditia de deformatie se scrie

R20 Rl _Ry!
EA, EA, EA,’

(5.46)

unde suprafetele sectiunilor transversale ale celor doua tronsoane au ariile

2 2
A = % =19,62mm?, 4, _044)° 5 47 .
Dupa simplificari, ecuatia (5.46) devine
R2 = 4,92 Rl N
deci reactiunile au valorile
R, _ £ _2000_ 3378N, R, =492 R, =1662,2 N.
592 592

Diagrama fortelor axiale este redata in figura 5.16, b.

Tensiunile au valorile

oo Ms 3378 o, N
B4 1962 mm?’
oo N 3378 _ o0 N
T4, 3847 mm?
Ny 16622 N
0'42:—:——:— L
4, 3847 mm?>

Deoarece bara are sectiune variabild, intr-o aplicatie concreta trebuie sa se
tina cont de concentrarea de tensiuni la saltul de diametru in sectiunea 3.

Exemplul 5.2

Un suport format dintr-o tija de otel introdusad intr-un mangon din fonta,
este comprimat axial cu o fortd de 60 kN (fig. 5.17). Cunoscand lungimea barei
¢=0,2 m, aria sectiunii transversale a tijei 4, =200 mm’ aria sectiunii

mansonului Az, =800 mm’ si modulele de elasticitate Epp =210 GPa si
Er. =120 GPa, sa se calculeze tensiunile care apar in tijd, respectiv manson,
alungirea totala A¢ si fractiunile din efortul N preluate de tija, respectiv manson.

Rezolvare

Tensiunile se calculeaza cu relatiile (5.21)
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10°
Aoy +-F¢ 4, 200+ 27800 mm
EoL ,
3
Op, = )]5\[ __ 6010 =52,18l2.
Ap.+ 9% 4,5, 800+ =200 mm
EFC 1,
Alungirea totala este
— . 3 .
Al = N = S 60-10 2005 =-0,0869 mm .
Eop Aoy + Epe Ape 2,1-10°-200+1,2-107 - 800
Eforturile preluate de cele doua piese sunt
Nop =001 Ao =91,3-200 =18260 N = 18,26 kN,
Np. =0, Ap, =52,18-800 = 41744 N = 41,74 kN.
7 @ @ . /(D/ E]A/,af] 7_’/
f——3c———p I -
7 QA ABA dr 7
j /(7;/ E] A 4 (Y] —
1800 2
L {
Fig. 5.18 Fig. 5.19
Exemplul 5.3

O bara din cupru, avand lungimea ¢ = 1,8 m, este incastrata la extremitatea
1, iar extremitatea 2 se poate deplasa liber 2 mm pe orizontald, dupa care
deplasarea este impiedicata (fig. 5.18). Cunoscand coeficientul de dilatare termica

liniard al cuprului «a = 17-107¢ grd’ si modulul de elasticitate longitudinal

E =130 GPa, sa se determine tensiunile care apar in bard la o crestere a
temperaturii cu 80°C.

Rezolvare

Se determina intdi variatia de temperaturd Af; pentru care bara se dilata

liber cei 2 mm :
At =ﬁ=+= 653°C.
al 17-107°-1800
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La incalzirea In continuare a barei cu At, =80—-653 = 14,7OC , dilatarea
este impiedicata, 1n bard dezvoltdndu-se tensiunile (5.17)

o=—EaAt, =—13-10° -17-107° -14,7 = -32,49 N/mm? .

Exemplul 5.4

Ansamblul simetric din figura 5.19 este compus din trei bare avand fiecare
sectiunea transversala 4, modulele de elasticitate E| si E, > Ej, si coeficientii de

dilatare termica liniard «; $i o, <« . Sub actiunea fortei F, in bare apar tensiuni

de compresiune neegale. Se cere sa se calculeze cresterea temperaturii A¢ prin care
se realizeaza egalizarea tensiunilor 1n bare.

Rezolvare

Etapa I. Fie o; si o, tensiunile in barele / si, respectiv 2. Conditia de
echivalentd Intre forte §i tensiuni se scrie

_F:2AO-1 +AO-2.

Rezulta o prima relatie intre tensiuni

F
20-1 + 0-2 = —Z 5
. . .. . O'l 0-2 N . .
iar din conditia de deformatie & =¢,, — = —=, 0 a doua relatie intre tensiuni
1 2
£y
0-2 = 61 .
£

Se obtin tensiunile produse de forta F :

F E, FE,
T R L. B X )
AQE, + E,) AQE, + E,)
Etapa a Ila. Conditia de deformatie in cazul dilatarii impiedicate
Ealﬁt_ Nf =€0{2Al‘+ Nf,
124 E, 4

unde N este forta axiala de interactiune intre bara centrala si barele laterale, se mai
scrie sub forma
* *
o, O
(al _az)At = __1__2
£ E

Se adauga relatia intre forta axiala si tensiunile in etapa a doua
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ot 2A‘:0'§A:N,

de unde rezulta si semnificatia tensiunilor notate cu steluta.
Rezulta tensiunile termice
_ My -ay)E E, ot =24 (1~ E E,

b

2E, +E, : 2E, +E,

*

o

Prin suprapunerea efectelor, suma tensiunilor in cele doua stéri trebuie sa
fie aceeasi

* *
0|1 —01 =0, +02,

FE_ Mlay-ay)E E,  FE, +2At(a1—a2)E1E2
AQE, +E,) 2E,+E,  AQE, +E,) 2E, +E, '

Rezulta cresterea necesara a temperaturii pentru egalizarea tensiunilor
F (E, - E))

At = .

Exemplul 5.5

Un surub de otel cu diametrul 6 =10 mm si pasul filetului 4 =1,6 mm este
introdus intr-un tub de cupru cu d =12mm, D =18mm si fixat cu o piulita fara
strangere (Fig. 5.20). Lungimea partii active a surubului este /=100mm . Sa se
calculeze tensiunile produse prin strangerea piulitei cu o cheie si rotirea 90° (un
sfert de rotatie). Se cunosc modulele de elasticitate la otel E; =208 GPa si la

cupru £, =100 GPa.

Rezolvare

La strangerea piulitei, tubul este comprimat si surubul este intins, cu forte
egale si de sens contrar X, . Tubul este comprimat cu A/, iar surubul este intins cu
Al . Prin rotirea piulitei, surubul se scurteaza cu n/k, unde n este numarul de rotatii

complete. Alungirea surubului insumata cu scurtarea tubului egaleazd modificarea
lungimii surubului prin stringerea piulitei, egald cu numarul de rotiri ale piulitei
inmultit cu pasul filetului. Conditia de deformatie se scrie

All + Alz = nh
sau, deoarece nh <</,
X, X,

R LS
EIAI EZAZ
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unde
2 2
Alz%:”'lo ~78 54 mm?,
2 2 2 2
Az—ﬂ(D ~a?)_xls? 12 )=141,37mm2.
4 4
dh (v A,
7 T — m
og7 Il j | @
L/ !
oA/ | {
o
Fig. 5.20
Rezulta forta axiala
X, = nh _
1 !
+ /
FYRr
l1,6
- 4 ~30316N.

! + ! 100
2,08-10°-7854 10° -14137
Tensiunile din surub sunt

X
o :_1:@:3861\4})3_
A, 7854

Tensiunile din tub sunt

X, 30316

= =-214,5MPa..
4, 14137

Oy =



6.
RASUCIREA BARELOR

O bara dreaptd este solicitatd la rasucire (torsiune) daca in sectiunea
transversala actioneaza un moment al carui vector este dirijat in lungul axei barei.
La bare curbe, rasucirea este produsd de un moment dirijat in lungul tangentei la
axa barei.

Piese tipice solicitate la rasucire sunt arborii masinilor, arborii cutiilor de
viteze, elementele elastice de tip bara de torsiune din suspensiile automobilelor si
tancurilor, precum si barele structurilor spatiale cu capetele incastrate.

Studiul rdsucirii este simplificat la bare cu sectiune axial-simetrica, la
care este valabild ipoteza sectiunii plane si la bare cu pereti subtiri, la care se
considera ca tensiunile tangentiale sunt constante pe grosimea peretelui.

La bare cu sectiune plind de forma oarecare, sectiunea transversald se
deplaneaza iar studiul tensiunilor si deplasarilor se face cu metodele Teoriei
elasticitatii. Impiedicarea deplanarii produce tensiuni axiale suplimentare.

La rasucirea barelor cu pereti subtiri se adoptd ipoteza invariabilitatii
sectiunii transversale. In general, barele cu profil deschis sunt mai putin rigide
decét barele similare cu profil inchis.

6.1 Calculul momentului de rasucire

Atunci cand asupra unei bare actioneaza mai multe cupluri exterioare,
avand vectorul dirijat In lungul axei barei, este necesara constructia unei diagrame
de momente de rasucire (fig. 2.15).

In unele aplicatii se dau puterea transmisa si turatia unui arbore, pe baza
cdrora trebuie calculat momentul de rasucire.

Daca un arbore transmite puterea P (kW) la turatia » (rot/min), momentul
de rasucire se calculeaza cu relatia
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M, =9550L [Nm].
n

Daca se cunoaste puterea N (CP) si turatia n (rot/min), atunci

M, = 7026 [Nm].
n

Relatiile de mai sus se bazeaza pe formula puterii in miscarea de rotatie:
Puterea = Cuplul x Viteza unghiulara

deci

puterea [W] _ 1000 - puterea [kW] 30000 P

viteza unghiulara [rad/s] % turatia [rot/min]

M, [Nm]=
T n

Deoarece

kgf -m :75'9,81N-m
S S

P [kW]=0,736- N [CP]

I1CP =75 =736 W =0,736kW ,

si deci rezulta

M, [Nm=22 ZIWT_30 55 981 NV ICPT_ 7055805 Y = 7026
T n T n n n

6.2 Tensiuni in bare cu sectiune axial-simetrica

Se constatd cd daca pe suprafata cilindrica a unei bare se traseaza
generatoare si cercuri paralele, formand o retea de patrate curbilinii (fig. 6.1, a),
dupd solicitarea barei la rasucire (fig. 6.1, b) patratele devin romburi, lungimea
laturilor raiménand neschimbata. De asemenea, sectiunile transversale raman plane.

Se deduce ca un element de bard din vecindtatea suprafetei laterale este
solicitat numai de tensiuni tangentiale, altfel tensiunile normale ar fi produs
alungirea laturilor. Se spune ca elementul este solicitat la forfecare pura.

Se fac urmatoarele ipoteze:
a) bara este dreapta si are sectiune constanta pe toatd lungimea;

b) momentul de torsiune este constant pe toatd lungimea barei;
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c) o sectiune transversala initial plana, ramane plana si dupa rasucirea
barei;

d) sectiunile sunt indeformabile si se rotesc ca un rigid in jurul axei barei;
ca urmare, o linie radiald (razd) trasata intr-o sectiune transversala ramane dreapta

in timpul rasucirii barei.
—  —
\__——//
L 1
p-
L~
| L

Fig. 6.1

\

(11711

S\

Geometria deformatiei. Daca dintr-o bara Incastrata la un capat, solicitata
la rasucire, se decupeaza un element central de raza r si lungime dx (fig. 6.2),
atunci, in urma solicitarii, generatoarea CB ocupd pozitia CB’, iar raza OB se
deplaseaza in pozitia OB'. Unghiul ZBCB'=y este unghiul de lunecare specifica

iar unghiul ZBOB'=d¢ .
Se constata cad deplasarea punctului B in B’ este atat y dx catsi » de, deci
ydx=rde.

Variatia unghiului de 90° al generatoarei cu sectiunea din stdnga este chiar
unghiul de lunecare specifica

do
y=r T (6.1)
unde
do
0=—1 6.2
1 (6.2)

se numeste unghi de rasucire specifica. Acesta este unghiul cu care se rotesc una
fata de cealaltd doua sectiuni situate la o distantd egald cu unitatea.
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Relatia tensiuni-deformatii specifice. Aplicand legea lui Hooke pentru
forfecare (3.23) rezulta

t=Gy=Go r. (6.3)

Tensiunile tangentiale variaza liniar cu distanta la centrul sectiunii. Ele
sunt nule in centru §i au valori maxime la marginea sectiunii, fiind perpendiculare
pe raza (fig. 6.3). Pe contur aceasta se deduce direct, pe baza dualitatii tensiunilor

tangentiale (3.3).

¥

NN,

75

NN,
XL’
Yd

Fig. 6.2

Conditiile de echilibru. Tensiunile 7 produc forte interioare care sunt in
echilibru cu momentul de rasucire aplicat M, . Tensiunea ¢ care actioneazd pe un
element de suprafatd d4 =rdedr da o fortd tiietoare 7dA care produce un

moment rezistent elementar fatd de centrul sectiunii »-7dA4 . Momentul rezistent
total se obtine prin insumarea momentelor elementare care actioneaza pe intreaga
sectiune. Rezulta

Mt:jrrdA:GGIrsz:Gﬁlp (6.4)
A A
unde
zpzjrsz (6.5)
A

este momentul de inertie polar al sectiunii transversale.
Rezulta expresia unghiului de rasucire specifica

M, (6.6)

Gl,
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Inlocuind expresia (6.6) in relatia (6.3) se obtine formula tensiunilor
tangentiale la rasucirea barelor cu sectiune axial-simetrica

M, r
r= (6.7)
1,
Tensiunea tangentiald maxima este
M
Tax = —’Ir’"“x - (6.8)
p
Daca se noteaza
1
__r
W, = — (6.9)

T = ——. (6.8, a)

Fig. 6.3
Relatia (6.8, @) este utilizata sub urmatoarele trei forme:

- formula de dimensionare: w,oo=—t (6.10, a)

- formula de verificare: T = % <7, (6.10, b)
P
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- formula momentului de rasucire capabil: M teap = W,z,. (6.10,¢)

In relatiile (6.10), 7, este rezistenta admisibil3 la rasucire.

6.3 Caracteristicile geometrice I, si W,

Sectiunea circulara plina

In relatia (6.5) se inlocuieste dA =27z rdr, aria inelului circular de
grosime dr (fig. 6.3). Rezulta momentul de inertie polar

D)2

D4
I =27z_[r3dr=” 6.11
p > (6.11)
0
unde D = 2R este diametrul sectiunii.
Din relatia (6.9) se obtine modulul de rezistenta polar
z D*
I 3
W= 32 TD (6.12)
rmax 2 16
2

Sectiunea inelara circulara

Daca bara are o gaura centrala de diametru d, atunci momentul de inertie

polar este
D/2 4
1,,:2;;_[# drzdu). (6.13)

32
dj2

Modulul de rezistenta polar al sectiunii inelare are expresia

(6.14)

Pentru un inel subtire de raza R si grosime /4 se obtine

3 2
Ip=27zR h, Wp=27zR h.
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Exemplul 6.1

O bard din otel cu rezistenta admisibila 7, =50 N/mm?’ este solicitata la
rasucire de un moment M, =750 Nm. Se cere sd se dimensioneze bara in doua

variante: a) de sectiune circulara plina, cu diametrul ¢ ; b) de sectiune inelara, cu
diametrul interior ¢, diametrul exterior D si d =0,8D. Sa se compare ariile
sectiunilor transversale in cele doud cazuri.

Rezolvare

Pentru ambele variante, din formula (6.10, a) se obtine modulul de
rezistentd polar necesar

M, 750-10°

, =—t="" <1510 mm’.
nec ,Z-a 50
Varianta 1.
2
026°=15-10°, 5=42mm, AI:%=1385mm2.
Varianta 2.

4
02D’ 1—[%) =o,2(1—0,84)D3 =01181D° =15-10°,

2 2
D=50mm, d=40mm, Azz”f {1—(%)}:707mm2.

A
Se observd ci —- =2 deci, la lungimi egale, greutatea barei de sectiune
2

inelard este jumatate din greutatea barei cu sectiune circulara plind, pentru aceeasi
tensiune tangentiala maxima pe conturul sectiunii. Aceasta se explicad prin variatia
liniara a tensiunilor tangentiale in lungul razei. Sectiunea inelara are aria distribuita
mai avantajos pentru a prelua tensiunile mari din vecinatatea suprafetei piesei.

6.4 Deformatii la rasucire

Din relatiile (6.2) si (6.6) se obtine unghiul de rasucire pentru un element
de bara de lungime dx:
M, dx
GI,

unde produsul G 1, se numeste modul de rigiditate la rasucire.

b
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Pentru o bara de lungime ¢, unghiul cu care se rotesc una fata de cealalta

cele doud sectiuni de la capete este

¢ M, dx
Ap = .

(6.15)
p

Daca bara are sectiune constantd si momentul de rasucire este constant pe
toatd lungimea, atunci se obtine formula stabilita de C. A. Coulomb (1784)

_ Mt . (6.16)
GI,
Pentru un tronson de arbore de sectiune constanta, rigiditatea la rasucire
este
k= M, _ % . (6.17)
Ag l

Existd arbori la care se impune o valoare admisibild @, a unghiului de

rasucire specificd. Din relatia (6.6) rezultd formula de dimensionare bazatd pe o
conditie de rigiditate
1 _ M, .
Pnec G Ha

(6.18)

Daca se utilizeaza relatiile (6.10, a) si (6.18), rezultd doud dimensiuni
diferite, dintre care se alege cea mai mare.

6.5 Energia de deformatie la rasucire

Pentru un element de bard de lungime dx, lucrul mecanic efectuat de
. - . 1
momentul M,, a cdrui valoare creste liniar cu rotirea d¢, este EM ; d@. Lucrul

mecanic total, inmagazinat de toatd bara sub forma de energie potentiald de
deformatie, este

M} dx
2G1,

Uz..‘%M,d(pz (6.19)
Y4 /

Pe baza relatiilor (6.5) si (6.7), notdnd dJ = dA dx , se mai obtine
2
Uzj—dV (6.19, @)
2G
4

2
T
unde U, = E este energia de deformatie specifica la forfecare.
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6.6 Rasucirea barelor cu sectiune dreptunghiulara

Studiul rasucirii barelor cu sectiune dreptunghiulara se face prin metodele
Teoriei elasticitatii, deoarece in acest caz ipoteza sectiunii plane nu mai este
valabila. Sectiunile transversale ale barelor se deplaneazi (fig. 6.4, a). In figura
6.4, b se arata distributia tensiunilor tangentiale pe o sectiune dreptunghiulara.

Y e

M

aA

2
7

Txz max

ol
=4
e ‘ﬁ
Yy
>
S~ e e | — 2\ e

f
f
Y
{

Fig. 6.4

Tensiunea tangentiald maxima se produce la mijlocul laturii mari a
dreptunghiului si are valoarea

Tax = T8 = Tz = aﬁhl;)z : (6.20)
La mijlocul laturii mici
Tymax ~ FC =V Tz =7 7B -
Unghiul de rasucire specifica este
= Lg , (6.21)
phb G

unde £ se poate calcula cu formula aproximativa

_1_336b[, b
316 h| 12h* )

Valorile coeficientilor ¢, f# si y sunt date in Tabelul 6.1 pentru cateva

valori ale raportului laturilor 4/b .
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Tabelul 6.1

h/b 1 1,5 2 2,5 3 4 6 10 o0

0,208 | 0,231 | 0,246 | 0,258 | 0,267 | 0,282 | 0,299 | 0,313 0,333

0,141 0,196 | 0,229 | 0,249 | 0,263 | 0,281 | 0,299 | 0,313 0,333

R |K

1,000 | 0,859 | 0,795 | 0,766 | 0,753 | 0,745 | 0,743 | 0,742 0,742

In general, pentru sectiuni pline oarecare, se utilizeaza relatii generalizate
de forma

M, ) 0 M,

= 6.22
W, GlI, (6.22)

unde W, este modulul de rezistenta la rasucire, iar 1, este momentul de inertie la
rasucire al sectiunii (Anexa 3).

Relatii pentru calculul acestor caracteristici geometrice se dau in manuale
de specialitate. La sectiunea circulara, W, si I, sunt egale cu W, , respectiv /,,.

In cazul unei platbenzi subtiri, raportul /b este foarte mare, astfel ci din
relatiile (6.20) si (6.21) se obtine

T = le =GOb, ezlL, (6.23)
~hb? “hb G
3 3
deci
1 2 . 1 3

Rasucirea barelor poate fi studiatd prin analogia cu membrana (L.
Prandtl, 1903) sau prin analogia hidrodinamica (A. G. Greenhill, 1881).

In primul caz, se studiaza deformatiile unei membrane aplicate peste un
orificiu avand forma sectiunii transversale a barei, sub actiunea unei presiuni
uniform distribuite. Pe membrana bombata se traseaza curbele de nivel. Densitatea
curbelor de nivel sau panta membranei intr-un punct oarecare sunt proportionale cu
tensiunea tangentiald din bara n punctul respectiv. Tangenta la curba de nivel arata
directia tensiunii tangentiale. Volumul cuprins intre planul conturului §i suprafata
bombatd a membranei este proportional cu modulul de rigiditate la rasucire al
sectiunii transversale a barei.

In al doilea caz, se studiazi liniile de curent ale curgerii unui lichid
incompresibil printr-un vas avind forma sectiunii barei solicitate la rasucire. Viteza
fluidului intr-un punct este proportionala cu tensiunea tangentiald in punctul
respectiv al barei rasucite.



6. RASUCIREA BARELOR 103
6.7 Rasucirea profilelor deschise cu pereti subtiri

Barele cu pereti subtiri se mai numesc si profile. La profilele cu sectiunea
deschisa (fig. 6.5, a, b, ¢, d), sectiunea transversald are un singur contur,
constituind un domeniu simplu conex. Unele profile laminate din otel si anumite
profile din aluminiu sunt standardizate, avand denumiri consacrate: profil U (fig.
6.5, a), profil Z (fig. 6.5, b), cornier cu aripi neegale (fig. 6.5, ¢) si profil I sau
dublu-T (fig. 6.5, d). In general, profilele deschise sunt formate din portiuni
dreptunghiulare, colturile fiind racordate la interior pentru diminuarea concentrarii
de tensiuni.

ooy

=

RS

N NN

=

Y

4
/’
7

7

A

Yeerrprarisiers)

Fig. 6.5

La profilele inchise din figurile 6.5, e, f g, sectiunea transversald
constituie un domeniu dublu conex. In constructiile aeronautice se utilizeaza si
profile inchise de mai multe ori, deci multiplu conexe.

Se arata, atat experimental cat si cu metodele Teoriei elasticitatii, cd daca
se Indoaie o platbanda subtire si se realizeaza bare solicitate la rasucire avand profil
deschis (fig. 6.6), valorile tensiunii tangentiale maxime si a unghiului de rasucire
specifica nu se modifica. Acestea se pot calcula cu relatiile (6.23)

M,

T = =G0Oo, z9=1—, (6.23, a)
Los2 ~-58°G
3 3

in care S este lungimea liniei mediane desfasurate a profilului iar & este grosimea.

Pentru profilele deschise care pot fi descompuse in dreptunghiuri, se
poate considera cd diferitele dreptunghiuri de dimensiuni J; xs; actioneaza

independent si preiau o parte din momentul de rasucire aplicat (fig. 6.7).
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Modulul de rigiditate la rasucire este
7 .G 3
C—Glt—c?zi:si 57, (6.25)

unde coeficientul ¢ tine cont de cresterea rigiditatii datoritd racordarilor profilului.
Se recomanda ¢ =1 la corniere, ¢ =11 la profile U si T, si ¢ =1,25 la profile L.

=

Fig. 6.6

Tensiunea tangentialdi maximid in fiecare dreptunghi care compune
sectiunea este

T =G 06, (6.26)
Tmaxi
5 A7)
' A =L 2172

Agl'

TLTL

Fig. 6.7
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unde unghiul de rasucire speciﬁcé este
0=—-. 6.27

Rezultatele sunt valabile pentru bare in care momentul de rasucire este
constant pe toatd lungimea si pentru cazul rasucirii libere (deplanare
neimpiedicatd).

Exemplul 6.2

Sa se calculeze tensiunile tangetiale maxime si unghiul de rasucire
specifica la profilul din aluminiu din figura 6.8, solicitat de un moment de rasucire
de 20 Nm. Se cunoaste G =27 GPa .

Rezolvare

Se considera ca profilul U este compus din trei platbenzi subtiri, cele
doua talpi si inima. Fie M, momentul de rasucire preluat de fiecare talpa si M ,

momentul preluat de inima.

2 2 mm

o
,/
| T
1somm| || [
T
o i
_— 3 mm |
20 Nm | 2?m
|
[
b 75 mm T
Fig. 6.8

Din a doua relatie (6.23, @) se obtine :

1
M, =§-75-23-27-103-9=5,4-1o6-9 [N mm],

M, :%-150‘33-27-103-9:36,5-106-9 [N mm].
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Inlocuind in conditia de echilibru
2M, +M,, =20-10°

expresiile momentelor de rasucire din inima si talpi, se obtine
4736 =20-10"",
deci unghiul de rasucire specifica este
6=0,422-10"° rad/mm = 0,422 rad/m =242 °/m.
Din prima relatie (6.23, a) rezulta tensiunea tangentiala maxima in talpi

r o =27-10°-0,422-1073 .2 = 22,8 N/mm?

max |
si tensiunea tangentiala maxima in inima

T =27-10°.0422-107-3 =342 N/mm®.

max )

6.8 Rasucirea profilelor inchise cu pereti subtiri

Studiul profilelor subtiri inchise se face adoptand ipoteza constantei
sectiunii transversale §1 ipoteza nedeformabilitatii sectiunii transversale, deci
considerand ca deformatia sectiunii transversale este o rotatie de rigid iar proiectia
liniei mediane pe un plan perpendicular pe axa barei nu se modifica.

Se considera un profil subtire inchis, de forma oarecare (fig. 6.9), avand
grosimea peretelui & variabild. Spre deosebire de sectiunile deschise, momentul

M, produce tensiuni tangentiale uniform distribuite pe grosimea peretelui (ipoteza
lui R. Bredt, 1896).
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Se izoleazad un element infinitezimal din peretele profilului, de 1atime dx
paralela cu axa barei si de lungime arbitrard in lungul liniei mediane a profilului
(desenata punctat).

Fie 0, grosimea in punctul / §i 6, grosimea in punctul 2. Tensiunile 7 si
7, sunt constante pe grosimea peretelui. Conform dualitatii tensiunilor tangentiale

(3.3), pe fetele longitudinale din / si 2 actioneaza tensiuni egale cu tensiunile
tangentiale din planul sectiunii transversale, perpendiculare pe muchia comuna.
Forta taietoare pe fata /, in lungul axei barei, este 7; &, dx. Pentru echilibrul

longitudinal al elementului izolat, aceasta fortd trebuie sa fie egald cu forta
7, &, dx care actioneazd pe fata 2. Rezultd 7,6, = 7,0, si deoarece punctele / si 2

au fost alese arbitrar, produsul 7J este constant in lungul conturului. Marimea
q =76 se numeste flux de forfecare si reprezintd o fortd taietoare pe unitatea de

lungime a liniei mediane a sectiunii profilului subtire.

Forta dF care actioneaza tangential la contur, pe un element de lungime ds,
este 70 ds. Momentul acestei forte fatd de axa barei (sau fatd de un punct din
sectiune ales arbitrar) este 7 J rds iar momentul total este

Mt=§r5rds.

Deoarece fluxul de forfecare 76 =¢ este constant in lungul conturului,
momentul de rasucire se mai scrie

Mt:r§§rds=q§rds.

Dar rds este dublul suprafetei hasurate si §>r ds pentru tot conturul este

202, unde (2 este aria delimitatd de linia mediand a peretelui profilului (desenata
punctat). Rezulta

M,=20Qgq. (6.28)
Tensiunile tangentiale au valoarea (formula lui Bredt)

M,
T= .
20906

(6.29)

Pentru calculul unghiului de rasucire, se egaleaza energia de deformatie
exprimatd in functie de momentul de rasucire M, cu energia de deformatie
exprimatd 1n functie de tensiunile tangentiale ¢ (6.19, a).

Energia inmagazinata intr-un element de dimensiuni J -dx-ds este

2

dU =L —Sdxds.
26
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Energia acumulata in tot profilul de lungime ¢ este

202
U:i§r25dS—€T 0 §—
2G

sau, inlocuind tensiunile tangentiale din relatia (6.29), se obtine

(6.30)
8!22G 5

Pe de altd parte, energia de deformatie este egald cu lucrul mecanic al
cuplului elastic M, pe rotirea Agp

U:%Mt Ag. (6.31)

Egaland expresiile (6.30) si (6.31) ale energiei de deformatie, se obtine
unghiul de rasucire specifica (formula lui R. Bredt)

M

ﬂ:,g:_zt i}ﬁ. (6.32)
¢ 40°G

Daca profilul are grosimea & constanta 1n lungul conturului, atunci
l 40°Gs 206G’

(6.33)

unde S este lungimea totala a liniei mediane a conturului inchis.

Exemplul 6.3

Sa se compare tensiunile tangetiale maxime si rigiditatile la rasucire pentru
un tub circular cu pereti subtiri si un tub cu aceleasi dimensiuni, in care s-a taiat o
fanta longitudinala pe toata lungimea (fig. 6.10), solicitate de momente de rasucire
egale.

yar

7.
™

Fig. 6.10
Rezolvare

La profilul inchis, din relatiile (6.8,a) si (6.17) se obtine
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M,R M,R M,
T = = = ,
"I, 27RP5 2xR%S
M GI
kj=—L=—"2 GRS,
Ap, 04

La profilul deschis, din relatiile (6.23) si (6.24) se obtine

3M, 3M,
T = = ,
"L 583 27RS?
M 1 2
ky : :&:E_ﬂRéﬁ_

T Ap, ¢ 13
Raportul tensiunilor tangentiale maxime este

Tmaxz _35
T 5

max |
Raportul rigiditatilor la rasucire este

ki R?

k, s

Daca R/ o0 =10, atunci tensiunile 1n tubul deschis sunt de 30 de ori mai

mari decat cele din tubul inchis, in schimb rigiditatea tubului deschis este de 300
ori mai mica decat cea a tubului Inchis.

In general, la profilele deschise solicitate la risucire, tensiunile tangentiale
sunt mari §i deformabilitatea este mare. Rezultd ca profilele deschise cu pereti
subtiri nu sunt adecvate pentru a prelua solicitari de rdsucire sau a impiedica
deformatiile produse de aceasta solicitare.

6.9 Calculul arcurilor cilindrice elicoidale

Arcul cilindric elicoidal este o bara curba in spatiu. La un arc solicitat la
intindere (fig. 6.11, @), daca inclinarea spirelor este mare atunci forta F, redusa in
centrul de greutate al sectiunii transversale, produce toate cele patru solicitari
simple: intindere, forfecare, incovoiere si rasucire (fig. 6.11, b).

La arcurile cu spire stranse, la care inclinarea elicei este foarte mica, forta
axiald si momentul incovoietor se pot neglija, rimanand forta taietoare 7 = F' si
momentul de rasucire M, = F R.
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La arcuri cu raza de infasurare mare in comparatie cu diametrul spirei
(d << R) , efectul forfecarii este neglijabil, solicitarea principala fiind rasucirea.

Fig. 6.11

Din formula de dimensionare la rasucire (6.11, a), in cazul sectiunii
circulare, rezulta:
_xd> M, FR

W =

r 16 T

a T

a

de unde se obtine diametrul spirei arcului

3
g="[ 16F R (6.34)
T,

Numarul de spire n se calculeazad pe baza formulei sdgetii arcului. Aceasta
se poate deduce egaland lucrul mecanic produs de forta F' cand arcul se deformeaza
cu sdgeata f, cu energia de deformatie la rasucire, Inmagazinata de arc

e, MPdx _ M}¢

2 } 261, 261,
4
unde M,=FR, (=2zRn, ;=74
P32

Rezulta sageata arcului
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64 F R n
=\ 6.35
f=> (6.35)
Relatia (6.35) se mai scrie sub forma
Gd*
F = =k f, (6.36
64 R> n f=ks )

unde k este rigiditatea arcului (denumitd si constanta elastica a arcului).
Reprezentarea grafica a relatiei (6.36) se numeste caracteristica elasticd a arcului.

Daca se impune valoarea rigiditatii arcului

i = AF ,
Af
din relatia (6.36) rezultd numarul de spire necesar
4
n= % . (6.37)
64 R’ k

La otelurile de arcuri 7, = 400 — 600 N/mm’si G =85 GPa.

6.10 Sisteme static nedeterminate solicitate la rasucire

La sisteme static nedeterminate, reactiunile si eforturile din bare nu pot fi
determinate numai cu ajutorul ecuatiilor de echilibru din staticd. Diferenta intre
numarul reactiunilor (sau eforturilor necunoscute) si numarul ecuatiilor de
echilibru se numeste grad de nedeterminare al sistemului. Pentru rezolvarea
problemelor static nedeterminate se utilizeaza ecuatii de echilibru, ecuatii de
compatibilitate geometrica, relatii forta-deformatie si conditii la limitd. Deobicei se
elimind deformatiile si deplasarile intre ultimele trei tipuri de ecuatii, rezultdnd un
numar de conditii de deformatie, exprimate in functie de eforturi sau reactiuni, egal
cu gradul de nedeterminare.

6.10.1 Bara incastrata la capete

Fie bara din figura 6.12, a Incastrata la capete si solicitatd de momentul M.
Se cunosc dimensiunile a, b, d si modulul de elasticitate G. Se cer tensiunile
tangentiale maxime din bara.

Rezolvare
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Reactiunile din Incastrari sunt momentele M, si M,.

Fig. 6.12

Ecuatia de echilibru. Ecuatia de proiectii pe orizontalda a momentelor se

scrie

Compatibilitatea deformatiilor. In urma aplicarii cuplului M, sectiunea 3 se
roteste, dar suma unghiurilor de rasucire ale celor doud portiuni /-3 si 3-2 este
zero, bara fiind Incastrati la capete

Relatiile forta-deformatie. Pe baza legii lui Hooke s-a stabilit expresia
(6.16) a unghiurilor de rasucire care, pentru cele doua portiuni de bara, se scrie

My a My b
GI, GI,
Din diagrama momentelor de rasucire (fig. 6.12, b) rezulta
Din relatiile (6.39)-(6.41) se obtin reactiunile
M, =M%, M2=M%, (6.42)

deci tensiunile tangentiale maxime in cele doud portiuni de bara au expresiile
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My Mb ] My, Ma
ry=—B="" | |= == (6.43)
Brw, w0 TR w, W

unde modulul de rezistenta polar /¥, se calculeaza cu relatia (6.12).

6.10.2 Arbori concentrici

Se cer tensiunile tangentiale produse de momentul M, in arborele din
figura 6.13, a, compus din doud tuburi subtiri din materiale diferite, solidarizate
intre ele. Se cunosc modulele de elasticitate transversale G; si G, ale celor doua
materiale.

Fig. 6.13

Rezolvare
Ecuatia de echilibru. Cuplul exterior M, este preluat in proportii diferite
de cele douda materiale. Suma momentelor de rasucire M, si M,, egaleaza

momentul total:
M, +M,, =M,. (6.44)
Compatibilitatea deformatiilor. Cele doud materiale, cu aceeasi lungime
initiald ¢, au deformatii la rasucire identice, fiind solidarizate intre ele:
6,=06,. (6.45)

Relatiile forta-deformatie. Pe baza legii lui Hooke, s-a stabilit expresia
unghiurilor de rasucire specifica (6.6), care pentru cele doud materiale se scrie
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M, M,,
0, =———, 0, =—. (6.46)
G 1 » G, I s
Inlocuind relatiile (6.46) in (6.45) si utilizand ecuatia (6.44) se obtine
M, B M, B M,

G 1, Gy I, G, +G,yI,

Rezulta tensiunile 1n cele doua materiale la o distanta » fatd de centru

g tur M Mar | M (6.47)
1 ]Pl 1 +&I o Ipz I +i]
Pl P2 P2 G P1
1 2

Inlocuind » = R, in relatiile (6.47), se obtine

2-matxl _ G]

Tminz G2

Se observa ca 1n dreptul suprafetei de contact, tensiunile tangentiale in cele
doud materiale sunt diferite, raportul lor fiind egal cu raportul modulelor de
elasticitate transversale. De acest fapt trebuie tinut cont la solidarizarea

materialelor.

Diagramele de variatie a tensiunilor tangentiale in lungul razei sunt date in
figura 6.13, b. Acelasi rezultat s-ar obtine daca cei doi arbori concentrici ar fi
solidarizati doar la capete.

6.11 Concentrarea tensiunilor la rasucirea barelor

Calculul la rasucire, bazat pe relatia (6.8, @), este valabil numai pentru bare
cu sectiune constantd. Discontinuitatile geometrice, de exemplu, arbore in trepte,
gduri transversale, degajari, santuri de pana, produc variatii locale ale tensiunilor,
ale caror valori maxime sunt mai mari decat cele calculate in ipoteza constantei
sectiunii transversale (A. Foppl, 1906). La un concentrator de tensiuni, tensiunea
maxima este functie de forma si dimensiunile piesei in vecinatatea discontinuitatii.

La rasucire, factorul de concentrare a tensiunilor elastice K, se defineste
prin relatia

K, = Lmax (6.48)

Tnom
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unde 7,

. este tensiunea maxima la discontinuitatea geometrica iar 7,,,, este

valoarea obtinuta neglijand efectul de concentrare a tensiunilor.

VAR
—)
D d Tmi\)( = KI ’rnom
B - ' /> Toom= M (M dY/16)
2,0
\ \
9 AR
18 AN
N\
L7 JTARNY
NN\
16 AN
, \\ \\ D
K, 15 NN 772
14 AEANNN 2:1,67
‘ D l(\\ ‘\\‘§ d
=111 ‘\ /?\\\‘\
1,3 d 7\ ‘\\Q\\
L o105 ~ T
12 d N gy e
1,1
1,0 J
0 0,05 0.10 0,15 0,20 0,25
rld

Fig. 6.14 [43]

Pentru o bara solicitatd la rasucire, cu sectiune variabila in trepte, variatia
factorului de concentrare a tensiunilor K, in functie de raportul intre raza de

racordare si diametrul mic este redatd in figura 6.14, pentru patru valori ale
raportului diametrelor celor doud portiuni. Raze de racordare mici produc valori
K, mari, deci trebuie evitate In proiectare.

Exemplul 6.4

Un arbore este antrenat cu o putere N =200 kW la o turatie n =600
rot/min si transmite puterile N; =120 kW si respectiv N, =80 kW unor
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consumatori (fig. 6.15, a). Sa se dimensioneze arborele din otel cu 7, =40 MPa si
G =81 GPa. Sa se calculeze rotirea relativa a sectiunii 2 fatd de sectiunea 0 si sa se
verifice unghiul de rasucire specificd stiind ca valoarea admisibild este 6, =0,018

rad/m. Sedau a =0,15msi b =0,20 m.

M M 3183

Fig. 6.15

Rezolvare

Se traseaza diagrama puterilor (fig. 6.15, b) si se calculeazd momentele de
rasucire pe intervalele 0-7 si /-2 :

M, 5, =9550 201 9550%:3183 Nm,
n

M, =9550 12 9550% =1273 Nm.
n

Se poate trasa si diagrama momentelor de rasucire (fig. 6.15, ¢).

Din relatiile (6.10,a) si (6.12) rezultd diametrele arborelui :

3|16 M 316-
d =] —% =10- /m=74mm’
7T, 740
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3|16 M 3 .
dy = /J=10-,/M=54,5mm.
TT, 7 40

Se aleg valorile d; =75 mm si d, =55 mm.

Unghiul rotirii sectiunii 2 fata de sectiunea 0 are expresia

M, (o M, /!
A¢20 _ tOl 01 + tlZ 12 ’
GI,, GI,,
4 4
unde : 1p1=” 5 =310,6-104mm4,1p2:ﬂ=89,84-104mm4.
32
Rezulta
3183-10° 150 1273-10° - 200
Apyy = =0,0054 rad .

+
81-10*.310,6-10* 81-10%-89,84.10*

Unghiurile de rasucire specificd pe cele doud intervale, calculate cu relatia
(6.6), sunt

M 103
0g =0 o N 565.1075 radimm < 0, =18 1075 rad/mm,
Gl, 8110310610
M 10°
0, =—12 = 1%‘73 10 7 =1,75-107 rad/mm < 6, .
GIl,, 8]1-10"-8984-10
Exemplul 6.5

Sa se determine momentul de rasucire capabil pentru bara din figura 6.16,
precum si rotirea sectiunii 3 fatd de incastrare. Bara este din otel cu 7, =60 MPa si

G=81GPa, d =20mm, h=10mm, A=15mm, ¢ =02 m, b =0,1 m.
Rezolvare

Pentru sectiunea circulara

3 3
=, =2 2057107 min’,
16
iar pentru sectiunea dreptunghiulara (« =0,231 si # =0,196 pentru &/b=1,5)
W, =ahb*=0231-15-10> = 03465-10° mm’ .

Rezulta momentul de rasucire capabil (6.10,c)
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L =W,  7,=346,5-60 =20,79-10° Nmm=20,79 Nm.
cap min

Fig. 6.16

Unghiul de rotire al sectiunii 3 fatd de incastrarea / are expresia :

Mt€12 Mt€23

Aps) = + )
Gl, Gl
4 4
unde 1 =29 720 57004 mm?,
2 32

I, =B hb’>=0196-15-10° =0,294-10" mm* .
Rezulta

20,79-10%-200 20,79-10°-100

= + =0,012rad.
81-10*-157-10* 81-10*.0,294-10*

P31

Exemplul 6.6

Sa se dimensioneze bara Incastrata la capete din figura 6.17, a din otel, cu
sectiune circulara, cu 7, =50 MPa.

Rezolvare
Ecuatia de echilibru a momentelor se scrie

Sistemul este simplu static nedeterminat. Problema se va rezolva prin
suprapunerea efectelor, pe baza rezultatelor de la paragraful 6.10.1.
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Daca actioneaza numai momentul din sectiunea 3, conditia de deformatie
Mz by My Uy

GI, GI,

echilibru este M|+ M5 =150, deci M| =37,5Nm, M5 =12,5Nm, valori cu care
se construieste diagrama momentelor de rasucire din figura 6.17, b.

Apy3 = Apy, se scrie , sau M{/=M,3¢. Dar ecuatia de

Fig. 6.17

Similar, daca actioneaza numai momentul din sectiunea 4, conditia de
deformatie  Ap, =Apy, sau M{3(=M5/¢ si ecuatia de echilibru
M{+M5=100 conduc la M[{=25Nm, M5=75Nm; Diagrama
corespunzatoare a momentelor de rasucire este redata in figura 6.17, c.

In cazul actiunii simultane a celor doud momente, diagrama momentelor de
rasucire are forma din figura 6.17, d. Rezulta

M| =875 Nm.

max

Se utilizeaza formula de dimensionare (6.10, a)

~ \M,max 87,5-10°
Pnec — T -

=1750 mm°,

a
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3
deci

=1750, de unde rezultd d = 20,7 mm. Se alege d =21 mm.

Exemplul 6.7

Un arc cilindric elicoidal avand raza de infasurare R =40 mm si numarul
de spire n =8 este comprimat de o fortd /' =1250 N. Sa se dimensioneze arcul si

sa se calculeze sdgeata f, cunoscand 7, =500 MPa si G =85 GPa.

Rezolvare
Se dimensioneaza arcul cu formula (6.34)

3 3 . .
g 16 FR 2\/16 1250 - 40 7985 mm.
T, 7 -500

Se alege d =8 mm.
Sageata arcului are expresia (6.35)

_64FR’n_ 64:1250-40° -8

= = =117,6 mm.
/ Gd* 8,5-10*.8*

Exemplul 6.8

O supapa este inchisa cu doua arcuri elicoidale concentrice (fig. 6.18). Se
cunosc razele de infagurare R, =35 mm, R, =25 mm, diametrele spirelor d, =6

mm, d, =5 mm, numarul de spire n, =10, n, =8, si lungimile arcurilor in
stare liberd ¢, =120 mm, ¢, =100 mm. in stare montata arcurile au o lungime

0" =90 mm, iar cand supapa este deschisa, o lungime £” =80 mm. Se cere forta cu
care sunt comprimate arcurile cand: a) supapa este inchisa, b) supapa este deschisd;
¢) tensiunea tangentiala maxima in fiecare arc. Se dd G =85 GPa.

Rezolvare

Se calculeaza rigiditatile arcurilor

Gd? 104 . 64
L _8510t6t N

k1: 3 - 3 - ’
64R1 ny 64-35°-10 mm
Gd?} .10% .54 N

ky=—73" _8 035 = 6,64 —.
64R n, 64:25°-8 mm

Fortele din arcuri la montaj sunt
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Fl =k (¢, —¢)=4,01(120-90)=120,43 N,
Fy=ky(¢, —¢)=6,64(100-90)= 66,40 N,

Forta totala la montaj este

F'=F|+F)=18684N.

Fortele din arcuri cand supapa este deschisa sunt

Fl =l (¢, —¢")=4,01-(120-80)=160,58 N,
Fy=ky(t,—0")=6,64(100-80)=13281 N .

Forta totala este

F'=F/+F}=29339N.

I

LEIAAR AR AR R
Y

//

Modulele de rezistenta polare au valorile

d3 .6 d3 &3
wo = 439 mm? wo =l42 7S
P16 16 P2 16 16

Tensiunile tangentiale maxime sunt

=2453mm’.

121
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o M, F/R, 16058-35 _13 N
maxy — - - - 2
w, W, 42,39 mm
M, FIR, 1328125 N
Tonary = = = =135—.
w w 24,53 mm

P2 P2
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PROPRIETATI ALE SECTIUNILOR PLANE

La incovoiere si rasucire, forma sectiunii barei este uneori mai importanta
decat suprafata acesteia. Caracteristicile geometrice ale sectiunilor plane,
independente de deplanare, care intervin in calculul tensiunilor si deformatiilor
sunt momentele de inertie, momentele centrifugale si modulele de rezistenta,
calculate fatd de axe care trec prin centrul de greutate al suprafetei sectiunii
transversale.

Este evident cd notiunile provin din mecanicd, prin particularizarea
relatiilor de la placi subtiri. O suprafatd plana nu are greutate, nu are inertie si nici
proprietati centrifugale. Momentele de inertie se mai numesc momente de ordinul
doi ale suprafetelor, momentele centrifugale se mai numesc produse ale
suprafetelor iar centrele de greutate se numesc centre geometrice sau centroide. Se
vor utiliza denumirile "improprii" asa cum sunt definite in standardul romanesc
privind terminologia din Rezistenta materialelor (STAS 1963-81).

Pentru simplificarea expunerii, sistemul de axe yOz va fi rotit 180° fata de
conventia din acest curs. Axa Oz va fi orientata in sus iar axa Oy spre dreapta.

7.1 Momente statice ale suprafetelor plane

Fie suprafata pland din figura 7.1. Momentul (de ordinul intai al)
elementului de suprafatd d4 fatd de axa Oy este zd4, deci momentul static al

intregii suprafete fatd de axa Oy este IAsz , unde A4 este aria suprafetei:

s, =] zaa. (7.1

Momentul static al Intregii figuri fatd de axa Oz este

S, = L ydd. (1.2)
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Se alege un nou sistem de coordonate yGz, obtinut prin translatia axelor
sistemului yOz. Coordonatele elementului d4 in noul sistem de axe sunt
Yy=y-Y, Z=z-z5.

unde ys,z; sunt coordonatele punctului G in sistemul initial.

z z
Y
/ 37 dA
Yo zZ z
G =
% y
0 y
Fig. 7.1

Originea G a noului sistem se alege astfel incat in sistemul de coordonate
yGZz momentele statice ale suprafetei sa fie nule:

S5 =j szz'[ (z-2zg)d4 =0,
A A

(7.3)
s.= [ su=[ (r-ye)aa=o
4 A
Rezultd coordonatele centrului de greutate al suprafetei
d4 zd4
s 1o s, |,
=—42=L__ zj=—=— 7.4

Y6 = y 6= y (7.4)

In practica, o suprafati este adesea impirtita in mai multe figuri cu forme
geometrice simple (de ex., dreptunghiuri, cercuri, triunghiuri), ale caror suprafete si
centre de greutate sunt cunoscute sau usor de determinat. Coordonatele centrului de
greutate al suprafetei compuse se calculeaza cu relatiile (P. Varignon, 1724)

A v A z.
yG — z 1 yl , ZG — z 1 Zl , (7'5)
24 24

unde y; si z; sunt coordonatele centrului de greutate al suprafetei 4, (i=1,2,..,n).
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Daca o figura are o axa de simetrie, atunci centrul de greutate se afla pe
aceastd axa, deoarece momentul static fatd de o axa de simetrie este zero. Daca
figura are doud axe de simetrie, atunci centrul de greutate se afla la intersectia
acestora. Daca o figurd nu are axe de simetrie dar are un centru de simetrie, atunci
centrul de greutate coincide cu centrul de simetrie.

Orice axa care trece prin centrul de greutate al suprafetei se numeste axa
centrald.

7.2 Momente de inertie ale suprafetelor plane

Prin definitie, momentele de inertie axiale sunt momente de ordinul doi
ale suprafetelor

I, =J'Az2 A, I = J’A y2dd. (1.6)

Momentul centrifugal al suprafetei fatd de axele yOz este
I, = L yzdA. (7.7)
Dacé una dintre axe este axd de simetrie, atunci momentul centrifugal al

suprafetei este nul.

La suprafete axial-simetrice, momentul de inertie polar fatd de punctul O
este

2 2 2
1p=Lr dAzL (2+22)da=1,+1,. (1.8)

unde r este distanta de la elementul d4 la originea O.

Momentele de inertie axiale si cel polar sunt marimi pozitive, in timp ce
momentul centrifugal poate fi pozitiv, zero sau negativ.

Razele de inertie se definesc prin relatiile

1 [1
i, =q— i, == 7.9
y =\ == (7.9)

La dreptunghiul cu baza b si indltimea 4 din figura 7.2, se considera
elementul de arie d4 =bdz situat la distanta z de axa Oy. Prima integrala (7.6)
devine

Dreptunghiul
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zyszszz jhl:/;ﬁbdz:%. (7.10)
Deci

5:% si 1;%. (7.11)
Cercul

Fie cercul de razd R = D/2 din figura 7.3. Elementul de suprafatd hasurat
d4 =rdédr este situat la distanta z = rsinf de axa Oy. Rezulta

27 # R 4
[yz‘[zszzj ”J. (rsinH)zrderzﬂR .
A 0 Jo
Deci
~D*
I, =1 = . 7.12
y ===, (7.12)

Aceeasi expresie se poate deduce din formula momentului de inertie
polar (6.7), pe baza relatiei (7.8), 1, =1, = Ip/2 .

dz do
ar
h “ z / , 0
b
|
Fig. 7.2 Fig. 7.3

Inelul circular

La un inel gros, cu diametrul exterior D si diametrul interior ¢, momentul
de inertie axial se obtine scdzdnd momentul de inertie al cercului interior din
momentul de inertie al cercului exterior

4 4
I =1 _M, (7.13)

yoooE 64
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La un inel subtire, de raza R si grosime o << R, se considera un element
de suprafatd d4 = Rd6 ¢ situat la distanta z = Rsinf de axa Oy. Rezulta

2as ((nw o) _ _p3
Iy—Lz dA_J.O (Rsind)’RdOS =7 R® 5. (7.14)

Triunghiul

Fie triunghiul din figura 7.4, a, definit prin coordonatele varfurilor y;, z;
(i =1,2,3) fata de un sistem de axe oarecare yOz.

z e z z 3
(33.23)

0 v 0 v
a b
Fig. 7.4
Coordonatele centrului de greutate sunt
1 1
J’G=§(J’1+y2+y3), 2025(214'224'23)- (7.15)

Momentele statice fatd de sistemul de coordonate yOz au expresiile

A A
S,=4zg :?(Zl +zy+23), S.=Ayg :?(Jﬁ +3,+13), (7.16)

unde 4 este suprafata triunghiului

Ly oz
1
A=§ L'y 7 ZE[M (22-23)+ 3 (53 -2)+ 33 (51— 2) ]. (7.17)
1y oz

Momentele de inertie axiale sunt

A
]y=€[Zl(21+Zz)+Zz(Zz+Z3)+Z3(Z3+Zl)]’ (7.18)
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4
L=g{h(h+hﬁwﬂyﬂvﬂ+h(h+hﬂ- (7.19)

Momentul centrifugal este

I, =%[(y1 1)z + )+ (1 +23) (2 +23)+ (3 + 1) (25 +2) ] (720

Calculul relatiilor de mai sus se poate face simplu utilizdnd coordonatele
triunghiulare (fig. 7.4, b). Pozitia unui punct P in interiorul sau pe conturul unui
triunghi de suprafatd 4 este determinatd de trei rapoarte intre suprafete, numite
coordonate triunghiulare

Intre coordonatele carteziene y, z ale punctului P si coordonatele
triunghiulare L;, L,, L5 se stabilesc relatiile liniare

1 1 1 1 L
yie=|»n y2 3 |yLle e (7.22)
z z1 zy z3 || L3

Inlocuind coordonatele y, z in relatiile de definitie (7.6) si (7.7) se obtin
formulele (7.18)-(7.20). Se utilizeaza integrale de forma (R. H. Gallagher, 1976)

J (1) 0] armaa 00 ] (o) aa-2a )

a+b+2)!’ (a+2)!

Momentele de inertie ale triunghiului fatd de axele centrale sunt

A(_ > _» _ A(_2 2 _
L=A(zezez), n-A(55e) a2
12 12
A/ __ __

Relatiile (7.15)-(7.20) sunt utile la calculul momentelor de inertie ale
suprafetelor de forme complicate, care pot fi aproximate prin mai multe triunghiuri,
de exemplu sectiunea transversala a unui burghiu sau a unei palete de turbind sau
COmpresor.

Triunghiul dreptunghic
Fie triunghiul dreptunghic cu baza b si indltimea 4 din figura 7.5.
Din relatiile (7.18)-(7.20) se obtine
3 3 242
_ bh I hb I b" h

S 12 o4
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Din relatiile (7.23) si (7.24) se obtine
3
7 _bn

_hb’ ;b

Y360 Y S

Semnul momentului centrifugal fata de axele centrale depinde de sensul
acestora n raport cu triunghiul, putand fi pozitiv pentru alte directii ale axelor fata
de cele din figura 7.5.

z z
3
b W3 \
G b V
K ] 3y 2 y
O
h y
Fig. 7.5

Fasie dreptunghiulara subtire

Pentru calculul momentelor de inertie ale profilelor subtiri, acestea se
descompun in suprafete dreptunghiulare inguste. In continuare se calculeazi
momentele de inertie la un dreptunghi a carui grosime este mult mai mica decat
lungimea.

Fie dreptunghiul din figura 7.6, definit prin grosimea & si coordonatele

extremitatilor y;,z; (i=1,2) fata de un sistem de axe oarecare yOz. Se noteazi /
lungimea dreptunghiului §i & inclinarea acestuia fata de axa Oy.

Elementul de lungime d¢ are suprafata

dd=sdr=5-%
Sio

Se calculeaza

Z]

o 2 5 -z stz -2

L=[Fu- [t AR LA s

Yo a sina sina 3 3 z1—-2
E3)

deci momentul de inertie fatd de axa Oy este
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A
I, ZE(ZIZ"'ZIZZ +222) (7.25)

si analog, momentul de inertie fata de axa Oz este

4
I =§(y12+y1yz +y§)- (7.26)

Din relatia (7.7) se obtine momentul centrifugal

A
Iyzzg[(J’1+)’2)(21+22)+)’121+)’222 ] (7.27)

7.3 Variatia momentelor de inertie cu translatia axelor

La calculul momentelor de inertie ale suprafetelor compuse, se cunoaste
momentul de inertie al unei suprafete componente fatd de un sistem de axe local,
cu originea in centrul de greutate al suprafetei respective, si se calculeaza
momentul de inertie fatd de un sistem de axe global, avind axele paralele cu axele
sistemului local.

Fig. 7.7

Cu notatiile din figura 7.7, se obtine

I :Lzsz:J.A(E+b)2dA:L (22 +22p+62)da =1, +b24,
1, =I yszzj (J7+a)2dA=J- (i2+2ya+a2)dA=IE+a2A,
A A A

I, =J' yszzJ.(y+a)(Z+b)dA:J. (¥z+az+yb+ab)dd=1y +abA.
A A A
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Rezulta relatiile stabilite de Ch. Huygens (1629-1695) si J. Steiner (1796-
1863), cunoscute sub numele de teorema axelor paralele:

_ 2 _ 2
I, =1;+4b" I,=1-+4a" . (7.28)

Momentul de inertie fata de o axa oarecare este egal cu momentul de
inertie fata de o axd paraleld, care trece prin centrul de greutate al suprafetei, plus
aria suprafetei inmultitd cu patratul distantei intre cele doua axe.

I, =Iz+A4ab . (7.29)
Momentul de inertie centrifugal fata de doua axe oarecare este egal cu

momentul de inertie centrifugal fata de axe paralele care trec prin centrul de
greutate al suprafetei plus aria acesteia inmultita cu distantele intre cele doua axe.

Relatiile (7.28) si (7.29) pot fi utilizate cu conditia ca cel putin una dintre
axe sa fie axd centrala.

Exemplul 7.1

Se cere sa se calculeze momentele de inertie axiale ale suprafetei din
figura 7.8, a in care dimensiunile sunt date in mm.

0 [0 'n

R 20 20 7%
I +‘ Y T /
& 41— z,=50 60

5439y
»42:0M
o

-

Y

[09]
o
n
o

S
el

10 40
b
Fig. 7.8

Figura se imparte in doud dreptunghiuri de arii 4; si 4, la care se

cunosc centrele de greutate. Se alege un sistem de axe de referinta cu axa y la baza
figurii si axa z axa de simetrie verticala. Se calculeaza pozitia centrului de greutate

Az + Az, 20-60-70+60-20-30

50 mm.
A+ 4, 20-60+60-20
Se traseaza axa Gy paralela cu Oy. Aplicand prima formulad (7.28) se
obtine
3 3
1, =902 20.60-202 + 229 4 20.60-202 = 13610* mm?

y
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3 3
L=1 :20 60 +60 20

Z =40-10* mm*.
12 12

Momentul de inertie axial /5 al suprafetei in U din figura 7.8, b are

aceeasi valoare cu cel al suprafetei in T din figura 7.8, a.

7.4 Variatia momentelor de inertie cu rotatia axelor

Momentele de inertie ale unei suprafete plane nu depind numai de
alegerea originii axelor de coordonate, dar si de orientarea axelor in planul
suprafetei. La studiul incovoierii oblice a barelor este uneori necesar sa se
calculeze momentele de inertie fatd de un sistem de axe de coordonate rotit fata de
sistemul considerat initial.

Fie suprafata din figura 7.9 la care se cunosc momentele de inertie fata de
axele yOz, notate [ ,,1,,1_, . Intereseazad valorile momentelor de inertie fatd de un

yriztays
sistem de axe y,0z rotit cu unghiul & fatd de axele initiale, momente notate
1}’1 ’[Zl ’[J’121 ’
z
]

Ysin0 gy
Nt 0

e
~1YcosO

0

Fig. 7.9

Coordonatele elementului d4 in sistemul de axe rotit se pot exprima in
functie de coordonatele elementului in sistemul de axe initial:

yy=ycos@+zsin@, z;=zcosd—ysind. (7.30)
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Momentele de inertie fatd de axele rotite sunt

I, =IA 7} dA=J.A (zcosH—ysinH)szz

200829-[ zsz+sin29I ysz—Zsinﬁcosﬁj yzdA4 =
4 4 4
=1, cos’0 +1, sinzé’—lyz 2sinf cos@,

I, ='[ ylszzj. (ycos6'+zsin6’)2dA=
A 4

(7.31)
=1, cos?6 + I, sin’6 + 1,, 2sind cosb,
I,. = L yizyd4 = L(y cos@ + zsinf)(z cosd — ysin@)dd =
= (Iy - [Z)siné’ cost +1,, (cos29 N sinzé’)
Relatiile (7.31) se scriu convenabil in functie de unghiul dublu:
1,+1. I,-1
_y Ttz Ty .
Iy1 — + 3 cos 26’—1yz sin 20, (7.32)
I+1, I,—1 ,
I, = y2 Z_ y2 ~cos20+1,sin20, (7.33)
vy Tz
) sin20+1,, cos26. (7.34)

Unghiul 6 pentru care momentul de inertie axial /7, dat de relatia

(7.32) are o valoare extrema se obtine din conditia d/ / d(20)=0 . Rezulta

(1,-1.)(=sin20)-21,, cos20=0, (7.35)
deci unghiul care anuleaza derivata este dat de relatia
21
tg260 = —2= (7.36)
1.-1,

unde, pentru simplificarea expunerii, nu s-a schimbat notatia pentru unghiuri.

Ecuatia (7.36) are doud solutii care diferd cu 180°. Deci existd doua
unghiuri @ care diferda cu 90° si care definesc directiile axelor care trec prin
punctul O si fatd de care momentul de inertie axial are valori extreme. Acestea se
numesc directii principale de inertie. Daca originea axelor este in centrul de
greutate al suprafetei, atunci acestea se numesc axe centrale principale de inertie.

Comparand relatiile (7.34) si (7.35), se observa cd unghiul @ din relatia
(7.36) corespunde rotatiei axelor pentru care momentul centrifugal se anuleaza.
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Deci axele principale de inertie se pot defini si ca axele fatd de care momentele
centrifugale sunt nule.

Inlocuind unghiurile & din relatia (7.36) in expresia (7.32) a momentului
de inertie axial /,, se obtin momentele de inertie /; si /, fata de axele principale

de inertie numite momente de inertie principale

2
I, +1 I,-1
I,="2—"2% (y J +15. . (7.37)

2 2
Este posibil sa se stabileasca expresii care sunt invariante fata de rotirea
axelor de coordonate

I, +1, =1,+1.=1+1,, (7.38)

2 2
L1 1. =10 1. =1, (7.39)

De asemenea, uneori este util sd se exprime momentele de inertie,
calculate fatd de axe oarecare, in functie de momentele de inertie principale

I, =1 cos’0+1,sin’0 (7.40)

I, =1, sin’0+1, cos’0 , (7.41)
L-1 .

1, = % sin 26 . (7.42)

Daca [, =0 si [, =1 ,atunci [, =1, =1, =1, siorice axa este 0 axd

principala de inertie. Acesta este cazul suprafetelor axial-simetrice si al celor
inchise de poligoane regulate.

Exemplul 7.2

Se cere sd se calculeze momentele de inertie fatd de axele centrale
principale ale suprafetei din figura 7.10, in care dimensiunile sunt date in mm.

Rezolvare

Figura se imparte in doud dreptunghiuri de arii 4, si A4, la care se
cunosc centrele de greutate G; si G,. Se alege un sistem de axe de referintd, cu

axa Oy la marginea de sus a figurii si axa Oz la marginea din stinga. Se calculeaza
pozitia centrului de greutate
_Ayyy+4,y, 40-5-20+55-5-25

= :9,87mm,
A + 4, 40-5+55-5
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L Azt _40-5-(—2,5)+55-5-(—32,5)__1987ml
CT A4+ 4, 40-5+55-5 ’ '

Se deseneaza axa Gy paraleld cu Oy si axa Gz paraleld cu Oz. Aplicand

formulele (7.28) se obtin momentele de inertie axiale

5.553 ) 44
+55-5-(32,5-19,87)" =17,395-10* mm

3
1§=40 > 140-5-(1987-2,5f +
1
3
253 +55-5-(9.87-2,5F =6,27-10* mm*.

3
1:51‘;0 +40-5-(20-9,.87) +

z
Din formula (7.29) se determind momentul centrifugal

Iz =40-5-1013-17,37+55-5-(-737)-(-12,63) = 6,079 -10* mm*.

z 40
ol |7 /9
VRS \/\A }s y
~__ A, 1987
G A
N 23,77 5
60 3
i% D
A2
L3
9.87
Fig. 7.10

Din relatia (7.37) se calculeaza momentele de inertie principale

2= 173954627 4 %J(17,395 ~6,27) +4-6,079% -10* = (118,325+82,4)-10*

sau
I, =20,072-10* mm* si 7, =3,59-10% mm*.
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Din relatia (7.36) se obtine

2-6,079

=277 1093
6.27 17,395

tg 260

deci 20 =-47,54° si 132,46° . Rezulta unghiurile care definesc directiile
principale de inertie, 6, = —23,77° si 6, =66,23°.

In figura 7.10 s-au trasat axele centrale principale, notate I, respectiv 2.
Se vede ca elementele suprafetei sunt cel mai indepartate fata de axa /7, si cel mai
apropiate fatd de axa 2.

Exemplul 7.3

Se cere sd se calculeze momentele de inertie fatd de axele centrale
principale la sectiunea din figura 7.11.

z O\ Yz

101 \ 60
20 k1o |10
25,71 @
40 " 15.4 N
26.43 | °

10

0 60 y

Fig. 7.11

Rezolvare
Suprafata sectiunii: 4 = 1400 mm®.
Coordonatele centrului de greutate: y; =25,71 mm, z; =26,43 mm.
Momentele de inertie fata de sistemul yOz sunt
I, =164,66-10"mm*, 7. =118,64-10"mm*, 7, =83-10" mm*.

Momentele de inertie fata de axele centrale yGz sunt

I; =6688-10° mm*, I:=26,09-10mm*, I =-1214-10" mm*.

Directiile axelor centrale principale sunt definite de unghiurile

6, =15,39°, 6, =105,39°.
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Momentele de inertie centrale principale au valorile
1, =7022-10* mm?*, 71, =22,75-10" mm*.

y 1
O
Y z 0 f 2 a
dg
& & P B
2
3a a
2
z 1 3
z
Fig. 7.12 Fig. 7.13
Exemplul 7.4

Sa se determine pozitia centrului de greutate si momentele de inertie fata
de axele sistemului de referintd yOz pentru suprafata sfert de cerc din figura 7.12.

Rezolvare

Momentul static fatd de axa Oy (7.2) este

R 72 R /2 3
S, =[zda= [ [ rsinodrrdo= [r?ar | sin@dQ:RT.
A 0 0 0 0

Coordonatele centrului de greutate (7.4) sunt

_ Sy R[3 4R _
G_A_irRz/4_37T_

YaG -

Momentul de inertie fatd de axa Oy (7.6) este

Rrx/2 R /2 7ZR4
I :jzsz:j J' 2 sin20 drrdeIr3dr j sin20dg=""—
7 16
A 0 0 0 0
Momentul centrifugal (7.7) este
R 7/2 R /2 4

IyZ::[ysz:‘([ ! rcos@rsind drrd9:£r3dr { sinf cosd d@:%.
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Exemplul 7.5

Sectiunea transversala a unui burghiu are forma aproximativa din figura
7.13. Se cere sa se calculeze momentele de inertie centrale principale si pozitia
axelor centrale principale de inertie.

Rezolvare

Se considera ca jumatatea inferioara a sectiunii se compune din
dreptunghiul / si sfertul de cerc 2 din care se decupeaza semicercul 3.

Momentele de inertie axiale se calculeazad pe baza expresiilor stabilite
pentru dreptunghi (7.11), cerc (7.12) si sfert de cerc (Exemplul 7.4), utilizand
formulele lui Steiner (7.28). Se obtine

3 2 2
I,=2 Saa +3aa(£j +£(3a)4—£a4—”a (2a)2 =20,457 a”,
12 2 16 8 2

z

a(3a)3 3a 2 T 4 T 4 4
I,=2| =" —+ada| = +E(3a) -5 at|=49023d".

Momentul centrifugal se calculeaza cu relatia (7.29)

2
I,.=2 302430 _Liggya | 7| 44y, - 13084°
22 8 2\ 3z

Momentele de inertie principale (7.37) sunt

2
I, +1 I,-1
y z y z 2

2
_ 20457 ; 49,023 \/ (20,457 ; 49,023) +(-13,08)? .

I,=541a", 1,=1537a".

Directiile principale de inertie (7.36) se obtin din relatia

21 (-
1920 = =1z 2-(~13,08)

L1, 49023-20457

=-0,9158

de unde rezulta

0,=6975" si 6, =-21,24°.
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Exemplul 7.6

Un longeron are sectiunea din figura 7.14. Se considerd ¢ << a. Se cer
momentele de inertie axiale principale si directiile axelor centrale principale de
inertie.

z a
5 @
2t |0.5q

. 57,120 _

a G y
0.6a r Y
2a @
Fig. 7.14

Rezolvare

Suprafata sectiunii este: A = 5¢a . Coordonatele centrului de greutate

sunt
Ve = 2at-0,5a+2at-a ~0.6a, = 2at-a+at-0,5a ~05q
Sat Sat
Momentele de inertie fatd de axele centrale yGZz sunt
a 2 ta’ a ?
I; :2at(—j +—+2az(—j =1,083a’t,
2 12 2
2ta® t(2ay
L=""2 124t (01af +at(0.6a) + (1;) +2at(0,4a) =15334°.

Momentul centrifugal este
Iz =2at(-01a)05a+2at-04a(-05a)=-05a’t.

Momentele de inertie centrale principale (7.37) au valorile

I, =18564°t 1,=0,7597a’t .
Directiile principale de inertie (7.36) sunt definite de relatia
= ﬂ =-222
1,533 -1,083

de unde rezulta
6,=5712"si 6, =147,22°.
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Exemplul 7.7

Sectiunea unei grinzi este formatd din 5 platbenzi si 4 corniere
L100x100x10 (fig. 7.15). Se cere sd se calculeze momentul de inertie /, neglijand

capetele niturilor.

10} . P . ﬂ_l
10— : |
F @ F @ \..J‘
L 100 x 100 x 10 1
1000 4 = = =
10 o {‘.' = — = {
10+ — < =z
240
]
Fig. 7.15
Rezolvare

Momentul de inertie al platbenzii verticale este

3
:M: 8333-108 mm*.

!
Iy
Momentul de inertie pentru doua platbenzi orizontale alaturate este

3
I :%+2-240-510:12,486«108mm4.

Pentru un cornier cu aripi egale, din Anexa 2d se obtine suprafata sectiunii
A=192-10"mm?, momentul de inertic /=177-10* mm* si distanta de la

centrul de greutate la marginea talpii orizontale d =282mm. Momentul de
inertie fatd de axa Oy este

Iy =1+A4d’ ~ (177419247182 )10* =4291.10° mm*
Momentul de inertie al intregii sectiuni este
1,=(8333+2-12,486+4-4,291)-10° =50,47-10°mm*

din care aproximativ 50% este contributia platbenzilor orizontale.
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Exemplul 7.8

Sa se stabileascd formulele pentru calculul momentelor de inertie centrale
principale la sectiunea unei palete (fig. 7.16) impartind sectiunea in fasii verticale
aproximate prin trapeze.

Rezolvare

In practica industriala, profilul unei palete se defineste prin cotele unor
puncte de pe extrados si intrados, masurate fatd de un sistem de referintd
convenabil ales. Este bine ca sistemul de axe oarecare yOz sa fie ales cu originea
cat mai aproape de pozitia probabild a centrului de greutate si cu axa Oy rotita
cateva grade fatd de o paralela la tangenta pe intrados.

Az
A\
™~
i o \ 7
iz e )
’ 1 vl N ol
4|Vs \
Vs Ve
Y Yz
Y Vs
>
¥, ]
Fig. 7.16

Aria sectiunii paletei este

n+l e i e i )
:_Z (J’]+1 )(Zj —ZitZiaTZim)
Coordonatele centrului de greutate sunt

ﬁ " (y?+1 y])( zj —z; +Zj+1 ;+1)’

ZGZSLA }: (yjﬂ‘yj)[(z +Z]+1)2 (Z +Z,+1)2}-

Momentele de inertie fatd de axele yOz sunt
1 n+l 3 3
Ly="7 240 (771 ‘yj){(z * ZJH) (Z * Zﬁl) } ’
1

=0 j: (y/+1 —yj)(zje—z; T2 ‘Zf+1)[3(yj+1 +y./)2 +(yj+1 ‘y./)z]-

Y =
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Momentul centrifugal este

Iy 2% j: (Y§+1_y12')[(zje+zj¢+1)2—(2;+2;+1)2},

Utilizand apoi relatiile Huygens-Steiner (7.28) si (7.29), se obtin
momentele de inertie si momentul centrifugal fatd de axe paralele care trec prin
centrul de greutate

Iy=1,-Azg, I;=I1.-Ayg, Igz=1,-Ayszs.

Directiile principale de inertie sunt definite de relatia

21
tg 20 =—2—.
=15
Momentele de inertie centrale principale sunt
L+1; [:-1; I+1; ;-1
I ==Y+ Fsec20, I,=—"-2--"—Tsec20.
2 2 2 2



8.
INCOVOIEREA BARELOR

O bard este solicitatd la incovoiere daca in sectiunea transversald
actioneaza un moment al carui vector este perpendicular pe axa barei. Deobicei
incovoierea este rezultatul actiunii unor sarcini transversale asupra unor bare relativ
zvelte, cum sunt grinzile de sustinere a plangeelor, grinzile podurilor, osiile
vagoanelor, paletele turbinelor si compresoarelor axiale, arcurile de foi si chiar
aripile unor avioane. Aceste sarcini produc In sectiunea transversala atdt moment
incovoietor cat si forta taietoare. Momentele incovoietoare produc tensiuni normale
distribuite liniar pe indltimea sectiunii barei, rezultat direct al ipotezei sectiunii
plane. In aceste conditii forma sectiunii barei este mai importanti decat aria
suprafetei, forme optime fiind obtinute cu ajutorul profilelor subtiri. Fortele
tdietoare produc tensiuni tangentiale nule la extremitati $i maxime la centrul
sectiunii. Calculul acestora este important la profilele subtiri si la organele de
asamblare ale grinzilor compuse.

Daca actioneazd numai un moment incovoietor se spune cd bara este
solicitata la incovoiere purd. Daca fortele care actioneaza asupra barei sunt
cuprinse intr-un plan de simetrie al sectiunii transversale, atunci bara este solicitata
la incovoiere simetrica. Daca vectorul moment este dirijat in lungul unei axe
centrale de inertie a sectiunii care insd nu este si axa principald, atunci se spune ca
bara este solicitati la incovoiere oblicd. In multe cazuri incovoierea apare simultan
cu rasucirea. In acest capitol se studiaza numai incovoierea.

8.1 Tensiuni la incovoierea pura simetrica

Determinarea distributiei tensiunilor la Incovoierea purd este o problema
static nedeterminata la rezolvarea céreia se utilizeaza conditii de deformatie, relatii
intre tensiuni si deformatii specifice, si conditii de echilibru.

Se fac urmatoarele ipoteze: a) barele au sectiune constanta; b) momentul
incovoietor este constant in lungul barei, avand vectorul dirijat perpendicular pe un
plan de simetrie al barei; c) sectiunile transversale plane, inainte de incovoierea
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barei, raman plane dupa incovoiere si perpendiculare pe axa deformata a barei; d)
raza de curburd a barei deformate este mare in comparatie cu dimensiunile
transversale; e) elemente longitudinale ale barei sunt solicitate doar la Intindere sau
compresiune, nu existad tensiuni transversale; f) modulul de elasticitate longitudinal
al materialului barei are aceeasi valoare la Intindere si la compresiune.

8.1.1 Deplasari si deformatii specifice

Deformatii longitudinale

Se considerad o portiune de lungime dx dintr-o bara solicitata la incovoiere
purd in planul xOz (fig. 8.1, a). In urma aplicarii momentelor incovoietoare M,

bara se deformeaza ca in figura 8.1, b, cele doud sectiuni situate initial la distanta
dx rotindu-se relativ cu unghiul d¢, dar raménand plane, conform ipotezei lui

Bernoulli.

Se observa cd partea de jos a barei este intinsa, in timp ce partea superioara
este comprimati. Inseamni ci trebuie sa existe un plan intermediar xOy in care
deformatia longitudinala este zero. Acesta se numeste plan neutru iar axa Ox din
acest plan se numeste axa neutrd a barei.

Fig. 8.1

Daca bara ar fi formatd din fibre longitudinale, atunci s-ar observa ca, in
urma Incovoierii barei, fibrele inferioare se intind, iar cele superioare se comprima.
Fibra care nu se alungeste prin deformatia de incovoiere este a'b’'=ab si se
numeste fibra medie a barei. Fie p, raza de curburd a fibrei medii.
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O fibra situata la distanta z de fibra medie are initial lungimea
mn=dx=a'b' = p,de
iar dupa aplicarea solicitarii devine
mn' =(z+p,)de.
Alungirea acestei fibre este
A(dx)z I'n'=m'n"—m'l'=m'n'—a'b'=zdep.

Alungirea specifica se obtine impartind alungirea la lungimea initiala

. _Aldx)_ zdp _ dp_ 2

= = == 8.1)
dx  p.dep dx p,
Daca se noteaza curbura fibrei medii deformate
1 _de, ©2)
p, dx
relatia (8.1) se mai scrie
du do
g . =—2=z—T =K z. 8.3
* = o (3.3)
unde
ux =z ¢ (84)

este deplasarea longitudinala a unui punct situat la distanta z de planul neutru.

Ca o consecinta directa a ipotezei sectiunii plane, alungirile specifice sunt
distribuite liniar pe inaltimea sectiunii, fiind nule in planul neutru si avand valori
maxime in fibrele extreme. Relatia (8.1) este independentd de tipul materialului
barei, fiind valabila si la materiale cu dependentd neliniard intre tensiuni i
deformatii specifice, sau la solicitdri in domeniul plastic.

Deformatii transversale.

Studiul incovoierii se bazeaza si pe ipoteza invariabilitatii sectiunii
transversale a barei. In realitate, alungirile in lungul barei sunt Insotite de contractii

transversale ¢, =¢. =-ve&, (4.9). In zona intinsd grosimea barei scade, in zona

comprimata grosimea barei creste, iar suprafata neutrd se curbeazd, fenomen
denumit curburd anticlasticd. Aceste deformatii sunt foarte mici i nu modifica
rezultatele obtinute pentru alungirile specifice longitudinale.
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8.1.2 Relatia intre tensiuni si deformatii specifice

Aplicand legea lui Hooke (3.22) rezulta

E
O-szngp—ZzKyEZ, (85)
z

relatie valabild numai pentru materiale liniar-elastice. Tensiunile normale de
incovoiere variaza liniar cu distanta la fibra medie (fig. 8.1, c¢) fiind maxime in
fibrele extreme, unde distanta z este maxima. In planul neutru, deci, pentru o
sectiune data, in lungul axei neutre, tensiunile produse de incovoiere sunt nule. De

asemenea, conform ipotezelor de lucru, o,=0,=0.

/4
/a;CdAx /

V2

Fig. 8.2 Fig. 8.3

8.1.3 Conditii de echilibru

Tensiunile o, produc forte interioare o,d4 care echilibreazda momentul
incovoietor M . Daci se scriu relatiile de echivalentd (3.4) intre tensiunile o, si

eforturile sectionale (fig. 8.2), se obtine

N:jAax d4=0, (8.6)
My, =[ zo.d4=M,, (8.7)
M,. :—Lyax dA=0. (8.8)

In relatiile (8.6)-(8.8) s-a tinut cont de faptul ca, fiind paralele cu axa Ox,
fortele o, dd4 pot produce in general fortd axiald si momente Incovoietoare, dar
dintre acestea existd numai momentul dirijat in lungul axei Oy.
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Pozitia axei neutre Oy.
Inlocuind relatia (8.5) in (8.6) se obtine KyEJ zd4=0 sau I zd4=0.
A A

Momentul static al suprafetei sectiunii transversale (7.1) fatd de axa Oy este nul,
deci axa Oy trebuie sa fie axa centrala.

Rezultd ca axa neutra Oy trece prin centrul de greutate al sectiunii
transversale a barei.

Axa Oz

Iinlocuind relatia (8.5) in (8.8) se obtine K, E j yzd4=0 sau
4

I yzdA4A =0. Rezultd cd momentul centrifugal al suprafetei sectiunii transversale
4

trebuie sa fie nul, 7,, =0, deci axele sistemului yOz trebuie sd fie axe centrale
principale.

In cazul incovoierii simetrice aceastd conditie este automat Indeplinita.
Cand sectiunea barei nu este simetricd, planul fortelor trebuie sd contind o axa
centrala principala (fig. 8.3).

8.1.4 Formula lui Navier

Inlocuind relatia (8.5) in (8.7) se obtine K, E I 2Z2dd=M , sau
4
Kk, EI, =M, . Rezultd curbura barei

M
Kyszd_(Dz_y. (8.9)
p. dx EI,

Din relatia (8.5) rezulta formula tensiunilor normale la incovoiere simetrica

Myz
o, = (8.10)

1,

stabilita de L. M. H. Navier (1826).

Tensiunile de incovoiere sunt proportionale cu momentul incovoietor §i cu
distanta la axa neutrd, §i invers proportionale cu momentul de inertie axial al
sectiunii transversale.

La o sectiune cu doua axe de simetrie (fig. 8.4, @) tensiunile au valori
maxime egale (si de semn contrar) in fibrele extreme. La o sectiune cu o singura
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axd de simetrie (fig. 8.4, b) tensiunea maximd o,, apare in fibra cea mai
indepartatd de axa neutrd. Aceastd valoare nu trebuie si depdseasca rezistenta
admisibila la incovoiere pentru materialul barei.

/ Gmax
M [ Y,
v I o=0
” o= 0 max ¢ - X
i L B H— y
z y z
O'x Zmax N\ Z max
| fx
GITIHX Z \
Umax 4
a b
Fig. 8.4

Dacé materialul are rezistenta admisibild la intindere diferita de cea la
compresiune, este importantd orientarea sectiunii astfel incat tensiunea maxima sa
apara pe partea cu rezistenta admisibild mai mare.

8.1.5 Modulul de rezistenta axial
Tensiunea normald maxima are expresia

M, |Zmax| M, M,
= = = .11
|Gmax| Iy Iy g (8 )

|z

max|

unde

wo— (8.12)
g |Zmax| ‘

este modulul de rezistentd axial sau modulul de rezistentd la incovoiere al sectiunii
transversale.
La sectiunea circulara plind, cu diametrul D, se obtine

z D*
I - 3
W=y - 64 7D (8.13, a)

DD T
2

2
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La sectiunea inelard circulara, cu diametrul exterior D si cel interior d,

rezulta
E!D4—d4’ ( ) 4)
1 D" —d
W, = D D D (8.13, b)
2 2

La sectiunea dreptunghiulara, cu baza b si indltimea 4, se calculeaza

bh ,
I, {5 bh
_y_ 12 _
Wy_ﬁ i — (8.13, ¢)
2 2

Relatia (8.11) este utilizata sub urmatoarele forme:

- formula de dimensionare la incovoiere: w, =—; (8.14, a)
nec C)-a
. M
- formula de verificare: Ou = W <o, (8.14, b)
y
- formula momentului incovoietor capabil: M, =W, o,. (8.14, ¢)

In relatiile (8.14), o, este rezistenta admisibila la incovoiere, iar M este

momentul incovoietor maxim din bard, in valoare absoluta. Pentru configuratii sau
incarcari mai complicate, acesta se obtine din diagrama momentelor Incovoietoare.

N
|
L] | | 7] |
| +
Yy y y T y |
. T [0 ;
a ‘Z - 0,886
’ LD
z I-
a b c a b
Fig. 8.5 Fig. 8.6

O grinda rezista cu atat mai bine la incovoiere cu cat W, are valori mai
mari. Forma sectiunii transversale este cu atat mai rationala cu cat W, este mai

mare pentru un consum de material cat mai mic, deci pentru o valoare cat mai mica
a ariei 4 a suprafetei sectiunii transversale.
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In figura 8.5 se arati trei sectiuni cu arii egale (12 patrate cu latura a), la
care prin distribuirea judicioasa a elementelor suprafetei (cat mai departe de axa
Oy) se obtine un modul de rezistenta tot mai mare. Astfel

W =8 a’ (fig. 8.5, a);
W,=12a> =15W, (fig. 8.5, b);
Wy =23a =3W, (fig. 8.5, ¢).

La sectiunea in I, talpile preiau cea mai mare parte a solicitdrii de
incovoiere, inima avand rolul de a mentine talpile in pozitie si de a prelua
solicitarile de forfecare care apar la incovoierea cu forta tdietoare. Se apreciaza ca
la profilele utilizate in constructii metalice talpile preiau pana la 80% din momentul
incovoietor din sectiune. La unele bare, pentru micsorarea greutatii, se prevad gauri
transversale, din loc in loc, in lungul fibrei medii, deci In zona unde tensiunile
normale sunt foarte mici.

In figura 8.6 se arati doud sectiuni cu acelasi modul de rezistenti w,.

Sectiunea inelara (fig. 8.6, b), cu suprafata mai judicios distribuitd (tensiunile de
incovoiere cresc liniar de la centru spre suprafata barei), are aria egald cu 0,55 din
aria suprafetei sectiunii circulare pline (fig. 8.6, a).

In acelasi scop, in constructii metalice se utilizeaza profile laminate in
forma de I, U sau L (4nexele 2, a, b, ¢, d).

8.1.6 Deformatii la incovoierea pura simetrica

Deoarece pe portiunile de bard solicitate la incovoiere pura M, =const.,
din relatia (8.9) rezultd ca, in cazul barelor de sectiune constantd si din acelasi
material, se obtine

L:—y:COHSt., (815)

p. EI,
Deci la incovoierea purd p, = const., bara se deformeaza in forma de arc
de cerc.

In relatia (8.15) produsul E[ y se numeste modul de rigiditate la

incovoiere. Acesta este util n special la studiul barelor de sectiune eterogena, deci
la bare din mai multe materiale.
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8.1.7 Energia de deformatie la incovoierea pura

Pentru un element de bard de lungime dx, solicitat la incovoiere de
momentul M, rotirea relativa a sectiunilor de la capete este (8.9)

M dx
do=—2—.

El,

Lucrul mecanic efectuat de cuplul M, pe rotirea elastica de se

inmagazineaza in elementul de bara sub forma de energie potentiald de deformatie
2
_ M dx ‘
2EI,

1
dU:EMy d@

Energia acumulata de intreaga bara are expresia

M; dx
- J . (8.16)
2EI
/ y
o2
Acelasi rezultat se obtine dacd in expresia U =I 5 g dV se inlocuieste
v

o, din formula (8.10) si dV =d4dx, folosind definitia (7.6) a momentului de
inertie axial.

Exemplul 8.1

Sa se dimensioneze bara din figura 2.13, a din otel cu o, =80MPa,
avand sectiunea din figura 8.E1.

Rezolvare

Din figura 2.13, a rezulta |M 250 Nm , deci

max| -

_ Mg _250-10°

Ynec o, 80

=3125-10°mm?.

Se calculeaza pozitia centrului de greutate al sectiunii din figura 8.E1 fata
deaxa y':

2 2
= 6a”-0,75a+2a“ -2a 106254

8a’

Momentul de inertie fatd de axa Gy este
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3 3
I, =%+ 6a> -(031250) + 2% 4247 .(09375a)? =3,6354",
iar modulul de rezistenta axial al sectiunii este
I, 36354"
W, =—2 =222 2584,
Zmax LA375a

Egaland cele doua expresii ale lui W, adica 2,528 a’ :3,125-103,

rezultd @ =10,73 mm, deci se alege

a=11mm.
V' 4a
g /
o e G =
= "/ 2 -
y 3 -
U y
g GZ e =~
2 110
2a
z
f-
Fig. 8.E1 Fig. 8.E2
Exemplul 8.2

Sa se verifice grinda reprezentatd in figura 2.13, e, realizatd din doua
profile 110 asezate ca in figura 8.E2, daca o, =140 MPa .

Rezolvare

Din figura 2.13, e rezultd momentul Incovoietor maxim |M max| =9kNm.

In Anexa 2a, pentru profilul 110 se giseste momentul de inertie
I, =171 10*mm* . Pentru sectiunea grinzii, momentul de inertie va fi
_ " 4 4
I, =21,=342-10"mm",
iar
. I, :342-104

Y Z e 50

=68,4-10°mm?>.

Inlocuind in formula de verificare (8.14, b), se obtine
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6
g M0 N
W, 684-10 mm

<o,.

Exemplul 8.3

O grindd de lemn de sectiune dreptunghiulara bxh (b < h) este tdiata

dintr-un bustean de diametru D, astfel incat b*+h* =D*. Se cere raportul
laturilor sectiunii dreptunghiulare pentru care grinda are rezistentd maxima la
incovoiere.

Rezolvare
Modulul de rezistentd axial maxim are expresia W, =bh? / 6. inlocuind

latura 4 in functie de b rezultd bh* =b ( D* - b2) al carui maxim se obtine anuland

derivata

ib(Dz —bz):D2 -3 =0.
db

Rezulta b = D/\/g, apoi h=D/2/3.

Raportul laturilor pentru care modulul de rezistenta are valoare maxima
este
1

V2

1

b_ 1.5
h 7
Exemplul 8.4

Un profil 140 este expandat pentru marirea rezistentei la incovoiere. Se
taie profilul prin sudare de-a lungul liniei frante a-b-c-d-e-f (fig. 8.E4, a), apoi cele
doud parti se imbind prin sudurd cap la cap (fig. 8.E4, b). Se obtine un profil
expandat, cu Tndltimea de 580 mm . Se cere sd se calculeze cresterea modulului de

rezistentd axial prin expandare.
Rezolvare
Din Anexa 2a se obin A=118cm”, I, =29210cm®, W, =1460cm’ si

momentul static al semi-sectiunii S, =857 cm’.

Se calculeaza pozitia centrului de greutate al semi-sectiunii

N
z4 =—y=85—7=14,5250m.
A4/2 59
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Momentul de inertie al semi-sectiunii fata de axa care trece prin centrul de
greutate este

I
I, =7y—§zf =14605-59-14,525% =215749cm*.

Momentul de inertie axial al sectiunii expandate pline este
=21+ Az 42, [=2[2157.49+59-(9+14,525)%]= 69619,2em*
- y 7 0 1 - ’ ’ - ’ :
Momentul de inertie axial al sectiunii slabite este

3
=1 =250 64020 5em?
B

\‘{_/V < }
17144 b c 110 7 g
/_90
400 - - 0190 - ‘180';74-—-
v i /60 )
g [#) [
110
:573 L 1
z
¥ ? L
110| Y b
180 | -
g il o -
o0] | toql oo ¢
3 1s80| h .
‘ Zl .
“H110] B d
(ﬂ 2 ,
145,25
Fig. 8.E4

Modulul de rezistenta axial al sectiunii slabite este

14

Iy 64020,5

Zmax

Wy = =2207,6cm’ .

Rezulta o crestere a valorii modulului de rezistenta cu 51,2%.
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Exemplul 8.5

Sa se calculeze energia de deformatie inmagazinatd de un arc spiral de
sectiune dreptunghiulard bxk, considerat ca bard cu raza mare de curbura.

Rezolvare

Fie un arc spiral (fig. 8.ES) cu un capat infasurat in jurul unei tije centrale
C si cu celalalt capat fixat in B. Cand se ‘trage’ arcul, capatul C se roteste in sens
orar 1n jurul tijei centrale, capatul B fiind actionat de o fortd F. La stringerea
arcului, curbura fiecarui segment ds creste. Unghiul A@ cu care trebuie rotit
capatul arcului este egal cu suma rotirilor relative Adg ale capetelor elementelor

de lungime ds ale arcului.

h

Fig. 8.E5

Asupra unui element ds, situat la distanta y de forta F, actioneazda un
moment incovoietor M = F'y care produce o deformatie unghiulara (8.9)

Fy
Adop =—=ds .
= El

Integrand in lungul arcului, deformatia unghiulara totala se scrie

F

Ap=——
Y
l

yds

Integrala de mai sus reprezintd momentul static al liniei arcului fatd de o
dreapta care coincide cu forta F. Acesta este egal cu lungimea arcului ¢ Tnmultita
cu distanta R de la centrul de greutate al liniei arcului (presupus a fi in centrul tijei
pe care se infasoara arcul) la forta F. Se poate scrie deci

_FRY

A
(DEI
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Energia de deformatie acumulatd de arc este egala cu lucrul mecanic
efectuat de un cuplu FR pentru a roti capatul arcului un unghi A¢ 1in jurul tijei

centrale

2
U=Lrrap=FRVL
2 2F1

Pentru a inmagazina energia maxima, se pune condifia ca In punctul cel
mai solicitat sd fie atinsa rezistenta admisibila o,. Acest punct este situat In spira

exterioard, in punctul diametral opus capatului B al arcului, deci bratul fortei este

2R . Din relatia (8.14, b) rezulta
2
FR = 1 o, Dh”.
2 6
care inlocuita in expresia de mai sus conduce la formula energiei de deformatie

o_2

ay
24E

U=

unde V =bh{ este volumul arcului.

Se observa ca energia de deformatie a arcului spiral nu depinde decat de
volumul arcului si nu de dimensiunile b, 4, ¢ luate separat.

Unghiul maxim de strangere a arcului (de rotire a capatului C) este

o, !
Eh

Ap =

8.2 Tensiuni la incovoierea oblica

Incovoierea oblicd puri este solicitarea produsi in sectiunea transversald a
unei bare de un moment al carui vector nu este dirijat in lungul unei axe centrale
principale de inertie si care este constant in lungul barei. In continuare se vor
considera componentele M, si M, ale acestui moment incovoietor, in lungul

axelor Oy, respectiv Oz, care trec prin centrul de greutate O al suprafetei sectiunii
transversale, dar nu sunt axe principale de inertie. Pentru simplificarea expunerii,
se renunta la notatia cu bara deasupra literelor utilizata in capitolul 7.

8.2.1 Calculul fata de axe centrale oarecare

Se fac urmaitoarele ipoteze: a) barele au sectiune constantd; b) momentul
incovoietor este constant in lungul barei, avand vectorul dirijat perpendicular pe
axa longitudinala a barei; c) sectiunile transversale plane, inainte de incovoierea
barei, rdman plane dupd incovoiere si perpendiculare pe axa deformata a barei; d)
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razele de curbura ale barei deformate sunt mari in comparatie cu dimensiunile
transversale; e) elemente longitudinale ale barei sunt solicitate doar la intindere sau
compresiune, nu exista tensiuni transversale; f) modulul de elasticitate longitudinal
al materialului barei are aceeasi valoare la intindere si la compresiune.

Relatii intre deplasari si deformatii specifice

Ca o consecinta directd a ipotezei sectiunii plane, deplasarea longitudinala
a unui punct P de coordonate y, z, are forma generala

U, =u+z@—yy (8.17)

unde u este o deplasare de translatie in lungul axei Ox, ¢ este unghiul de rotatie al
sectiunii fatd de axa Oy si  este unghiul de rotatie fatd de axa Oz.

Alungirea specifica este

gxzdux=5+lcyz—/<zy. (8.18)
unde
g K‘y=d—(p, o = (8.19)
dx dx dx

In relatiile (8.19), Kk, sl k. sunt curburile fibrei medii a barei in planele

x0z, respectiv xOy. Indicii corespund axelor fatd de care au loc rotirile respective.

Relatia intre tensiuni si deformatii specifice

Aplicand legea lui Hooke (3.22) rezulta
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O'X=E5X=E(5+Kyz—lczy), (8.20)

relatie valabild numai pentru materiale liniar-elastice. Tensiunile normale de
incovoiere variaza liniar cu distantele la axele de coordonate.

Conditii de echilibru

Distributia de tensiuni este echivalenta static cu momentul incovoietor din
sectiune, forta axiala fiind zero. Din relatiile de echivalenta (3.4) intre tensiunile
o, si eforturile sectionale, se obtine

N:J'adizo, (8.21)
A

My, = zo, dd=M,, (8.22)
M,, =—L yo,dA=M, . (8.23)

Inlocuind expresia (8.20) in relatia (8.21) se obtine
E[ dd+x E[ zda-x. E[ ydd=0.

Deoarece axele de coordonate sunt axe centrale, momentele statice sunt
nule si rezultd ¢ =0, cici forta axiala este nula., deci relatia (8.20) devine

o=k, Ez—K . Ey. (8.24)
Inlocuind expresia (8.24) in relatiile (8.22) si (8.23), se obtine
K‘yEIA szA—K‘ZEIA yzdd=M,, (8.25)

KyELysz—KZEjA y2dA=-M., . (8.26)

sau, pe baza relatiilor de definitie ale momentelor de inertie (7.6) si (7.7),

M

Ky]y—KzIyZZ—y, (8.25, a)
E
K, 1,1, =—Aéz : (8.26, b)

de unde rezulta curburile
1M, +1,. M, 1L, M, +1, M
—_ — K' — —_—

K, —, : —. (8.27)
E I,1,-1;, E I,1,-1I,,
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Inlocuind expresiile (8.27) in relatia (8.24) se obtine formula tensiunilor
normale la Incovoierea oblicd, fata de axe centrale principale
_IyZMer[yMZ I.M,+1, M,

o, = 5 v+ 5 z. (8.28)
1,1, -12, 1,1,-12,

Axa neutrd este linia din planul sectiunii transversale in lungul careia
tensiunile o, sunt nule. Aceastd axa se afld la intersectia planului sectiunii

transversale cu planul neutru, care trece prin centrul de greutate al sectiunii.
Egaland expresia (8.28) cu zero rezultd cd axa neutra este o linie dreaptd, de ecuatie

LM M, N
LM, +1,, M,

(8.29)

Planul care contine fibra medie deformata a barei este perpendicular pe axa
neutrd. El nu coincide cu planul fortelor, care este perpendicular pe vectorul
moment, de componente M, si M. De aici denumirea de incovoiere oblica.

Dacd M, =0, ecuatia (8.28) se reduce la

I,z-1,,y
o, =M, % (8.30)
1,1, -1,
iar ecuatia axei neutre este
1
z= IyZ V. (8.31)

Se observia ca daca [ yz = 0, ecuatia (8.30) se reduce la formula lui Navier

(8.10) stabilita pentru incovoierea simetrica.

8.2.2 Calculul fata de axe centrale principale

Daci se inlocuieste /. =0 in ecuatia (8.28), rezulta

M
o, =— M, y+—= z, (8.32)
I, I,

formula valabild atunci cand axele Oy si Oz sunt axe centrale principale. In acest
caz, momentele de inertie /, si /., sunt momentele de inertie principale /; sau I,

functie de forma sectiunii. Pentru simplificare, s-a renuntat la notatia cu bard
deasupra literelor.
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Daca actioneazd un singur moment incovoietor M, al céarui vector este
inclinat cu unghiul « fatd de axa principald Oy, atunci M, =M cosa si

M, =M sina .
Relatia (8.32) devine

Msi M
o, = Ism"‘y+ ;OS“ z, (8.33)

z y

Ecuatia axei neutre se obtine pentru o, =0 :

_ ysina zcosa
I 1,
sau
I
ZotgaL=tgp. (8.34)
y I,

Daca I,#1., atunci B+#a, deci iInclinarea axei neutre difera de
inclinarea vectorului moment, incovoierea este oblicd. Dacd [, =1, sau dacd

a =0, atunci cele doud directii coincid, planul de incovoiere este perpendicular pe
axa neutra.
Exemplul 8.6

Bara in consola din figura 8.E6, a, de lungime /=1 m, are sectiunea
nesimetricd de la Exemplul 7.2 si este solicitatd de forta verticald F =200 N care
trece prin centrul de greutate al sectiunii din capat. Se cere tensiunea normala
maxima din bara.

Rezolvare

Momentul Tncovoietor este maxim 1n sectiunea din incastrare

M, =-F (=-200-10° =-2-10° Nmm, M, =0.

Metoda 1. Calculul fata de axe centrale oarecare

Tensiunile normale se calculeaza cu relatia (8.30).

Centrul de greutate al sectiunii este localizat in figura 8.E6, b.

Momentele de inertie si momentul centrifugal calculate la Exemplul 7.2

fatd de axe centrale oarecare sunt I5 =17395-10*mm*, 7. =6,27-10* mm*,

Iz =6,079-10" mm*.
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Ecuatia axei neutre (8.31) se scrie

1 6,079

VZ — , — — —
— =097 y=tgd-y,

I Y 527 y y=1go0"-y

z

Z =

deci axa neutra este inclinatd cu unghiul & =441 1° fatd de axa Gy . Punctul cel
mai indepértat de aceastd axa este punctul P, de coordonate yp =4,87mm,

zp =40,13mm.
Din relatia (8.30) se obtine

I:Zp =135 yp

op=M, 2
]; I —]y\Z
~ .10 .6,27-40,13—6,079-4,287 104 — 616 N2 '
17,395-6,27 - 6,079 mm
& €
40 i
/©
v, \\)C‘\\ N \‘\ :5

19.87

44.11°

<

60

Fig. 8.E6

Metoda 2. Calculul fata de axe centrale principale

Tensiunile normale se calculeaza cu relatia (8.33)

M M
o, =— 21 y1+ 7

' 12 Il

Zl‘
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Momentele de inertie principale, calculate la Exemplul 7.2, sunt
I, = 20,072-10* mm*, 1, = 3,59-10* mm?, iar directiile principale fac unghiurile

0,=-2377" si 0, =6,+90° cuaxa Gy (deci o =23,77°).

Sistemul de axe centrale principale, notat ),Gz;, este rotit cu unghiul

0, =—23,77" fata de sistemul initial yGZ .
Ecuatia axei neutre (8.34) se scrie

I 20,07 0
zi=-Ltga-y, =——102377% y, =246 y, =t ,
=7 ga -y 359 g N n=tgpy

deci axa neutra este inclinatd cu unghiul S = 67,89° fata de axa Gy,.
Se observdi ci SB-a=6788"-2377"=4411"=5, deci rezultatul

coincide cu cel obtinut prin prima metoda. Punctul cel mai indepartat de aceasta
axa este punctul P, de coordonate y, =487 mm, zp =4013mm.

Transformarea de coordonate (7.30) se mai scrie
V= cos, + 7 sind, =y cos(-23,77°)+ 7 sin(-23,77°)= 0915 5~ 0403 %
z) =z cos) —ysind, = Zcos(— 23,770)—y sin(-23,77°)= 0915z +0,403y .

Coordonatele punctului P in sistemul de axe centrale principale sunt

Np=0915yp-0,403zp = 0,915-4,87-0,403-40,13 =-11,73 mm,

z1p =09152zp+0,403 yp =0,915-40,13+0,403-4,87 = 38,68 mm .

Componentele momentului incovoietor in lungul axelor centrale principale
sunt

M, =Mj; cosf =-2-10°-cos - 23,77°)= ~183-10° Nmm,
M, =-M; sin6, =2-10° -sin (— 23,770)=—0,806-105 Nmm.

Rezulta ca tensiunea normala in punctul P este

Mz M)’]
Op=-— -y, + 2, =
L oroon T
5 1R2.10°
_ -0,806-107 lf (-11.73)+ — 10 104 38,68:-61,6—N2
3,59:10 20,072-10 mm
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Se obtine deci acelasi rezultat ca prin prima metoda, insa efortul de calcul
este mai mare.

Exemplul 8.7

Pentru bara din figura 8.E7, a, sd se calculeze tensiunile normale in
punctele A, B si D ale sectiunii din incastrare. Bara este din otel cornier cu aripi
neegale LL 80x65x10 (fig. 8.E7, b).

F=2kN 18,1
A[ ; ; ; ; \/B =
3
# N
I=Im y C M
- My
] &
QD_i
. |
a b
Fig. 8.E7
Rezolvare

Pentru profilul LL 80x 65x10, in STAS 425-80 se gdsesc momentele de
inertie ale sectiunii: /,, =82,2- 10* mm*, 1 . =483 10* mm*. Cu ajutorul relatiei
(7.39), cunoscand momentele de inertie principale, se poate calcula momentul
centrifugal 7, =3692- 10* mm*.

Aplicand formula (8.30) se obtine

(-25,5)-3692:469 14 ons N

o, _2.100. %83

82,2-483-36,92° mm?
oy =-2-10°. 483 (- 25’5)—36’92'(2‘18’1) 1074 =432
82,2-483-36,92 mm
oy =-2.100 . A83-545 —36,92-(—218,1) 107 = _ 2532 N2 .
82,2483 -36,92 mm
Exemplul 8.8

Bara in consola din figura 8.E8 are lungimea ¢ =1m si este solicitatd in
capitul liber de o forta F =3 kN inclinati cu unghiul o =20° fata de verticala. Se
cere tensiunea normald maxima si punctul unde apare.
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Rezolvare

Sectiunea transversald se Imparte in doua dreptunghiuri (fig. 8.ES8, b). Se
calculeaza pozitia centrului de greutate fatd de o axa care coincide cu latura din
stanga

Ve _100-10-50+90-10-5 28,68 mm.
100-10+90-10
Fatd de latura de sus se obtine z; =28,68 mm .

Se traseaza axele Gy si Gz ca in figura 8.ES, b.

Se calculeaza momentele de inertie fata de axele Gy si Gz

=1, =180-10*mm*, 7, =106,59-10*mm*.

100
=
Y - —
Yy 1lol——~")162°
axd nek [ ZX/{
- S 28,68 -
10
r
a b
Fig. 8.E8

Momentul incovoietor este maxim in incastrare
M=F/=3-10°-10°=3-10*Nmm.

Componentele momentului incovoietor in lungul axelor sunt

M, =-M cos20” =-3-10° 09397 =-2.82-10° Nmm,

M. =M sin20° =3-10%-0,342=1,026 -10° Nmm.
Ecuatia axei neutre (8.29) este

L, My +1,M, Ve 106,59 - (~2,819)+180-1,026

- - y=0291y.
I.M,+1,. M.~ 180-(-2819)+106,59-1,026

Inclinarea axei neutre fati de axa Gy (v. fig.8.E8, b) este

S =arctg 0,291=16,22° .
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Tensiunile normale (8.28) au expresia
0,=055y-189z.

in punctul cel mai indepartat de axa neutra P (18,68;71,32) tensiunea
maxima este

op=—1247N/mm?.

Exemplul 8.9

O bara in consola cu sectiunea in Z (fig. 8.E9, a) are lungimea /=2m si
este solicitata la capatul liber de o fortd F =1kN inclinati la 30° fata de verticala.
Se cere tensiunea normald maxima si punctul unde aceasta apare.

Rezolvare

Sectiunea transversald se imparte in trei dreptunghiuri, ca in figura 8.E9, b.
Datoritd antisimetriei, centrul de greutate se afla la mijlocul figurii. Se traseaza
axele centrale neprincipale Gy si Gz.

\e
4,\\
A
\_60
\ R’
= 10
~ o
57,5/\
N G
S|y
\
F/ N
\
b z
Fig. 8E.9

Momentele de inertie fata de axele Gy si Gz sunt
1,=28666-10*mm*, I, =11166-10*mm*, /. =-135-10*mm*.
In incastrare, momentul incovoietor maxim este
M =F(=10°-2-10° =2-10° Nmm.
Componentele momentului incovoietor in lungul axelor Gy si Gz sunt

M, =M cos30° =1,732-10°Nmm, M, =—M sin30° =-10°Nmm.
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Ecuatia axei neutre (8.29) este

I, My, +1,M_.  (-135)-1,732+ 286,66 -(~1)
z= y:
I.M,+1,. M,  11166-1.732+(~135)-(- 1)

y=-1585y.

Inclinarea axei neutre fata de axa Gy (v. fig.8.E9, b) este
B =arctg (—1,585)=-57,75".

Tensiunile normale (8.28) au expresia

o,=37755y+2382z.

in punctul cel mai indepértat de axa neutra R (5,50) tensiunea normald

maxima este op =138 N/mm?.

8.3 Tensiuni de forfecare la incovoierea simpla

Deobicei Incovoierea este rezultatul actiunii unor sarcini transversale
asupra barelor. In general, in sectiunea transversala actioneazi, pe langa momentul
incovoietor, care produce tensiuni normale, si o fortd tdietoare, care produce
tensiuni tangentiale si deci, deformatii suplimentare de lunecare. Solicitarea
produsa de actiunea simultana a momentului incovoietor si a fortei tiietoare se mai
numeste incovoiere simpld.

Din considerente bazate pe dualitatea tensiunilor tangentiale, in dreptul
fibrelor extreme tensiunile tangentiale paralele cu forta taietoare sunt nule, avand
diverse legi de variatie pe inaltimea sectiunii, functie de forma acesteia. Datorita
distributiei neliniare a tensiunilor tangentiale, apare o deplanare a sectiunii
transversale, deci ipoteza lui Bernoulli nu mai poate fi utilizatd la stabilirea
formulei tensiunilor normale.

Se constatd cd la bare cu sectiuni avand raportul A/¢ (intre indltimea
sectiunii si lungimea barei) relativ mic (<1/10), calculul tensiunilor normale se

poate face cu formulele deduse pentru incovoierea purd. La barele care au raportul
h/¢ relativ mare, formula lui Navier (8.10) si, in general, formulele stabilite in

Teoria elasticitatii pentru Invoierea purd dau valori ale tensiunilor normale mai
mari decat cele reale.

In continuare, considerand valabila distributia liniara a tensiunilor normale
de incovoiere, care neglijeazd deplanarea, se deduce o expresie aproximativa a
tensiunilor tangentiale produse de forta taietoare, utilizdnd numai o conditie de
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echilibru. Conditiile reale privind geometria deformatiilor se pot folosi numai la
stabilirea unei solutii exacte, prin metodele Teoriei elasticitatii.

8.3.1 Formula lui Juravski

Fie un element de lungime dx, detasat dintr-o bara solicitata la incovoiere

simpla (fig. 8.8), in lungul caruia se considera ca forta tiietoare este constantd. In
sectiunea din stanga actioneaza eforturile M, si T, iar in sectiunea din dreapta

actioneaza M, +dM , si T, .

MG;erA/[

M,

/ ! 17 N +dN,
b 7% ?{qﬁdqu/l

{ 1 o //r)/ dx

LES Y ¥

Fig. 8.8

Se sectioneaza apoi acest element cu un plan paralel cu xOy, la distanta z
de acesta, obtinandu-se elementul desenat cu linii mai groase. Pe fetele frontale ale
acestui element actioneaza tensiuni normale o, respectiv o, +do,, iar pe fata
superioara actioneaza tensiuni tangentiale, complementare celor produse de forta
taietoare 1n sectiunea transversala.

Ipoteza lui Juravski. Se considera ca in lungul unei linii BC, paralele cu
axa neutrd Oy, componentele tensiunilor tangentiale t. paralele cu forta

taietoare sunt uniform distribuite.

Rezultanta fortelor elementare o, d4 produse de tensiunile normale pe
fata din stanga a elementului considerat este
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M, z M M, S
N, = Iadi=j 25l jzldA= 22y (8.35)
BCD Bcp Y Y BCD

unde S; este momentul static al suprafetei BCD fata de axa centrald Oy.

Pe fata din dreapta a elementului actioneaza forta

N[+dNZ ZM’

1,

iar pe fata superioara actioneazd forta longitudinala de forfecare 7. bdx, unde
b=BC.

Ecuatia de echilibru a fortelor ce actioneaza asupra elementului considerat
se scrie

Se obtine
1 dN,
Ty =——, 8.36
2T (8.36)
sau
o _1d M,S;| 18, dM,
b dx I, b1, dx '
Deoarece =T sir, =1, ,rezulti expresia tensiunilor tangentiale
x
T, S,
T, =— (8.37)
bl,

stabilita de D. 1. Juravski (1854).

Formula (8.37) este strict valabild doar pentru bare de sectiune constanta,
avand forta taietoare constanta n lungul barei. Totusi se constatd ci, la bare cu
dimensiuni transversale mult mai mici decat lungimea barei, eroarea introdusa de
variatia fortei taietoare in lungul barei este relativ mica.

Se observd ca 7,, depinde de raportul S; / b, deci de ordonata z la nivelul

careia se evalueaza tensiunile tangentiale.
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Sectiunea dreptunghiulara

3
In cazul sectiunii dreptunghiulare (fig. 8.9), 1 y = bh

2 2 2
=l ) o) 22, o2
2 202 20 4 8 h?
deci
7.8 2
) B 1—4Z2 . (8.38)
bl, 2bh h

Componentele paralele cu forta tdietoare ale tensiunilor tangentiale au o

distributie parabolicd pe inaltimea sectiunii. Valoarea maxima, la nivelul axei
neutre, este

3T,
T =——= 8.39
s =5 (8.39)
unde A=bh.
- b (..
Z;CZ \ Xz
0
h -
7 0 477 - ¥
152 g : 34 VAL
b s dz
NN S~
Z b
!:

Fig. 8.9 Fig. 8.10

Sectiunea circulara

In cazul sectiunii circulare de raza r (fig. 8.10), b=2rsinf, z =rcosé,
dz = —rsinf d@, iar aria suprafetei elementului hasurat este

dA=bdz=-2rsin’0dé.

Momentul static al suprafetei situate sub coarda b, calculat fatd de axa Oy,
este
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Sy =

zdA =

O e
O )

273 sin%0 cosf dO = % 7 sin’@.

Rezulta expresia tensiunilor tangentiale paralele cu forta tdietoare

23 .3
TZS; ngr sin” 6 4 ,
Ty, = TR 7 =§—s1n 0, (8.40)
7 2rsin6’”Tr

unde aria cercului A = 7 r*

Valoarea maxima, la nivelul axei neutre, este

4L
max 3 A :

T)CZ

(8.41)

c
Txz

ol
<
\
&

4—:
N
|

B

¥

15—~

2h B C Imax
3

Fig. 8.11 Fig. 8.12

Sectiunea triunghiulara
In cazul sectiunii triunghiulare simetrice, cu baza ¢ si iniltimea % (fig.
3
8.11), momentul de inertie axial este /, = EYS iar momentul static al triunghiului

situat sub linia BC, la nivelul careia se calculeaza tensiunile, este

b))

deci tensiunile tangentiale paralele cu forta taietoare au expresia
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T, S
r =22y 121 (20 (R ) (8.42)
bl, ch’ 3 3

Tensiunea tangentiald maximd nu mai apare la nivelul axei neutre, ci la
distanta z = /6 spre varful triunghiului, avind valoarea

. 3L
XZ max 2 A ’
unde aria triunghiului 4 =ch/2.

(8.43)

Sectiunea in forma de |

La sectiunea in forma de 1 (fig. 8.12), diagrama tensiunilor tangentiale de

forfecare 7,, este formatd din arce de parabold, cu o discontinuitate in dreptul

Xz
trecerii de la talpi la inima profilului, unde coarda b are o variatie brusca.

Comparatie intre valorile tensiunilor o si ©
Fie bara din figura (8.13), cu sectiunea dreptunghiulard bx 4 .

Tensiunea normald maxima apare in Incastrare si are valoarea

My FU _6F1

Oy = = = .
"W, bkt bR?
6
Tensiunea tangentiald maxima este
_3T., 3F

Tpar = =—.
Y24 2bh
Se observa ca raportul
Tar _ h
o 47

max
depinde de raportul //¢ intre indltimea sectiunii transversale si lungimea barei. La

barele cu raportul //¢ <1/10, la care de obicei ipoteza lui Bernoulli este verificata,
tensiunile tangentiale sunt neglijabile fatd de cele normale. Dimensionarea se face

numai pe baza momentului incovoietor.
8.3.2 Lunecarea longitudinala

Se considera doud bare suprapuse (fig. 8.14, a) in consola, solicitate la
incovoiere de forta F.
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Daca barele nu sunt imbinate si se neglijeaza frecarea pe suprafetele de contact,
deformarea are loc ca in figura 8.14, b. Fibrele de sus ale barei de jos sunt intinse,
in timp ce fibrele de jos ale barei de sus sunt comprimate, cele doud suprafete in
contact lunecind una fatd de cealaltd. Fenomenul se numeste /[unecare
longitudinala.

5
NANN VN

; —F I .
AHIEN g ‘ N[
-F1 é = PCF
[ [
A mb
M, .
Fig. 8.13 Fig. 8.14

Daca barele sunt imbinate, ele lucreaza Tmpreunda la incovoiere, ca o
singurd grindd compusd. FElementele de asamblare impiedicd lunecarea
longitudinald, fiind solicitate la forfecare (fig. 8.14, c¢). Dimensionarea acestora se
face pe baza valorii fortei de lunecare longitudinala N, .

1
/
P
/ —

| — ] x

t |
B I (s
Y

Fl b a b

Fig. 8.15

Fie grinda metalicd din figura 8.15,a imbinatd prin sudare. Conform
relatiilor (8.36) si (8.37), forta de lunecare are expresia

T. S}
NKZJ.szbdx: ﬁ,
Iy
14

unde
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3 3
_pehrt Iy:b(h+2t) _(b=t)h r-F.
2 12 12

*
Sy

Cordonul de sudurid este solicitat la forfecare (fig. 8.15, b). in planul de
forfecare (hasurat) se dezvoltd tensiuni tangentiale. Considerand cad acestea sunt
uniform distribuite, rezulta

N,
r=—"t,
2a/l
deci forta capabild a unui cordon continuu de sudura este

Ny =7,0a1l,

cap
unde 7, este rezistenta admisibila la forfecare a cordonului de sudura.

Egaland forta de lunecare cu forta capabila a doud cordoane de sudura,
rezulta

T, S,

1,

(=27, al,

deci grosimea minima a cordonului de sudura este
ST,
z

P 2
21,7

y “as

b

unde S; este momentul static al suprafetei corespunzatoare talpii sectiunii, calculat

fatd de axa Oy.

8.3.3 Modelul de bara cu forfecare

Variatia neliniard a tensiunilor tangentiale pe 1Indltimea sectiunii
transversale a unei bare solicitate la incovoiere simpld (fig. 8.16, a) produce
deformatii de lunecare distribuite neuniform pe iniltimea sectiunii (fig. 8.16, b),
deci deplanarea acesteia (fig. 8.16, c¢). La sectiuni dublu simetrice, lunecarile sunt
maxime la mijlocul sectiunii si nule in fibrele extreme.

Se poate lucra cu un model de barda bazat pe o ipoteza modificatia a
sectiunii plane. Se admite ca o sectiune initial plana ramdne pland dupa solicitarea
barei la incovoiere simpld, dar nu mai este perpendiculara pe fibra medie
deformata a barei (fig. 8.16, e).

Se considera cd rotirea sectiunii are o componenta datoritd tensiunilor
normale (fig. 8.16, d) si o componentd constanta datoritd lunecarilor produse de
tensiunile tangentiale. Fie y,, unghiul de lunecare specifici mediu, constant pe
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inaltimea sectiunii (fig. 8.16, ). Pe baza legii lui Hooke (3.22), se calculeaza o
tensiune tangentiald medie, constantd pe indltimea sectiunii, 7,, =G 7, .
Forta taietoare in sectiune este

TzzjrdA,
4

unde 7 =7, este tensiunea tangentiald paraleld cu forta taietoare.

a b c
d e
Fig. 8.16
Tensiunea tangentiala medie se calculeaza cu relatia

T, = L

m 4,
unde
Ap =k, A (8.44)

este o arie echivalentd numita aria de forfecare, iar k, este factorul de forfecare.

Pentru determinarea factorului k., se egaleazd expresiile energiei de

deformatie la forfecare pe unitatea de lungime a barei, bazate pe tensiunile
tangentiale reale si pe tensiunea tangentiala medie

2 2 2 2
z-—dAzz-m Afz TZ = ! deA .
142G 2G ZGAf 2kaA A

Rezulta formula factorului de forfecare
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(Lr dA )2

KA )

(8.45)

Calcule mai precise bazate pe metodele Teoriei elasticitatii arata ca, pentru
sectiunea inelard, cu diametrul exterior D si diametrul interior d, se obtine

1
k= : (8.46)

- 2
7+6v 20+12v( d/D
6+6v  6+6v (1+(d/D)>

unde v este coeficientul de contractie transversala al materialului barei.

La o bara cu sectiune circulard plina, din otel, k, = 0,886.

La sectiunea dreptunghiulara, factorul de forfecare are expresia

10 (1+v)

- , 8.47
TSI (8:47)

independenta de raportul laturilor.

La o bari cu sectiune dreptunghiulara, din otel, & =0,850.

Modelul de bara cu deformatii de forfecare este utilizat mai mult la studiul
vibratiilor barelor, unde se include si un moment incovoietor distribuit liniar,
datorit inertiei la rotatie a elementelor barei. Modelul de bara Timoshenko include
atat efectul forfecarii cat si al inertiei la rotatie.

8.4 Deformatii la incovoiere

Admitand valabilitatea ipotezei sectiunilor plane, studiul deformatiilor
barelor drepte solicitate la incovoiere se reduce la studiul formei deformate a liniei
care uneste centrele de greutate ale sectiunilor transversale, denumita fibra medie
deformata, sau linia elastica a barei. Din acest motiv, caracteristicile geometrice
ale sectiunii barei care intervin In calculul deformatiilor la incovoiere se calculeaza
fatd de axe centrale. Pentru simplificarea expunerii, se renuntd la notatia cu bara
deasupra literei, utilizatd in Capitolul 7.

Forma liniei elastice se defineste prin doi parametri: sdgeata - deplasarea
liniara transversala si panta (tangentei la linia elasticd) sau deformatia unghiulara -
egald cu rotirea sectiunii transversale, daca se neglijeaza forfecarea (fig. 8.17).
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Se utilizeazd urméitoarele notatii: deplasarile liniare in lungul axelor Okx,
Oy, Oz sunt u, v, w, pozitive in sensul pozitiv al axelor. Deplasarile unghiulare
(rotirile) fatd de axele Ox, Oy, Oz sunt 6, @, v, pozitive conform regulii

burghiului drept.

Fig. 8.17

Se observa ca la studiul deplasarilor in planul xOz (fig. 8.17, a), pantele au
semn contrar rotirilor (sensul pozitiv este dat de rotirea axei Oz spre Ox). In planul
xOy (fig. 8.17, b), semnele pantelor si rotirilor coincid.

8.4.1 Deformatii la incovoierea simetrica

Se vor studia deformatiile in planul xOz (fig. 8.17, a), pentru bare solicitate
de forte cuprinse intr-un plan vertical de simetrie, sau de cupluri cu vectorul
moment perpendicular pe acest plan.

Sagetile w sunt pozitive cand deplasarea este in jos.
Pantele sunt

o= 3_;” ' (8.48)
Curbura este data de relatiile (8.2) si (8.9)

_dp_ dw_M,

K, = =— = , 8.49
Yodx  dx* El, (849
de unde rezulta
2 M
dw_ My (8.50)
dx? El,

Relatia (8.50) se numeste ecuatia diferentiald a liniei elastice a barei
(L. M. H. Navier, 1826). Prin integrarea acestei ecuatii se obtin expresiile analitice
ale pantei §i sagetii In orice sectiune a barei.
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La bare cu incércare relativ simpld, avind maximum doua portiuni cu
expresii diferite ale momentului incovoietor, se poate aplica metoda integrarii
analitice a ecuatiei (8.50).

Dupa prima integrare rezultd panta

M
—(p:d—W:I — 2 dx+ Gy (8.51)
dx EIy
/

Dupa a doua integrare rezultd sdgeata

M
w=.[d—wdx=j .[ ——2 |dx |dx+C x+C,. (8.52)
dx EI,
[ ‘

/

Constantele de integrare C; si C, se determina pe baza valorilor pantei si

sagetii in anumite puncte, deobicei din conditiile la limita (de rezemare) ale barei:
sdgeatd nula pe reazem simplu, sdgeata si pantd nula in incastrare etc.

La stabilirea expresiei analitice a momentului incovoietor M, (x) se
utilizeaza conventia de semne care a stat la baza obtinerii relatiei (8.50).

Relatiile diferentiale de echilibru

dMm dT.

Yy =T , z _ _ ’
dx : dx Pz
conduc la ecuatiile
3
dw__ L (8.53)
dx’® EI,
4
dw_ p. (8.54)
dx* EI,

Din ecuatia (8.54) rezultd ca pe portiunile de bara fara sarcind distribuita,
deci pentru p, =0, w(x) este un polinom de gradul trei 1n x (derivata a patra este

nuld). Deci deformata barei nu mai este un arc de cerc, ca la incovoierea purd, ci o
curba descrisa de un polinom de gradul trei, functie de distanta x in lungul barei.

Deformata portiunilor solicitate de o sarcind transversald uniform
distribuita, p, =const., este descrisd de un polinom de gradul patru (derivata a

cincea este nuld) si, pe masura ce legea de distributie a sarcinii distribuite este mai
complicatd, creste gradul polinomului care descrie deformata barei.
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Bara in consola incarcata cu o fortd in capat

Se considerd bara din figura 8.18 cu EI,, = const. Momentul incovoietor in

sectiunea x are expresia

M, (x)=-F(+Fx.
Ecuatia diferentiala a liniei elastice a barei (8.50) este

d*w
EI, d—zz—My(x):Ff—Fx.
X

Prin doua integrari succesive se obtine

dw x2
El —=-EI ¢o=F/(x-F—+(,
Y dx y® 2 !

x° X

EIyWZFKT—F?'FCIX‘FCz.

Constantele de integrare se determini pe baza conditiilor la limita. In
incastrare, panta §i sdgeata sunt nule

¢|x=0=0’ W|x:0:0'

Rezultd C; = C, =0, deci expresiile pantei si sagetii devin

Fr*(x x?
I i Bl P
Ely { 2y

FES 2 3
W= =, (8.55)
EI, \2¢%* 6¢
o= I3 = M
Q]/ X 0 N X
5 B /
ﬂ F j/‘\ Wmax Wmax
Z ¢max Z q)max
| 2
Fig. 8.18 Fig. 8.19

in capatul barei, pentru x =/,
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3 2
Winax = i > ~ Pmax :i' (856)
3E]y 2E[y

Bara in consola incarcata cu un moment in capat
La bara din figura 8.19, cu EI , = const,, momentul Incovoietor este

constant in lungul barei M, (x) =-M.

2
Ecuatia diferentiald a liniei elastice a barei (8.50) este £/, j—v; =-M .
X

Prin doua integrari succesive, deoarece constantele de integrare sunt nule,

se obtine
2
x
—El, =M x, Elyw=M7.

In capatul barei

M? MY
Wiax = " E] > ~ Pmax :F . (8-57)
y

Bara simplu rezemata, incarcatd cu sarcind uniform distribuitd

Momentul incovoietor 1n sectiunea x a barei din figura 8.20 are expresia

2

gt  qx

M = — —_

(%) SR
0
ql
2
zY

Fig. 8.20

Ecuatia diferentiala a liniei elastice (8.50) este

2 2
E,yd_wz_q_fﬂﬂ
dx? 2 2
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Se integreaza de doud ori

3

gl 2 qx
—El,p=—1"x*+21"+C,
y® 4 6 !

E 4
—q—x3+ﬂ+clx+C2,
12 24

El, w=
apoi se determind constantele de integrare din conditiile ca pe reazeme sigeata sa
fie nula

w 0, w

x=0
. . o

Se obtine C, =0 si C| = 9 .

24E1,

Rezulta expresiile pantei si sagetii
3 3 2
1
L=t — (8.58)
EI, (24 60" 4/

4 4 3
w=q€ oy x4_ al -4 (€3x+x4—2€x3). (8.59)
EI \240 240% 120°) 24EI,

Sageata maxima la mijlocul barei (pentru x = //2) este
5¢ 04

Wy = —d— . (8.60)
384E1,

Unghiul de deformatie pe reazemul din stdnga (pentru x =0 ) este

Vi
-9 = g .
24E1,

(8.61)

Sagetile si rotirile la grinzi utilizate frecvent sunt date in Anexa 4. Alte
metode pentru calculul deformatiilor la incovoiere sunt prezentate in Capitolul 12.

8.4.2 Deformatii la incovoierea oblica

In continuare, calculul se face fati de axe centrale oarecare.
Sagetile w si v sunt pozitive in sensul pozitiv al axelor Oz, respectiv Oy.
Pantele sunt

_dw _do
ErTRARrTS

(8.62)
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Curburile sunt date de relatiile (8.2), (8.19) si (8.27)
d(o d2W IzMy+1szz

K,=——=— = (8.63)
Yoodx 2 2 ?
dx E(Iylz—lyz)
o I, M, +1, M
KZ=‘(11—‘/’=:72J= ey _r 2t (8.64)
x
X E (Iy I, —Iyz)
Rezulta ecuatiile diferentiale decuplate ale sagetii
d2W ]zMy+]szz d2'z) ]szy+IyMz (865)
2 2 )’ 27 2 '
dx E(Iylz_lyz) dx E(IyIZ_IyZ)
o o aM M, o
Utilizand relatiile diferentiale ==-T, si =T,, se obtine prin
dx dx
derivare
dw ~ 1.T,-1,.T & 1,,T,-1,T,

= rz_J = . .
& g -12) &' p(r,1,-12) (560

z

dT,
Utilizand relatiile diferentiale — = — Dy §i =—p, se obtin ecuatiile

dx dx
d4W__[zpz_Iyzpy d4v_1ypy_lyzpz (8.67)
4 - 2 ? 4 - 2 : :
dx E(Iylz_l,w) dx E([yIZ_IyZ)

din care, pentru sarcini §i conditii la limitd date, se obtin expresiile analitice ale
componentelor w si v ale deplasarii transversale a punctelor liniei elastice a barei.

Bara in consola cu sectiune nesimetrica

Fie o bard in consola, din profil cornier cu aripi neegale asezat ca in figura
8.21, actionata de o forta verticald aplicata n lungul axei centrale Oz, in capatul
barei.
Deoarece nu existd sarcini distribuite, ecuatiile (8.74) devin
d*w d*v
—4 = 0 , —4 = 0 ,
dx dx

deci deplasarile au expresii de forma

w(x):Cl x3+C2x2+C3x+C4, ?J(x)zBl x* + B, x? + B3 x+ By,
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unde B; si C;, i=1,2,3,4, sunt constante care se determind din conditiile la
limita.

A
% ¢ d

y

Fig. 8.21

In incastrare, conditiile la limita sunt
v(0)=0, w(0)=0, w(0)=0, 0(0)=0.
La capatul liber, conditiile la limitd sunt

M, (0)=0, M.(¢)=0, T,(¢)=0, T,(0)=F.
Deoarece ambele momente sunt zero, prima relatie (8.72) devine
d’w
—(/)=0.

dx? ( )

Din prima relatie (8.73) se obtine

3
d V: f): [z F - .
dx E(Iylz—lyz)
Rezulta valorile constantelor de integrare
C3=C4=O, Clz_ IZF 5 C2=—3£C1,

6E(1ylz —152)
deci expresia deplasrii w(x) este
2
() F L (30-x)x .
6E(Iylz —Ifz)

Pentru deplasarea in directia y, se obtine By =B, =0 si urmdtoarele

conditii la capatul liber
d*v dv I,F
ar =0 )
E\1,1.-1I2,
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din care rezultd sageata
2
FI,. (30-x)x

0(x)=

Sageata totald este

_6E(Iylz —Ifz) '

N | =

§=(02+w2) .

z

Relatia intre componentele deplasarii se scrie w=— v care comparata
I,

cu ecuatia axei neutre (8.31) aratd ca deplasarea se face pe o directie

perpendiculara pe axa neutrd. Sectiunea barei fiind nesimetrica, forta verticala

produce o deplasare pe o directie inclinata fata de verticala, deci Incovoiere oblica.

8.4.3 Efectul forfecarii

La incovoierea simpla, momentul incovoietor produce curbarea barei iar
forta taietoare produce deformatii suplimentare datorita forfecarii. Studiul efectului
forfecarii asupra deformatiilor de incovoiere se poate face adoptind ipoteza
sectiunii plane modificatd de J. A. C. Bresse (1859). Se introduce un unghi de
lunecare specificd mediu, constant pe inéltimea sectiunii barei, si o arie efectiva de
forfecare (8.44), calculata inmultind aria reald cu un factor de forfecare (8.45).

Fig. 8.22

Echilibrul
Ecuatiile diferentiale de echilibru (2.7) si (2.8) sunt
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184
dm
dMZZ_Ty, y:Tza
dx dx
d7, dr
—_— —p , Z = z-
dx 7 dx
Geometria deformatiei
Curburile sunt date de relatiile (8.19)
x, =32 e, =3
dx dx

Din figura (8.22) se obtin relatiile intre panta, rotirea sectiunii si lunecarea
specifica medie

do dw
nyza_ ? 7xzza+¢’ (868)

Relatiile intre eforturi si deformatii specifice

M

K, =—2=, K, =—2,
°EIL Y EI
T T

"G4, =G4,
/ s

unde A, =k, A, lar k; este factorul de forfecare (8.45). In general, acesta are
valori diferite in cele doud plane xOy si xOz, dar In continuare se va considera

constant.
Eliminénd curburile si lunecérile specifice medii, se obtine

m. -1 3 v -£1.32
z z dx y y dx
dov dw
T, =G4, | &Ly, T.=GA,| Z+o].
’ f(dx "’j f(dx (”)

Elimindnd momentele Incovoietoare si fortele tdietoare, rezulta ecuatiile
diferentiale ale rotirilor si sagetilor

d’y dv d’p dw
El, ———GA, |y ——1|=0,El,—~GA;| p+— |=0, (8.69
z dx2 j(W de ydxz f @ dx ( )
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dy d°v dp d*w
GA, | —-———=1|=p,, GAr| —+— |=-p,. 8.70

Din relatiile (8.69) se observa cé la modelul de bara cu forfecare ségetile si
rotirile sunt cinematic independente.

Exemplul 8.10

O scandurd de sustinere a acoperisului, simplu rezematd pe capriori
inclinati cu unghiul « fatd de orizontald, este incdrcatd cu o sarcind verticala
uniform distribuitd ¢ rezultdnd din greutatea tiglelor (fig. 8.E10). Se cere a) sa se
determine valoarea maxima admisibild a acestei sarcini pentru a nu se depasi in
lemn rezistenta admisibild o, =10MPa ; b) sageata totald a scandurii la mijlocul

deschiderii. Se dau @ =25, 5=180mm, A#=50mm, /=2m, E=10GPa.
Rezolvare
Scandura este solicitata la Incovoiere oblica.

Ecuatia axei neutre (8.34) este

502

I 2
z " _ g2 - =0,036=1g2,06".
180

- = tga_y: tga_
y I, b?

Tensiunea maxima apare in punctul P, de coordonate yp=-b/2,

zp =h/2, si In coltul opus. La mijlocul scandurii, momentul incovoietor este

q’ 2 / 8. Egaland tensiunea maxima cu rezistenta admisibila, relatia (8.33) se scrie

O-on-az

qu sina 2+ cosa h
L 2 I, 2

Inlocuind valorile numerice se obtine ¢ = 1,465 N/mm .

Fig. 8.E10
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La mijlocul deschiderii, sageata totala este rezultanta componentelor in
lungul axelor principale de inertie (8.67)

_5q€4\/sin2a cos’a

= + 5
I =334F 1? I
4 12 2 2
PRERE: D 410 0,4226 4 0,9063 - =1476mm.
384-10 (243-10°)°  (1875-10°)
Exemplul 8.11

O grinda in consold, cu sectiune Z (t << b) este solicitata de o forta F ca in

figura 8.E11, a. Sa se calculeze unghiul « astfel Incat punctul de aplicatie al fortei
sa se deplaseze pe directia acesteia. Sa se determine expresia deplasérii verticale a
punctului de aplicatie al fortei.

Rezolvare

Punctul de aplicatie al fortei se deplaseaza pe directia acesteia daca forta
actioneaza in lungul unei axe centrale principale de inertie a sectiunii.

zZ; E

Fig. 8.E11

Se calculeazd momentele de inertie si momentul centrifugal fatd de axele
centrale yOz (fig. 8.E11, b):

3 3 2
I :M+2btb2:§tb3, 1,=2 LLSSURS e YRS
D) 3 12 4 3
b b 3
I, =bt=(=b)+bt| -= |b=—tb>.
e
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Directiile principale de inertie sunt definite de (7.36)
21 -2
t 2 = b =—=
807
3 3

Momentele de inertie principale (7.37) au valorile

2
L+, (1,1
ha==5 i\/( E ] +I§Z=Giﬁ)tb3

1,=3,0808th", I, =025241h".

1, 6,=225°, 6,=1125".

Daca a=86,, forta F este dirijatd in lungul directiei principale 2, deci
sdgeata barei va fi
3
o= F .
3E1,

Se poate face o verificare, calculand componentele sdgetii in lungul axelor
Oy 51 Oz (8.66)

_FP
3ELI,

3
v=— il (Iyzcos6’1+1ysin6’1),w
3EL I,

(IZ cost +1,, sinHl),

apoi sageata totala

3
S=vVo’+w? = Fe

3EI

In sistemul de axe yOz, deplasarea se face pe directia definita de

20 _w_ I cosf,+1, sinf; 10,2332

_ 1 =-2414, 6=-675°
v I, cosf, +1, sinf, 0,0966

deci perpendiculara pe axa neutra (8.29)

z I, cos0;+1,sin0,

—= . =0,4142,
y I, cos6,+1,, sinb,

care coincide cu directia principala 1.

In expresia (8.29) s-a inlocuit M, =-Flcos0,, M, =—F/(sin0,.
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8.5 Bare cu sectiune variabila

In lungul unei bare solicitate la incovoiere simpld, momentul incovoietor
este variabil. La dimensionarea barelor cu sectiune constanta, se egaleaza tensiunea
normald maxima, calculatd in sectiunea in care actioneazd momentul incovoietor
maxim, cu rezistenta admisibila la incovoiere. Rezultd o supradimensionare a barei
in celelalte sectiuni, in care momentul ncovoietor este mai mic, deci tensiunile
efective sunt mai mici decét rezistenta admisibila.

F

O solutie mai rationald din punct de vedere al economiei de material, deci
a reducerii greutitii, o constituie barele cu sectiune variabila. In afara conditiei de
rezistentd, forma acestora poate fi determinata de conditii de montaj, de exemplu
montarea rulmentilor la capetele arborilor masinilor.

8.5.1 Arborele in trepte

La arborii masinilor, forma tehnologica se realizeaza prin variatia in trepte
a diametrului.

Astfel, la bara din figura 8.23, tronsonul / se dimensioneazd pe baza
momentului Incovoietor M, tronsonul 2 - pe baza momentului A,, tronsonul 3 -
pe baza momentului M;. Fatd de solutia cu sectiune constantd in lungul barei

(linie intreruptd), se obtine o bard mai usoard, dar cu costul suplimentar al
prelucrarii. Desigur, la saltul de diametru, trebuie sa se tina cont de concentrarea
tensiunilor.
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8.5.2 Grinda de egala rezistenta

Se pot proiecta bare cu sectiune variabild, realizate astfel incat in orice
sectiune tensiunea normald maxima sa aiba aceeasi valoare, de exemplu, si fie
egald cu rezistenta admisibila. Acestea se numesc grinzi de egala rezistentda la
incovoiere (P.S. Girard, 1798).

L_J-—
.

A
x JF SETT
\ . A 2+5
a e
7 A
‘ ! NE
< 2
9 | E
. ~_ n
- N
bl 4— —yp—. : J 5
— NI
! N
1
7/
a b
Fig. 8.24
Trebuie indeplinita conditia
M0
| O max (x)| =——— =0,=const.,
w, (x

deci modulul de rezistentd axial ¥, sa aiba aceeasi lege de variatie in lungul barei

ca si momentul incovoietor M ¥

W, (x)= . (8.71)

Pentru bara din figura 8.24, a, de grosime constanta / si latime variabila

WwoF .
Y =—xdec1

O,

y (x) = %x , relatia (8.48) se scrie
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6F

o, h?

y= x. (8.72)

Variatia liniard a latimii duce la Indeplinirea conditiei de egala rezistenta la
incovoiere.

Forma din figura 8.24, a este netehnologica. Prin tdierea barei in fasii si
suprapunerea fasiilor, ca in figura 8.24, b, apoi completarea cu structura simetrica,
se realizeaza arcul de foi (E. Phillips, 1852), intalnit in suspensia unor vehicule.

2,5

K, \ \
2,4 \ \

LA
2,3
LAV
A EATANRAVAIANAY
J \\ \ \\\ \\ Cnax = K O,
\ max — T non%
2,1 Com = MI(1td’/32)
\\ \ \\\ \\
2,0 \ |~ DId=30
\ Nk
1,9 \\ \ \\\\ T T T
DId=20 -
1,8 N \\ \\\</\
NI AANER N - DId=1.50
Lol \\ \\\\‘\\\‘ )\\ |
\ NN D= 12—
16 NN
l N N ORDNDN, A pid=110
s Did =1,05 \\ N \\><\\)<\\\\\
1.4 SN S
. SN
1,3
1,2
0 0,05 0,10 0,15 0,20 025
rfd

Fig. 8.25 [43]
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8.5.3 Concentrarea tensiunilor la incovoiere

Ca si la rasucire, discontinuitatile geometrice (de exemplu: arbore in trepte,
gauri transversale, degajari, santuri de pand) produc variatii locale importante ale
tensiunilor, ale caror valori maxime sunt mai mari decat cele calculate in ipoteza
constantei sectiunii transversale.

Tensiunile maxime se calculeaza cu relatia

Gmax = Kt o

nom >

unde o,,,, estetensiunea obtinutd neglijand efectul de concentrare a tensiunilor iar

om

K, este factorul teoretic de concentrare a tensiunilor elastice.

Pentru un arbore in trepte solicitat la incovoiere, variatia factorului de
concentrare a tensiunilor K, in functie de raportul intre raza de racordare si

diametrul mic este redatd in figura 8.25, pentru cinci valori ale raportului
diametrelor celor doua portiuni.

Raze de racordare mici produc valori K, mari, deci trebuie evitate in
proiectare.

Exemplul 8.12

Sd se dimensioneze grinda din figura 8.E12 din otel cu o, =100 MPa daca
F=1kN si £=12m. Sa se calculeze deplasarea verticald a capatului liber
considerdnd £ =210 GPa.

Rezolvare

Pe portiunea / momentul incovoietor maxim este F ¢, deci formula de
dimensionare (8.14, a) se scrie

_Fr_10°-12:10°

L= =12-10° mm’.
el o, 100
PE
Pentru  sectiunea  circulara Lo12.10° , de unde rezulta
d, =10 1232 _ 496 mm. Se alege d, =50 mm.
T

Pe portiunea 2 momentul incovoietor maxim este F/¢/3, deci

g = 400% mm?.
nec ) 3O-a
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PE
2 3 <
=4.10°, de unde rezulta

Modulul de rezistentd axial este

3
3[ 4.
d,=10 ﬁ=34,4mm.Sealege d,=35mm.
p/a

F
Y
Y- D— s~} e
N
2£ £
3 3
F
g 2¢/3 lr FTE
SUE 0 F
N Y EL
w, w,
PL/3
s wz /.
3
Fig. 8.E12

Momentele de inertie axiale sunt

rd} .50%
L =280 506610 mm,
1T 64 64

zd? .35%
1, =202 35 556104 mm?
72 64 64
Sageata in capatul barei se calculeaza prin suprapunerea efectelor, utilizdnd
formulele (8.56) si (8.57). Portiunea / este solicitata la capat de o fortd F si de un
moment F//3, obtinute prin reducerea fortei F din capatul barei in sectiunea

respectiva. Sdgeata si panta in capatul portiunii / sunt

F(20) Fef2ey F(2) Fro
_\3) 3\3) mare " \3) 33 4FC

3E1, 261,  81EI, 7?7 2E1, EI, 9EI,

Portiunea 2 este Tncastrata in portiunea / si solicitata la capat de o fortd F,
deci sdgeata este
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3
FlL ;
3) 1 Ft

3EI, 81EI,’

ws =

Sageata totald in capatul barei este

tnmon o s JOFC 1 FE
3T T TR B, 81 EL,

3 I 3.193.109
w, = FE e, | 10 1;2 10 i 2643990 | _ 10 mm
81EI, I, /| 81-21-10°-30,66-10 736

8.6 Bare cu sectiune eterogena

Barele din materiale diferite sunt utilizate in structuri aeronautice, la grinzi
din beton armat, la schiuri cu sectiune sandvici, avind o inima din lemn sau
material plastic lipitd intre doud fete de aluminiu, la ambarcatiuni sportive etc.
Fetele din materiale mai rezistente, placajele sau armaturile sunt astfel dispuse
incat si preia tensiunile normale mari care apar la marginile de sus si de jos ale
barei, In timp ce materialul miezului preia tensiunile tangentiale maxime de
forfecare si pozitioneaza fetele.

8.6.1 Tensiuni la incovoierea pura simetrica

Calculul la incovoiere pura al barelor de sectiune eterogend se bazeaza pe
relatiile stabilite pentru barele de sectiune omogena, utilizand in plus conditia de
deformatie impusa de lipirea sau solidarizarea celor doua materiale.

In figura 8.26, a se prezinti o bard cu sectiune dublu simetrica, in care
inima 2 este placata cu fasii identice din materialul /. In figura 8.26, b se arati o
sectiune cu o singurd axa de simetrie, la care materialul 2 este protejat la baza cu o
platbandd din materialul /. Deobicei E; > E,. Ambele bare sunt solicitate la

incovoiere pura simetrica de un moment M, =M .

Conditiile de echilibru

Deoarece nu exista fortd axiala

Llal dA1+L202 dd,=0.
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Suma momentelor M, si M, preluate de fiecare material este egald cu

momentul incovoietor total M

1

by=b
1
@ @
h o A G
T 2 ;
y Z y 2 0
Z 1 2 ] = d @
dl
‘ dA, —+
1
z N4, -
a b

Fig. 8.26

Compatibilitatea deformatiilor
Unghiurile de rotire sunt egale pentru cele doud materiale

Relatiile tensiuni - deformatii specifice

Din legea lui Hooke
o1=E¢p, o,=E,¢&,,
se obtine
M, _ M, _ M (8.74)
E\I, E,I, E/I,+E,I,’
deci tensiunile sunt
M ME
o= L2 14 , (8.75, a)
I E\L +EyI,
M ME
oy =252 222 (8.75, b)

I, EI+E),
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La sectiunea dublu simetrica

bdi h—d h+d, b

L=—2L, I,=2b 1—1=—(h2—d%).
12 2 4 4

La sectiunea cu o singurd axa de simetrie, axa neutrd nu mai trece prin

centrul geometric al sectiunii. Pentru utilizarea relatiilor de mai sus, trebuie

calculatd pozitia axei neutre. O metodd convenabild constd in transformarea
sectiunii eterogene intr-o sectiune echivalentd, dintr-un singur material.

8.6.2 Sectiuni echivalente

La sectiunea din figura 8.26, b, se noteaza d distanta de la axa neutrd la
interfata intre cele doud materiale.

La nivelul interfetei, alungirile specifice in cele doud materiale sunt egale

!

01_05

, 8.76
5L (8.76)
dar tensiunile o] si o, difera
, M,d . Myd
o] = , Oy = .
Iy I
Din relatiile (8.52) se obtine
! E !
M= By ooy LBy (8.77)
d E, d E,

unde /; si /, sunt momentele de inertie fatd de axa neutra.

Se observi ci in relatiile (8.77) apare termenul —= / 5 , care se scrie

E, Ey(byd5 2| _E d3 2[4 )
—= I, =— +bydyzy |=—=by| —=+dyzy |=b|—=+d,Z
£ El[  ThdE =yt =i 2

E . . . . : <
unde bf = ?zbz. Rezultad cd acelasi moment incovoietor se obtine dacd partea de
1

bard din materialul 2 este inlocuitd cu o bara executata din materialul / de aceeasi

. " E A . .
inaltime dar cu latimea szz (fig. 8.27, a). In acest mod se construieste o sectiune
1

echivalenta omogena, numai din materialul 7/, la care pozitia axei neutre si
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distributia tensiunilor pe inaltime (fig. 8.27, c) se calculeaza mai usor. Se poate
apoi determina distributia rela de tensiuni (fig. 8.27, d), utilizand relatia (8.76).

by=( Ez/ E)b, b

ae-chiv O;Qa]
9
Yy y N N

by b3-(E/E)b;

a b G
Fig. 8.27

Q

Analog, materialul / poate fi inlocuit cu o fasie echivalentd executata din

materialul 2, avand aceeasi indltime d,, dar latimea %bl (fig. 8.27, b). In figura
2

8.27 s-a considerat E; > E, si by =b,.

8.6.3 Proprietiti sectionale echivalente

La bare cu sectiune eterogena de forma oarecare, se pot utiliza proprietati
sectionale echivalente, ponderate cu ajutorul unui modul de elasticitate de referinta,
notat in continuare Ej. Pentru aceasta, momentele statice si momentele de inertie

se redefinesc pe baza unei suprafete elementare echivalente (fig. 8.28)

di=La4. (8.78)
Ey
Momentele statice echivalente fatd de axele oarecare yOz se definesc prin
5, :L zd4, S. =IA ydA. (8.79)
Momentele de inertie echivalente sunt prin definitie
~ 2 i~ ~ 2 o~ ~ ~
I, =L 22 dA, g =L y2dA, I, =L yzdA. (8.80)

Integralele de mai sus se calculeazd ca sume de proprietiti ponderate
pentru suprafetele ocupate de fiecare material diferit.

In general, calculul tensiunilor se face fati de axe centrale. Pozitia
centrului de greutate echivalent C se determind din conditia ca momentele statice
echivalente in sistemul de coordonate central yCz sa fie nule:
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de unde rezulta
S _ S, ~ E
ZTZ, Zo = —=<, A=—A 881
Ye =~ =7 £, (8.81)

Este evident ca, in general, centrul de greutate echivalent C coincide cu
centrul (de greutate) geometric G al suprafetei numai la sectiuni omogene.

Fig. 8.28

Pentru simplificarea expunerii, coordonatele in sistemul central

echivalent s-au notat tot cu bara deasupra literei.
Momentele de inertie fatd de axe centrale, paralele cu axele initiale, sunt

T T g2 T _F =2 ¥ T g~
I;=1,-A47Z¢, I:=1,-A4Yy¢ , I; =1, -Ayc7. . (8.82)
Tensiunile normale la incovoierea oblica, fatd de axe centrale oarecare, se

calculeaza cu relatia

I-M +1-M .M +1-M
axzi— Y 3. = Y F_ 7, (8.83)
E, LI -1 LT -1

iar fatd de axe centrale principale, pentru M, =0, cu relatia
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o, Yz, (8.84)

5T,

echivalenta cu formula lui Navier.

8.6.4 Bare sandvici

O bara sandvici se compune din trei straturi, doua fefe si un miez, lipite
intre ele cu adeziv. Acestea joaci rolul tilpilor si al inimii unui profil I. In
continuare se considera ca fetele sunt identice, deci au aceeasi grosime si sunt din
acelasi material.

Miezul, un strat mai gros, cu densitate §i rezistentd mecanica mica, are
rolul de a mentine la distantd fetele, mai subtiri si mai rigide, cu densitate si
rezistentd mecanica mai mare. Fetele conferd ansamblului rezistenta la incovoiere,
la fel ca tilpile unui profil 1, putind prelua si sarcini longitudinale. Miezul
conferd un suport continuu pentru fete, preluand tensiunile de forfecare, si
prevenind cutarea sau flambajul fetelor, precum si identarea in cazul apasarilor
laterale. Adezivul utilizat pentru lipire trebuie sa reziste tensiunilor de intindere si
forfecare care apar la interfata intre miez si fetele laterale.

In general, se urmareste realizarea unui raport rezistentd/greutate cat mai
mare. Fetele pot fi benzi din otel, aluminiu, melamind sau stratificate armate cu
fibre. Miezul poate fi confectionat din polistiren, spuma poliuretanica, din tabla
ondulata, celule de tip fagure, sau din lemn de balsa.

In figura 8.29 se compara trei sectiuni avand aceleasi fete.

Fig. 8.29

Bara din fig. 8.29, a, cu sectiune omogena, nu are miez, fetele lipite intre
ele avand grosimea cumulatd egald cu 2¢. Greutatea, momentul de inertie axial si

modulul de rezistentd axial sunt

G,, I,=b(t) 12, w,=b(2t)*/6.
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Bara din fig. 8.29, b, are Indltimea totala 4¢, cu un miez usor de grosime 2¢
si fete de grosime ¢ fiecare. Marimile calculate mai sus au valorile

G, =106G,, I, =9bt>/2=675I,, W, =9bt* [4=3375W,.

Bara din fig. 8.29, c, are indltimea totala 8¢, cu un miez usor de grosime 6¢
si fete de grosime ¢ . Marimile calculate mai sus au valorile

Gy =109G,, I, =49b1>/2=36751,, W5 =49bt> [8=9,18W,.

La structura sandvici 3 rigiditatea a crescut de 37 ori iar rezistenta la
incovoiere a crescut de 9 ori fatd de banda /, cu o crestere estimatd de numai 1% a
greutatii.

In continuare se fac urmitoarele notatii (fig. 8.30): ¢ - grosimea fetelor, ¢ -
grosimea miezului, b - latimea barei, ¢ - lungimea barei, d =c+¢ distanta intre

centrele fetelor, E., E o modulele de elasticitate longitudinale ale miezului,
respectiv fetelor, G, G,- - modulele de elasticitate transversale ale miezului,

respectiv fetelor, / — moment de inertie axial.

Fig. 8.30

Rigiditatea la incovoiere

La o bara sandvici, rigiditatea la Incovoiere este egald cu suma rigiditatilor
fetelor si miezului

bt . d’ bc’
(EI),,, =2(E+b¢TJEf+EEC, (8.85)

unde termenul al doilea are contributia predominanta.
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Dacd d/t >5,77, atunci primul termen reprezintd sub 1% din termenul al
doilea si poate fi neglijat. Daca

E. 2

—/%>16,7 (8.86)

E. ¢
atunci contributia miezului este neglijabild si termenul al treilea din expresia
rigiditatii (8.85) poate fi neglijat.

Atunci cand conditiile de mai sus sunt indeplinite, se poate considera

bi(c+1t)

(EI),, = E,, (8.87)

Rigiditatea la forfecare

Rigiditatea la forfecare este

2
(GA),, = %GC =bcG,, (8.88)
C

Tensiunile normale

Tensiunile normale produse de incovoiere (8.75) sunt

oy =22 E, (5s|z|sﬁj (8.89, )
(E[)ech 2 2
o, =Mz g (—ESZﬁgj (8.89, b)
(El)ech 2 2
Rezulta tensiunile maxime in fete si miez
E
O-f :Kh 1o O, Zﬂ < 5 (890)
Jmaxptc ¢ - me bte Ef
al caror raport este (apreciat numeric pentru structuri sandvici uzuale)
o E
Tt _ 25 L 5000 (8.91)

E. c

€ max

Tensiunile tangentiale

Tensiunile tangentiale se calculeaza cu o formula de tip Juravski (8.37)
modificata

b D) (8.92)

ech
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La distanta z in miez

. btd b(c* 5
S E|l=E,—+FE —|—— ,
z(y ) f 2 02( Zj

4
deci
2
re L Efﬁ+ﬂ[c——zzj . (8.93)
(ED),,| 72 2|4
Tensiunea tangentiald maxima in miez, pentru z =0, este
E 2
Tmax=LEfﬁ 14—, (8.94)
(E1),, ' 2 AE, td
Daca
E
Zrd oo, (8.95)
CcC C

c

atunci al doilea termen din (8.94) este sub 1% din primul, care reprezinta 7, in

min
miez, la z=1c¢/2. In acest caz, tensiunile tangentiale pot fi considerate constante

pe grosimea miezului. Deoarece d = ¢, conditia (8.95) este similara cu (8.86) care
conduce la neglijarea contributiei miezului la rigiditatea la incovoiere a barei.

Rezulta ca pentru un miez “moale”, in formula tensiunilor tangentiale se
poate considera E, =0 deci
re Tt _pd T T (8.96)
btd® 7 2 bd A
Ey
2

Deformatii la incovoiere produse de sarcini simetrice

La bare sandvici se limiteazd sdgeata maxima produsa de sarcini

I < 1
transversale. O conditie uzuala este w,,, < %Z .

Sageata totald are doud componente, una produsa de incovoiere, cealalta
produsa de forfecare. Expresia generala are forma

Fe? Lx Tt
El) > (G4)

ech

W:W1+W2:K1( (897)

ech

unde K, si K, sunt functii de x si depind de conditiile de rezemare ale barei.
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\ |
e —
\
Fig. 8.31

)

Pentru calculul componentei w, se admite ca tensiunile tangentiale in
miez sunt constante pe grosime (8.96). Rezultd o lunecare specifica cu distributie
constantd pe grosimea miezului y =7/Gbd . Dacd centrele fetelor se deplaseazd
numai vertical, atunci yc=whd, primul produs fiind masurat la marginea
miezului, iar al doilea - pe mijlocul fetei (fig. 8.31). Rezulta

wy o e T e T
" dx 'd AGd 4G’
de unde se obtine prin integrare
w, = J‘de + const. = M + const. (8.98)
AG AG

De exemplu, la o bard simplu rezematd, Incarcatd cu sarcind uniform
distribuita (fig. 8.20)

M(x)zﬂ—ﬁ, wz(x)— 9 (fx—xz).

2 2 2G4
qt?
La mijlocul deschiderii w, TR deci sdgeata maxima totald a barei
sandvici este
4 2
Winax = > qf +l qg (899)
384 (E 1 )ech 8 (GA)ech

8.7 Centrul de forfecare

La barele cu pereti subtiri solicitate prin forte perpendiculare pe axa barei,
in sectiunea transversald actioneaza, in afara tensiunilor normale produse de
incovoiere, tensiuni tangentiale. In general, tensiunile tangentiale pot proveni din
forfecare si din rasucire. Pentru separarea acestora se calculeazd centrul de
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forfecare, a carui pozitie este functie numai de geometria sectiunii. Dacad forta
transversala din sectiune trece prin centrul de forfecare, atunci se elimina rasucirea.
Deci calculul momentului de rasucire se poate face numai dupa determinarea
centrului de forfecare.

Privitad din punct de vedere al Incovoierii, problema se pune si altfel. La
sectiuni nesimetrice, chiar dacd planul fortelor transversale trece prin axa barei, In
afard de incovoiere se produce si rasucire. Pentru a produce numai incovoiere, forta
transversala din sectiune trebuie sa treacd prin centrul de forfecare, numit si centru/
de incovoiere.

Datorita dualitatii tensiunilor tangentiale, acestea trebuie sd fie orientate
paralel cu linia mediand a profilului. Rezultd ca, in portiunile profilului care nu
sunt paralele cu forta transversald exterioard, actioneaza tensiuni tangentiale care
nu au directia fortei taietoare, dar a caror marime este totusi proportionald cu
aceasta. Fortele taietoare care rezultd din insumarea acestor tensiuni tangentiale se
pot reduce la un cuplu diferit de zero care produce rasucirea profilului.

In cazul profilelor subtiri deschise se aplici ipoteza Iui Juravski
modificatd, conform céreia pe o fdsie subtire din planul sectiunii transversale,
perpendiculara pe linia mediand a profilului, tensiunile tangentiale provenind din
forfecare sunt constante si orientate in directia liniei mediane. Asa cum s-a aratat
in capitolul 6, tensiunile tangentiale produse de rasucirea libera variaza liniar pe
grosimea peretelui, fiind nule pe linia mediana.

Pe baza ipotezei modificate a Iui Juravski se calculeazd tensiunile
tangentiale provenind din forfecare. Se calculeaza apoi rezultanta acestora si, fata
de pozitia punctului de aplicatie al acesteia, se calculeaza momentul de rasucire cu
ajutorul cdruia se determind in continuare tensiunile tangentiale produse de
rasucire.

In cazul profilului U din figura 8.32, a, tensiunile tangentiale din talpi
produc forte tiietoare orizontale egale si de sensuri contrare. Acestea formeaza un
cuplu fatd de axa Ox, care tinde sd produca rasucirea. Aceasta este evitata daca
forta verticald F este aplicatd in punctul C, centrul de forfecare al sectiunii,
producand un cuplu egal si de sens contrar cu cel al fortelor orizontale (fig. 8.32,b).

Formula lui Juravski (8.37) se scrie
~ T.S,

T =
ol,

(8.100)

unde O este grosimea profilului In zona unde se calculeaza tensiunile de forfecare,
iar S ; este momentul static, fatd de axa centrala principala Oy, al portiunii

sectiunii transversale situate pand la fisia considerata.
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La profilul din figura 8.32, a, tensiunile tangentiale in talpa inferioara au
expresia

7.5
== y=L5yﬁ, (8.101)

T [ A
Yosr, 81, 72

deci variaza liniar, fiind nule la marginea profilului si maxime la inima
_TI,6h

T .
XY max
21y

(8.102)

s f
—— — F BRI I E——
] 5 / e
7 )
A ! Hl g Z
o] ¢ gll|le v
|1 A .
2 i 1
W 2 i
zY / T Z
Nx Xy f—— ¢ —}t—H — >
a b
Fig. 8.32
Forta taietoare orizontala dintr-o talpa este
T., Ob 2
2 41,

Cuplul fortelor orizontale este echilibrat de momentul fortei transversale
F =T, aplicate in centrul de forfecare, la distanta e de mijlocul inimii

ITh=Fe.
Rezulta pozitia centrului de forfecare

T\h  Sh*b*

T. 4l

(8.104)
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3 2
Inlocuind I, = oh” +25h h—, se obtine
12 4
2
ezi, (8.105)
h+6b

expresie independenta de grosimea profilului.

8.8 Tensiuni in bare curbe

Daca inaltimea barei /4 este micé in raport cu raza R (bare cu razd mare de
curburd, /R <1/5) atunci se pot aplica relatiile de calcul stabilite pentru bare

drepte. La bare cu razd micd de curburd (h/R>1/5) se aplici o teorie
aproximativa, bazata pe ipoteza sectiunilor plane, care neglijeaza tensiunile radiale.

In continuare, se fac urmitoarele ipoteze: a) barele sunt plane si au
sectiune constanta, simetricd fatd de planul barei; b) momentul incovoietor este
constant in lungul barei, avand vectorul dirijat perpendicular pe planul de simetrie
al barei; c) sectiunile transversale plane, nainte de incovoierea barei, raman plane
dupa incovoiere si perpendiculare pe axa deformatd a barei; d) elemente
longitudinale ale barei sunt solicitate doar la intindere sau compresiune, nu exista
tensiuni radiale; e) distanta transversald intre fibrele longitudinale nu se modifica;
f) modulul de elasticitate longitudinal este constant in lungul barei si are aceeasi
valoare la intindere si la compresiune (E. Winkler, 1858).

Fie un element de bara curba (fig. 8.33, a), delimitat de doua sectiuni
plane (intre care existd unghiul d¢ ) si solicitat la incovoiere pura prin momentul
M considerat pozitiv cand mareste curbura barei. Se noteaza (fig. 8.33, b): R - raza
centrului de greutate G, R, - raza interioard, R, - raza exterioara, r - raza fibrei
neutre, e - excentricitatea axei neutre Oy, z - distanta de la axa neutrd Oy la o
fibrd oarecare, d, - distanta de la axa neutrd la fibra interioard, d, - distanta de la

axa neutrd la fibra exterioara, 4 - aria suprafetei sectiunii transversale. Pentru
claritatea figurii, distanta e este amplificata.

Geometria deformatiei

Se noteazd r raza de curbura initiala a stratului neutru. Aceasta difera de
raza de curburd R axei barei (linia centrelor de greutate ale sectiunii transversale),
fiind totdeauna mai mica (r < R). Linia neutrd este deplasata in raport cu centrul
de greutate, spre centrul de curburd. Ordonatele z se masoara fata de linia neutra.
Se presupune ca in timpul incovoierii distanta z nu se modifica.
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Presupunand sectiunea din stinga fixd, sub actiunea momentului
incovoietor sectiunea din dreapta se roteste (in raport cu cea din stdnga) cu unghiul
Adg. Raza de curburd a fibrei neutre devine »' (r'<r). Ca urmare, o fibra

oarecare mn, de lungime ds=(r+z)d(p se lungeste cu Ads=z Adg, deci

alungirea specifica a fibrei este

nl Ads  zAdgp

- = . 8.106
S mn ds  (r+z)de ( )
R\ R |7 |R, r
|G|
v (M lo d; =
M e\
Y S T
A 2
z Umin
b c
Fig. 8.33

Raportul Adg/dg este proportional cu variatia curburii barei. Arcul ab

situat in stratul neutru nu-si modifica lungimea

ab=r'(dp+Adp)=rdp,

Ad(p_r(l 1J_Az<y

w )

unde &, =1/r.

Relatia tensiuni-deformatii specifice

Utilizdnd legea lui Hooke, se obtine
(tangente la fibra)
_EAde :z

oc=F¢ .
dp r+:z

N

Conditii de echilibru

Deoarece in sectiune nu existd forta
elementare este nula

expresia tensiunilor normale

(8.107)

axiald, suma fortelor axiale
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J‘adA:EAd(DJ‘ Z _d4=0,

do r+z
A A
de unde rezulta
4
I d4=0, (8.108)
r+z
A

sau, introducand o noua variabild r; =r +z,
A
r= ,
dA

r

(8.108, a)

relatie cu ajutorul careia se determind pozitia axei neutre (4nexa 5).

Suma momentelor fortelor axiale elementare fata de axa Oy echilibreaza
momentul Incovoietor M, prin urmare :

2
M:I zadA:EAd¢I Z_d4,
A

do r+z
4

M:EAd(oJ'(Z_ rz jdA’
do r+z
A

M:EAdgoJ‘ZdA_EAdgorJ‘ z dA:EAdquZG,

de do r+z do

4

m=£492 .

de
Inlocuind EAdp _M in relatia (8.107), se obtine expresia tensiunilor
do Ae
normale produse de incovoierea pura
oM _z
Ae r+z (8.109)

Rezultd cd la bare curbe distributia tensiunilor normale pe inaltimea
sectiunii este hiperbolica (fig. 8.33, ¢).

In fibrele extreme tensiunile au valorile
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M di M dy

- , o, =— 8.110
mas| 4e R, Py (8.110)

o

Rezolvand integrala (8.108) se determind valoarea razei » care defineste
pozitia axei neutre fatd de care s-au calculat ordonatele. In general se calculeaza
excentricitatea

1
e=R-r=—%, (8.111)
AR
unde /; este momentul de inertie al sectiunii fatd de axa care trece prin centrul de
greutate, paraleld cu axa neutra.
La sectiunea dreptunghiulard b x A

2

e~ ——. 8.112
12R ( )

La sectiunea circulara de diametru d, raza fibrei neutre este (v. Anexa 5)
r=4i(2R+,/4R2—d2). (8.113)

In cazul cand se considerd actiunea simultana a fortei axiale, tensiunea
maxima se calculeaza cu formula (v. Cap. 11)

d
AP s (8.114)
A Ae R,

In general, la elementele curbe solicitarea maxima apare in portiunea
situatd spre centrul de curbura.

Exemplul 8.13
Sd se determine forta maximd F cu care se poate incarca bara
semicirculara de la Exemplul 2.4 (fig. 2.22), daca R =0,4 m, iar bara este din otel
cu o, =100 MPa, avand: a) sectiune pdtratd, cu latura a =80 mm; b) sectiune
circulara, cu diametrul d =80 mm .

Rezolvare

Forta maxima F se determina din conditia o,,,, = o,. Tensiunea maxima
se calculeazd cu formula (8.114) wunde N=N,, =LI118F si
M=M,, =0618 FR (in sectiunea periculoasa, la ¢ = 63°30’ ).

a) Dacd bara are sectiunea patratd cu latura a=80mm, conditia

O e =0, devine
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LII8F 06I18FR d;

a’ ate R

unde

Ig at 802

AR 1242R 12-400

e=R-r=

=133 mm,

R1=R—%=4OO—4O=36Omm, dlzg—e=40—1,33=38,67mm.

Inlocuind valorile numerice rezulta

LII8F N 0,618-400- F 38,67
802 802.133 360
de unde se obtine F =30,35kN.

=100,

b) Dacd bara are sectiunea circulard, cu diametrul d =80 mm, conditia
O pax =04 S€ scrie
4-1118F 4-0618FR d,
> F 2 B Ca
rd rd”e R

unde
2 2
e=R- d =400 - 80

4(2R—,/4R2—d2) 4(2-400—,/4-4002—802j

R, =R—%=400—40=360mm, d, =%—e=40—1,01=38,9mm.

=10l mm

Inlocuind valorile numerice rezulta

4-L118F N 4-0,618-400- F 3899

7807 7-80%-101 360
de unde se obtine F =1819kN.

=100,

Exemplul 8.14

Se cere sa se calculeze tensiunile de Incovoiere in fibrele extreme ale
sectiunii BB a carligului de macara din figura 8.E14, solicitat de forta F. Sectiunea
reald cu colturile rotunjite se aproximeaza cu un trapez isoscel.

Rezolvare
Cu notatiile din Anexa 5, dimensiunile sectiunii trapezoidale sunt

b=a,b,=055, h=15a.
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Distanta de la centrul de greutate la fibra interioara este datd de

b,+2b
el:ﬁ 1 2:1,5(1 a+lla — 06774
3 b1+b2 3 a+0,5561

deci raza de curbura a centrului de greutate este

R=R,+e¢,=(09+0,677)a=1577a.

Aria sectiunii transversale trapezoidale este 4 =1,1625 a’.

Sectiunea B-B F

Sectiunea B-B

1,5a
n
\\\\\\ T

Fig. 8.E14
Se calculeaza raza de curbura a suprafetei neutre (v. Anexa 5)
4 116254
r= = . =1,46la.
bRy, —bR, n&—(b 5 ) a-24a-0,55a-09a In ﬁ—045a
h R, V7 15a 0.9

Excentricitatea acesteia este e=R—-r=0,116a iar distantele la fibrele
extreme sunt d, =r—R;=0,56la si d, =R, —r=0939%a.

Tensiunile produse de incovoiere in fibrele extreme ale sectiunii BB sunt

FR d FR d, F
|O'mw€|——AeE—728 G””'”_AeRz_ 7



9.
STARI DE TENSIUNI Sl DEFORMATII SPECIFICE

Intr-un punct dintr-un corp elastic, starea de tensiuni se poate defini prin
tensiunile care actioneaza pe trei suprafete (definite in trei plane) perpendiculare
intre ele, care trec prin punctul considerat. Pe fiecare suprafatd actioneazd o
tensiune normala si o tensiune tangentiala, reprezentata prin cele doud componente
paralele cu muchiile comune. Datoritd dualitatii tensiunilor tangentiale, acestea
sunt egale doud cite doud, deci starea de tensiuni dintr-un punct este definitd de
sase tensiuni, trei normale si trei tangentiale.

Intrucat tensiunea intr-un punct depinde de orientarea suprafetei pe care
actioneaza, se studiaza variatia tensiunilor cu rotirea in spatiu a suprafetei.

Este posibil sa se aleaga cele trei suprafete perpendiculare intre ele astfel
incat pe acestea sd nu actioneze tensiuni tangentiale. Tensiunile normale pe aceste
suprafete au valori extreme, una dintre ele fiind tensiunea normald maxima.
Determinarea tensiunii maxime §i a orientarii supafetei pe care actioneaza sunt
probleme de prima importanta in proiectare. Pe fetele unui octaedru, egal inclinate
fatd de directiile principale, actioneaza tensiuni normale §i tensiuni tangentiale
octaedrice. Acestea din urma sunt utilizate la stabilirea unei conditii de rezistenta.

Prin punctul considerat se pot alege alte trei suprafete perpendiculare intre
ele, pe care tensiunile tangentiale au valori extreme. Aceste suprafete sunt inclinate
la 45° fata de cele pe care tensiunile normale au valori extreme.

Starea de deformatii specifice intr-un punct se defineste prin trei alungiri
specifice si trei luneciri specifice, fiind dependentd de orientarea in spatiu. In
practica, tensiunile nu pot fi determinate direct. Ele se calculeazd pe baza
deformatiilor specifice fie calculate, fie masurate, de exemplu cu traductoare
tensometrice rezistive. Cunoscand alungirile specifice pe trei directii arbitrare, se
calculeaza alungirile specifice principale, cu care se calculeaza tensiunile normale
principale, pe baza legii lui Hooke.

Un caz aparte 1l constituie materialele compozite, care sunt anizotrope. La
calculul compozitelor stratificate, in care fibrele din fiecare lamind au orientari
diferite, se utilizeaza relatiile de calcul al tensiunilor si alungirilor specifice fata de
axe rotite.
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9.1 Starea tridimensionala de tensiuni

Se considerda un corp elastic in echilibru static sub actiunea fortelor
exterioare F|, F,, F; (fig. 9.1, a). Daca din interiorul corpului se detaseaza un
paralelipiped elementar de laturi dx, dy, dz, pe fiecare fatd a acestui element de
volum va actiona o tensiune care poate fi descompusa in trei componente paralele
cu axele Oxyz - o tensiune normald si doud tensiuni tangentiale (fig. 9.1, b).

Fig. 9.1

Starea tridimensionald de tensiuni se caracterizeaza prin trei tensiuni

normale o,,0,,0, §i sase tensiuni tangentiale, egale doud céate dova 7, =7,
Ty, =T,, T =Ty, conform (3.3). Conventiile de semne sunt prezentate in

paragraful 3.2. In continuare se neglijeaza fortele distribuite in volum.

9.1.1 Starea de tensiuni in jurul unui punct

Daca se cunosc tensiunile intr-un punct al unui corp, pe trei suprafete
perpendiculare intre ele, se pot determina tensiunile pe orice suprafatd orientatd
diferit fata de acestea care trece prin punctul respectiv.

Pentru aceasta, in jurul punctului se izoleaza un tetraedru (fig. 9.2, a) a
carui fatd inclinatd BCD este orientatd prin versorul normalei ﬁ(l,m,n), unde

[ =cos ( n,i ), m = cos ( n, j_), n=cos ( n, k) sunt cosinusii directori ai normalei,

iar 7, j, k sunt versorii axelor Ox, Oy, Oz.
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Se presupune ca se cunosc tensiunile normale si tensiunile tangentiale pe
cele trei fete ale tetraedrului din planele de coordonate si se cere determinarea
tensiunii rezultante p, de componente p,, p,, p, , care actioneaza pe fata BCD.

Se scrie echilibrul fortelor care actioneaza asupra tetraedrului OBCD. Daca
dA4 este aria suprafetei BCD, atunci ariile suprafetelor OCD, ODB si OBC au
expresiile

dA, =1dA, dd,=mdA, dA.=ndA. 9.1
Ecuatia de proiectii a fortelor pe axa Ox (fig. 9.2, b) se scrie
pydd=o0,d4, +7,,d4, +7,.d4,, 9.2)
sau, inlocuind expresiile (9.1) 1n ecuatia (9.2),
Py=0yl+T,, m+7 . n. (9.3,a)
Din ecuatiile de proiectii pe axele Oy si Oz rezulta
py=Tyl+o,m+z7,,n, (9.3,b)

p.,=t,l+7,m+o,n. 93,0

yz

Fig. 9.2

Relatiile (9.3) definesc tensiunea rezultanta pe suprafata d4 (A. Cauchy,
1822). La limita, cand laturile tetraedrului tind spre zero, suprafata dA4 contine
punctul O, deci se poate considera ca relatiile (9.3) dau componentele tensiunilor
pe un plan Inclinat care trece de fapt prin punctul O.

Ecuatiile de momente conduc la relatiile de dualitate a tensiunilor
tangentiale (3.3).
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Relatiile (9.3) se pot scrie matriceal sub forma

{pi=[1, 1{n}. (9.4)

unde matricea tensiunilor

iar {p}={p, p, p.) si{n}={1 m n}

Se descompune tensiunea p In componenta normald o, si cea tangentiala

7, . Tensiunea normala o, este egala cu proiectia lui p pe directia versorului n

n
o,=p-n={p|{n}=pl+p,m+p.n. (9.5)
Din relatia (9.4) se obtine, prin transpunere,
) =t} 1, 1" ={n}" 7, ], 9.6)

unde s-a utilizat proprietatea de simetrie a matricei tensiunilor |7, |, rezultat direct
al dualitatii tensiunilor tangentiale.
Inlocuind expresia (9.6) in relatia (9.5) se obtine tensiunea normala
T
o, ={n}" [T, ]{n}=

5 5 5 .7
=0, "+o,m +o,n"+27r, Im+27, mn+2z, nl

Tensiunea tangentiald 7, este egala cu proiectia lui p pe planul sectiunii

inclinate 7, :| pxn |

Dar produsului vectorial

i ]k
PXN=|p, Dy P =
[l m n

=(pyn=p.m)i+(p.1=p.n)j+(p,m-p,1)k,

deci valoarea absoluta a tensiunii tangentiale este

to=| (pyn-p.m)+(p.i=pon)+(pom-p, )2 |2 ©8)
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Daca orientarea planului BCD se schimbd, atunci valorile tensiunilor o, si
7, se modifica.

9.1.2 Tensiuni principale

Intr-o analizd de tensiuni, intereseazd valorile extreme ale lui o, si

orientarea suprafetelor pe care actioneaza acestea. Problema de extrem conditionat
are constrangerea geometrica

1 +m?* +n? =1. 9.9)

Se introduce multiplicatorul lui Lagrange A si se calculeaza valorile
extreme ale functiei

Fl(Z,m,n)zan—/l(12+m2+n2—1). (9.10)

Conditiile ca F, sd aibd valori extreme, OF,/0l=0, OF, /0m=0,
OF, /0n =0, conduc la sistemul de ecuatii algebrice omogene
(Gx—/i)l+ryxm+rzxn=0,
r,1+(0, =) m+z,n=0, (9.11)
T l+7, m+(o,—A)n=0.

Acesta are forma problemei de valori proprii a matricei tensiunilor
[7, 1{n}=2{n}. (9.12)

Pentru a avea solutii nebanale, determinantul coeficientilor necunoscutelor
[,m,n , trebuie s se anuleze

Oy~ A z-yx Tox
Ty y—A 1, |=0. 9.13)
Ty, r, 0,-4

Ecuatia caracteristica (9.13) are forma
AB—J A +JyA=Jy=0 (9.14)
unde coeficientii au expresiile

Jy=o,+0,+0.,

2 _ 2 _ 2
Jy,=0,0,+0,0,+0,0, Ty, —T), —To, 9.15)

2 2 2 -
4O, =0, T, =0, T, =0, Ty, +27,,T, T =det[T,].

J3:Uxa xy “yz “zx
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Solutiile ecuatiei (9.14) se numesc ftensiuni normale principale §i se
noteazd oy, 0,,03, ordonate descrescdtor. Ele sunt valorile proprii ale matricei

tensiunilor [TG]. Lor le corespund directiile principale,

{nt={t, m n}", i=123 (9.16)
solutiile ecuatiilor (9.12) in care s-a inlocuit A = o;

[T, l{n}=0: {n:}, i=123 (9.17)
sl care reprezintd vectorii proprii ai matricei [ T, ] .

Directiile principale ale tensiunilor normale definesc orientarea normalelor
la suprafetele pe care tensiunile normale au valori extreme. Pe aceste suprafete nu
actioneaza tensiuni tangentiale.

Intr-adevar, daci 7, =0, atunci p=An, p, =0, [+ Tym+t,n=41,
deci
{pi=2{n (9.18)
Inlocuind expresia (9.17) in relatia (9.4) rezulta ecuatia (9.12).

Directiile principale sunt perpendiculare intre ele, ceea ce se demonstreaza
pe baza ortogonalitatii vectorilor proprii ai matricei tensiunilor. Rezulta ca, daca se
izoleaza dintr-un corp elastic un element de volum paralelipipedic avand muchiile
paralele cu directiile principale ale tensiunilor normale, atunci pe fetele elementului
actioneazd numai tensiuni normale, de valori oy, 0,, 03 .

9.1.3 Calculul fata de directiile principale

Dacé axele de coordonate se aleg in lungul directiilor principale ale
tensiunilor normale (fig. 9.3, a) si se izoleaza un tetraedru in jurul originii acestor
axe, atunci pe o suprafatd inclinata, cu normala definitd de cosinusii directori /, m,
n, componentele tensiunii rezultante sunt

Py =01, py=0,m, p,=03n. (9.19)
Tensiunea normald pe aceasta suprafata este
0'=0112+02m2+0'3n2. (9.20)
Tensiunea tangentiald se calculeaza din relatia

2 2
tT°=p-p-0c° =
) 9.21, a)

2
=oll? +oim? +oin (0'112 +oym? +0'3n2) .
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Dupa transformari, tindnd cont de relatia (9.9), se obtine
1/2
r:[(al—0'2)212m2+(0'2—0'3)2m2n2+(0'3—0'1)2n212] . (9.21, b)
Din relatia (9.21, b) rezulta cd, atunci cand o, =0, =03, tensiunile
tangentiale sunt nule indiferent de orientarea suprafetei.

Inlocuind cosinusii directori din relatiile (9.19) in (9.9), se obtine

2 2 2
(P_x] +(p_y] +(&j 1. (9.22)

Ecuatia (9.22) defineste elipsoidul tensiunilor, ale carui semiaxe sunt
tensiunile principale. Aceastd interpretare geometricd atesta faptul ca tensiunile
principale sunt valorile extreme ale tensiunilor normale.

Matricea tensiunilor este in acest caz

O]
{TO' }: <)) ’
03

iar ecuatia (9.14) devine

(o1-2)(o2-2)(03-2)=0, (9.23)
deci

Jy=0,+0,+03,

J2 =00, +0,03+0307, (924)

J3 ZO-I 0-2 0-3.

Marimile J;,J,,J; au aceleasi valori independent de axele de coordonate
fata de care se defineste starea de tensiuni. De exemplu

Ji=oy+0,+03=0,+0,+0..

Caurmare Jy,J,,J; se numesc invarianti ai tensiunilor.

9.1.4 Tensiuni tangentiale octaedrale

Un interes aparte il prezinta tensiunile pe fetele unui octaedru construit fata
de directiile principale (fig. 9.3, b). Planele octaedrale sunt cele opt fete ale caror
normale fac unghiuri egale cu axele de coordonate. Cosinusii directori ai fetelor
unui octaedru satisfac relatiile
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2 _ o2 2 1
Zoct =My = Moy _5’

(9.25)

deci normalele fac unghiuri de 54,73° cu directiile principale.

Inlocuind aceste valori in expresia (9.21, b) se obtine formula tensiunii
tangentiale octaedrale

1 1/2
Toet =3 [(0'1_52)2+(0'2_<73)2+(0'3_<71)2] (9.26, a)

Din ecuatia (9.20) rezulta tensiunea normald octaedrala

Oy =%(O'l+0'2 +03), (9.27)

oct

care este egala cu tensiunea medie.

N

plan
octaedral

Fig. 9.3

Fatd de axe de coordonate oarecare, tensiunea tangentiald octaedrala are
expresia

Toet =§ [(O‘x —O'y)2+(0'y —O'Z)2+(O'Z —ax)2+ 6(riy +T§Z +Tzzx)] 1/2. (9.26, b)

9.1.5 Tensiuni tangentiale extreme
Ca si In cazul tensiunilor normale, intereseaza valorile extreme ale
tensiunilor tangentiale si orientarea suprafetelor pe care acestea actioneaza.

Problema de extrem conditionat se rezolva prin metoda multiplicatorului
lui Lagrange. Se construieste functia
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Fy(Lmn)=2 =2 2 +m?+n? -1). (9.28)

si se scriu conditiile ca F, sd aibd valori extreme: OF,/dl=0, OF,/om=0,
OF, /0n=0. Se obtine sistemul de ecuatii algebrice

(01-0y) 2 Im*+(o3—0y) 2 In* = A1=0,
(02—0'3)2mn2+(01—0'2)2m12—/1m:0, (9.29)
(o5 —0'1)2n12+(0'2—0'3)2nm2—/1n=0.

Solutiile nebanale sunt

2
ZZO, m:n:L’ 12(62_0-3) ,
2 2
2
m=0, n=l=—, p-losal )
2 2
n=0, /= 1 /1:(01_0-2)2

m=—,
2 2

Inlocuind acesti cosinusi directori pe rand in relatia (9.21, b) se obtin
tensiunile tangentiale extreme
| 02— 03] _lo3-a _loi-a

TIZT, Tz—T, T3—T(931)

Deoarece o > 0, > 03, tensiunea tangentiala maxima este z,,,, =7, .

Din valorile cosinusilor directori (9.30) rezulta ca tensiunile tangentiale au
valori extreme pe planele bisectoare ale planelor definite de directiile principale ale
tensiunilor normale. Desigur, pe aceste plane tensiunile normale nu sunt nule.

9.2 Starea plana de tensiuni

In cazul stérii plane de tensiuni, se considerd tensiuni paralele numai cu
doud dintre axele de coordonate, independente de una din coordonate (fig. 9.4, a),

deci o, 7,,, 7., si fortele volumice pe directia y se presupun neglijabile sau

nule. Exemple sunt stirile de tensiuni intr-un vas cu pereti subtiri solicitat la
presiune interioard sau intr-o placa pland subtire, solicitatd de forte coplanare
uniform distribuite pe grosime.
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9.2.1 Starea de tensiuni in jurul unui punct

Se considera un element de volum prismatic cu baza triunghiulard situata
in planul xOz (fig. 9.4, b) si cu grosimea egald cu unitatea. Se presupun cunoscute
tensiunile o,,0,,7,, =7, pe fetele din planele de coordonate si se cere calculul
tensiunilor o, si 7, pe fata BD inclinata cu unghiul « . De notat ca unghiul «

este pozitiv in sensul orar, in timp ce rotirile Tn planul zOx sunt pozitive in sens
contrar.

o

ﬁ'ﬂ
——
\
N
S

N
S
~

Fig. 9.4

Se noteaza cu 4 aria suprafetei BD, deci suprafata OB are aria A sine , iar
suprafata OD are aria A4 cosa .

Se scriu ecuatiile de proiectii ale fortelor pe directia lui o, sialui 7, :
2 .2 . _
o, A-0c,Acos"a—oc,Asin“a—-271,, Asmacosa =0,
. . 2 )
-7, A—0,Acosasina+o,Asina cosa +71,, A (cos o —sin a)z 0.

Ecuatia de echilibru a momentelor fatd de mijlocul fetei BD conduce la
relatia (3.3): 7, =17, .

Se obtine

o, =0, cos’a+o, sina+27,_ sinacosa, (9.32,a)
~z,=(o,~0.)si ~7,. (cos?a—sin’a) (9.32, b)
7, =0, —0,)sinacosa —7,, | cos“a —sin“« |, 32,

si, Inlocuind unghiul & cu o + 900,

000 = Ox sin’a + o, cos’a -2 7., Sino cosa . 9.32,¢)

Relatiile (9.32) se mai scriu
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_o,+0, 0,-0

« 5 +— 5 = cos2a+ 1, sin2a, (9.33, a)

—r, = % sin2a — 7, cos2a . (9.33, ¢)

9.2.2 Tensiuni principale

Valorile extreme ale tensiunii normale o, se obtin anuldnd derivata
acesteia in raport cu unghiul 2« :

dog __0.=0: sin2a +7,, cos2a =7, =0 . 9:34)
d(2a) 2
Rezulta
2
tg2g =l (9.35)
c,—-0,

relatie care defineste directiile principale ale tensiunilor normale.

Din relatia (9.34) se observa ca pe fetele care au ca normale directiile
principale, tensiunile tangentiale sunt nule.

Pentru 0<2a <27, intre cele doud solutii 2¢; si 2, existd relatia
2, =24+ 7, ay =a;+7x/2, deci directiile principale sunt perpendiculare intre
ele.

Inlocuind valorile unghiului ¢ date de relatia (9.35) in expresia (9.32) se
obtin tensiunile principale

o,+o, 1
O, =—2—% i—\/ (O'x - O'Z)2+ 4sz2 . (9.36)
’ 2 2
Se observa ca invariantii tensiunilor sunt in acest caz
Jy=0,+0,=0,+0, =const., 9.37)
J, =010, =0,0,— z'zzx = const. (9.38)

9.2.3 Tensiuni tangentiale extreme

Valorile extreme ale tensiunii tangentiale 7, se obtin din conditia



222 REZISTENTA MATERIALELOR

d _
d(;“ ) =95 7% o500 - 7., sin2a=0 (9.39)
a
care se mai scrie
tg2gr= =% 1 (9.40)
27, tg2a

Rezultd 2a'=2a £ /2, deci a'=a + 7/4, astfel ca tensiunile tangentiale
extreme apar in sectiuni inclinate cu 45° fata de directiile principale si au valorile

01-0,

. (9.41)

z-1,2 = i%\/ (O-x _O-z)2 +4Tx22 =t

9.2.4 Cazuri particulare ale starii plane de tensiuni

Starea uniaxiald de tensiuni este prezentatd in paragraful 5.5. Intr-o bard
solicitata la intindere sau compresiune, apar tensiuni tangentiale maxime in sectiuni
inclinate la 45° fatd de axa barei, ceea ce explicd orientarea suprafetelor de rupere
la unele materiale fragile.

Starea de forfecare pura

Se considera un element solicitat la forfecare purd, ca in figura 9.5, a. Pe
fetele elementului actioneaza numai tensiuni tangentiale.

-— -—Z  05=--T, M

- T -~ | - I/\ - /\M
3 {z Tz —H Tz = f )
A" 35
= \ o
T Ué —

a b c
Fig. 9.5

Rezulta ca pe o suprafata inclinatd cu unghiul o
o, =T, sin2a,

(9.42)
T, =7,, COS2c.

Deoarece tg2a =, a; =45". Pe fetele unui element orientate la 45° fata

de primul, actioneaza numai tensiunile normale o, =+7z . (fig. 9.5, b).
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O aplicatie a acestui rezultat se intilneste la masurarea tensiunilor
tangentiale n arbori solicitati la rasucire (fig. 9.5, ¢). Un element de volum din
vecindtatea suprafetei arborelui este solicitat la forfecare purd (v. Cap. 6) daca
laturile sale sunt paralele cu generatoarele, respectiv perpendiculare pe acestea.

Un element rotit cu 45° este solicitat de tensiuni normale principale, egale
in marime cu tensiunile tangentiale produse de rasucire pe fetele primului element.
Se inlocuieste masurarea lui 7 cu masurarea lui o la 45° fata de axa barei, ceea ce
se realizeaza usor cu ajutorul traductoarelor tensometrice rezistive.

Bara solicitata la incovoiere

In cazul barelor solicitate la incovoiere (fig. 9.6, a), o, =0, deci relatiile
(9.35) 51 (9.36) devin

2
tg2q =0 (9.43)
O-)C
o1s R P (9.44)
2 2
unde
M. z 7.8
O-X = [y 2 TXZ = ;I = TXZ (Z)
Y y
5,=0

o O
=
SEROREERY
C, X
( ngz: o, 07 }My+d/\4y
M, o ; e
S,
or~{T}
0,20
z
a b

Fig. 9.6

La z=0, 0, =0, a,= +45° 0, =%r,,, deci elementul este solicitat

la forfecare pura.
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La z=+h/2, 7,.=0, &,=0°90°, o,,=0,0,, deci directiile
principale corespund cu directiile axelor de coordonate.

Daca se parcurge sectiunea transversald in lungul axei Oz, in sens pozitiv,
directiile principale se rotesc continuu (fig. 9.6, @) in sens contrar acelor de ceas.
Determinand 1n mai multe puncte orientarea directiilor principale (fig. 9.6, b) se
pot trasa liniile izostatice, care reprezintad infasuratoarele tensiunilor normale
principale, formand o dubla retea de curbe ortogonale (K. Culmann, 1866).

La armarea grinzilor din beton se urmareste ca armaturile din otel sa fie
orientate aproximativ pe directia liniilor izostatice.

9.2.5 Cercul lui Mohr pentru tensiuni

Relatiile (9.32) si (9.33) se pot scrie sub forma

o,+0, 0,-0 :
c-—==—""—=cos2a +1,, sin2a,

2

o.—-0o, .
r=—2 Zsin2a+17,, cos2a.
2 Xz

Ridicand la patrat si adunand ecuatiile se obtine

2 2
(a%j (%j - 9.45)

Xz

1

. . e
Aceasta este ecuatia unui cerc (fig. 9.7), de raza [%} +T

centru de coordonate [(ax +0, )/ 2, O] , denumit cercul lui Mohr (O. Mohr, 1882).

Pe cerc, unghiurile se masoard in aceeasi directie In care se masoard
unghiul ¢ 1in figura 9.4 (sens orar). Unghiul 2 pe cerc corespunde unui unghi «
pe element. Punctele de pe cercul lui Mohr definesc stari de tensiuni pe fetele
elementului din figura 9.4.

Punctul P are coordonatele o, si 7,,, egale cu tensiunile pe fata OD.

Punctul diametral opus Q defineste tensiunile pe fata OB, perpendiculard pe OD,
o, si 7., . Punctele P’ si Q' definesc tensiunile pe fetele rotite cu unghiul « fata

de axele de coordonate. Punctele P, si Q;, in care cercul intersecteazd axa
orizontald, au abscise egale cu tensiunile principale o, si o,. Unghiul 2¢; al
razei CP cu axa absciselor corespunde directiei principale ¢, deci inclindrii

normalei la fata pe care actioneaza o .
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Se observa cd ordonata punctului Q este negativd. Pentru studiul starii
plane de tensiuni cu ajutorul cercului lui Mohr este necesard o conventie de semne
modificatd, diferita de cea adoptatd in Capitolul 3. Tensiunile tangentiale care tind
sd produca o rotatie in sens orar se considera pozitive, iar cele care tind sd produca
o rotatie in sens antiorar se considera negative (sunt reprezentate de puncte situate
sub axa absciselor).

Fig. 9.7

Cercul lui Mohr se construieste pornind de la tensiunile o, o,, 7, care

z>o Xz
definesc punctele P si Q. Centrul cercului C se afla la intersectia diametrului PQ cu
axa absciselor. Se traseaza cercul de raza CP, care intersecteaza axa orizontald in

punctele B, si Q;, de abscise oy §i 05 .

9.3 Ecuatiile diferentiale de echilibru

Fie un element de laturi dx, dy si grosime egala cu 1 (fig. 9.8) detasat dintr-

un corp elastic solicitat mecanic. Se presupune ca tensiunile o, Oy Ty =Ty S1
sarcinile volumice X, Y sunt functii doar de x si y (independente de z), iar Z =0

(stare plana de tensiuni).

Variatia tensiunilor cu pozitia se poate exprima printr-o dezvoltare in serie
Taylor trunchiatd. Daca pe fata din stdnga actioneazd o, atunci pe fata din

X ?

P
E N

dreapta, situata la distanta dx, actioneazd o, + p
X
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Ecuatia de echilibru a fortelor pe directia x se scrie

oo,
(O‘x + p dx}dy—ax dy+[ryx +

0T
dy |dx -7, dx+ Xdxdy=0.
X oy

Dupa simplificari se obtine

lui Cauchy.

o or

Ix T L x—o. (9.46)

Ox oy

Similar, din ecuatia de echilibru pe directia y rezulta

ot oo
—2 i Yiy=o0. (9.47)

ox oy

Ecuatiile diferentiale de echilibru (9.46) si (9.47) se mai numesc ecuatiile
o+ aaﬂ dy
1 T y+ 00 a
—_ & fyx oy Yy
1Y dTxy
O a Ot ox
-—— y —
J X | oy aax "
xy dx
Y T,
¢ o,
x
Fig. 9.8

Ecuatia de momente fatd de centrul elementului conduce la relatia de

dualitate a tensiunilor tangentiale (3.3).

In cazul stérii de tensiuni tridimensionale, ecuatiile diferentiale de echilibru

(A. Cauchy, 1822) se scriu

aO_x 8z'yx asz
+ + +X=0,
Ox oy 0z
or,, Oo, Or,
L2+ iv=0, (9.48)
ox oy Oz
or
O , yz+aUZ+Z:O,
Ox oy oz

la care se adauga cele trei relatii de dualitate a tensiunilor tangentiale (3.3).

Cele sase ecuatii contin noua necunoscute, deci problemele de analizd a

tensiunilor sunt static nedeterminate interior.
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In cazul unui element situat in vecinatatea suprafetei unui corp elastic,
ecuatiile de echilibru care se stabilesc intre fortele de suprafatd si tensiunile
interioare reprezintd conditiile la limitd. Acestea sunt chiar ecuatiile (9.3) care
exprima echilibrul fortelor care actioneazd asupra tetraedrului din figura 9.2, daca
fata Inclinatda BCD este pe suprafata corpului iar tensiunea rezultanta p este o
sarcind pe unitatea de suprafata.

9.4 Starea plana de deformatii specifice

In continuare, studiul deformatiilor specifice se face in planul xOy,
considerand ca alungirea specifica ¢, si lunecarile specifice y.,, 7., sunt nule.

Trebuie remarcat ca starea pland de deformatii specifice este asociatd cu un sistem
de tensiuni tridimensional, dupd cum starea pland de tensiuni este legata de un
sistem tridimensional de deformatii specifice. Starea plana de deformatii specifice
se realizeazd, de exemplu, intr-un corp prismatic in care, in orice plan
perpendicular pe axa longitudinala Oz, apar aceleasi deformatii. Aceasta presupune
insa o, #0.

Scopul principal este determinarea alungirilor specifice si a lunecarii
specifice pe directiile normala si tangentiald la un plan inclinat fatd de axele de
coordonate, in functie de alungirile specifice ¢,, &, si lunecarea specifica y,,,,

X

raportate la planele de coordonate.

Fig. 9.9

Se considerad segmentul 4B, de lungime ds, intr-un corp elastic nedeformat
(fig. 9.9). Dupa deformare, AB se deplaseaza in A'B’. Deplasarile lui 4 sunt u si v,
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iar deplasarile lui B sunt u+du si v+dv. Variatia deplasdrilor cu pozitia
punctului considerat se exprima sub forma

du=ax % do=L Ly (9.49)
ox oy ox oy

Se alege un sistem de axe local x'4y’ cu axa Ax' in lungul lui 4B si se
calculeaza componentele deformatiilor specifice fata de acest sistem rotit cu
unghiul @ fata de sistemul initial. Se traseazd A’ B"= AB paralel cu axa Ax' si se
prelungeste pana in C’, la intersectia cu B'D, perpendiculard pe 4x'. In noul sistem
de axe, deplasarile lui A4 sunt u’si ', iar deplasarile lui B sunt u'+du' si v'+dv’.

9.4.1 Alungirile specifice

Alungirea pe directia Ax' este
B"C'=du'=B"D'cos@ + B'D'sinf = du cosf + dvsinf .
Impartind la ds se obtine alungirea specifici
du' di dov .
Eu = 050+ Lsing.
ds ds ds

Inlocuind in relatia de mai sus expresiile (9.49), se obtine

N :(a_uﬂﬁ_@] Cosm[@ﬂﬂd_y] sind,

X

Ox ds Oy ds oxds Oyds
- . dx . . dy .
apoi, inlocuind cos@ =— si sind =——, rezultd
ds ds

Ey = a—ucosz9+a—usinz9 cosf + @cosé’Jra—vsinH sind .
ox oy ox oy

Alungirea specifica in lungul directiei inclinate cu unghiul & fatd de Ox

este
£, =&, cos’0+ £, sin?6 + Yy Sing cosd (9.50, a)
sau
e +tE, &, —¢
Ey = x2 S x2 L cos2¢9+%sin2¢9 . (9.51, a)

Alungirea specificd ¢, se obtine inlocuind & prin 6 + 7/2

y

&y =&y sin2¢9+gy 00529—7xy siné cosd . (9.50, b)
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9.4.2 Lunecarea specifica

Pentru calculul lunecarii specifice y,.,, se determina unghiul a cu care

elementul 4B s-a rotit fatd de pozitia initiala (axa Ox")

dS

B'C=dv'=dvcosO —dusing,

impartind la ds se obtine

aEd—vzﬁcosﬁ—ﬂsinﬁ,
ds ds ds

dy

apoi, inlocuind expresiile (9.49) si cosf = ? , sinf@ = I rezulta

sau

sau

S A)

a= @cos0+@sin9 cosd + a—ucost9+a—usin0 siné ,
ox Oy ox oy

o= g cos’ _ou sin’6) + (8y - 8x)sin0 cosf.
ox oy

Analog se calculeaza rotirea @' a unui segment perpendicular pe AB

—-a'= u coszé’—a—v sin?0 + (gy - gx)sinﬁ cos@.

Oy Ox
Lunecarea specifica este deci
_ V_ 2 -2 .

Yoy =a—a'=y,, ( cos“@ —sin 6’)+ Z(Ey - gx)s1n9 cosd (9.50, ¢)

Yy =—(5x —5y)sin26’+}/xy cos26. (9.51, b))

9.4.3 Alungiri specifice principale

Comparand relatiile (9.50) si (9.51) cu (9.32) si (9.33), se observa ca au

aceeasi forma, primele putand fi obtinute din ultimele doua inlocuind o cu ¢ si 7

cu /2.
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Aceste inlocuiri se pot face in toate relatiile analoage. Astfel, directiile
principale ale deformatiilor specifice (in lungul carora y .., =0) se calculeaza din

tg 2= (9.52)
x ~ €y

Deformatiile specifice principale sunt

Ecte, 1 5
£, = x2 yiz\/ (8x—8y) +72 (9.53)

Lunecarile specifice maxime apar in plane inclinate la 45° fatd de planele
principale si au valorile

7max:i\/(gx_gy)2+7§y :i(‘gl_gZ)' (9'54)

9.4.4 Rozeta tensometrica

Pentru determinarea completa a deformatiilor specifice intr-un punct de pe
suprafata unei piese, este necesara masurarea alungirilor specifice pe trei directii
concurente in punctul respectiv. Aceasta se realizeazd cu ajutorul unei rozete,
formate din trei traductoare tensometrice rezistive (v. Anexa 6), care se lipeste pe
pieosa stud%até. Este convenabil ca unghiurile dintre directiile traductoarelor sa fie
45" sau 60°.

Fie ¢,, &), ¢, alungirile specifice misurate cu rozeta de 45° (fig. 9.10).
Dacd unghiul intre ¢, si alungirea specifica principald & este @, atunci din relatia
(9.50) se obtine
&+&
a = 2

&

+ —% cos26,
2

_até 8-

5 2‘92 cos 2(0+45°), (9.55)

81+82 & —&
fe=" +

cos 2(6+90°).

Calculénd &, — g, s1 &, — €., apoi (5a —gb)2 si (Sb —80)2, se elimina
unghiul @, rezultdnd alungirile specifice principale in functie de alungirile
specifice masurate

a + C 2
P R N Py Py N (S
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Unghiul € se determina din relatia

m, 9.57)

tg20 =
£, — &,

Valorile calculate cu relatiile (9.56) se utilizeazd apoi pentru calculul

tensiunilor principale.

Fig. 9.10

9.5 Legea lui Hooke generalizata

Fie un element de volum paralelipipedic, avand muchiile paralele cu
directiile principale ale tensiunilor normale, pe fetele céruia actioneaza tensiunile

principale o, 0,, 05 (fig. 9.11).

. . . o} L .
Tensiunea o, produce alungirile specifice & =71 pe directia Ox si

. . c c . .
alungirile specifice ¢, = —v—, &y = —v— pe directiile Oy, respectiv Oz.

: . . o
Analog, tensiunea o, produce alungirile specifice & = —v—=, &} =—2=,
2 1 2
E E
o . . .. . o
gf=—v—% jar tensiunea o3 produce alungirile specifice &'=-v—-,
3 3 1
E E
ey =—v—, ¥ = 93
E E

Aplicand principiul suprapunerii efectelor, alungirile specifice totale pe
cele trei directii se calculeaza insumand cele trei componente
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& =& +51”+51’”=i[c71 —v(02 +<73)],

_

52=g§+g§+5§"=f[az—v(03+al)], (9.58)
1
&3 =263 +6§'+8§”=E[ oy —v(o +0,)],
unde E este modulul de elasticitate longitudinal, iar v este coeficientul de

contractie transversala.
Relatiile (9.58) reprezinta legea [lui Hooke generalizatd raportata la

directiile principale.
Legea lui Hooke generalizatd fata de axe oarecare se scrie sub forma

&y =%[UX—V((7J,+O'Z)],

&, =% [O'y—v(0'2+ax)], (9.59, a)
1
&= [az—v(ax+ay)],
T T, :
e (9.59, )

unde G este modulul de elasticitate transversal.

Se demonstreaza ca intre constantele elastice £, G i v exista relatia
E
=———. (9.60)
2(1+v)
Dacé in relatiile (9.59, a) se exprima tensiunile in functie de alungirile
specifice, se obtine
0,=2G¢, + e,

0,=2G¢, + e, (9.61)
0,=2Ge, + e,
unde
e=gx+gy+52=ﬂ(0'x+0'y+az), 9.62, a)
E
vE (9.63)

(1+v)(1-2v)
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Modulul de elasticitate transversal G si constanta A se numesc constantele
lui Lame.

In cazul stirii plane de tensiuni, inlocuind o5 =0 in relatiile (9.58) rezulti
51=i(51_‘/0'2)’ & =—(0,-voy), 332_1(01+0'2)~
E E E

Exprimand tensiunile principale in functie de deformatiile specifice
principale, rezulta

(g,+ve). (9.64)

(& +vey), Oy =

o =

2 2

1-v

Deoarece &5 #0, rezultd cd starea pland de tensiuni produce o stare
tridimensionald de deformatii specifice.

9.6 Ecuatia lui Poisson

Elementul din figura 9.11 are volumul
dV =dxdydz.
In urma deformarii corpului, volumul devine

AV +4dV =dx (1+&,)dy (1+¢,)dz (1+¢.).

Neglijand produsele a doua sau trei deformatii specifice in raport cu
acestea, se obtine

dV+Adedxdydz(l+gx +é, +gz).
deci AdedV(gx +ée, +€Z).

Deformatia volumica specifica (9.62, a) este

Inlocuind deformatiile specifice prin expresiile (9.59, @), rezulti

_1-2v 3(1—21/)0

(ax+<7y+az): Z "

e (9.62, b)
unde fensiunea medie

fo" =%(Gx+0y+62). (9.65)
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Relatia (9.62, b) se mai scrie sub forma
E

- £ -k 9.66
R FT R (©-66)

si se numeste ecuatia lui Poisson.

Constanta de proportionalitate intre o,, si e este modulul de elasticitate

volumic al materialului

E

K=———. 9.67,
3(1-2v) .67, a)
Se mai stabilesc egalitatile
K:M:MZG (9.67, b)
3(1-2v) 3

Din relatia (9.62, b) rezultd cd la materialele incompresibile, pentru care
e=0, coeficientul lui Poisson este v =0,5. La cauciucul butil v =0,495 .

In cazul unui element cubic, supus la presiune "hidrostatica" p, starea de
tensiuni este descrisa de o,=0,=0,=-p, 7,,=7,=7,=0, 0,=-p,
e= —% , deci contractia unitatii de volum este proportionala cu presiunea si invers

proportionala cu K.

9.7 Energia de deformatie
La elementul infinitezimal din figura 9.11, pe directia axei Ox actioneaza
forta o;dydz. Cand aceasta creste de la zero la valoarea nominald, produce o

deformatie ¢;dx, deci produce lucrul mecanic elementar %(01 dydz)(s dx) care

este egal cu energia de deformatie acumulatd de element
dU = %O- 1 & 1 d V.

Rezulta ca energia acumulata in unitatea de volum este
1

UO 250181.

Tinand seama si de actiunea celorlalte tensiuni o, si o3, se obtine
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1
UO 25(0-151 +02<92 +03<93),

sau, utilizand legea lui Hooke generalizata (9.58), rezultd energia de deformatie
specifica totala

UO=§(012+o-22+032)—%(o-102+o-20'3 +030)). (9.68)

Fata de axe oarecare

1 ( 2, 2, 2 ) 4 1 ( 2 2, 2 )
Uy :_ZE oy+0,+0; —E(Gxdy +0,0,+ O'ZO'x)+—2G T+ Tyt 75 )
Energia specifica de variatie a volumului
Daca elementul de volum este solicitat pe toate fetele de aceeasi tensiune,

deformatia are loc numai prin variatia volumului. Astfel, aplicand pe toate fetele
tensiunea medie (9.65)

1
O 25(01“72“73)

se produce o deformatie volumica specifica e, iar energia specifica de variatie a
volumului este

3(1-2v)  3(1-2v) 5 3(1-2v)(oy+0,+03)°

o,e o
U = m :—m O' = O' = ,
WT o, T2 E M7 g m 2F 9
deci
1-2v 2
=———~I\o+o,+03)", 9.69
o =g (1+02+03) (9.69)
sau
3 o2 1 2
Uy =—0,¢6, =—2L=——\o +0,+0.)". 9.70
Ov 2 mem K ISK( X y z) ( )

Energia specifica de variatie a formei

Diferenta intre energia specifica totald U si cea de variatie a volumului

U,, reprezinta energia specifica de variatie a formei
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L (o2, 2, 2\ V
Uof :UO _UOV :E(Gl —}-62-}-0'3 )—E(Glo-z +O-20-3 +G3O-1)_

1-2
—6—EV(O'1 +0, +U3)2
sau
1

Fata de axe oarecare
l+v 2 2 2 ( 2.2, 2 )]
Uofz—[(a —O'y) +(0y—0'2) +(0'Z—0'x) +6 Tt T +75 )]

In functie de tensiunea tangentiald octaedrica (9.26), energia specifica de
variatie a formei se scrie
3 (1 + V) 2 3 2

=—7

—t ., = 9.72
2E oct 4G oct ( )

UOf =

In cazul solicitarii de intindere simpla, inlocuind o, =03 =0 si o, =0,
in relatia (9.71), se obtine

1+v 2 02
= ol =—2 9.73
/e =3E % T g 9.73)

9.8 Compozite armate cu fibre

Un compozit stratificat, numit pe scurt stratificat, este realizat din straturi
cu fibre sau textura inglobate intr-o matrice, numite /amine. Lamina cu fibre
unidirectionale are proprietati longitudinale (in lungul fibrelor) superioare celor
transversale. Din acest motiv laminele sunt combinate in diferite orientari pentru a
obtine proprietitile generale dorite.

In continuare se considerd doar stratificate simetrice fati de planul median.
Pentru cazul nesimetric se pot consulta tratate de specialitate [35, 64 ].
9.8.1 Lamina ortotropa

Se considera o lamind cu fibre unidirectionale, solicitata la o stare plana de
tensiuni. Se aleg doud sisteme de coordonate, unul local - atagat de lamina i unul
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global - atagat de stratificat. Sistemul de axe local are axa Ox in lungul fibrelor si
axa Oy 1n planul laminei, perpendiculara pe fibre. Sistemul de axe global are axele
OX si OY in planul median al stratificatului simetric.

Lamina este anizotropa. In general, pentru a descrie complet un material
anizotrop solicitat la o stare triaxiala de tensiuni, relatia intre tensiuni si deformatii
specifice se exprima printr-o matrice simetrica, de dimensiuni 6 x 6, in care apar
21 constante elastice independente. Pentru un material ortotrop solicitat triaxial
sunt necesare 9 constante elastice independente.

Pentru un material ortotrop solicitat la o stare biaxiald de tensiuni, legea lui
Hooke contine 4 constante elastice independente.

9.8.1.1 Lamina cu ortotropie axata

Pentru o lamina cu fibrele orientate in directia globalda OX (fig. 9.12, a),
relatiile intre deformatii specifice si tensiuni sunt

Oy oy oy Ox Tyy
Ey=——-V,  —, Ey=—"——-V_ ——, = 9.74
X E, yx Ey Y Ey xy E, Y xy N ( )

unde £, si E, sunt modulele de elasticitate longitudinale in directiile x §i y, G,
este modulul de elasticitate transversal in planul xOy, v,, si v, sunt coeficientii
de contractie transversald (v,, defineste contractia pe directia y produsd de
alungirea pe directia x).

Relatiile (9.74) se mai scriu matricial sub forma

Ex VE, -v,/E, 0 oy
ey t=|-vy/E, VE, 0 |{oy (9.75)
Y xy 0 0 VG, | | 7xy
sau
tei=[s]e} (9.76)

unde [S ] se numeste matricea de flexibilitate a laminei sau matricea
compliantelor.

Prin particularizare de la cazul triaxial, matricea [S ] se mai scrie
Si Sz Sie

[S]=] S Sy Sa6 | 9.77)
S61 S62 S66

unde elementele se determina prin identificare cu matricea din ecuatia (9.75).
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Daca se exprima tensiunile in functie de deformatiile specifice, ecuatiile
(9.73) devin

E
O-X Z—X(SX +Vyx gy),
1=vy vy,
E
oy = (gy +Vy gX), (9.78)
1=V Vo
Txy =Gy 7 xy -
In forma matriciala, relatiile (9.78) se scriu
T E v, . E
l=vyvie 1=vyvy,
V. E E
oy At z 0 |1 &y 9.79)
I-vyv,e 1-vyv,,
Tyy 0 0 ny Y xy
sau
{ot=[cl{e}, (9.80)
unde [C] se numeste matricea de rigiditate a laminei.
Matricea simetrica [C ] se mai scrie
Cii G G
[Cl=| o Cn Cyg |, (9-81)
Co1 Cer Cos

iar elementele se determina prin identificare cu matricea din ecuatia (9.79)

Matricea de rigiditate este inversa matricii de flexibilitate
-1
[cl=[s]"

9.8.1.2 Lamina cu ortotropie dezaxata

(9.82)

Pentru o lamina cu fibrele orientate intr-o directie care face unghiul 8 cu
directia globala OX (fig. 9.12, b), tensiunile si deformatiile specifice definite in
sistemul de coordonate al stratificatului trebuie exprimate in functie de tensiunile si
deformatiile specifice in sistemul de coordonate al laminei, fatd de care se definesc
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caracteristicile elastice. Pentru aceasta se utilizeaza relatiile de transformare a
tensiunilor (9.32), scrise pentru planul xOy, si relatiile de transformare a
deformatiilor specifice (9.50).

Y’ T oy Oy

X X 7
== 172
oy l > X | 7 oy : /A oy

Fig. 9.12

Pentru calculul rigiditatilor fata de directiile globale se procedeaza astfel:

1. Se determind deformatiile specifice in coordonate locale, in functie de
deformatiile specifice in coordonate globale. Relatiile (9.50) se scriu matricial sub
forma

2 2

&y c s sc Ey
g, t=| & & -sc || g (9.83)
Yxy —2sc¢ 2sc ¢*—s° ¥ xy

unde s-a notat ¢ =cosé si s=sinf.

2. Se calculeaza tensiunile fata de directiile locale in functie de
deformatiile specifice fata de directiile locale folosind relatiile (9.79) in care s-au
inlocuit indicii cu litere mari prin indici cu litere mici

Ox Cp Gy O Ex
O-y = C21 C22 0 gy . (984)
z-xy 0 0 C66 7/xy

3. Se exprimad tensiunile fata de directiile globale in functie de tensiunile
fata de directiile locale utilizand relatiile (9.32) scrise pentru planul xOy si in care
se Inlocuieste @ =—6@ (rotire 1n sens invers)

Oy ? s —2sc o,
Oy = st ¢ 2sc Oy (- (9.85)
Tyy sc —sc ¢*—s? Tyy
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Inlocuind (9.83) in (9.84) si (9.84) in (9.85) se obtin tensiunile globale in
functie de deformatiile specifice globale

Ox §11 gz §16 Ex
Oy = €21 (_722 €26 &y ¢ - (9.86)
Txy Co1 Cor Cee Y xy

In relatia (9.86) rigiditatile globale au urmitoarele expresii

Cy, = B, + B, c0s26 + B; cos 40 , Cy, = B, — B; cos40 ,
C,, = B, — B, c0s20 + B; cos 40 , Ces =%(B1 —B,)- B;cos4d, (9.87)
= 1 . . — 1 . .
Cis ZEBz sin26 + B3 sin40, Cog ZEBZ sin26 — By sin46 ,
unde
1 1
BIZ§(3C11+3C22+2C12+4C66)’ B, :5( Cll—czz)a

By =—(Cy; +Cpy —2C), —4Cy ), (9.88)

o0 | —

1
B, :g(cn +Cyp +6C), _4C66)'

Inlocuind constantele (9.88) in relatiile (9.87) rezulta
511 =C} cos*o+ 2( Cr, +2Cg ) sin?6 cos’6 + Cy sin“@,

622 = Cll Sin4¢9 +2 ( C12 +2 C66)Sin2€ COSZH + C22 C0S4€ )

La compozite cu proprietati superioare, deobicei £, este mult mai mare
decat E, sau G,,. Intrucdt v,, si v, au valori relativ mici, rigiditatile pot fi
aproximate dupd cum urmeaza

a 4 Va - 4
CllEExCOS 0, C22 EEXSH'I 0,
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Cy, = E, sin’0cos?0, Cys = E, sin’0cos’0, (9.89, b)
Cis=E, sind cos>6 Cys =E, sin®@ cosd .

Similar, se calculeaza deformatiile specifice globale in functie de tensiunile
globale

€x §11 §12 *Els Ox
& (= 521 §22 ‘226 Oy (- (9.90)
Vxy Se1 Se2 Ses | | Txy

In relatia (9.90) elementele matricii de flexibilitate sunt

Sy, =Dy + D, c0s20 + D5 cos 40 , Sgs =2(D, —D,)—4Dycos40 ,

Sy, =D, — Dy c0s26 + D; cos 40 S}, =Dy — D5 cos40 , 9.91)
Sis =D, sin20 + 2 D, sin 40, Sys =D, sin260 — 2 Ds sin 46,

unde

1 1
D1=§(3511+3522+2512+566)a Dzza( 511_522)9

1
8

1
D, :g(Sn +8y» +6S) _566)-

Pe baza acestora se pot calcula modulele de elasticitate ale laminei cu
fibrele orientate la un unghi & fata de directiile globale

Gyy = (9.93)

1 1 1
Sll , S22 ’ S66

9.8.1.3 Deformatia laminei la intindere uniaxiala

Este interesant de calculat care este forma deformata a unei platbande de
compozit stratificat, solicitata la intindere uniaxiala pe o directie inclinatd fata de
fibre, daca se cunosc £, Ey, Vi si ny.

Rezultatul este dat de semnul lunecarii specifice y yy . Dacd oy =74y =0
si oy >0, atunci din (9.90) rezulti ¥,y =S¢ 0y, deci y,y are acelasi semn ca

S¢, - Pentru unghiuri 6 mici
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Sg1 = D, sin260 + 2 Dy sin46 = (2D, +8D; )6 =

1+v, 1 E |6
=(25,-28, _S66)‘9=£2 I > _G_}‘g:{z(l“ﬁcy)_ ny}E—x<O

X Xy

E
deoarece - =10,...,30. Rezultd cd yyy <0 si deci platbanda deformata are
xy
forma din figura 9.13.

Fig. 9.13

9.8.2 Stratificatul simetric

Un stratificat simetric se comportd ca o placa anizotropd omogena. Sub
incarcari in planul stratificatului, modulele de elasticitate efective sunt medii
aritmetice ale modulelor de elasticitate ale laminelor constituente. Eforturile de
membrana sunt decuplate de cele de incovoiere.

Stratificat X X
— |
n | SOOI '
2 N/ s,
hl &
2 IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII :
]
L
Tensiuni Deformatii
specifice
Fig. 9.14

Laminele sunt lipite una de alta, astfel cd atunci cand sunt solicitate
mecanic ele au aceleasi deformatii specifice. Deoarece rigiditatile laminelor sunt
diferite, tensiunile In lamine difera (fig. 9.14).
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9.8.2.1 Tensiuni si deformatii specifice la incarcari coplanare

Pentru caracterizarea starii de tensiuni intr-un stratificat simetric se
folosesc tensiuni medii. Acestea se definesc prin relatiile

h/2 h/2 h/2
EX:%jUXdZa EY:%J'O-YdZa fw:%ijdZa (9.94)
—h/2 —h)2 —h/2

unde / este grosimea stratificatului.

In forma matriciala

h h
Ox 1 Ox 12 91 92 96 Ex Ex
Oy :ZJA Oy dz :Z C21 C22 C26 dz Ey :[A] Ey , (995)
Txy “h Fxy h Co1 Coa Cee Y xy Y xy
2 2

unde [A ] este matricea de rigiditate a stratificatului.

Primul element al matricii de rigiditate are expresia

/2 B2
1 — 2 1 =
All:; J Clle:ZJ‘ Clle' (996,61)
—h/2 0

In cadrul unei lamine, coeficientii aj sunt constanti. Integrala (9.96, a)

poate fi inlocuitd printr-o suma

2 —; 2 =i =i [ 2h
AIIZZ ZCIIdZ=ZZC“hI~=ZC“[T)- (996, )

Matricea de rigiditate pentru un stratificat simetric se poate obtine adunand
termenii corespunzatori ai matricei de rigiditate pentru fiecare laminad inmultiti cu

. 2hl ~ . .
procentul volumic v; :T in lamina i

[4]=) " [c]. 9.97)

Dupa ce se calculeazd matricea [A], aceasta poate fi inversatd pentru a

obtine matricea de flexibilitate a stratificatului [a]z [A]_l. Valorile modulelor de
elasticitate pentru stratificat se pot calcula cu relatiile
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| Ay Ay —A) | Ay Ay — 4D
ap Ay anr Ap
1 ay Ay ap A
Gxy =——=4g5> Vxy=—""— =7, > V= ="
o6 ay Ay ay Ay
Intr-un calcul aproximativ, elementul A4, al matricii de rigiditate se poate
scrie

Ay =E,. Y v cos'd;, (9.99)

unde v; este procentul volumic al laminei cu fibre inclinate la 6, in stratificat.

Modulul de elasticitate longitudinal al stratificatului poate fi aproximat
prin relatia
Ey =Y v, Ecos'd,, (9.100)

unde E . este modulul de elasticitate al stratificatului cu fibre Inclinate cu unghiul

0, si procent volumic v;.

Stratificat x x
h ); ?
2 'IIIIIIIIIIIIIIIIIIII <
g =
Y I =]
h NANN . =N
2 llllllllllllllllllllll | g
Tensiuni Deformatii
specifice
Fig. 9.15

9.8.2.2 Tensiuni si deformatii specifice la incovoiere

Daca un stratificat simetric este solicitat la incovoiere, deformatiile
specifice au o distributie liniara (fig. 9.15) dar tensiunile au o variatie neliniara cu
salturi, datoritd rigiditatilor diferite ale laminelor componente.

O analiza similard cu cea din paragraful precedent aratd cd termenii
matricei de rigiditate a stratificatului au forma

Du—z C”( J (9.101)
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unde /; si /,, sunt momentele de inertie axiale ale laminei i, respectiv ale
stratificatului. Prin inversarea matricei [D] se obtine matricea de flexibilitate a
stratificatului si apoi constantele elastice echivalente ale stratificatului.

9.9 Tensiuni termice

Un corp elastic neconstrans, incélzit uniform, se dilatd liber. Variatia
temperaturii produce alungiri specifice fard sa apara tensiuni normale. Incilzirea
uniformd nu produce luneciri specifice si nici tensiuni tangentiale. In corpurile din
materiale izotrope apar tensiuni termice dacd dilatarea produsd de Incalzire
uniforma este Tmpiedicatd sau dacd incalzirea produce un camp neuniform de
temperaturi. Tensiuni termice apar si in materiale anizotrope chiar intr-un camp
uniform de temperaturi.

In general, se considera ca tensiunile termice nu influenteaza campul de
temperaturi, alungirile specifice calculandu-se prin suprapunere liniard, addugand
alungirile specifice termice la cele datorite tensiunilor normale produse de sarcinile
exterioare. In cazul starii plane de tensiuni, relatiile (9.59) devin

& =%(GX—VG};)+(ZT,

1

ey=—lo,-vo)ral. 9.102)
T

Vi = g :

unde T (x, y) este variatia temperaturii iar « este coeficientul de dilatare termica
liniara.

In termoelasticitate, ecuatiile diferentiale de echilibru (9.46) si (9.47),
relatiile intre deformatii specifice si deplasari (3.20) si deci ecuatia de

compatibilitate (3.21), ca si conditiile la limitd (9.3) rdman nemodificate, fiind
bazate pe considerente pur mecanice sau geometrice.

Inlocuind deformatiile specifice (9.102) in ecuatia de compatibilitate
(3.21), tinand cont de ecuatiile de echilibru (9.46) si (9.47) in care se neglijeaza
fortele volumice, se obtine o ecuatie de compatibilitate exprimata in tensiuni

2 2
(;?+;7J(ax+ay+aET)=0. (9.103)
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Exemplul 9.1
Se considera bara de sectiune dreptunghiulara din figura 9.16, a, libera la
o L, 2y ¥
capete, supusa unei variatii de temperatura T (y)zTO(S——y—y—zJ, la care se
c c
calculeaza distributia tensiunilor termice pe indltimea sectiunii.

VN

/ /
L zO{ETO
C
Z o % A
? 12
C

Fig. 9.16

Deoarece 0, =7,, =0, o, =0, (), ecuatia (9.103) devine

2
d—2(0x+aET)=0, (9.104)
dy
de unde rezulta
o, =—aET+c y+c,. (9.105)

Constantele de integrare se determind din conditiile la limita la capete. La
x =%/ forta axiald si momentul incovoietor trebuie sa fie nule

jaxbdyzO, jaxybdyzo. (9.106)
—C —C

Inlocuind expresia (9.105) in relatiile (9.106) rezulta

Cc Cc
1
clz%jaETydy, czz—jaETdy. (9.107)
2c¢ 2c¢
—C —C
Daci se noteazi momentul de inertie axial I, =2¢b/3 si aria A=2bc,
se obtine relatia generald de calcul al tensiunilor termice

o,=akE —T+%J-Tdy+llJ‘Tydy . (9.108)

—C —C
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Pentru distributia de temperaturi din figura 9.16, b se obtine

T 2 2) 21 T (1 »?
o —aqEl-tol3_ 2y Y 1,2 _LoV\_ gt __Y_z ,
4 3 2c¢ 403 ¢

Distributia tensiunilor termice este ilustrata in figura 9.16, c.

9.10 Tensiuni de contact

Pe suprafetele de contact a doud corpuri in interactiune mecanicd se
dezvolta presiuni de valori relativ mari. Exemple tipice sunt rulmentii, dintii rotilor
in agrenare, mecanismele cu came, rotile de tren pe sina de cale ferata si rulourile
de rezemare ale podurilor. Suprafetele de contact fiind foarte mici, fortele de
compresiune produc presiuni si tensiuni de contact relativ mari. Problema este
studiatd cu metodele Teoriei elasticitatii (teoria lui H. Hertz, 1881), interesand atat
presiunile de contact cat si tensiunile In vecinatatea zonei de contact.

Starea de tensiuni intr-o bild de rulment, In vecinatatea zonei de contact,
este de compresiune triaxiald, solicitare la care materialul rezista mai bine decéat la
compresiune simpld, astfel incat pentru un otel OL37, cu limita de curgere la
compresiune uniaxiald o, =210MPa, se admite o presiune admisibila de 760

MPa, iar la otelul de rulmenti presiunea de contact admisibild ajunge la 3800 MPa.

Se demonstreaza ca, in lungul liniei perpendiculare pe suprafata de contact,
tensiunile tangentiale au valori maxime la o mica distantd de zona de contact, si nu
la suprafata piesei In contact cu bila. Aceasta explica ruperile locale care duc la
exfolieri, cojiri, desprinderi ("spalling") si defecte punctiforme ("pitting"), generate
de fisuri initiate la addncimi de ordinul a 100 #zm sau chiar mai mici, in special in
inelele rulmentilor.

In cazul unei bile de diametru D, apisate cu o fortd F pe o suprafati plani
(fig. 9.17), raza cercului de contact are valoarea

13
¥ =0,88 (%J , (9.109)

unde £ este modulul de elasticitate longitudinal al celor doud materiale (considerat
acelasi).
Presiunea maxima in centrul suprafetei de contact este
H\V3
FE
D? J '

P = 0,62 ( (9.110)
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In cazul unui cilindru de diametru D si lungime /, apisat cu o fortd F pe o
suprafatd plana (fig. 9.18) din acelasi material, latimea suprafetei dreptunghiulare
de contact are valoarea

1/2
w215 E2| (9.111)
El

unde £ este modulul de elasticitate longitudinal al celor doud materiale.

Presiunea de contact are o distributie eliptica, valoarea maxima fiind

1/2
FE
=059 | —| . 9.112
pmax (ZDJ ( )
F lF
"D
| pmax
i
2 i '7’77 i <
Fig. 9.17 Fig. 9.18

In cazul contactului a doud sfere de diametru d,, respectiv d,,
dimensiunile suprafetei de contact si valoarea maxima a presiunii de contact se
obtin din relatiile (9.109) si (9.110), inlocuind diametrul D prin d,d,/ (d |+ dz).
Pentru o bild de diametru d, apasatd in interiorul unei suprafete sferice de
diametru d, > d,, se inlocuieste diametrul D prin d,d, /(d, —d, ).

In cazul contactului a doi cilindri paraleli, de diametru d,, respectiv d, ,
latimea suprafetei de contact si valoarea maxima a presiunii de contact, se obtin din
relatiile (9.111) si (9.112), inlocuind diametrul D prin d,d, /(d, +d2). Pentru
materiale cu coeficientul de contractie transversald v =0,3 tensiunea tangentiala
maxima apare la o distantd 0,785 de suprafata de contact, avand valoarea
Toax =0,304p, . [61].

Relatiile de mai sus sunt valabile atunci cand dimensiunile suprafetei de
contact sunt mici in comparatie cu raza bilei sau a cilindrului, cand materialele sunt
liniar-elastice fard sa se depdseasca limita de proportionalitate si cand pe suprafata
de contact actioneaza numai forte normale, nu si forte tangentiale.
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La o bara solicitata la intindere uniaxiala, ruperea se produce atunci cand
tensiunea normald atinge valoarea o,, curgerea se produce cand tensiunea

normald are valoarea o, , atingerea limitei de elasticitate se produce la valoarea o,
etc. Toate acestea pot fi considerate stdri limitd.

In cazul pieselor supuse la stiri plane sau spatiale de tensiuni, se pune
problema determinarii conditiilor in care se atinge o anumita stare limita. Deoarece
starile limitd se definesc prin valori ale tensiunilor determinate experimental, prin
incercarea la tractiune a epruvetelor solicitate unidirectional, intereseazd in ce
conditii o stare planad sau spatiala de tensiuni produce intr-o piesa o stare limitd
analoga celei realizate la intinderea uniaxiala.

In limitele comportarii elastice a unui material, o anumiti stare limita (de
exemplu limita de elasticitate) poate fi definitd prin cinci marimi caracteristice:

a) tensiunea de intindere, o, ;

b) alungirea specifica, ¢, = % ;

. . - . - O-e
c) tensiunea tangentiala maximd, z, = B ;
o2
d) energia specifica de deformatie totala, U, = 22 ;
. o . .. . I+v ,
e) energia specifica de deformatie pentru variatia formei, U, g = 35 o,

unde E este modulul de elasticitate longitudinal iar v este coeficientul de
contractie transversala.

La solicitarea de intindere simpla este suficientd una singura dintre aceste
marimi pentru definirea starii de solicitare, deci a starii limitd, deoarece ele sunt
atinse simultan.
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La solicitarea pe mai multe directii, atingerea valorii corespunzatoare unei
anumite stari limita pentru una dintre cele cinci marimi (ce definesc o asemenca
stare) nu coincide cu atingerea simultana a valorilor corespunzitoare acelei stari
pentru celelalte patru marimi. Definind starea tridimensionald de tensiuni dintr-un
punct prin tensiunile principale o;, o,, 03, se pune problema: ce relatie trebuie
sa existe intre acestea pentru a se atinge una dintre cele cinci marimi caracteristice
ale starii limita.

Teoriile de rezistenta (numite §i teorii ale starilor limita) permit stabilirea
acestor relatii prin care se defineste o tensiune echivalentd o,,, a starii plane sau
spatiale, care este comparata cu tensiunea la starea limita de la intinderea uniaxiala.

10.1 Teoriile clasice de rezistenta

I. Teoria tensiunii normale maxime (W.J. M. Rankine, 1858)

Conform teoriei I, intr-un corp supus la o stare pland sau spatiala de
tensiuni, starea limita se atinge atunci cand tensiunea normald maxima din corp
devine egala cu tensiunea normala a starii limita de la solicitarea de intindere
uniaxiald.

De exemplu, limita de elasticitate se atinge atunci cand
01 =0,,
deci tensiunea echivalenta este

Oechy =0 - (10.1)

IL. Teoria alungirii specifice maxime (B. de Saint Venant, 1855)

Conform teoriei a Il-a, intr-un corp supus la o stare plana sau spatiala de
tensiuni, starea limita se atinge atunci cand alungirea specifica maxima din corp
devine egald cu alungirea specificd corespunzatoare starii limitd de la solicitarea
de intindere uniaxiald.

In cazul limitei de elasticitate,

1
Emax = €1 ZE[OH _V(O'z +U3)]:53 =%,

deci tensiunea echivalenta, care se compard cu o, este

O-echH :O-I_V(O-Z +C73). (102)
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III. Teoria tensiunii tangentiale maxime
(Ch. A. Coulomb, H. E. Tresca 1865, J. J. Guest 1903)

Conform teoriei a Ill-a, intr-un corp supus la o stare plana sau spatiala de
tensiuni, starea limitd se atinge atunci cdnd tensiunea tangentiald maxima devine
egald cu tensiunea tangentiald maxima corespunzdatoare starii limita de la
solicitarea de intindere uniaxiala.

Luéand ca stare limita atingerea limitei de elasticitate, se poate scrie

(7] — 03 Ge
Tmax =72 ZT:Te ZT’
iar tensiunea echivalenta este
Oech m - 01 —03. (103)

IVa. Teoria energiei totale de deformatie
(E. Beltrami 1885, P. B. Haigh 1917)

Conform teoriei a [V-a, varianta a, intr-un corp supus la o stare pland sau
spatiala de tensiuni, starea limita se atinge atunci cdnd energia de deformatie
specifica totala egaleaza energia de deformatie specifica totald corespunzdatoare
starii limita de la solicitarea de intindere uniaxiala.

La limita de elasticitate, utilizand relatia (9.68), se obtine

2
v o
U, :_ZE (0'12+ 0'22+0'32 )—E(O'IO'Z +0,03 + 0'30'1)= U =—22 ,
astfel ca tensiunea echivalenta este
2, 2, 2 1/2
Oech vy = [0'1 + 05+ 03 —21/(0'102 + 0,03 +0'301)] / , (10.4)

relatie care, la materiale tenace, se aplica atunci cand tensiunea medie este pozitiva,

o =%((71+(72 +0'3)>O.

IVb. Teoria energiei de variatie a formei
(M. T. Huber 1904, R. von Mises 1913, H. Hencky 1924)

Conform teoriei a [V-a, varianta b, intr-un corp supus la o stare pland sau
spatiala de tensiuni, starea limitd se atinge atunci cand energia specifica de
variatie a formei egaleaza energia specifica de variatie a formei corespunzdtoare
starii limita de la solicitarea de intindere uniaxiala.

In cazul limitei de elasticitate
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1+v 1+v
0of = 6F [(‘71 _02)2 +(Uz _0'3)2 +(0'3 _‘71)2]=U0fe = 6F 2037
deci tensiunea echivalenta are expresia
V2
Techiyy = [(01 ~0,) +(0y - 03) + (o3 —01)2]1/2 , (10.5)

Aceasta teorie se aplica atunci cand tensiunea medie o, <0.

Deoarece energia specifica de variatie a formei se exprima convenabil in
functie de tensiunile tangentiale octaedrale

3 2
UOf :Ez-oct’

teoria a IV-a, varianta b, cunoscuta ca teoria lui von Mises, se mai numeste si
teoria tensiunii tangentiale octaedrale maxime.

Aplicarea teoriilor de rezistentd se face diferit la materiale tenace si la
materiale fragile. Astfel, la materialele tenace se recomanda utilizarea relatiilor
date de teoriile a I1I-a i a IV-a, varianta b, iar la materiale fragile, utilizarea teoriei
a Il-a. In primul caz se formuleaza criterii de curgere, iar la materiale fragile se
folosesc criterii de rupere. Totusi este cunoscut faptul ca o clasificare netd a
materialelor in tenace si fragile este dificild, deoarece nu existd o granita clara intre
cele doua tipuri de comportari, care depind de temperaturd, viteza de incarcare,
tipul solicitirii si conditiile de mediu ambiant. In plus, ruperile fragile se studiaza
in cadrul altei discipline, denumite Mecanica ruperii.

10.2 Ciriterii de curgere

In cazul materialelor tenace, se considerd o comportare liniard pana la
atingerea limitei de curgere o, si se alege curgerea drept stare limita.

Experientele au aritat cd la metale ductile teoriile bazate pe tensiunea
tangentiala maxima sau pe tensiunea tangentiald octaedrald ofera o baza pentru
predictia aparitiei curgerii. Astfel s-au elaborat criteriile de curgere.

10.2.1 Criteriul lui Tresca

Curgerea, conform acestui criteriu, incepe atunci cdnd tensiunea
tangentiald maxima din corp atinge valoarea la care incepe curgerea la intinderea
sau compresiunea uniaxiala, deci cand
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T =050, (10.6)

Se presupune ca 7,,,. este acelasi la intindere si la compresiune.

max

Experientele au ardtat ca, la metalele cu comportare "elastica - perfect
plasticd", limita de curgere la forfecare este intr-adevar 7. =0,5c,. Dar la unele

materiale ductile, limita de curgere la forfecare, masurata pentru starea de forfecare

purd intr-o Incercare la rasucire, este 7, =0,577 o, deci cu 15% mai mare decat

valoarea prezisa de criteriul Tresca. Rezultd cd acest criteriu este acoperitor,
deoarece prezice aparitia curgerii la sarcini inferioare celor care o produc in
realitate.

De notat ca analiza starii de forfecare pura aratd ca tensiunea tangentiala
maximi este egala cu tensiunile normale principale care apar la 45°. Ar trebui deci,
conform teoriei tensiunii normale maxime, ca limita de curgere la forfecare sa fie
egala cu limita de curgere la intindere, ceea ce contrazice experienta. Rezulta ca
teoria I-a de rezistentd nu este aplicabild la materiale tenace.

10.2.2 Criteriul von Mises

Curgerea, conform acestui criteriu, incepe atunci cdnd tensiunea
tangentiald octaedrica din corp atinge valoarea la care incepe curgerea in cazul
incercarii la tractiune.

Aceasta are loc atunci cand energia de deformatie specifica pentru variatia
formei atinge valoarea la care incepe curgerea in cazul solicitarii la intindere
uniaxiald, deci cand

ifﬁa Lag
4G 6G

sau atunci cand

NG

Tout =TO'C =0471oc,. (10.7)

Deci curgerea, conform criteriului von Mises, in orice punct al unei piese
solicitate la o stare complexa de tensiuni, incepe atunci cand tensiunea tangentiald
octaedrica din corp devine egald cu 0471c,, unde o, este limita de curgere a

materialului, determinata prin incercarea la tractiune.
De fapt, deoarece expresia energiei de deformatie este independentd de

semnul incarcarii uniaxiale (intindere sau compresiune), criteriul lui von Mises este
valabil si la materiale cu limita de curgere diferita la intindere si compresiune.
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10.3 Criterii de rupere la materiale fragile

In cazul materialelor fragile, nu este suficienti o singuri teorie de
rezistentd pentru a descrie ruperea. Teoria tensiunii normale maxime da rezultate
bune doar cand tensiunea normald cu valoarea absolutd cea mai mare este de
intindere. In caz contrar, se utilizeaza alte criterii.

10.3.1 Criteriul Coulomb-Mohr

Ruperea, conform acestui criteriu, apare atunci cand o anumitd combinatie
a tensiunii normale §i tensiunii tangentiale care actioneazd pe un plan in material
atinge o valoare critica data de

|r|+/10'=z'l-, (10.8)
unde 4 si 7; sunt constante de material.

Criteriul Coulomb-Mohr (O. Mohr, 1900) poate fi considerat un criteriu al
tensiunii tangentiale, in care tensiunea tangentiald limita creste la valori mari ale
compresiunii "hidrostatice".

Daca se noteazd tgep =—, atunci se demonstraza ca ¢ este orientarea fata
M

2
de directiile principale a planului de rupere pe care actioneaza tensiunile

= 9179 +|Gl_o_2|cos¢, |T'|= 91-9% sing, (10.9)
2 | 2 |
unde o §i 0, sunt tensiunile normale principale.
Din conditia (10.8) rezulta
|0'1—0'2|+m(0'1+0'2)=2ru, (10.10)
unde noile constante sunt
£ =L 7 sing. (10.11)

MZWZCOS% 7, _\/Tﬂz

Se arata cd rezistentele de rupere la tractiune si compresiune sunt date de
27 27
=—* Ope =—— (10.12)

o uc 1_m

t = B
ol m

Eliminand 7, intre expresiile (10.12) se obtine o relatie intre rezistentele
de rupere la tractiune si compresiune
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1-m
O == e (10.13)
deci constanta m este
+
= Zue T Cu (10.14)
Ouc — Oyt

Pentru m >0, rezistenta la tractiune este mai micd decat cea la
compresiune, ceea ce se observa experimental la materialele fragile.

Locul geometric al punctelor care definesc ruperea, pentru starea plana de
tensiuni, poate fi reprezentat prin linia poligonald continua din figura 10.1.

G2

Out

G4

Fig. 10.1

Se constatd cd planele de rupere prezise de criteriul Coulomb-Mohr sunt
incorecte, atit pentru o incercare uniaxiald la intindere, cat si pentru o incercare la
torsiune, ele fiind orientate la unghiuri ¢/2 fatd de planele reale de rupere.

10.3.2 Criteriul Mohr modificat

Pentru a evita erorile mentionate mai sus, s-a elaborat criteriul lui Mohr
modificat. Acesta este o combinatie a criteriului tensiunii normale maxime, utilizat
la stari de tensiuni dominate de intindere si a criteriului Coulomb-Mohr, utilizat la
stari de tensiuni dominate de compresiune.

In diagrama locului geometric de rupere (fig. 10.1), punctele care difera de
criteriul Coulomb-Mohr se afla pe liniile intrerupte.
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In relatia (10.10), constanta m devine

m:M’ (10.15)

Oy Oy — 0

unde o; defineste tensiunea la care cele doud criterii coincid. Uneori se alege

o, =—0, , alteori calculul se face pe baza inclindrii planului de rupere in

incercdrile la compresiune.
A doua relatie (10.12) devine
2 !
o, =——lu (10.16)

uc *
1-m

unde 7, diferd de rezistenta la forfecare pura z,, .

De notat ca, solicitate la compresiune "hidrostaticd" de valori mari,
materialele fragile pot avea o comportare ductild, ruperea avand loc la tensiuni mai
mari.

10.4 Aplicarea teoriilor de rezistenta la stari plane de tensiuni

Inlocuind o3 =0 1in relatiile (10.1)-(10.5), se obtin formulele tensiunii

normale echivalente in functie de tensiunile principale si coeficientul de contractie
transversala

O-echl =01,
Occh i =91 —VO,,

Oechyp =91 025 (10.17)

1

_|~2 2 2
Cech 1y, —(Gl +02—2VO'10'2) ,
1
524 52 2
Oech 1y —(0'1 Jr0'2_0'1‘72)

Daca drept stare limitd se alege starea corespunzitoare rezistentei
admisibile o, , atunci calculul de verificare se face impunand conditia

Coup SO, - (10.18)
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10.5 Aplicarea teoriilor de rezistenta la bare

In cazul particular al barelor, inlocuind ¢, =0, o, =0 si 7. =7 in
relatia (9.36) se obtin expresiile tensiunilor principale

01,2 =%_%\/ ol +47?

care, prin substituire in relatiile (10.9), conduc la formulele tensiunii echivalente

o 1] 5
O-eChIZE+§ 02+42'2,

I-v 1+4+v 2 2
Oechyy =7+ Noo+4r7,

2 2
Coohyy =N O +417, (10.19)
Cech 1vg \/0'2 +2(1+V)2'2 ,

_ | 2 2
Oechpyy, =V O +377 .

In prezent exista si alte teorii de rezistentd, insd nici una nu poate descrie
comportarea tuturor materialelor in orice stare de solicitare.

10.6 Criteriul Tsai-Hill pentru compozite stratificate

Rezistenta unui compozit stratificat este determinatd de rezistenta
laminelor componente. Un criteriu de rupere utilizat la compozite este criteriul
Tsai-Hill. Acesta este bazat pe criteriul von Mises (teoria energiei de deformatie de
variatie a formei), care a fost intdi extins de Hill la corpuri anizotrope, apoi aplicat
de Tsai si Azzi la materiale compozite.

Criteriul Tsai-Hill poate fi exprimat sub forma

2 2 2
(GXJ SRS T R - (10.20)
T on  \u 7y

unde o, este tensiunea in directia fibrelor, o, - tensiunea perpendiculara pe fibre,

o - rezistenta la tractiune in directia fibrelor, o, - rezistenta la tractiune
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perpendicular pe fibre, 7,, - tensiunea tangentiald in planul laminei, 7, -

Xy
rezistenta la forfecare.

Deoarece relatia (10.20) este definitd in sistemul local de coordonate al
laminei si tensiunile se dau deobicei in sistemul global al stratificatului, trebuie
utilizate relatiile de transformare prezentate in capitolul 9.

Pentru solicitari in planul stratificatului, daca se dau tensiunile in sistemul
global XOY, deformatiile specifice se calculeaza utilizind matricea de flexibilitate
a stratificatului

Ex Ox
g t=lald oy t. (10.21)
Y xy Txy

Pentru incarcari in planul stratificatului, deformatiile specifice (10.21) sunt
aceleasi in toate laminele, deci pot fi utilizate pentru a calcula tensiunile, folosind
matricea de rigiditate pentru fiecare lamina

Ox €x
oy » =14],1 & . (10.22)
Txy J; Y xy

Relatiile (10.22), care dau tensiunile in fiecare lamina in sistemul global de
axe al stratificatului, au forma (9.86)

Ox (__711 (__712 §16 Ex
Oy ( = EZI gzz €26 &y - (10.23)
Txy J); Csi G2 Ces ; U xy

Pentru a calcula tensiunile in sistemul local de axe al laminei se utilizeaza
relatiile (9.32) scrise matriceal sub forma

2 2

o, c s 2sc Oy

2 2
o, r=| s c —22SC; Oy ¢t (10.24)
Ty —-sc sc ¢“—s Txy

in care c¢=cosf si s=sind, unde & este unghiul de inclinare al fibrelor fata de
directia globala OX.

Aceste tensiuni se utilizeaza in criteriul Tsai-Hill, care de obicei se scrie
sub forma unui coeficient de siguranta
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o= Ot , (10.25)

2 2 2
2 Oxt 2 | Oxt 2
o, —0,0, J{ o, + — | Ty
O-yt Tf

Acest criteriu nu se aplica in cazul ruperilor prin o serie de mecanisme
specifice compozitelor, cum sunt delamindrile in lungul fibrelor sau dezlipirile
laminelor.

Exemplul 10.1

Un vas cilindric este fabricat dintr-un compozit stratificat simetric, din
fibre de carbon in matrice epoxy. Vasul are diametrul D=0,6m s§i grosimea
peretelui /=10 mm . Fibrele sunt dispuse in doui straturi la 45°, doua straturi la -

45" si sase straturi la 0° fatd de axa cilindrului. Se cere si se calculeze presiunea
interioard din vas care poate produce fisurarea peretelui vasului conform criteriului
Tsai-Hill. Se cunosc proprietatile laminelor: E, =207 GPa, o, =1200 MPa,

E,=77GPa, o, =28MPa,G,, =49GPa, 7, =43MPa, v, =03.

Rezolvare

Tensiunile in sistemul global (3.5) si (3.6) sunt

Oy pD/4h D/4h 15
oy t=1pD/2hy=sD/2hy p=330;p.
Txy 0 0 0

Matricea de rigiditate (9.79) in coordonate locale (in MPa) este

207,7 23178 0
[C]=]|23178 7,7259 0 [-10°.
0 0 49

Matricele de rigiditate ale straturilor in coordonate globale sunt
59,914 50,114 49,992 59,914 50,114 —49,992

[C] q0=| 50114 59914 49992103, [C] ,.0=| 50114 59914 -49.992 -10°,
49,992 49,992 52,696 -49,992 -49,992 52,696

207,7 23178 0
(€] 0=[23178 77259 0 |-10%.
0 0 49

Matricea de rigiditate (9.97) a stratificatului simetric este
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14858 21436 0
[4]=02[C],0+02[C]_,0+06(C] 0=| 21436 28601 0 |10%.
0 0 24019

Inversa ei este matricea de flexibilitate

7,5462 —56558 0
[a]=[4] '=|-5,6558 39203 0 [-107°.
0 0 41,634

Deformatiile specifice (10.21) in sistemul global sunt

Ex oy —0,0565
ey r=[ald oy t=1 10912 L1073 p.
v Xy TXxY 0

Tensiunile in fiecare strat (in MPa), in sistemul global sunt

ox ex ] [513025)  [oy ey ] [ 513025
oyt =[Cl,0 { ey =1625502{p, | oy =[C] 0 {ev 1=1 625502 {p,
Ty ) 450 yxy) 1517300)  lrxy) g0 yxr) |-517300

ox Ex -9,2017

oyt =[Clyo | ey [=1 8299 [p.

TxY ] o0 7 Xy 0

Tensiunile in sistemul local al fiecarui strat (10.24) sunt

oy 05 05 17](51,3025 108,6564

oy =| 05 05 —1/462,5502} p=1 5,1964 ' p,
Ty g0 L0505 0 [[517300 5,6238

oy 05 05 —1][ 513025 108,6564

o, =105 05 1625502 p=1 5194 !p,
T 40 L0S —05 0 |[~517300 -5,6238

oy 1 0 0](-92017 -9,2017

oyt =[0 1 0[{82999 tp=1182999 {p.

Ty LO 01 0 0

Din criteriul Tsai-Hill (10.25) se obtine, Pus0 =D 450 = 41047,
Py = 3,3714MPa, deci presiunea care poate produce fisurarea vasului este
p =3,37TMPa.



11.
SOLICITARI COMBINATE

In capitolele 5, 6 si 8 s-au studiat cele patru solicitari simple: intinderea
(compresiunea), forfecarea, incovoierea si rasucirea. In practicd, adesea, acestea
apar impreuna, producand solicitari combinate sau solicitari compuse.

Daca 1n sectiunea barei actioneaza eforturi care produc tensiuni de acelasi
fel, acestea se compun algebric, deci problema se rezolva aplicdnd principiul
suprapunerii efectelor. Astfel, la intindere si incovoiere se produc tensiuni normale,
in timp ce la forfecare si rasucire se produc tensiuni tangentiale.

Cand 1in sectiunea barei actioneaza eforturi care produc simultan tensiuni
normale si tensiuni tangentiale, de exemplu in cazul solicitdrilor la Incovoiere si
rasucire, sau intindere §i rasucire, pentru rezolvarea problemei se utilizeaza teoriile
de rezistenta.

11.1 Intinderea excentrici

Se considera bara din figura 11.1, solicitata de forta F, paraleld cu axa
barei, aplicatd in punctul B (y,, z, ).

Pentru a stabili valorile eforturilor care actioneaza intr-o sectiune oarecare,
se reduce forta in centrul de greutate al sectiunii transversale, rezultand o forta

axiali N =F si un moment incovoietor M, = Fylyd +z3 , a carui directie nu

corespunde cu axele centrale principale ale sectiunii. Pentru simplificarea
calculelor este utild descompunerea acestui moment in doua componente orientate
in lungul axelor: M, =—-Fy, st M, = Fz, (fata negativa).

Intr-un punct C(y,z) din cadranul 7 (y >0, z>0), tensiunile normale
produse de cele trei eforturi N, M, si M, sunt pozitive si se Insumeaza algebric.

Tensiunea totala are expresia
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sau
(11.1)

unde s-au Inlocuit razele de inertie

. y . z 2
L, =4al—, lZ =l . 11.

Axa neutrd, definitd ca locul geometric al punctelor in care o, =0, are

ecuatia
1497 Y0 g, (11.3)
A
care poate fi scrisa sub forma:
z Y
5 +—5=1. (11.4)
ok
Zy Yo
C Axa
neutrd
d/4
@
—
Y
B0y 2)
d
z
.
Fig. 11.1 Fig. 11.2

Cunoscand pozitia axei neutre, se duc tangentele la conturul sectiunii
paralele cu axa neutra, obtindnd punctele In care tensiunea normald totala o, are
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valori extreme. inlocuind coordonatele acestor puncte in expresia (11.1) se

calculeaza o,,,, si 0,,, Sise poate construi diagrama tensiunilor (v. fig. 11.1).

Exemplul 11.1

Sa se determine locul geometric al punctelor de aplicatie a unei forte
excentrice, paralele cu axa barei, pentru care axa neutrd corespunzitoare este
tangenta la conturul sectiunii circulare (fig. 11.2).

Rezolvare
Fie ecuatia tangentei in C la cercul de diametru d (fig. 11.2) z = —% care

prin identificare cu ecuatia generald a axei neutre (11.2) duce la determinarea
coordonatelor punctului B de aplicatie a fortei:

d2
2 R
L 16 d
:0’ :—l:——:—
Yo 20 - _i ]
2

Cand axa neutra ocupa pozitia altor tangente la cerc, punctul B parcurge un
cerc de razd d/8 , numit "sdmbure central" (J. A. Ch. Bresse, 1859). Cand forta F
este aplicatd pe conturul sau in interiorul sdmburelui central, axa neutrd este
tangenta sau nu intersecteaza sectiunea, deci tensiunile au acelasi semn pe toata
suprafata.

Exemplul 11.2

Dacé bara din figura 11.1 are sectiunea patrata cu latura a, sa se calculeze
tensiunea normald maximd din bara cind forta /' este aplicatd 1n punctul
B'(a/2, a/2).

Rezolvare
2
A a ) .2 a .. . . N
In acest caz y, =z, =E, iy =17 :E si din relatia (11.1) se obtine, in
punctul B’,
o = 7F
max az

Exemplul 11.3

Sa se dimensioneze grinda din figura 11.3, a, asupra careia actioneaza forta
axiali F =36kN . Grinda este din lemn cu o, =10 N/mm? si are sectiunca
dreptunghiulard ax2a.
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Rezolvare

Sectiunea periculoasa 4— A4, de forma patratda axa (fig. 11.3, a), este
solicitata la Intindere excentricd. Daca se reduce forta F in centrul de greutate C al
sectiunii sldbite, se obtine torsorul format din forta axiald F, care produce intindere,

: a . :
si cuplul, de moment M , = F 3 care produce incovoiere.

A
'—.. L, SEC? A_A
F ! 7 o
- | 7
: [ - a
'-b tf !Z 4
A a
Ty o F 2
o e o7 & | £
e HLA b
P =]
& © D ‘
1ot 9 9 y:F%

Fig. 11.3

Tensiunea normala este maxima in punctul B al sectiunii (fig. 11.3, b) si
are expresia

a
o EMy F "o _4F
max Wy a2 é a2
6

Egaland o, cu o, se poate face dimensionarea barei

3
o =4—F,deunde a= 4—F= mleOmm.
T 42 o 10
a

Exemplul 11.4

Sa se verifice carligul din figura 11.4 a, considerat bara cu raza mare de
curburd, asupra caruia actioneaza forta F =2kN. Carligul este din otel cu
o, =120MPa si are sectiunea circulard cu diametrul d =20 mm .
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Rezolvare
Sectiunea 4B a carligului este solicitatd la intindere excentrica. Se reduce

forta F in centrul de greutate C al sectiunii, la torsorul format din forta axiala F,
care produce Intindere, si cuplul de moment M ,, = Fe care produce incovoiere.

Tensiunea normald este maxima in punctul 4 al sectiunii (fig. 11.4, b).
Considerand valabile formulele de la bare drepte, se obtine expresia

F M, F Fe
4 W, zd* zd’

4 32

O-max

Inlocuind valorile numerice rezulta

_4'20004_32«2000'4:108’3 N2 <o

4 r-20° mm

max — a:

Sect  A- 8

LE:40
IRREN! g
®

DN
N A%

cit
i F.e”
Wy @

—
By

|
¥
i
\ ]

N
= ©
F O max
a b

Fig. 11.4

Exemplul 11.5
Se cere sa se calculeze tensiunea maxima Intr-un carlig de macara (fig.
11.5, a), destinat sa ridice greutati F =30kN . Sectiunea BB este trapezoidald cu

colturile rotunjite. (fig. 11.5, b). Intr-un calcul aproximativ acesta se poate
aproxima cu trapezul isoscel din fig. 11.5, c.
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Sectiunea B-B
100

T
0 @ b
253(/{//////////7//%2354 o
a c ~53 ~42
90
Fig. 11.5

Rezolvare
Cu notatiile din Anexa 5, dimensiunile sectiunii trapezoidale sunt
b, =54mm, b, =25mm, h=95mm,

iar razele
R=90mm, R, =4831mm,R, =143,31mm.

Distanta de la centrul de greutate la fibra interioara este data de

_hbi+2by 9554+2.25
3 by+by, 3 54425

e =41,69mm.

Aria sectiunii transversale este 4 =3752,5mm? .

Utilizand formula din Anexa 5 se calculeazd raza de curbura a suprafetei in
care tensiunile de incovoiere sunt nule
A 3 37525
bR, —b,R 54-14331-25-4831 , 14331
172 727 n&_(bl_bz) In -29
h R, 95 4831

r= =82mm.

Excentricitatea este e = R —r =8mm iar distantele la fibrele extreme sunt
di=r—R;=337mm si d, =R, —r=613mm.

Tensiunea maxima de incovoiere este

_FRd, _ 30:10°90 337 _ ., N
Ae Ry 3752:10°-8 4831 " mm’®

| O-max|
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Tensiunea produsa de intindere este

4
F_310" o N

4 37525  mm?

o, =

Tensiunea normala totald maxima este

6 =627+8=70,7N/mm>.

Exemplul 11.6

Se cere sa se calculeze tensiunea maxima in ochiul tirantului din figura
11.6, la care raza centrului de greutate este egala cu diametrul sectiunii circulare.

Rezolvare

Raza fibrei neutre (8.113) este
r=4i(2R+1/ 4R? —d2j=4i(2d+1/ 4d* —dzjz#d.

Excentricitatea este

d=0,0067d .

e=R-r=

2-43
4

Fig. 11.6

Distanta la fibra interioara este

NG

dlzr—Rlsz.

Tensiunea maxima se calculeaza cu formula (8.114)
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N Md, F Fd 0433d
Opagx =— +—/———=—+
A AeR A A-0067d 05d

=13,92£.
A

11.2 Bare solicitate la incovoiere si rasucire

Arborii de sectiune circulara sau inelara, solicitati prin moment Incovoietor
si moment de rasucire, se calculeazi utilizand teoriile de rezistentd. Astfel, relatia
teoriei a [lI-a de rezistentd (10.19) se scrie:

2 2
M. M
— 2 2 _ t
O_echnl_ o +4r° = ( ;J +4( _p} . (115)

Deoarece la sectiuni axial-simetrice intre modulele de rezistentd se
stabileste relatia

W, =2W,, (11.6)

expresia (11.5) se scrie

[1,2 2
M+ M, :Miem (11.7)

O ech
1 /4 /4
y y

unde M este momentul incovoietor echivalent.

ieqqq

Pentru bare din otel, conform celor cinci teorii clasice de rezistenta,
momentul incovoietor echivalent are expresia

M, =05M;+05 M7 + M7,
M,y =035M, +0,65{ M} +M]
M, =M} +M}, (11.8)
M, =M?+065M}
iefyva i ’ t >
M, . =y M?>+075M}
Vb i 4 t -

Utilizand una din relatiile (11.8), efectele incovoierii §i rasucirii sunt
cumulate intr-o singura marime, momentul incovoietor echivalent, cu care se face
un calcul la incovoiere. Astfel, formula de dimensionare (8.14, @) devine
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M.
ree =75 (11.9)

deci problema de solicitare combinata se transforma intr-o problema de solicitare la
incovoiere, neglijand efectul fortei tdietoare.

Exemplul 11.7

Sa se dimensioneze bara cotitd pland din figura 11.7, solicitatd de o forta
perpendiculard pe planul barei, din otel de sectiune circulara cu o, =80 MPa.

Fig. 11.7

Rezolvare
Pentru bara 2-3, in sectiunea 2,

M;, =15kNm
Bara 2-1 este solicitatd la incovoiere si rasucire. In sectiunea /

M; =1kNm, M, =15kNm,

deci, pe baza teoriei a [II-a de rezistenta,

M, =y M} + M7 =,/325=18kNm.

Bara /-0 este solicitata la incovoiere si rasucire. In sectiunea /

M; =15kNm,M, =1kNm, M, =18kNm,

1
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2N

0,2m |

0.4m

1,2kNm

||||| AWII

-1z

Fig. 11.8
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iar in sectiunea 0,

M; =05kNm, M, =1kNm, M, =L1kNm.
Rezulta ca "sectiunea periculoasa" este in / :

M, 18-10°
Ynec o,

=225-10°mm?> =2 0,14°,

deci se alege d =60 mm.

Exemplul 11.8

Sé se dimensioneze arborele din figura 11.8, a din otel, cu o, =80 MPa,
de sectiune circulara.

Rezolvare

Reducand in centrul de greutate al sectiunii transversale a arborelui fortele
care actioneaza asupra rotilor (fig. 11.8, b), rezulta ca bara este solicitata la rasucire
si incovoiere (se neglijeaza forfecarea).

Pentru bara solicitata de forta verticald (fig. 11.8, ¢) se construieste
diagrama momentelor incovoietoare M i (fig. 11.8, d). Pentru bara solicitata

numai de forta orizontald (fig. 11.8, e) se construieste diagrama momentelor
incovoietoare M, (fig. 11.8, f). Compunand geometric (vectorial) cele doud

diagrame, se rabate fiecare moment rezultant in planul figurii obtinandu-se
diagrama momentelor Incovoietoare M; (fig. 11.8, g).

Se construieste diagrama momentelor de rasucire M, (fig. 11.8, h).

Sectiunea periculoasd este in dreptul reazemului 7, momentul Incovoietor
echivalent fiind

Mie‘m Z\/Ml'z +M12 :\/2)12 +12% =2,418kNm.
Rezulta
M. .10°
= ielll _ 2,418-10 ~30.2-10°mm> = 0,14
nec O_ 80

a
deci diametrul arborelui este
d=67mm.
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11.3 Bare solicitate la intindere si rasucire

In cazul barelor solicitate la intindere (compresiune) si rasucire, se
utilizeaza relatiile (10.19). Se face o predimensionare a barei la rasucire, apoi se

verifica la solicitarea combinatd punand conditia ca o,., <o

ech =%a-

Exemplul 11.9

Sa se dimensioneze tronsonul 2-3 al barei din figura 2.18 din otel, cu
o, =90MPa, de sectiune circulard. Sa se verifice apoi tronsonul 2-3, considerand

ca are aceeasi sectiune ca tronsonul /-2.
Rezolvare
Se traseaza diagramele de eforturi ca in figura 2.18.

Tronsonul 1-2 este solicitat la incovoiere §i rasucire, cu sectiunea
periculoasd 1n /. Sectiunea barei fiind circulard, se calculeazd momentul
incovoietor rezultant

My = M2+ M2 =422 +47 =447 kNm.

Momentul incovoietor echivalent, conform teoriei a I1I-a de rezistenta, este

M, = |M2+M? =\447% 1162 =4751Nm.
leq i ]

Se dimensioneaza tronsonul /-2 utiliznd formula (11.9): W, = ! ,
hec ()-('Z

adica
zd®  475-10°
32 90

Se alege d =82 mm.

, d=813mm.

Tronsonul 2-3 se verifica la solicitarea de Intindere cu Incovoiere, in
sectiunea periculoasa 2
_N M _4-410° 32:16-10° N

Oy = =303
DA W, 1822 782 mm

<0,
Exemplul 11.10

La bara din figura 2.19, a se cunosc F=10kN si a=1m. Daca
o, =90MPa, se cere sa se verifice bara stiind ca tronsonul /-2 are sectiunea
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transversala dreptunghiulara, cu 5=100mm si 4 =150 mm, iar tronsoanele 2-3 si
3-4 au sectiuni transversale circulare, ambele cu d =140 mm .

Rezolvare
Se traseaza diagramele de eforturi ca 1n figura 2.19.

Tronsonul 1-2 este solicitat la Intindere si incovoiere oblicd, sectiunea
transversala fiind dreptunghiulara. Eforturile N, M, si M, sunt constante de-a

lungul tronsonului. Se calculeazd o, si se compara cu o, :

N M, M, F Fa Fa
Of |, =7+ ——+——=—+ + .
4w, W, bh bh* bh?

z [
6 6
Inlocuind cu valori numerice, rezulta

4 4 103 4 103
10 N 6-10" -10 N 6-10 1(; —673 N
100-150 mm

~<0,-

O r =
7127100150~ 1001502
Tronsonul 2-3 este solicitat la incovoiere si rasucire, cu sectiunea
periculoasd in 3. Se calculeaza o3 si 73 si se combind conform teoriei a Ill-a de

rezistenta
- M 2aF  32.2.10°-10° 43 N
’ Wax 7Z'd3 7Z"14O3 ' mm2 ’
32
3 104
7y = 5o aF3 :16 10 130 _186 st
W, nd 7-140 mm
16
O ech 4 =\/032+4T32 =\/74,32 +4-18,6% =83 <o,.
mm

Tronsonul 3-4 este de asemenea solicitat la incovoiere si rasucire, cu
sectiunea periculoasa in 3. Se procedeaza analog

3 104
aF _32:10%10° o\ N

(oX :Mi3 = =
: W, zd° 7 -140° mm?
32
M, 2qaF 16-2-10°-10*
£ = 5o_ a3:6 030:37’1%’
Wp wd 7-140 mm

16
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O ech 5 =\/0'32 +473 =\/37,12 +4-371> =83 ~<0,.

mm
Exemplul 11.11

Un arbore din otel cu o, =200 MPa si diametrul d = 50 mm este solicitat
de un moment incovoietor M; =19 kNm. Se cere valoarea maxima a momentului

de rasucire care mai poate fi suportat de arbore conform: a) criteriului de curgere
Tresca; b) criteriului de curgere von Mises.

Rezolvare

Modulul de rezistenta axial este

3 3
_rd ”3520 ~12,27-10° mm®.

)
Momentul incovoietor echivalent este
M, =0, Wy = 200-12,27-103 =2,454-10° Nmm = 2,454 kNm .

Conform criteriului Tresca, momentul de rasucire maxim este

My = \[M2 - M? =2.454> =19 =155 kNm.

Conform criteriului von Mises, momentul de rasucire maxim este

M, = \/ § (M; —M}) = \/ g (2.4542 - 1,92) =1,79kNm .

11.4 Tensiuni termice in bare curbe

In general, in sectiunea transversala a unei bare curbe, pe langd momentul
incovoietor actioneaza si o fortd axiald, deci apare o solicitare combinatd. Desi
forta axiala este aplicatd Tn centrul de greutate al sectiunii transversale, formulele
de calcul se simplifica atunci cand originea axelor se alege in dreptul fibrei neutre
de la solicitarea de incovoiere purd. Actiunea simultana a tensiunilor produse de
intindere deplaseaza axa neutrd fata de pozitia determinata la incovoiere purd. In
continuare, pentru simplificarea calculelor, tensiunile termice produse de incalzirea
neuniformd se calculeaza fatd de axa neutrd de la incovoierea purd. Se adopta
ipotezele de la studiul incovoierii pure (§ 8.8) considerand in plus actiunea
simultana a fortei axiale si a cAmpului de temperaturi.
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Fie un element de bara curba (fig. 8.33, a), delimitat de doua sectiuni plane
(intre care existd unghiul de ) si solicitat la incovoiere de un moment M', de o

forta axiala N’ si incilzit intr-un camp de temperaturi cu o variatie 7'(z)
Alungirea specifica a fibrei mn situate la distanta z de fibra ab, este
€ =M—aﬂ (11.10)
(r + z)d )

unde alungirea du, se datoreste fortei axiale iar « este coeficientul de dilatare
termica liniard a materialului barei.
Utilizand legea lui Hooke, se obtine expresia tensiunii normale
z Ad r du
EZEP

E=—_EaT, (11.11)
r+z de r+z ds

unde ab=dsy=rdg.
Conditiile de echilibru se scriu

N’=JadA, M':J'zadA. (11.12)
A A

Inlocuind (11.11) in (11.12) si punand conditia (8.108)

I Z d4=0, (11.13)
r+z

care defineste pozitia axei Oy, deci axa fatd de care se masoard ordonatele z, se
obtine

N'= %J' r dA—EaJ.TdA, (11.14)
dsy d r+z
A A
2
w=Lader = dA—EaJ Tzdd. (11.15)
do r+z
A A
Deoarece
r 22
j dd =4, j dd=de
r+z r+z

din relatiile (11.14) si (11.15) se obtin constantele
Eduy N'+N;y EAdp M'+Myp

b

ds A de Ae

: (11.16)
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unde
N'T=Ea'[ Tdd, M'TzEaI TzdA. (11.17)
A A

Inlocuind constantele (11.16) in expresia (11.11) rezultai formula
tensiunilor normale

z M'+Mp  r N'4Np

= —FaT,
r+z Ae r+z A
sau
g | L | MMy NANr O p) (11.18)
r+z rEAe EA

De remarcat faptul ca indicele ‘prim’ din formula (11.18) arata ca ordonata
z se masoarda fatd de fibra neutra de la Incovoierea pura si deci distributia de
temperaturi utilizatd la calculul ‘eforturilor termice’ (11.17) se calculeaza
corespunzator.

Pentru 7 =0, relatia (11.18) devine
e M N
r+z I)’, r+z A

(11.19)

unde proprietatile geometrice reduse sunt

2
= 2da=[ Ldd=rde, a=["dd=a.
r+z r 1 r 1
A A
Tensiunile normale produse de intindere sau compresiune sunt de fapt
constante pe inaltimea sectiunii barei. Al doilea termen din membrul drept al
expresiei (11.19) apare datorita faptului ca forta N' definitd de prima relatie
(11.12) nu este aplicata in centrul de greutate.

Daca forta axiala N este aplicatd In G, atunci redusa in fibra neutra de la
incovoierea purad aceasta mai produce un moment M = N e si din (11.19) rezulta

z Ne r N
= —+ — =—=const.
r+z Ae r+z A A

Daca ordonatele z se calculeaza fatd de axa care trece prin centrul de
greutate al sectiunii, formula tensiunilor produse la incovoierea pura contine doi
termeni, ca In formularea originald a lui Winkler.
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Exemplul 11.12

Se cer tensiunile termice in bara in consold, de sectiune dreptunghiulara,
din fig. 11.9, a, supusa unei variatii de temperaturda 7 (z) =T (— - —J .

Rezolvare

Calculul tensiunilor termice produse de incélzirea neuniforma se poate
reduce la o problema de solicitari combinate, utilizind metoda blocarii (J. M. C.
Duhamel, 1838).

Se presupune cid deplasiarile punctelor barei sunt total blocate. Dilatarea
impiedicata produce alungiri specifice

g=—aT,

deci starea blocata este echivalentd cu o pretensionare cu tensiuni de compresiune
longitudinale (fig. 11.9, b)

og=—akET.

Bara fiind libera la capatul din dreapta, pentru a suprima blocarea trebuie
aplicate tensiuni egale si de sens contrar. Acestea sunt echivalente cu o fortd axiala
si un moment incovoietor aplicate la capete, definite de relatiile de echivalenta

B2 B2
Ny = jaET(z)bdz, My = _[aET(z)zbdz.
—h/2 —h/2

K=

= b

La o distantd oarecare de capdt, forta axiald N, produce tensiuni de
intindere uniform distribuite (fig. 11.9, ¢)
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h)2
o =Nr_2E  r)az=24ET,.
A h 3
)2
Momentul incovoietor M produce tensiuni normale distribuite liniar (fig.

11.9, d)

h/2
O‘":MZCZE'bi J‘ T(Z)Z dZ:—(ZETYOi
1 1 h

Y Y _h/2

Diagrama tensiunilor de deblocare (fig. 11.9, e) se obtine insumand
diagramele tensiunilor produse de intindere si incovoiere.

Distributia finald a tensiunilor termice se obtine insuménd tensiunile de
blocare si cele de deblocare (fig. 11.9, f)

2 2
o —ab|-T|2-Z-Z |2 g2l _,pTlfl_ 4|
4 h p*) 3 h 413 »

2
. e . z 1
Este interesant de notat ci o distributie de temperaturi 7(z)=T, [; —Ej

produce tensiuni termice egale si de semn contrar.
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Momente de inertie la rasucire

Anexa 3

L=(R*-r")

33

II:I ab?

1,=00216 a

It = Cx'a'b3

gb| 1 2 4 8

o |0 14110229 |0.28110307

0333

Formula lui Bredt

1= 42§ 1ds




ANEXE 291

Anexa 4
Deformatii la grinzi drepte static determinate
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Anexa 5
Pozitia axei neutre la bare curbe
A — aria sectiunii
R — raza centrului de greutate al sectiunii
r —raza suprafetei neutre a barei
Sectiunea Raza suprafetei neutre,
/ . o h NRll 1[};}1
v = =R=2 o
i ln& lni1 +(h/2R) 3\2R
R b ’ R, 1- (h/ ZR)
r
R
/;/ 2 d2
2
P 8R|1- 1—[61)
Ry, 2R
R,
h
b ezﬁM e;=h—e, A=—\b+b
] 2 1 3 btby 2 1 2(1 2)
R, % )
/ it bR, —b,R : R
e 1ty =00 2
’ g, th)
R b, 1
R,
r
b3
by +byhy + byhy
bllan +hy +byln Ri+h+h +byln Ri+h+h+h
1 1 1
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Anexa 6
TENSOMETRIA ELECTRICA REZISTIVA

Variatia rezistentei electrice a unui conductor metalic cu alungirea a fost
masuratd In 1856 de W. Thompson (Lord Kelvin) cu ajutorul circuitului in punte
inventat de Ch. Wheatstone in 1843. Dupa 1930 s-au utilizat traductoare rezistive
metalice nelipite si chiar traductoare din carbon lipite pe piesele solicitate mecanic,
dar acestea s-au dovedit improprii pentru masurarea deformatiilor mici.

in 1936, Edward E. Simmons Jr. a experimentat la CalTech traductoare
rezistive metalice lipite. Creatorii traductorului tensometric rezistiv lipit sunt
considerati profesorii Arthur C. Ruge si A. V. de Forest de la Massachusetts
Institute of Technology, care in 1938 au conceput si dezvoltat pana la
comercializare, impreund cu Hans Meier si Frank Hines, traductoare pentru
masurarea deformatiilor specifice (strain gauges) din sirma de elinvar (52 Fe, 36
Ni, 12 Cr), aliaj denumit ulterior isoelastic.

Incepand cu 1952 s-au fabricat traductoare cu folie metalici (Saunders si
Roe) iar dupa 1954, traductoare piezorezistive, bazate pe efectul descoperit de C. S.
Smith in 1954,

1. Traductorul tensometric rezistiv

Traductorul tensometric cu fir metalic este format dintr-o sarmd de
diametru foarte mic, lipita in serpentind pe un suport izolant (hartie sau bachelita).
Pe schema din figura A6.1 s-au notat: / — firul rezistentei electrice, 2 — conductorii
de legatura, 3 — suportul izolant. Supus unei deformatii mecanice — lungire sau
scurtare — traductorul tensometric 1si modifica rezistenta electrica.

R=pt-pt (A6.1)
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unde p este rezistivitatea materialului, ¢/ - lungimea si V' = A¢ volumul firului.
La o variatie A/ a lungimii, corespunde o variatie AR a rezistentei. Se calculeaza

InR=Inp+2Inl —-InV,
AR _4p A 4V

R P l V

b

£=£+28—(l—2v)8=£+(l+2v)5,

R p p
AR [0y 4P L, (A6.2)
R p Al

unde Ap este variatia rezistivititii iar v este coeficientul de contractie
transversala.

In constructia traductoarelor tensometrice se folosesc materiale la care p

este practic constant, fiind independent de deformatie ca si de variatia temperaturii.
Pentru 4 p =0, relatia (A6.2) devine

AR =(1+2v)e, (A6.3)
R
Raportul
k=ARR oy (A6.4)
&

se numeste constanta traductorului tensometric. Cunoscand valoarea lui &
(determinat experimental pe traductoare din aceeasi serie de fabricatie) si masurand
AR , se poate afla alungirea specificd ¢ . Tensiunile se calculeaza apoi utilizand

legea lui Hooke. Deci traductorul rezistiv masoara de fapt “extensiuni” (deformatii
specifice) si nu tensiuni.

Traductoarele tensometrice cu fir de constantan sau isoelastic au
k=19...2,6 . Traductoarele cu semiconductori au valori £ pana la 150, fiind deci

mult mai sensibile. Variatia rezistentei traductorului tensometric cu alungirea este
foarte micd, deci rezistenta nominald a acestora trebuie sé fie relativ mare, intre
100 si 600 ohmi, ceea ce impune diametre mici de ordinul a 30 um si lungimi de

ordinul a 125-150 mm. Cele lipite pe suport de hartie se utilizeaza la temperaturi
pana la 80°C, iar cele lipite pe suport de bachelita pot fi utilizate la temperaturi
peste 260°C . Traductoarele cu folie au grosimi de ordinul a 3 pm. Céteva
configuratii de traductoare tensometrice cu folie sunt prezentate in fig. A6.2.
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Fig. A6.2

Rozeta din figura A6.2, b are traductoarele dispuse la 45°. Alungirile
specifice principale se calculeaza cu relatia (9.56)

E, +& \/5
€12 = a2 CiT\/(Ea—gb)er(gb—gc)z-

iar directiile principale - cu formula (9.57)

(20 = &, =2, + &, '
Eq —€¢
Rozeta din figura A6.2, ¢ are traductoarele dispuse la 120°. Alungirile
specifice principale sunt date de relatia

2
e _g —
81’2:Sa+6‘b+6‘ci\/[ &, ;‘:‘b ECJ +%(5b—5c)2- (A6.5)

Directiile principale se calculeaza cu formula

\/E(gb_gc)

tg26 = .
8 28, - ¢, — &,

(A6.6)

Tensiunile principale se calculeaza in ambele cazuri cu relatia (9.64).

La mdsurarea unei tensiuni mecanice relativ mari o =80MPa in otel cu
modulul de elasticitate £ =210GPa, cu un traductor avand R=125Q si k=21
alungirea specificd este &= 381-107%, variatia relativa a rezistentei electrice este

AR/R=ke= 810~ sau 0,08%, deci AR =0,1Q . Pentru aceasta este necesara o
aparatura specializatd, bazata pe principiul puntii Wheatstone.
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2. Puntea tensometrica

In figura A6.3 se prezintd schema unui circuit potentiometric. Tensiunea
U, la bornele traductorului rezistiv R, se poate exprima in functie de tensiunea U

aplicata celor doua rezistente

(A6.7)

L

Fig. A6.3

In figura A6.4, a se prezinti puntea Wheatstone alimentati cu tensiune
constanta, cu un singur traductor rezistiv activ R lipit pe piesa solicitatd mecanic.

Se poate considera cd puntea Wheatstone este compusd din doud circuite
potentiometrice legate in paralel, avand aceeasi tensiune de intrare U, si tensiunea

de iesire U, masuratd intre punctele lor de jonctiune 4 si C.

Fig. A6.4

Rezulta tensiunea la iesire
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R, R,

U,=U,-Ug = - U,
¢ A TS\ R +R, R,+R; |

de unde se calculeaza raportul tensiunilor
U RiRs—RyRy (A6.8)
Ui (R, +R,)(Rs+R,)

La masurarea tensiunilor statice se foloseste metoda puntii echilibrate.
Atunci cand

tensiunea de iesire este nula, U, =0, si se spune ca puntea este echilibrata. Se face

prima citire a indicatiei cadranului potentiometrului R, .

Daca rezistenta traductorului R variaza cu AR5, tensiunea de iesire va

fi diferita de zero, puntea se dezechilibreaza. Pentru a reechilibra puntea, se
modifica rezistenta R, cu AR, pana la realizarea conditiei

Ry,+AR, R;+AR,

A6.10
2 z, (A6.10)

Se face a doua citire a indicatiei potentiometrului R,. Scala acestuia este

etalonatd astfel incat diferenta celor douad citiri reprezintd deformatia specificd a
piesei pe directia pe care este lipit traductorul R.

Exista punti tensometrice care functioneaza pe principiul puntii
dezechilibrate, procedeu folosit si la masurarea tensiunilor dinamice.

Considerand ci intensitatea curentilor din punte nu se modifica atunci
cand rezistenta traductorului variaza, deoarece
R, . R3R, R\R,
sl =
2 2
(R, +R,)?  (R,+R,)

v, _,,

dR, i(R3+R4)2

variatia tensiunii de iesire este

R, R AR
AU U 1142 3

e i

. (A6.11
(R1+R2)2 R )

Aceasta este egala cu U, daca puntea a fost initial echilibrata.
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. AU, 1 . . .
Daca R, =R,, atunci ¢ = k&, deci pentru o deformatie specifica
i
£=1%0=1000pm/m si k=2 rezulta AU,/U; =0,5 mV/V .
La montajul in semipunte, cu doua traductoare active R; si R, (fig.

A6.4, b), variatia tensiunii de iesire este

R\R, [ AR, AR4J

AU, =U,
(R,+R,)* L Rs R4

e i

(A6.12)

unde s-a considerat de asemenea cé intensitatea curentilor rimane constanta.

Daca
AR5 AR,

Ry Ry’
atunci AU, =0, puntea rdmane echilibratd. Aceastd proprietate este utilizata

pentru a elimina sensibilitatea traductorilor tensometrici rezistivi la variatia
temperaturii. Traductorul R,, identic cu R;, este lipit pe o piesd din acelasi

material insa nesolicitatd mecanic, amplasata in aceleasi conditii de mediu ambiant,
compensand astfel variatiile lui R; cu temperatura.

Rezistentele R; si R,, impreund cu sursa de tensiune i cu un voltmetru

conectat la bornele de iesire, fac parte din aparatul numit punte tensometricad.
Aceasta poate sd mai contind elemente de circuit care reduc erorile introduse de
rezistenta conductoarelor de legaturd sau care permit echilibrarea impedantelor
capacitive, in afara celor rezistive.

Daca in toate cele patru brate ale puntii Wheatstone se conecteaza
traductoare rezistive active (montaj in punte completd), atunci, considerand
AR; << R;, se obtine

AU, R\R, (ARI AR, ARy AR,

Ui (R+R,)? \ Rt Ry Ry Ry

Daca variatiile de rezistenta AR datorite variatiei temperaturii sunt

j. (A6.13)

aceleasi in cele patru traductoare, acestea se compenseaza reciproc.

Cand traductoarele sunt identice, atunci R; =R, , 4R; / R, =keg;,si

AU k
€ =— (g -6+ —8E4). A6.14
U 4(1 2+ E3—6y) ( )

1
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3. Aplicatii

Bara solicitata la intindere

Pe bara din figura A6.5 s-au lipit patru traductoare tensometrice rezistive
(TTR) active montate in punte completd, doud pe directie longitudinala si doua
transversal. Alungirea specifica longitudinald este &, =¢3;=&=0/E iar cea

transversala este £, =&, =—ve,unde laotel v=0,3.

TIR 1 TIR 3
Ll | LIRS
TIR 4

TIR 2

Fig. A6.5
Raportul tensiunilor (A6.14) este
aU, k k
=—|g —(—veg )+ter—(—v&ey)|=—2,6¢

e ko) (cva) o (ve)]=

deci de 2,6 ori mai mare decét daca s-ar utiliza un singur traductor tensometric
(sfert de punte), si mai mare decat cel obtinut cu doud traductoare legate in
semipunte. Montajul permite anularea eventualelor deformatii de incovoiere dar nu
permite compensarea efectului temperaturii.

Bara solicitata la incovoiere

Pe bara din figura A6.6 s-au lipit patru traductoare tensometrice active
montate in punte completd, doud pe fata superioard si doud pe fata inferioard a
barei. Pe cele doua fete, alungirile sunt egale si de semn contrar, deci

e =leal=les|=|ea| =l

Raportul tensiunilor (A6.14) este
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[‘91 —(-&,)+ 5 —(—84)]=k|5|.

N

i
Montajul permite anularea efectului deformatiilor de intindere si

compensarea efectului temperaturii, semnalul fiind dublu fata de cazul montajului
in semipunte.

|F
- R | v
Ay — R 3

SZZT-TIR 2
soom7—TTR 4
Fig. A6.6

Bara solicitata la rasucire

Pe bara din figura A6.7 s-au lipit patru traductoare tensometrice active

montate in punte completa, inclinate la 45° fata de axa barei.

Fig. A6.7

Deoarece ¢, =&, =&3 =&,4 = &, raportul tensiunilor (A6.14) este

AU
U.

1

¢ =ke.

Montajul asigurda compensarea efectului temperaturii si anularea
deformatiilor specifice produse de incovoiere si intindere, fiind utilizat la
masurarea momentului de rasucire Tn arbori in rotatie.

Traductoarele tensometrice rezistive sunt utilizate pentru masurarea
deformatiilor elementelor elastice din componenta captorilor de forte, presiuni,
cupluri, deplasari, acceleratii etc.
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In figura A6.8 se prezinti schemele unor captori de forte, in care cu linii
negre mai groase au fost desenate traductoarele tensometrice rezistive, lipite pe
elemente elastice de diverse forme. Captorii mai robusti se folosesc la cantarirea
camioanelor sau masurarea fortei pe o roatd, de exemplu la un avion. Se
construiesc captori de presiune, la care traductoarele sunt lipite pe o diafragma la
fel ca pe platforma captorului de forte din figura A6.8, e.

F F F
I 1] ‘ i P \ ]
HH {
III_—) /
“~ g
ﬁﬁxa i [ 1 |
S SN
f /
a b F 4
"y F?
T
%
) Jw 1|1 i
g VS Z
d e f
F
. WT’*:L
TN
] A
WA | VAR VeV
g
Fig. A6.8

O solutie des intalnitad este inelul circular solicitat diametral ca in fig.
A6.9. Inelul este o bard curbd static nedeterminatd, de sectiune dreptunghiulara,
studiata in Capitolul 12 ca bara cu raza mare de curbura.

-
l‘—}‘

Fig. A6.9



302 REZISTENTA MATERIALELOR

Utilizand rezultatele de la Exemplul 12.21, pentru A << R, utilizdnd
formulele de la bare drepte, se obtin urmatoarele valori aproximative ale alungirilor
specifice in punctele 4, B si C:

M, 3DF
gA:—: 2 ,

EW  rzbh“E
ng—gC:MB— 3DF (7r—2).

EW 2zbh’E
Deformatia diametrala este
r3 (z . z)ﬁ,
2\4 7)bh’E
Din formulele de mai sus se calculeaza valoarea fortei F.

Pentru grosimi mai mari se ia in consideratie si efectul fortei axiale.
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