


Prefata

Volumul contine partea a doua a cursului de Rezistenta materialelor care se
preda studentilor anului IIA al facultatii de Inginerie Mecanica, la Universitatea
Politehnica Bucuresti. In editia de fati, s-au introdus capitole noi si a fost sporit
numarul aplicatiilor. Partea teoreticd depaseste materia predatd efectiv la curs
datorita reducerii recente a numarului de ore in planul de invatimant.

Traditional, In prima parte a cursului se studiazd bare si sisteme de bare.
Barele sunt solicitate la intindere (compresiune), forfecare, incovoiere si rasucire,
fie separat, fie in diferite combinatii. In primul volum s-au definit eforturile
sectionale in bare, tensiunile si deformatiile specifice, deformatiile si deplasarile
punctelor corpurilor elastice. S-a calculat distributia tensiunilor normale si
tangentiale in sectiunea transversald, si s-au determinat punctele in care apar
tensiunile maxime si valorile acestora care se compara separat, sau combinate intr-
o tensiune normala echivalenta, cu rezistentele admisibile.

In partea a doua a cursului se prezintd metodele energetice pentru calculul
deplasérilor si al sistemelor static nedeterminate prin metoda eforturilor, flambajul
barelor drepte, solicitarile dinamice ale barelor si calculul la solicitari in domeniul
elasto-plastic. Studiul general al barelor cu pereti subtiri face obiectul unor cursuri
diferite. Se studiaza starile de tensiuni in tuburi axial-simetrice cu pereti grosi,
discuri de grosime constantd In miscare de rotatie si placi plane subtiri. O atentie
aparte se acorda oboselii si fluajului metalelor si aliajelor metalice, considerate
cauze principale ale pierderii integritatii structurale.

Modificarea 1n timp a structurii cursului a fost determinatd de utilizarea
calculatoarelor, dezvoltarea mecanicii ruperii, a calculului la oboseala si la fluaj.
Ca urmare, s-a introdus o descriere mai detaliatd a caracteristicilor mecanice ale
metalelor la solicitari ciclice, calculul la oboseala la durata de viata limitata bazat
pe metoda "deformatie specifica - durabilitate" si cel bazat pe mecanica ruperii,
precum si o descriere sumara a mecanismelor si Incercarilor la fluaj.

Cursul a fost analizat si aprobat de o comisie a Consiliului profesoral al
facultitii de Inginerie Mecanica in anul 2003.

martie 2007 Autorul
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12.
METODE ENERGETICE

In mecanica solidelor se calculeaza deplasarile punctelor unui corp
deformabil, in echilibru static sub actiunea fortelor exterioare si a reactiunilor.

Ecuatiile de echilibru pentru un volum detagat din corp se exprima in
functie de tensiuni. Dar tensiunile sunt legate de deformatii specifice (ecuatiile
constitutive) care la randul lor sunt legate de deplasdri (conditiile de
compatibilitate). Aceasta impune rezolvarea unor ecuatii cu derivate partiale de
ordinul doi care oferd asa-numita solutie exactd. Astfel de solutii exacte se pot
calcula insda numai pentru corpuri cu geometrii simple si pentru incarcéari si conditii
la limita relativ simple. La corpuri cu configuratii geometrice complexe si conditii
la limita si de Tncarcare generale, obtinerea unor astfel de solutii este imposibila. Se
recurge la solutii aproximative, bazate pe lucrul mecanic §i energia potentiala, si la
metode variationale care impun conditii mai putin stricte asupra functiilor care
aproximeaza campul de deplasari.

In final, in locul rezolvarii unor ecuatii diferentiale cu conditii la limita
complicate, se rezolva integrale ale unor functii polinomiale relativ simple.
Calculul deplasarilor se face prin metode bazate pe principiul lucrului mecanic
virtual si principiul minimului energiei potentiale totale. in acest capitol se mai
prezintd metoda Rayleigh-Ritz, metoda Mohr-Maxwell, metoda Iui Castigliano,
precum si aplicarea acestora la rezolvarea sistemelor static nedeterminate prin
metoda eforturilor.

12.1 Energia potentiala de deformatie

In cazul general de solicitare, cand in sectiunea transversald actioneazi
eforturile N, T, M, si M,, energia de deformatie acumulata de o bara dreapta, In
echilibru static, este

N de [ T%de [ MPdx [ M}?dx
U= + + L— + L—, (12.1)
2FEA 2G4, 2EI, 2GI,

[4 ’ ’

0
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unde s-au utilizat expresiile (5.5), (6.19) si (8.16). Al doilea termen din membrul
drept al relatiei (12.1) reprezinta energia de deformatie acumulata datorita fortelor
taietoare, In care aria de forfecare Af = ka, 1ar kf este factorul de forfecare

(8.45).

Uneori este utild exprimarea energiei de deformatie in functie de deplasari.
Pentru o bara solicitatd la intindere, utilizand relatiile (5.5,a), (3.22) si (3.18), se
obtine

2
(! (e duant ou
U__l' 20 dV—.!;[zngdAdx—Z_!:EA(axj dx. (12.2)

Pentru un arbore solicitat la rasucire, utilizand relatiile (6.1), (6.5) si (6.19,
a), se obtine

1 1 op 2 1 op 2
U:J'— e dV:”-G o9 dAdxz—IGI 99\ ax (123
szy” 13 (aer 237 e (123)

Pentru o bara solicitatd la Incovoiere simetricd purd, utilizdnd relatiile
(8.3), (8.16) 51 (8.50), rezulta

U—”lEgszdx—lJ'El d—(ozdx—lJ.El dz—wzdx (12.4)
_Azz ' _24 Tl _2z la? o

Pentru o bara solicitata la incovoiere simpld, insumidnd energia de
incovoiere si de forfecare (v. par. 8.4.3), se obtine

1 do), 1 dw )
U=—IE1 @ dx+—IGA Dol dx. 125
2] y[dxj 2] f(dx (’)j (12

12.2 Teorema reciprocitatii lucrului mecanic
(Teorema lui Betti)

Se considera un corp elastic, In echilibru static, asupra caruia se aplica
doua stari succesive de solicitare, produse de doud grupe succesive de sarcini si
reactiuni, F; si F} (i =12,., n) Fortele F; se aplica in aceleasi puncte si pe

aceleasi directii ca si fortele F;, putand fi considerate drept alte valori ale acestora.

Aplicand fortele F; corpul se deformeaza. Se noteazd cu u; proiectia

deplasarii punctului de aplicatie al fortei F; pe directia acesteia.
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Lucrul mecanic al fortelor exterioare are expresia (stabilitd de B. P. E.
Clapeyron 1n 1852)

Corespunzator, lucrul mecanic al fortelor F; pe deplasarile u; are expresia

> Fluj. (12.7)

La trecerea de la prima stare de solicitare la a doua, fortele exterioare
efectueaza lucrul mecanic

n

_l iFir ul{_l ZF[ u; . (12.8)
23 2

i=1

Daca asupra corpului se aplicd intadi primul grup de sarcini F;

1°

care
produce lucrul mecanic L, apoi se aplica fortele aditionale (F E ) astfel incat
lucrul mecanic total devine L', se poate considera ca diferenta (L —L) este
produsa de fortele elastice (E'—E) pe deplasarile (ul' - ) si de fortele F;, care se
aflau aplicate pe corp si care se deplaseaza pe (ul’ —u,.), ramanand constante. Deci
se poate scrie

(12.9)

1 & , 1 &
EZ +—ZFu——ZF —Egﬂ%.
i

Egaland expresiile (12.8) si (12.9), deci aplicand principiul suprapunerii
efectelor, rezulta

n n
> Fuj=Y Flu. (12.10)
i=1

i=1

Aceastd egalitate exprimd feorema reciprocitatii lucrului mecanic
(enuntatd de E. Betti in 1872):

Daca asupra unui sistem elastic se aplica succesiv doud incarcari diferite,
atunci lucrul mecanic efectuat de fortele din prima incarcare pe deplasarile
produse de a doua incarcare este egal cu lucrul mecanic efectuat de fortele din a
doua incarcare pe deplasarile produse de prima incarcare.

In definitia de mai sus s-au considerat forte si deplasdri generalizate.
Astfel, in cazul solicitarii prin momente (cupluri) concentrate, deplasarile
corespunzatoare sunt rotiri.
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12.3 Teorema reciprocitatii deplasarilor
(Teorema lui Maxwell)

Se considera o bard simplu rezemata, la care prima incarcare este forta F
aplicatd in sectiunea i (fig.12.1, @) iar a doua incarcare este tot o fortd F aplicatd in
sectiunea j.

In general, pentru fortele aplicate in sectiunile 7 si /, relatia (12.10) devine
Flu+Fju; =Fou+F; u;. (12.11)

Pentru sistemul particular de forte ales si cu notatiile din figura 12.1,
rezulta

F;ZF, ulIZle, FJZO,
F;‘,ZO, uj=wjl, FJ,ZF,

care, Inlocuite in relatia (12.11), conduc la F'w i = Fw;, sau

Aceasta egalitate exprima teorema reciprocitdtii deplasdarilor (enuntata de
J. C. Maxwell in 1864):

Deplasarea produsa in sectiunea i cdnd o forta este aplicata in sectiunea j
este egald cu deplasarea produsd in sectiunea j cand aceeasi fortd este aplicatd in
sectiunea 1, cu conditia ca directiile fortelor si deplasarilor sa fie aceleasi in cele
doud cazuri.

Fig. 12.1

Ca si in cazul teoremei lui Betti, in teorema lui Maxwell se pot considera
deplasari si forte generalizate, deci rotiri $i momente concentrate.
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Dacd F =1, atunci se noteazd w;; =, iar J; se numeste coeficient de

influenta (sau flexibilitate). Acesta reprezintd deplasarea in i produsd de o forta
egald cu unitatea aplicata in j . Egalitatea (12.12) devine

0 =0ji, (12.13)

relatie care atestd simetria matricei de flexibilitate a sistemelor elastice.

12.4 Principiul lucrului mecanic virtual

Principiul lucrului mecanic virtual reprezintd o formulare alternativd a
conditiilor de echilibru static. In continuare se va utiliza forma cunoscuta ca
principiul deplasarilor virtuale.

Conform principiului lucrului mecanic virtual: conditia necesara si
suficienta ca un solid deformabil sa fie in echilibru static este ca lucrul mecanic
virtual al fortelor exterioare sa fie egal cu lucrul mecanic virtual al fortelor
interioare, pentru orice camp de deplasari virtuale cinematic admisibile

Ly =38L;. (12.14)

In relatia (12.14) 8Ly este lucrul mecanic virtual al fortelor exterioare F i
pe deplasdrile virtuale du; independente de starea de solicitare si compatibile cu

legaturile
8L :iF/’ Su]:iS(F,- u;)=3 iFj Uj s (12.15)
Jj=1 Jj=l =1

iar 0L; este lucrul mecanic virtual al fortelor interioare care actioneaza asupra
elementelor corpului deformabil.

Simbolul "8 ", introdus de J. L. Lagrange (1759), accentueaza caracterul
virtual al variatiilor, spre deosebire de simbolul "d" care denotd diferentiale ale
deplasérilor. El nu trebuie confundat cu notatia pentru coeficienti de influenta.

n
In formularea generald, L, = ZF ;u; , expresie in care lipseste factorul
j=1
1/2 care apare in expresia lucrului mecanic al fortelor elastice, deoarece fortele
exterioare raiman constante in timpul actiunii pe deplasarile virtuale.

Aparent, formularea de mai sus contrazice principiul lucrului mecanic
virtual stabilit de Johan Bernoulli (1727) pentru corpuri nedeformabile. Extins la
sisteme de puncte materiale, interconectate cu elemente elastice, acesta se enunta
astfel: conditia necesara si suficientd ca un sistem de puncte materiale sda fie in
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echilibru static este ca lucrul mecanic virtual total al fortelor exterioare g§i
interioare sa fie nul pentru orice deplasare virtuald cinematic admisibila

SL=58Ly +38L) =0. (12.16)

In relatia (12.16) 8L} este lucrul mecanic virtual al fortelor interioare care
actioneazd asupra punctelor materiale, forte care, conform principiului actiunii si
reactiunii, sunt egale si de sens contrar celor care actioneazad asupra elementelor
corpului deformabil, deci

OL; =—0L;. (12.17)

La corpuri deformabile, lucrul mecanic efectuat impotriva interactiunilor
intre elementele infinitezimale care compun corpul este egal cu variatia energiei de
deformatie 06U . Pentru a obtine lucrul mecanic efectuat de fortele interioare
semnul trebuie schimbat. Deci lucrul mecanic efectuat de fortele interioare (care
actioneaza In punctele de aplicatie ale fortelor exterioare) in timpul unor deplasari
virtuale este egal cu variatia energiei de deformatie cu semn schimbat

L) =—3U . (12.18)

Pentru un corp solid in echilibru, cresterea virtuala a energiei de
deformatie este egala cu Ilucrul mecanic virtual al fortelor exterioare pe orice
crestere virtuala cinematic admisibila a campului de deplasari (G. Kirchhoff)

SU =8Ly. (12.19)

De notat ca lucrul mecanic virtual al reactiunilor din reazemele rigide este
nul. Fiind o conditie de echilibru, principiul deplasarilor virtuale este independent
de comportarea materialelor, fiind valabil atat pentru materiale elastice cat si pentru
materiale neelastice. El este valabil doar pentru forte conservative, deci care nu isi
modificd directia In timpul actiunii pe deplasdrile virtuale.

Exemplul 12.1

La sistemul din figura 12.2, compus din trei bare concurente articulate la
capete, se cer fortele din bare si deplasarea punctului de aplicatie al fortei F.

Rezolvare

In metoda bazati pe principiul deplasirilor virtuale, se considera trei stari
ale sistemului analizat:

1. Starea initiald, in care nu existd forte exterioare si barele nu sunt
pretensionate (fig. 12.3, a).

2. Starea finald de echilibru static, in care forta exterioarda F, de
componente F) = Fsina si F, = F cosa, produce deplasarea articulatiei 4, de

componente u; $i u, (fig. 12.3, b).
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Asupra articulatiei 4 actioneazd fortele exterioare Fj, F, si fortele
interioare T}, Ty, Ty (fig. 12.3, c). In bare actioneazi forte interioare egale si de

sens contrar, care produc alungirile 4;, 4,, 4; (fig. 12.3, d).

3. O stare imaginara, in care se da articulatiei 4 o deplasare virtuala de
componente Ou; si ou, (fig. 12.3, e), careia ii corespund alungiri virtuale ale

barelor 04,, d4,, 845 (fig. 12.3, f), fortele aplicate ramanand constante.

Deplasarile virtuale ou; si dou, si alungirile virtuale 84,, 64,, 843
satisfac ecuatiile de compatibilitate (5.27)
04, =du, sinf + du, cosd,
04, =du, , (12.20)
843 =—du, sinf + du, cosd.
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Pentru cele trei bare, relatiile forta-deformatie (5.28) se scriu

he 4, =T2Lc0s0 4,=55 0 (1221
EA EA

'Y R4’

Conform ecuatiei (12.17), se egaleaza lucrul mecanic virtual al fortelor
exterioare cu lucrul mecanic virtual al fortelor care actioneaza asupra barelor

Fouy+ Fy0uy =T, 04+ T, 04, + T; 045, (12.22)
egalitate care, tinand cont de relatiile (12.20), se mai scrie
duy (Tl sinf — T3 sinf —Fl)+5u2 (Tl cosf + T, + T5 cost) —Fz):O.

Intrucat deplasirile virtuale sunt arbitrare, parantezele trebuie si fie nule,
de unde rezulta ecuatiile de echilibru (5.26) ale fortelor aplicate articulatiei 4

T, sinf —T5 sin@ = I,
(12.23)
T,cos@+T,+T3cos60 =F,.

Se confirmd faptul cd principiul lucrului mecanic virtual reprezintd o
formulare alternativa a conditiilor de echilibru static.

Inlocuind relatiile (12.21) in (5.27), se obtin relatiile intre eforturi si
deplaséri care, Inlocuite in (12.23), permit calculul componentelor deplasarii
punctului 4 din relatiile (5.30).

12.5 Principiul minimului energiei potentiale totale

Energia potentiald totala // a unui corp elastic este definitd ca suma
energiei de deformatie U si a potentialului fortelor exterioare U ,

I1=U+U,. (12.24)
Potentialul fortelor exterioare U, este egal cu lucrul mecanic al fortelor
exterioare Ly (calculat considerand fortele constante) cu semn schimbat
U,=-Lg. (12.25)

Semnul minus apare deoarece fortele exterioare 1si pierd din capacitatea de
a efectua lucru mecanic atunci cand se deplaseaza 1n directia in care actioneaza. O

o . . . 1
forta exterioard F; are energia potentiald (— Fiu j) in loc de (—EF u jj,
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deoarece acest potential apare din marimea fortei si din capacitatea ei de a se
deplasa, fiind independent de proprietatile elastice ale corpului asupra caruia
actioneaza.

Energia potentiala totala are deci expresia

IT=U-Lyg. (12.26)

Pe baza relatiei (12.19) rezulta ca
01 =6U -38L; =0, (12.27)
deci, la echilibru static, energia potentiald totald are o valoare stationard. Pentru

un corp in echilibru stabil, extremul energiei potentiale totale este un minim
absolut, §2I7>0.

Principiul minimului energiei potentiale totale se enunta astfel:

Daca un solid deformabil este in echilibru sub actiunea fortelor exterioare
si a reactiunilor, atunci energia potentiala totala are o valoare minimad.

Reciproc, daca sub actiunea fortelor exterioare si a reactiunilor energia
potentiala totala a unui solid deformabil are o valoare minimd, atunci acesta este
in echilibru stabil.

Astfel, se poate considera ca relatia (12.27) este mai degraba o conditie
care stabileste sau defineste echilibrul, decat un rezultat al echilibrului.

Alta formulare echivalentd este urmatoarea: Pentru o configuratie de
echilibru stabil, deplasarile cinematic admisibile care satisfac conditiile de
echilibru sunt cele care minimizeaza energia potentiala totala.

Reciproc, orice camp de deplasari cinematic admisibil si care minimizeaza

energia potentiala totala reprezintd o configuratie de echilibru stabil.

La sistemul din figura 12.2, compus din trei bare concurente articulate la
capete, energia de deformatie pentru o bara este

i 42
U=y Ty at (1228)
iar energia potentialad exterioara este
U,=- Fu. (12.29)
i

Exprimand alungirile in functie de deplasari conform conditiilor de
compatibilitate (5.27), energia potentiala totala (12.26) se scrie sub forma
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E4
UZ +
2lcos@
(12.30)

EA, .
11 = 2—(ul siné +u, cos«9)2 +
EA .
+ _I(_ uysinf +u, cost9)2 - Fu; — Fou,.

Anuland derivatele lui /7 in raport cu fiecare variabila independenta

n n
o _y, o _y. (12.31)
aul 8u2

se obtin ecuatiile de echilibru (12.23).
Deoarece 6L; =3U , lucrul mecanic virtual al fortelor interioare se poate
calcula pe baza relatiei (5.5, a) si legii lui Hooke (3.22)

3L, = [de o dV (12.32)
Vv

unde d¢ sunt deformatii specifice virtuale, compatibile cu deplasarile virtuale ale

fortelor exterioare.

. . . . . u .
La barele solicitate la intindere, inlocuind c=FE ¢ §i €= P se obtine

X
5L,:J'esgadV:J‘nggAdx:J'@EAa—“dx. (12.33)
ox ox
4 i !
2w
La barele solicitate la Incovoiere, inlocuind & =-z R rezulta
X

2 2 2 2
aL,:J'@Ea v Jzsz dx:J- 0 62WEIy a—v;dx. (12.34)
g ox ox . g ox ox

Aceste expresii sunt utilizate in egalitatea (12.17), la rezolvarea

problemelor prin metode bazate pe principiul deplasarilor virtuale.

12.6 Metoda Rayleigh-Ritz

In metoda Rayleigh-Ritz, aplicatd unei grinzi solicitate la incovoiere,
sdgeata w(x) este aproximata printr-o dezvoltare intr-o serie finita

w(x)= Zaj goj(x) (12.35)

J=1
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unde a; sunt coeficienti nedeterminati, numiti coordonate generalizate, iar ¢ ; (x)

sunt functii admisibile date, care indeplinesc conditiile la limita geometrice
(cinematice) si sunt continue in intervalul de definitie (W. Ritz, 1908).

Inlocuind deplasirile (12.35) in expresia energiei potentiale totale /7,
aceasta devine functie de coeficientii a;, ale cdror valori se determind din

conditiile de stationaritate

o1 .
(

=0, =1,...n), (12.36)

8aj

care conduc la un sistem algebric liniar in coeficientii a ;.
Solutiile se Inlocuiesc in expresia (12.35) care reprezinti o deformata
aproximativa a sistemului, cu atat mai exactd cu cat se aleg mai multi termeni in

seria respectiva.

Exemplul 12.2

La grinda din figura 12.4 se cere deplasarea verticald a punctului de
aplicatie al fortei F. Se dau: E=210MPa, I, =1600 mm*, /=3m, F=100N si
g=200N/m.

Fig. 12.4
Rezolvare

Utilizand expresia (12.4) a energiei de deformatie pentru o bard solicitata
la Incovoiere, neglijaind efectul fortei tdietoare, energia potentiald totala (12.26)
este

l 2 l
1 d?w 0
H—EEIyJ (?] dx — jqw(x)dx—Fw[EJ. (12.37)
0 20/3

Conditiile la limita geometrice sunt

w(0)=0, w'(0)=0, w(%jzo, w(?)=0. (12.38)



12 REZISTENTA MATERIALELOR

In continuare, pentru simplificare sdgetile se aproximeaza sub forma unei
serii de numai doi termeni

w(x)=a, ¢, (x)+a, ¢, (x) (12.39)
unde functiile

2 _ . 3 _ B
o) => (Bx ;K)(x ‘) Co()=F (3x ;SZ)(X ’) (1240)
satisfac toate conditiile geometrice (12.38)

Inlocuind functia (12.39) in expresia (12.37) se obtine functionala

/¢ 14
1 " n
HZ_E]yJ.(al(Pl +ay 03 Pdr- ICI(‘MPl +ay 0 -
2 ) (12.41)
0 20/3
-F [al 01(¢/2) +ay (p2(€/2)1
Conditiile de stationaritate in raport cu a; si a, se scriu
oIl : :
E:Elyj (a1 @7 + a3 @5 )of dr— I g dv—F ¢;(¢/2)=0,
! 0 20/3
oIl : 3
:Elyj (alcp’l’ +a, (PE)(PE dx — J g9y dx—F ¢,(¢/2)=0.
0az 0 20/3

Inlocuind functiile (12.40) si, pentru datele numerice ale problemei,
F =q(]6, se obtine sistemul algebric

ﬁEly EI, 11

4 +10—L g, =—— 4y,
PER 52T a0
El El
10 ya1+2_ya2:_£q
3 7 46656

De exemplu, coeficientul lui a; din prima ecuatie este

:5_6E[y

5 93

¢ /

" 1 2

Elyj‘((Pl)zdszlyJ‘g—g(36x2 —3ozx+4z2) dx
0 0

Solutiile sunt
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gl gt

a, =0,00207L—, 4, =-0,00257
El, El,

In punctul de aplicatie al fortei F, sigeata este

W(Z/Z): a; ¢, (5/2)+ a ¢, (5/2):
1 qE

=—a +ia2:49 107 Z— =248 mm.
16 32 ’

In principiu, functia momentelor incovoietoare poate fi obtinuta inlocuind
expresia analitica a sagetilor 1n ecuatia diferentiala a fibrei medii deformate (8.50).
Functia fortelor taietoare se obtine apoi prin inca o derivare. Reactiunile se obtin
evaluand aceste functii pentru abscisele corespunzatoare reazemelor. Datorita
derivarilor succesive, valorile eforturilor au erori mai mari decat valorile
deplasarilor.

12.7 Prima teorema a lui Castigliano

Din relatiile (12.15) si (12.19) rezulta

SU=) F;du,, (12.42)
Jj=1

Utilizand dezvoltarea in serie
relatia (12.42) devine

de unde se deduce

F=9Y (12.43)

Relatia (12.43) exprima analitic prima teorema a lui A. Castigliano (1875):

O forta oarecare este egala cu derivata partiald a energiei potentiale de
deformatie in raport cu proiectia deplasarii punctului de aplicatie al fortei pe
directia acesteia.



14 REZISTENTA MATERIALELOR
12.8 Teorema Crotti-Engesser

La materiale neelastice sau la structuri cu neliniarititi geometrice,
caracteristica forta-deformatie este neliniara (Fig. 12.5).

F
FE
) —
=US |
U
|
0 W, u
Fig. 12.5

Aria suprafetei hasurate din figura 12.5 defineste energia potentiala
complementard, marime in general fara semnificatie fizicd (F. Engesser, 1859).
Aria suprafetei nehasurate de sub curba defineste lucrul mecanic al fortei F}, , egal

cu energia potentiala acumulata de corp.

In cazul actiunii mai multor forte, energia potentiald complementara fotald
se poate exprima sub forma

n
US=>Fu;-U, (12.44)
k=1

Se calculeaza derivata partiala in raport cu o fortd F

C n
0 oF
oU _ Fk Uy +uk k _6U _
) oF, “oF, ) oF,

J k=1
:Z[Fk ouy ,, OF; QU duy ]z’
|\ foF, Mo, ou oF,
n n
Tt oF, T ouy JOF,

Deoarece, conform relatiei (12.43), expresia din parantezd este nula,
rezulta
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deci

C
w =9V (12.45)

J OF

Relatia (12.45) exprima teorema Crotti-Engesser, care se mai numeste $i
teorema lui Castigliano generalizata :

Derivata partiala a energiei potentiale complementare a unui sistem
deformabil in raport cu o forta este egala cu proiectia deplasarii punctului de
aplicatie al fortei pe directia acesteia.

12.9 A doua teorema a lui Castigliano

In cazul sistemelor liniare, intre sarcinile aplicate si deplasarile punctelor
de aplicatie ale acestora exista relatii liniare. Astfel, curba din figura 12.5 devine o
linie dreapta. Rezultd ca la corpuri elastice liniare, energia complementara este
egala cu energia de deformatie

U=U°€. (12.46)

Inlocuind energia complementaria conform egalititii (12.46) in relatia
(12.45), se obtine
_ou

U, =—. 12.47
=, (12.47)

Relatia (12.47) exprima analitic a doua teorema a lui Castigliano (1875):

Derivata partiala a energiei de deformatie, acumulate de un sistem elastic
liniar, in raport cu o fortd exterioara este egalda cu proiectia deplasarii punctului
de aplicatie al fortei pe directia acesteia.

In cazul unui moment exterior concentrat, derivata partiala a energiei de
deformatie in raport cu un cuplu este egald cu rotirea in punctul de aplicatie a
acestuia.

12.9.1 Deformatii la incovoiere

Pentru o bara solicitata la incovoiere, energia de deformatie are expresia
(8.16)

[ M?dx

) 2ED
. y
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Conform teoremei lui Castigliano (12.47), la o bara cu sectiunea constanta,
deplasarea pe directia unei forte exterioare F; este
5 90U _ @ M?*dx 1
;= = =
OF;, OF, / 2El, EI,

JM oM 4, (12.48)
oF,

l

iar unghiul de rotire in punctul de aplicatie al unui cuplu M ; este

oU IJ‘MGM

= = dx. 12.49
i oM; EI, (1249

¢

Pentru a calcula deplasarea intr-un punct in care (pe directia doritd) nu
actioneaza o forta exterioard, se introduce o forta fictiva, se calculeaza expresia
analitica a momentului incovoietor M functie de fortele exterioare si de sarcina
fictiva, se calculeazd derivata momentului incovoietor in raport cu forta fictiva,
apoi se anuleaza forta fictiva in expresia lui M care se introduce 1n relatia (12.48).

Daca asupra sistemului actioneazd mai multe forte cu notatii similare,
atunci cea in dreptul careia se calculeaza deformatia se noteaza cu un simbol diferit
de al celorlalte. Dupa efectuarea derivatei se revine la simbolul initial.

La bare cotite, U din relatia (12.48) reprezinta energia de deformatie totala
a barei, egala cu suma energiilor de deformatie ale barelor componente, deci in fata
integralei trebuie introdus semnul "suma".

Exemplul 12.3

Se cere sd se calculeze sdgeata si unghiul de rotire al liniei elastice in
capatul liber al barei din figura 12.6.

Rezolvare

Pentru determinarea sagetii se utilizeaza relatia

1 oM
Wy=—| M—dx.
El, oF
¢
Se calculeaza momentul incovoietor in sectiunea x
M (x) =—Fx
si derivata
oM _
oF

Rezulta sageata
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¢

1 Fo3
sz_j(_Fx)(_x)dx: .
I 3E1y

Pentru determinarea unghiului de rotire, in punctul 2 se introduce
momentul fictiv M.

LAY
Py
I~
‘[a
4
e
=

2
4 ?,
Fig. 12.6
Se calculeaza
M(x)=—Fx—M,, oM __,,
oM,

apoi, inlocuind M, =0 1n expresia momentului incovoietor, se calculeazd unghiul
de rotire

¢ 2
0y = — IMGM dr=— j(—Fx)(—l)dxz Fe
) 2E1,

12.9.2 Deformatii la incovoiere si rasucire

Pentru bare cotite solicitate la incovoiere si rasucire, energia de deformatie
are expresia

de

2G1
,]/

unde i este numarul barelor drepte componente.

Deplasarea pe directia unei forte exterioare F este

dx, (12.50)

Gltl aF
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Exemplul 12.4

Se cere sa se calculeze deplasarea verticala a capatului liber al barei cotite
din figura 12.7.

Fig. 12.7

Rezolvare
in cele douid bare actioneazi momentele incovoictoare M (x;)=—F x,,
respectiv. M, (x2)=—F X, si momentul de rasucire M, =Fa. Se calculeaza

derivatele in raport cu F. Sdgeata in capatul liber este
a
W:ELJ Fx;)(=x dx1+—j Fx, )(= x5 )dx, +—J Fa)(a)dx,
0
sau

Fa® F¢ Fa*r
= + + .
3EI, 3El, GI,

12.9.3 Deformatii la incovoierea simpla

La o bara dreapta, solicitatd la incovoiere simpla, energia de deformatie are
expresia

J‘ 2dx [ M) dx
= + .
2G4, 2E1,

‘ [
unde Ay =k A, iar factorul de forfecare k , se poate calcula din conditia (8.45)

2 2

L _ .[ Bz 4y
2Gk.A 2G

A
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Daca tensiunile tangentiale 7,, se calculeaza pe baza formulei lui Juravski
(8.37), rezulta
I}/ 4

b 64 2
y AN
deci
2
bh’ | 1
12 bh ;5
ky= . ===0,833

bh 6

120

Exemplul 12.5

Se cere sa se calculeze sageata in capatul liber al barei din figura 12.6
tinand cont si de efectul fortei taietoare.

Rezolvare

Aplicand teorema lui Castigliano (12.47), se obtine

oM oT
Wz:@_UZL y——dx+ ! ITZ Z dx,
OF EI, oF GAy OF
/ 0
1 / 1 14
Wy =_j(_Fx)(_x)dx+ jF.l.dx,
EI, GA,
0 0
deci
F0* F¢
L)

= +—.
3EI, GAy
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Se noteaza
Wy =w; +wp.

Raportul intre sageata produsa de forta taietoare w si sageata produsa de

momentul Incovoietor w; este

w_f: 3Ely
wi GA L
Tinand cont ca
E 1
G=—r—, A;=k, 4, 2L=i2,
2t+v) S 4

se obtine
. N2
wr 6(1+V)[ly J

ky

La o bara din otel cu V:%, de sectiune dreptunghiulard cu k&, :% si

2
w
i =L,rezulté —fzi(ﬁj .

e w,  5\/
h 1 Wy 4 . R .
Pentru —=—, —=——=0,03 deci pentru bare scurte, avand lungimea
5w, 125

de cinci ori mai mare ca Inaltimea, sageata datorita fortei taietoare reprezintd numai
3% din cea datoritd momentului incovoietor.

12.10 Metoda Mohr-Maxwell

Intr-o sectiune oarecare a unei bare drepte, solicitate la incovoiere
simetrica, momentul incovoietor se poate exprima sub forma

M=mF;+u, (12.51)
unde primul termen din membrul drept aratd contributia fortei F';, iar al doilea
termen arata contributia celorlalte sarcini aplicate barei.

Se calculeaza derivata in raport cu F;

o _, (12.52)
OF,
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Inlocuind expresia (12.52) in relatia (12.48), rezulti

5j=Lijdx. (12.53)
El,J

Dacé in expresia (12.51) se inlocuieste F; =1 si =0, rezulta M =m,

deci 1n relatia (12.53) m reprezintd momentul Incovoietor intr-o sectiune a barei
care are aceeagi rezemare ca bara studiatd, dar este solicitatd de o singura forta
egala cu unitatea, aplicatd in punctul si pe directia pe care se calculeaza deformatia.

Unghiul de rotire se calculeazd cu o relatie similard, in care m este
momentul incovoietor produs in sectiunea x atunci cand asupra barei actioneaza un
singur cuplu egal cu unitatea, aplicat in punctul respectiv.

In general, relatia pentru calculul deplasirilor la incovoiere prin metoda
Mohr-Maxwell (1874) are forma

n
M; m;
uj = J (EI) ( )

1
i

unde suma se extinde pe toate intervalele in care functia de integrat este diferita.

Relatii asemanatoare se stabilesc si pentru celelalte solicitari. Fiind bazat
pe o integrald, 1n care intervine expresia analitica a efortului produs de o sarcina
unitate aplicatd n punctul si pe directia deplasérii calculate, procedeul se mai
numeste metoda sarcinii unitate sau metoda sarcinii fictive.

In cazul unei bare solicitate la incovoiere oblicd, de un moment de
componente M, si M, componentele deplasarii in lungul axelor centrale

neprincipale se pot calcula cu relatiile
:ileerlyzAz 5 :l]yszJFIyAz
2 z 2
E 1,1,-1;, E 1,1,-1;,

b

y

unde
Ayzj.Mymydx, A, =M, m, dx.
¢ /

Exemplul 12.6
Se cere sa se calculeze sageata la mijlocul barei din figura 12.8, a.
Rezolvare

Datorita simetriei, relatia (12.53) se scrie
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5 1/2
Wy =—— J‘Mmdx,
El 0

unde M :gx , 1ar din figura 12.8, b se obtine m :g.

F
) 6) Li, o
L “
R ¢ : F
) il
1 2
b
1A X Ly ¢2 4
Fig. 12.8
Rezulta
) Pr Fr3
w3=—j LXX gy . (12.55)
EI, 22 48 EI,
0

Exemplul 12.7
Se cere sa se calculeze deplasarea capatului liber al barei din figura 12.9, a.

of Y 0) ©) (s l@ &) 2 \O_
F 1

X X ] X

4 VEL,
a b c
® ® @
7777 TTA77
Fig. 12.9
Rezolvare
Momentele incovoietoare produse de forta ' sunt

M12=—F£(1—cos¢), Myy=-F2/0.
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Pentru determinarea componentei verticale a deplasarii wy, se considera

bara din figura 12.9, b, incarcata cu o forta verticala egald cu / aplicata in sectiunea
1. Momentele incovoietoare in cele doua portiuni sunt

myy =—€(1—cos¢), Myy =—21.

Din relatia (12.53) rezulta

40
w =E—y£[—Ff cosqo)][—€( cosw)]fd(p+zz|; —2F ()(-20)dx ,
37 2 3 3
w, B I(cosz¢—2cos¢)+1)dgo + aLil 40 = Fe (3” 16) 20, 7ﬂ
El,) EI, — EI, El,

Pentru determinarea componentei orizontale a deplasarii, 4, se considera

bara din figura 12.9, ¢, incarcatd cu o fortd orizontald egald cu / aplicatd in
sectiunea /. Momentele incovoietoare in cele doua portiuni sunt

Utilizand relatia (12.54), se obtine

T 3
= I Fr 1 coscp)] €51n(p€d(p+— I —-2F/ ( )dx 14ﬂ
y 0 El

¥

12.10.1 Regula lui Veresceaghin

Pentru o portiune dintr-o bard dreaptd solicitatd la incovoiere, in figura
12.10 s-a reprezentat diagrama momentelor incovoietoare M, de forma oarecare, si
diagrama m, care in cazul general are o variatie liniara.

Rezolvarea integralei lui Mohr

J.Mmdx (12.56)

se poate face prin regula stabilitd de A. N. Veresceaghin (1925).
In sectiunea x, ordonata diagramei m este
m=xtgo .
Elementul hasurat al diagramei M are aria

dQ2=Mdx.
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Cu aceste notatii, integrala (12.56) se poate scrie
J.Mmdxzj.xtgadQ=tgajxd!2=tgai[)=77[2. (12.57)

Rezulta ca integrala lui Mohr (12.56) se poate calcula inmulfind aria 2 a
diagramei M cu ordonata 1 a diagramei m, din dreptul centrului de greutate al

suprafetei diagramei M. Acest procedeu se numeste regula lui Veresceaghin.

0
/ = . b
T TTT Lbh
M G S h ¢
_ | \w a
X 2b/3
N

il
2
“bh
. 3
X
5b/8 ¢
Fig. 12.10 Fig. 12.11

De notat ca regula lui Veresceaghin se aplicd numai la bare drepte, la care
diagrama m este liniard. Daca diagrama m are portiuni cu inclindri diferite, relatia
(12.57) se aplica pe intervale cu pantd constantd. Daca una din diagramele M sau m
intersecteaza axa absciselor, atunci integrarea se poate face pe intervale
determinate de punctul de intersectie.

Regula lui Veresceaghin este usor de aplicat atunci cand diagrama M se
poate imparti in suprafete la care se calculeaza usor suprafata si pozitia centrului de
greutate (fig. 12.11). La portiunile de bara incarcate cu sarcina uniform distribuita,
trebuie ca la unul din capetele intervalului forta taietoare sa fie zero. In acest caz,
diagrama M este o parabola cu panta nula la capatul respectiv (fig. 12.11, b, ¢).

Daci forta taietoare este diferitd de zero la ambele capete ale intervalului,
diagrama M este o parabold care nu are pantd nula cel putin la o extremitate si
relatiile din figura 12.11 nu sunt aplicabile. Se recomanda aplicarea principiului
suprapunerii efectelor, deci separarea sarcinilor exterioare si constructia diagramei
momentelor incovoietoare separat pentru fiecare sarcind, rezultdnd diagrame mai
simple la care se pot calcula elementele din figura 12.11.

Daca in urma aplicarii unei metode energetice se obtine o deformatie
negativa, rezultd cd aceasta are loc in sens contrar fortei sau cuplului unitate ce
actioneaza in punctul respectiv.
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Exemplul 12.8
Se cere sd se calculeze panta liniei elastice in reazemul / si sigeata la

mijlocul barei din figura 12.12, a prin metoda Mohr-Maxwell si regula de integrare
a lui Veresceaghin.

Rezolvare

In figura 12.12, b s-a construit diagrama M. Pentru calculul sigetii ws, se

construieste sistemul din figura 12.12, ¢. Diagrama m' este data in figura 12.12, d.
Deoarece diagrama m' are pante diferite, calculul se face pe intervale cu panta
constanta

210F ¢ FO

W3=_ = .
EI22 4 6 48E]

)
il a -qfd
Tolad ™ iy
MW b qt? g’
F ’ jj
7 4 M c
2
c % ll
! : d
| 2 F
g~ . Wy F
3% 4 m
34 4 m' e
1
{ e ;
?A '?1 D f
m" — 4
T f 2 N » 20
E T 18T
} 2 m" g

Fig. 12.12 Fig. 12.13
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Pentru calculul unghiului de rotire in reazemul /, se aplica un cuplu egal cu
I pe reazemul barei din figura 12.12, e si se construieste diagrama m" din figura
12.12, 1. Aplicand regula lui Veresceaghin se obtine

1 FlL1 F 2

EI2 42 16EI’

0 =

Exemplul 12.9

Sa se calculeze sdgeata si unghiul de rotire in sectiunea 3 a barei din figura
12.13, a utilizdnd metoda Mohr-Maxwell si regula lui Veresceaghin.

Rezolvare

Se determina reactiunile si se construieste diagrama M (fig.12.13, b).
Deoarece pe intervalul /-2 impartirea In parabole cu panta nulad la o extremitate
este complicatd, se construiesc diagramele partiale din fig. 12.13, ¢, separat pentru
sarcina distribuitd si pentru forta concentrata. Pentru calculul sagetii in punctul 3,
se aplicd in acest punct o forta verticald egala cu / (fig. 12.13, d). Se calculeaza
reactiunile si se traseaza diagrama m’ (fig. 12.13, e). Sageata este

12 g Y 11 5)2 22 2q£4
/A S R U ] ) = ¢
T 2( 2) EI 2 ( %( " EI2 ( 7 )5

Pentru calculul unghiului de rotire al sectiunii 3, se incarca bara in aceasta
sectiune cu un cuplu egal cu / (fig. 12.13, f). Se calculeaza reactiunile si se traseaza
diagrama m" (fig. 12.13, g). Unghiul de rotire este

oy =L 22gi[_lj _—2z( gl )%(—1)+Ll£(—q€2)(—l)=ﬂ.

El3 2 2) EI2 EI 2 6E1

Intrucat atat sageata cat si unghiul de rotire sunt pozitive, deplasarea si
rotirea vor avea loc in sensurile sarcinilor unitate aplicate.

Exemplul 12.10

Sa se calculeze deplasarile pe verticala si orizontala, precum si unghiul de
rotire Tn sectiunea 2 a barei cotite din figura 12.14, a. Se cunoaste modulul de
rigiditate la incovoiere E[ .

Rezolvare

Se traseaza diagrama M (fig. 12.14, b).

Pentru calculul deplasarii pe verticald in punctul 2 se aplica in acest punct
o forta verticala egala cu / (fig. 12.14, ¢) si se traseaza diagrama m’' (fig. 12.14, d).
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Utilizand regula lui Veresceaghin, rezulta deplasarea pe verticala

W, =é[€(— 3F0)(- 4€)+%3€(— 3FC)(- 35)} = 5212 f :

Pentru calculul deplasarii orizontale in 2, se aplica in acest punct o forta
orizontala egald cu unitatea (fig. 12.14, e) si se traseaza diagrama m" (fig. 12.14,

f). Rezulta
3
hzzif(—y«w) _L)3 e
EI 2) 2EI
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Pentru calculul unghiului de rotire al sectiunii 2, se aplicd In aceasta

sectiune un cuplu egal cu unitatea (fig. 12.14, g) si se traseaza diagrama m" (fig.
12.14, h). Rezulta unghiul de rotire

1 1 15F0*

=— | 0(=3F0)(-1)+=3¢(=3Fr)(-1)| = .

02 =7 3D 3| =
Exemplul 12.11

Sa se calculeze sageata in punctul de aplicatie al fortei si unghiul de rotire
in reazemul din stanga al barei in trepte din figura 12.15, a.

Rezolvare
Momentele de inertie axiale sunt /; = 7 d14 / 64 sil,=7x d; / 64 .

Se calculeazad reactiunile (fig. 12.15, b) si se traseaza diagrama M (fig.
12.15, ¢). Se aplica o forta egala cu / in sectiunea 4 (fig. 12.15, d) si se construieste
diagrama m' (fig. 12.15, e). Se calculeaza deplasarea verticala in sectiunea 4,
utilizdnd regula lui Veresceaghin pe patru intervale, determinate de saltul de
diametru si saltul de panta in diagrama m':

Wy

_ 1 (L,2Fr220 1,3F0230

EL\2 5 35 2 5 35

L[, 2F04 1, aFr(20 240\ 3FLOC 1 3FL(30 230Y]
252 55 35

EL|T 5 5 27 515 35) 5

_13F0 . 167F (3
75EI,  75EI,

Wy

Se aplica un cuplu egal cu / in sectiunea / (fig. 12.15, f) si se construieste
diagrama m" (fig. 12.15, g). Se determind rotirea in sectiunea / cu regula lui
Veresceaghin, tot pe patru intervale, fiind mai usor de calculat ariile din diagrama
M, altfel fiind necesare doar trei intervale determinate de saltul de diametru:

1|1 2F€(4 11) 1 3F/21
pp=—A—| == |+ — == |+
EL|2 5 \5 35) 2 5 35

Ly 2F03 1, 40002 123, 3FE3 1, 3FE52)
EL|" 5 5 27 5 (5 35 510 2 5 65

_16F¢? .\ 89 F(*

M= 95En  T5EL
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12.10.2 Formula lui Simpson

O altd metoda de calcul a integralei lui Mohr (12.56) pentru bare drepte se
bazeaza pe formula stabilitd de Newton, dar atribuitd lui Thomas Simpson (1737).

, M 1 M,
/ ) A( [T 1) "
// 7:4/1 B CTC

Lo\ e

A B @ K
O Vi ¢ X
2 |2 |
Fig. 12.16 Fig. 12.17

Daca intervalul de integrare, de lungime ¢, se imparte In doud subintervale
egale (fig. 12.16) iar functia f (x)zM (x) m(x) este aproximatd prin o parabola
care sd treacd prin punctele de la capetele intervalului, de ordonate f,, f., side
la mijlocul acestuia, de ordonata f, atunci aria suprafetei de sub curba se poate
calcula cu formula lui Simpson

j Fe)dr=2(f4 475 + fc). (12.58)

Pentru portiuni de bard incdrcate cu o sarcind uniform distribuita
q =const. (fig. 12.17), momentul incovoietor M (x) variazd parabolic, momentul
m(x) variazd 1n general liniar, deci functia Mm este un polinom de gradul cel

mult trei si integrarea este exacta. Daca una din diagramele M sau m intersecteaza
axa absciselor, atunci integrarea se face pe intervale determinate de punctul de
intersectie.

Calculul deplasarilor cu metoda Mohr-Maxwell se face impartind bara in
portiuni pe care functia de integrat este diferita.

Se utilizeaza relatia

‘;
(M ymy+4Mpmg + Meme)..  (12.59)
;J (£1,, ), 6(E1 )i
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Deoarece

M,+M:. q? m, +me
= + , mp=—"——
2 8 2

relatia de calcul a deplasdarilor devine

Mp

n 2
l; q!
;=Y —L—|IMy+Mc+——|lmy+mec)+M m4+Mceme | . (12.60
J ;6(5’7)})1’[( A C 4J( g +me)+Mmy cmc | ( )
- 1

Pentru portiuni de bara incarcate cu sarcina avand o distributie liniara sau
mai complicata, formula (12.58) este aproximativa.

Exemplul 12.12

Sa se calculeze deplasarea verticala a punctului 2 al barei din figura 12.18,
a, prin metoda Mohr-Maxwell, utilizind regula Iui Simpson si regula lui
Veresceaghin.

Rezolvare

Se traseaza diagramele T (fig. 12.18, b) si M (fig. 12.18, ¢). In vederea
aplicarii regulii lui Veresceaghin se construiesc diagramele M partiale, separat
pentru sarcina distribuitd si pentru forta concentratd (fig. 12.18, d). Se aplica in
punctul 2 o fortad verticald egala cu / (fig. 12.18, e) si se traseaza diagrama m (fig.
12.18, f). Aplicand formula (12.60) rezulta deplasarea pe verticala

" :6_21{(_%#]7{2} (_€)+(_q_§2j (_Z)} - 7(]2§1 '

Aplicand regula lui Veresceaghin separat pentru cele doud diagrame
partiale din figura 12.18, d se obtine

2 2 4
" _llf(_ﬁjz(_g)+_11€%z(_f)_ﬂ

“E3 | 2 |4 E[2 3 3 ' TEI

Exemplul 12.13

Sa se calculeze deplasarea verticala a punctului 2 al barei din figura 12.19,
a, prin metoda Mohr-Maxwell, utilizind regula lui Simpson si regula lui
Veresceaghin.

Rezolvare

Se traseazad diagramele T (fig. 12.19, b) si M (fig. 12.19, c). Se aplica in
punctul 2 o forta verticald egald cu 7 (fig. 12.19, d) si se traseaza diagrama m (fig.
12.19, e). Aplicand formula (12.60) rezulta deplasarea pe verticala
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Fig. 12.18 Fig. 12.19

Deoarece in sectiunea 2 forta tdietoare nu este zero, parabola din figura
12.19, ¢ nu are pantd nula in 2, deci relatiile din figura 12.11, b nu sunt aplicabile.
Se construiesc diagramele de momente Incovoietoare produse separat de forta
concentrata (fig. 12.19, f) si de sarcina distribuita (fig. 12.19, g). Aplicand succesiv
regula lui Veresceaghin se obtine

2 s
W, —1lf(_qu)g(_g)+_11{_%Ji(_g)_Uqf

T El2 3 EI3 | 2 |a' T 2aEr”

Exemplul 12.14

Sa se calculeze sageata si unghiul de rotire in sectiunea 3 a barei din figura
12.13, a prin metoda Mohr-Maxwell si regula lui Simpson.
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Rezolvare

Se utilizeaza diagrama M din figura 12.13, b si diagramele m’ (fig. 12.13,
e) sim" (fig. 12.13, g). Sageata este

" 1 20 Ko_qu +%4zzj(—€)+(—q€2)(—€)}r

TE 6

Ll far) ] - 242

Unghiul de rotire este

oy =2 Ko-wz +%452j(—1—1)+(— qu)(—l)}

TE 6

ey ey Lala] -

12.10.3 Deformatii in sisteme de bare articulate

In cazul barelor solicitate la intindere-compresiune, deformatiile se pot
calcula cu relatia
N;n;
0, = J. Lt dx, 12.61
=2 T (12.61)

unde N, este forta axiald in sectiunea x a sistemului solicitat de fortele exterioare,

n; este forta axiald in sectiunea x a sistemului cu aceeasi rezemare, dar solicitat de
o singura forta egald cu / aplicatd in punctul si pe directia lui &, iar E; 4; este
modulul de rigiditate la intindere-compresiune al barei i.

Relatia (12.61) se poate deduce direct, pe baza unui rationament analog cu
cel folosit la demonstrarea teoremei lui Betti. Pentru simplitate se va renunta la
indici pentru barele care compun sistemul.

Se aplica sistemului o fortd egala cu unitatea, pe directia deplasarii cautate
0. Forta axiala intr-o sectiune datd este n. Energia potentiald de deformatie (5.5)

2
n-dx
este Z I .
2EA
!
Se aplica apoi fortele exterioare. Forta axialda datorita acestora este M.
N?dx
2EA

Energia de deformatie corespunzaitoare este Zj . La aceasta se adauga

4
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lucrul mecanic efectuat de forta / pe deplasarea 0 ; produsa de fortele exterioare.

Energia de deformatie finala totala

+1-5- 12.62
2EA .[ 2EA J ( )

este egald cu energia de deformatie acumulata in cazul aplicérii simultane a fortei
unitate si a sarcinilor exterioare, cand forta axiald este (N +n)

ZJ' (N +n)dv. (12.63)
2FA4
Egaland expresiile (12.62) si (12.63), rezulta
=3 j N7 (12.64)
) EA

La grinzile cu zdbrele, fortele axiale si modulele de rigiditate sunt
constante pe lungimea barelor, deci relatia (12.64) devine

N;n;t;
8'2 1" 1
J Z,: E; 4;

Exemplul 12.15

Sa se calculeze deplasarea punctului 3 al sistemului de bare articulate la
capete din figura 12.20, a, la care pentru toate barele £4 =const.

Rezolvare

Se calculeaza intai reactiunile, apoi, utilizand metoda izolarii nodurilor, se
determind eforturile in bare. Tinand sema de conventia de semne din Rezistenta
materialelor

F
Nyy=——7—, N31:_a’ N21=F-

Pentru calculul componentei verticale a deplasarii, ws, se aplicd o forta

verticald egala cu unitatea in punctul 3 si se determina eforturile in bare. Inlocuind
F =1 1in expresiile de mai sus, se obtine
1 1

Nyp ==——, N31=——, ny =1.
sina tga
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Relatia (12.61) devine

3
1 1
Wy =— E INl-n,- dx=—(N13n13£13 +N3pn3pls +N21n21€21)=
EA P EA

1( F _ F/ cosSou+sino +1
=— —2€ cosa + 5 ?+ F /¢ sino. _ D Cos a+s21n ot
EA| tg*a sin“o E sin“o
;=F
a2 I
17 tgo @ EA
. & "@
F
B = g0 ¢
—Pg a
©)
H=1 i
i’ @ -

Fig. 12.20

Pentru calculul componentei orizontale a deplasarii, /5, se aplica o forta

orizontald egald cu unitatea in punctul 3 (fig. 12.20, b) si se calculeaza eforturile in
bare:

Rezulta
N lcosa 1 F F ! cos?
hy = 13 13 =— l-fcosozz—co.s 2.
EA EAtga EA sina

Deplasarea totala va fi
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12.11 Sisteme static nedeterminate

Sistemele static nedeterminate (denumite si sisteme hiperstatice) studiate in
Rezistenta materialelor sunt sisteme elastice la care nu se pot determina toate
eforturile cu ajutorul ecuatiilor de echilibru ale Staticii.

Atunci cand numarul reactiunilor necunoscute, datorite legaturilor, este
mai mare decadt numarul ecuatiilor de echilibru static, sistemul este static
nedeterminat exterior. Gradul de nedeterminare este egal cu diferenta intre numarul
necunoscutelor si numarul ecuatiilor de echilibru.

Atunci cand sistemul de bare contine contururi Inchise, nu se pot determina
eforturile interioare, sistemul fiind static nedeterminat interior. Un contur plan
inchis, solicitat de forte coplanare, este triplu static nedeterminat.

In continuare se vor considera numai sisteme de bare plane, solicitate de
forte coplanare, la care gradul de nedeterminare » este dat de relatia

n=r+3c—e,

unde  este numarul reactiunilor exterioare, c- numarul contururilor inchise, iar e=3
este numarul ecuatiilor de echilibru din statica.

12.11.1 Metoda eforturilor

Se considera un sistem static nedeterminat exterior.

Inlocuind legaturile cu reactiuni, in afara fortelor exterioare, asupra
sistemului vor actiona 7 reactiuni, pentru calculul carora se dispune de trei ecuatii
de echilibru. Pentru rezolvarea problemei, sunt necesare incd (r—3) ecuatii,

reprezentand conditii de deformatie.

Se utilizeazad metoda eforturilor, exprimand deformatiile in functie de
eforturi. Se transforma sistemul static nedeterminat (s.s.n.) Intr-un sistem static
determinat (s.s.d.) echivalent, prin suprimarea unui numar corespunzitor de
legaturi, care se Inlocuiesc cu (V—S) forte (sau momente) exterioare numite

necunoscute static nedeterminate (reactiuni hiperstatice) care se vor nota distinct
cu X; (jzl,...,r—3).

Se scriu conditiile de echivalenta intre s.s.d. echivalent si s.s.n. Acestea
sunt conditii de deformatie in punctele si pe directiile necunoscutelor static
nedeterminate, Tn care deformatiile se exprima in functie de eforturi. Se rezolva
sistemul format din ecuatiile provenite din conditiile de deformatie, din care se
obtin necunoscutele static nedeterminate, apoi din ecuatiile de echilibru se
determind restul reactiunilor sau eforturilor care actioneaza in sistemul static
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determinat echivalent. Astfel, problema se reduce la studiul sistemului static
determinat echivalent.

De mentionat ca la sisteme static nedeterminate compuse din bare de
diferite sectiuni, In general, se face un calcul de verificare a tensiunilor din bare,
deoarece la scrierea conditiilor de deformatie trebuie cunoscute modulele de
rigiditate ale barelor componente. La sisteme formate din o singura bard de
sectiune constantd, din o bard in trepte cu rapoarte date Intre dimensiunile
transversale ale diferitelor tronsoane sau din bare cu acelasi modul de rigiditate se
poate face si un calcul de dimensionare.

12.11.2 Teorema lui Menabrea

Conditiile de echivalenta intre sistemul static nedeterminat dat si sistemul
static determinat echivalent, se pot scrie utilizdnd a doua teorema a Iui Castigliano
(12.47).

La sisteme static nedeterminate exterior, cu reazeme rigide fixe, deplasarile
pe directiile necunoscutelor static nedeterminate sunt nule, deci conditiile de
deformatie se scriu sub forma

ou
u. =——=

0. 12.65
i T ax (12.65)

J
Relatia (12.65) exprimd analitic teorema lui L. F. Menabrea (1857):

valorile reactiunilor hiperstatice corespund unui minim al energiei potentiale de
deformatie.

Intr-adevar, relatia (12.65) indicad o conditie de extrem a energiei de
deformatie. Se demonstreaza ca acesta este un minimum daca echilibrul este stabil.
In acest sens, teorema lui Menabrea corespunde principiului actiunii minime.

In cazul barelor solicitate la incovoiere, relatia (12.65) devine

J'i OM 40, (12.66)
EI, 0X,

[
iar in cazul barelor cotite si al cadrelor, aceasta se extinde pe toate barele

componente
n
M, oM,
Zj i Ldv=0. (12.67)
N Nrye
i=1 [i Vi J

Teorema lui Menabrea se aplica si sistemelor static nedeterminate interior:
valorile eforturilor static nedeterminate, care actioneaza in barele unui sistem in
echilibru stabil, corespund unui minim al energiei potentiale de deformatie.




12. METODE ENERGETICE 37

Exemplul 12.16

Se cere sa se traseze diagrama momentelor incovoietoare la bara din figura
12.21, a.

Rezolvare

Inlocuind legaturile cu reactiuni (fig. 12.21, @), se pun in evidentd patru
reactiuni, pentru calculul carora se dispune de numai trei ecuatii de echilibru.
Sistemul este simplu static nedeterminat. Se alege ¥V, drept necunoscutd static
nedeterminatd si se noteaza X . Se desfiinteaza reazemul simplu din punctul 2 si
se construieste sistemul static determinat echivalent (fig. 12.21, b). Forta exterioara
X, actioneaza in capatul liber din punctul 2.

1\/6 FEI
q
Hfof A T 74
1D . \- “
Vi ¢ 4
M, q
Q T 171 ,
X
v, ! X
8
M \@*f ¢
M2
128
Fig. 12.21

Conditia de echivalentd intre s.s.d. (fig. 12.21, b) si s.s.n. (fig. 12.21, a)
este

W2:0,

deci, desi sistemul static determinat din figura 12.21, b are capat liber in 2, se cauta
acea valoare a fortei X, care, actiondnd asupra barei mpreund cu sarcina

distribuita ¢, face ca sageata in punctul 2 sa fie nuld (ca si cum ar exista un reazem
simplu).



38 REZISTENTA MATERIALELOR

Conform relatiei (12.66), pentru bara de sectiune constantd, conditia de
deformatie se scrie

jM—dx 0.

In sectiunea x, momentul incovoietor este

2
M(X)ZXIX—%

iar derivata in raport cu forta X, este
oM
0X,

Conditia de deformatie devine

E[Xlx__]m 0.

de unde rezulta

8
Din ecuatiile de echilibru se calculeaza apoi
2
v = 5¢q/ ’ M, = q?l ’
8 8

astfel ca se poate construi diagrama momentelor incovoietoare (fig. 12.21, ¢), pe
baza careia se face dimensionarea.

12.11.3 Ecuatiile canonice ale metodei eforturilor

Se considera sistemul static nedeterminat din figura 12.22, a, la care se
pune problema determindrii reactiunilor. Sistemul este dublu static nedeterminat.
Se construieste sistemul static determinat echivalent (fig. 12.22, b) la care
necunoscutele static nedeterminate s-au notat cu X, respectiv X, .

Se formeaza apoi incé trei sisteme, avand aceeasi rezemare ca sistemul
static determinat, Insa solicitate diferit:

a) sistemul 0 (numit si sistem de baza), solicitat numai de fortele exterioare
aplicate initial asupra s.s.n. (fig. 12.22, ¢);
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b) sistemul /, solicitat de o forta egala cu /, aplicatd in punctul si pe
directia lui X, (fig. 12.22, d);

c) sistemul 2, solicitat de o fortd egala cu /, aplicatd in punctul si pe
directia lui X, (fig. 12.22, e);

Conditiile de echivalenta intre s.s.d. (fig. 12.22, b) si s.s.d. echivalent (fig.
12.22, a) se scriu

w =0, wy =0, (12.68)

deci s.s.d. trebuie sa aiba sageti nule in punctele / si 2, care in s.s.n. corespund
sectiunilor din dreptul reazemelor.

HiOry 1F @ 1F @

— - A a
|7 TTA777 Yz Za
MOT 0 4 7,
"o VF
s.s.d. f'] Cf) b
X; X
F F
HO” A l l C
S10 020
L
N]N
d
4 f 7
H2N 4 512 522
2 / e
Fig. 12.22

Utilizand conceptul de coeficient de influentd (v. par. 12.3), In figurile
12.22, ¢, d, e s-au notat deplasarile in sectiunile / si 2. Astfel, J,; reprezinta
deplasarea in punctul 2 produsa de o fortd egala cu unitatea aplicata in sectiunea /.
Generalizand, J,; reprezinta deplasarea in sistemul /, masurata in punctul si pe
directia necunoscutei static nedeterminate X, . Analog, J;, este deplasarea in

sistemul 0, in punctul de aplicatie si pe directia de actiune a lui X; etc.
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Aplicand principiul suprapunerii efectelor, relatiile (12.68) se scriu

010+ X011+ X, 6, =0,

(12.69)

de unde rezultd necunoscutele static nedeterminate X; si X, .

Relatiile (12.69) reprezinta ecuatiile canonice ale metodei eforturilor i pot
fi generalizate la sisteme cu un grad mai mare de nedeterminare.

< < /0 . N . N .
Dacé se noteaza M"~, m; si m, momentele Incovoietoare intr-o sectiune

oarecare a sistemelor 0, I, respectiv 2 (neaparat aceeasi sectiune), atunci
coeficientii din ecuatiile (12.69) se pot calcula cu metoda Mohr-Maxwell astfel

EI
! ! , (12.70)

MP° M°
1o ZJ E;nl dx, &y = ™ dx
v

2 2
m my m m
Oy = ==dx, &p=0y= 12 4, & =.[—2dx,
1 JEI 12 =07 J 2 71
[

El
[

La acelasi rezultat se poate ajunge si pe baza teoremei lui Menabrea.

Intr-o sectiune oarecare a unui sistem static nedeterminat, momentul
incovoietor se poate scrie sub forma

M=m X +myX,+...+M°, (12.71)

unde primii termeni din membrul drept aratd contributia eforturilor static

nedeterminate X ;, iar ultimul termen aratd contributia celorlalte sarcini aplicate

sistemului.

Conform teoremei lui Menabrea, in cazul particular al incovoierii

A
M
M oM 4, j=lon.  (12.72)
) E1 0X,

Notand derivata STM: m; si facand inlocuirile in relatiile (12.72), se

obtine
1

= (MO +my X| +my Xy +) m;dv=0, j=l..n, (12.73)

Ot~
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care cu notatiile

se transforma in ecuatiile canonice

5 J‘Momjdx
L Y

4

511 X] +512 Xz +....+5]n Xn = _5]0,

0y X1 +00n Xy +....40,, X,

= —520,

5’,’1 Xl +5n2 X2 +""+5nn Xn = —5,10.

Exemplul 12.17

(12.74)

(12.75)

41

Se cere sa se traseze diagrama momentelor incovoietoare la bara cotitd din

figura 12.23, a.

Rezolvare

Se 1inlocuiesc legaturile prin reactiuni.

Sistemul este dublu static

nedeterminat. Se aleg reactiunile H, si V| ca necunoscute static nedeterminate. Se

construieste s.s.d. echivalent (fig. 12.23, b), transforménd articulatia / in capat
liber, deci anuland legaturile corespunzatoare reactiunilor static nedeterminate, care

devin fortele exterioare X si X, .

b
d
24 £
E IICINEEL
£ ‘17 e 1 - r
ler— my
H
24 E
l von
2 g my 2t h
b

Fig. 12.23
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Se construieste sistemul 0 (fig. 12.23, ¢) si diagrama momentelor

incovoietoare M (fig. 12.23, d), apoi sistemul / (fig. 12.23, e) si diagrama
momentelor incovoietoare my (fig. 12.23, f), si sistemul 2 (fig. 12.23, g) si

diagrama m, (fig. 12.23, h).

Se calculeaza coeficientii (12.74), utilizand regula lui Veresceaghin

3
510:L1(_Fg)g.g:_F€ ,
EI?2 2FE1
3
520:Ll (_Fg)g.ézg:_SFg ,
EIl?2 6 6F1
3
5“:L Qg.g.ulg.g.gg :l’
El 2 3 3E]
11 2 3
5222_—2€2£—2€=_8€ N
EI?2 3 3F1
203

1
512 :521 :EZEEEZE.

Dupa 1inlocuire 1n ecuatiile (12.75) sau (12.69) si simplificari, se obtine
sistemul algebric liniar

3 2
3 6
cu solutiile
6F : 17F
=——, i X, =—.
T 2740

Semnul minus aratd cd forta X, are sens contrar celui indicat in figura

12.23, b. Rezulta ca sistemul static determinat echivalent are configuratia din figura
12.23, i iar diagrama momentelor incovoietoare este cea redata in figura 12.23, ;.

Exemplul 12.18

Se cere sid se traseze diagrama momentelor incovoietoare la bara dublu
incastrata, de sectiune constanta, din figura 12.24, a.

Rezolvare

Se inlocuiesc incastrarile cu reactiuni. Fortele orizontale sunt nule. Rdman
patru reactiuni necunoscute §i numai doud ecuatii de echilibru, deci sistemul este
dublu static nedeterminat.
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Se aleg momentele M, si M, drept necunoscute static nedeterminate. Se

construieste s.s.d. echivalent (fig. 12.24, b), transformand incastrarile in reazeme
simple, deci anuland legaturile corespunzatoare reactiunilor static nedeterminate,
care devin momentele exterioare X; si X, .

F
ME @ B @y (o
H - 0 /H _ nyn A e
S.8.7. a b a 1 0+b 1
X l e 7
¢ 3/

= i )
X, F X m m
s.8.d. (% Y b 777772 b

"o

+ © 2 aET”
! 7 TI777
Eb (Tﬁl I+b Fa m

A

Fig. 12.24

Se construieste sistemul 0 (fig. 12.24, ¢) si diagrama momentelor

incovoietoare M° (fig. 12.24, d), apoi sistemul [ (fig. 12.24, e¢) si diagrama
momentelor incovoietoare m; (fig. 12.24, f), si sistemul 2 (fig. 12.24, g) si
diagrama m, (fig. 12.24, h).

Se calculeaza coeficientii (12.74), utilizdnd regula lui Veresceaghin

1 1£Fab[_f+bJ:_Fab@+b)

0T Er2 3/ GIEI
11 Fab( (+a) Fab(l+a)
DT Er2 3¢ 6(EI
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/
Spp = ——,
27 3p]

11 1 l
da =0 =75/ 005 )= g7

Dupa inlocuire in ecuatiile (12.75), se obtine sistemul algebric liniar

/ / Fab ((+b)

-X|+=X, = ,
37677 6/
g%+£%:qu+@’
6 3 6/
cu solutiile
Fab® . Fa*b

Aplicand aceste momente in sistemul static determinat echivalent se obtine
diagrama momentelor incovoietoare din figura 12.24, i.

Exemplul 12.19

Se cere sa se calculeze reactiunile si sd se construiascd diagrama
momentelor Tncovoietoare la bara din figura 12.25, a considerand sistemul static
nedeterminat interior.

Rezolvare

Aplicand principiul suprapunerii efectelor, bara din figura 12.25, a poate fi
descompusa 1n doud sisteme simplu static nedeterminate, unul incarcat simetric si
altul incarcat antisimetric, ca in fig. 12.25, b si ¢, care se rezolva ca sisteme static
nedeterminate interior, prin sectionare in planul central. Fortele axiale sunt nule.

La bara din figura 12.25, b, geometric simetricd si incarcatd simetric, in
planul de simetrie forta tdietoare este nuld, deci actioneaza doar un moment
incovoietor care se alege ca necunoscuti static nedeterminata (fig. 12.25, d).

La bara din figura 12.25, ¢, geometric simetrica si Incarcatd antisimetric, in
planul de simetrie momentul Incovoietor este nul, deci actioneaza doar o forta
taietoare care se alege ca necunoscuta static nedeterminata (fig. 12.25, e).

Pentru fiecare jumatate de bara se construiesc sistemele 0 si /, diagramele

M° si my (fig. 12.25, f,...m), se calculeazd coeficientii ecuatiei canonice §i se

determind necunoscuta static nedeterminata care se inlocuieste in s.s.d. echivalent.
si se construieste diagrama momentelor incovoietoare.
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a
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Pentru bara din figura 12.25, d se obtine

1 1¢( Fr Fr? 1 ¢ ¢
0= 551" 7 |'tT~ ’ op=—mll="r,
EI23 6 36ET EI2 2E]
__ % _FL
T

deci s.s.d. echivalent are incarcarea din figura 12.25, n si diagrama momentelor
incovoietoare din figura 12.25, p.

Pentru bara din figura 12.25, e se obtine

L1 FeNT0 TFP 120 P
IO_EEE(_?)E__M;EI’ W gr222 32 24EI’
& _TF
1__5_75

deci s.s.d. echivalent are incarcarea din figura 12.25, o si diagrama momentelor
incovoietoare din figura 12.25, r.

Se insumeaza reactiunile (fig. 12.25, s) si cele doud diagrame partiale,
rezultand diagrama momentelor incovoietoare pentru s.s.n. dat (fig. 12.25, 7).

Exemplul 12.20

Sa se construiasca diagrama momentelor incovoietoare la bara din figura
12.26, a considerand sistemul static nedeterminat exterior, prin descompunere intr-
un sistem incarcat simetric si unul incarcat antisimetric.

Rezolvare

Aplicand principiul suprapunerii efectelor, bara din figura 12.26, a poate fi
descompusa in doud sisteme simplu static nedeterminate, unul incércat simetric si
altul incarcat antisimetric, ca in fig. 12.26, b si ¢, la care fortele axiale sunt nule.

La bara incarcata simetric din figura 12.26, b, in iIncastriri momentele
incovoietoare sunt egale si de sens contrar, deci reactiunile verticale se pot calcula.
Se construieste s.s.d. echivalent in care incastrarile se transforma in reazeme simple
iar momentele din incastrari se aleg drept necunoscute static nedeterminate (fig.
12.25, d).

La bara incarcata antisimetric din figura 12.26, ¢, in incastrari momentele
incovoietoare sunt egale si de acelasi sens. Se construieste s.s.d. echivalent 1n care
incastrarile se transforma in reazeme simple iar momentele din incastrari se aleg
drept necunoscute static nedeterminate (fig. 12.26, e).

Se construiesc sitemele 0 si /, diagramele M 0 si my (fig. 12.26, f,...m), se
calculeaza coeficientii ecuatiei canonice §i se determind necunoscuta static
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nedeterminata care se inlocuieste in s.s.d. echivalent. si se construieste diagrama
momentelor incovoietoare pentru fiecare din cele doud subsisteme.

F
Fl
(/3 20/3 “
F ya F
2 2 5
j /3 l£/3 l A ] 3 l 3 T 73 ¢ g
F
I 2
X, L Ly X 2l X,
2 2 /
P L R T A
77777 77777 7777 7 77777
F F F
2} |7 2|
s % & 2
b /2 Vi 2 F
2 2 6 6
o 4 Y
MO h 8 18 E;
@ w1 L
yi4 %4/18
1 6 1 ! .

‘Mremm’ | ., Bk

mj ) : @ m
R ] e
9 27
s 2 (& )
sz—,—g H T w2 VR
_Lre FY 54 _ e
RN NN
M’ e [V p 27 \J\IFK r
yoa 7 27
18 162
/4_/ 2
2 27
AN -
M s
N
8K 8
81

Fig. 12.26
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Pentru bara din figura 12.26, d se obtine

1 1(, ¢\Fe F? 1 0
Sjo=——| l+=|— (D)=, & =—"t-(-1)-(-1)=—,
10 EIZ( 3)6 -1) 9EI n= gy (=1)-(1) EI
_S0 _F?

Xl = 5
11 9

b

deci s.s.d. echivalent are incarcarea din figura 12.26, n si diagrama momentelor
incovoietoare din figura 12.26, p.

Pentru bara din figura 12.26, e se obtine

1 1¢F0( 4 F 2 117/ 2 /
— 2|2 = S =———(-1)-Z(-1)= ——
4] =)

0T Fr22180 o) T T81ErT M ET RV
X, :_@:ﬂ’

deci s.s.d. echivalent are incarcarea din figura 12.26, o si diagrama momentelor
incovoietoare din figura 12.26, r.

Daca se insumeaza cele doud diagrame partiale se obtine diagrama
momentelor incovoietoare a sistemului dat (fig. 12.26, s).

Exemplul 12.21

Sa se construiasca diagrama momentelor incovoietoare la bara inelard din
figura 12.27, a si sa se calculeze deformatia diametrala pe directia de actiune a
fortelor. O astfel de bard constituie elementul deformabil la unele dispozitive
utilizate la etalonarea masinilor pentru incercari la tractiune.

Rezolvare

Bara este un s.s.n. interior. Sectionand bara in punctele 1 si 2, in fiecare
sectiune se introduc trei eforturi (fig. 12.27, b), deci aparent sistemul este triplu
static nedeterminat. Datoritd simetriei fatd de diametrul vertical, fortele tiietoare
sunt F/2. Datoritd simetriei fatd de diametrul orizontal, fortele axiale ar trebui sa
fie egale si de acelasi semn, dar neexistand forte exterioare orizontale acestea sunt
nule, iar momentele M, si M, sunt egale si de sens contrar, deci ambele se aleg ca

necunoscute static nedeterminate. Fiind egale, sistemul este simplu static
nedeterminat. Jumatatea din dreapta a s.s.d. echivalent este liberd la capete si

actionatd de fortele F/2 si momentele X, (fig. 12.27, ).

In sistemul 0, actionat doar de fortele F/2, momentul incovoietor este

M° =—-05FR sing, iar In sistemul /, actionat de cupluri egale cu / aplicate in

locul momentelor X;, momentul incovoietor este ny =1.
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Rezulta

Fig. 12.27

Intr-o sectiune oarecare, momentul Incovoietor este

~1"0.157 FR’
F 2 fr

/

49
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Diagrama momentelor incovoietoare este prezentata in figura 12.27, d.

Calculul deformatiilor s. s. n. se face utilizand s. s. d. echivalent. Pentru
calculul deplasarii relative a punctelor / si 2, se considerd semi-inelul din fig.
12.27, e, liber la capete ca si s. s. d. echivalent si solicitat de forte egale cu / pe
directia deformatiei. In acest sistem, momentul incovoietor este m = — R sing , deci

7 3 7 3
1 FR 1 1 FR (r 2
A =—JMde =—— | | ———sing |singp dp= ———,
12 EIO 4 0( > (DJ ¢ do ( j

4 ElI \4 =«

3
El

In figura 12.27, f'se prezinta deformata statica a inelului.

Exemplul 12.22

Sa se construiasca diagrama momentelor Incovoietoare la bara cotitd dublu
articulata din figura 12.28, a.

Rezolvare

In cele doud articulatii actioneazi patru reactiuni. Sistemul este simplu
static nedeterminat. Reactiunile V| si V, pot fi determinate din ecuatiile de
echilibru, deci nu pot fi alese ca necunoscute static nedeterminate. Din ecuatia de
momente fatd de reazemul / se obtine V, =F, apoi din ecuatia de proiectii a

fortelor pe verticald se obtine V| = F'. Rdmane ecuatia de proiectii a fortelor pe
orizontald H| + H, = I, in care apar doud necunoscute.

Se alege reactiunea orizontala /, drept necunoscuta static nedeterminata
si se noteazd X;. Se construieste s.s.d. echivalent (fig. 12.28, b), inlocuind
articulatia din 2 cu un reazem simplu, deci anuland legatura corespunzatoare lui
X, care devine fortd exterioara.

Se construieste sistemul 0 (fig. 12.28, ¢) si diagrama momentelor
incovoietoare M° (fig. 12.28, d), apoi sistemul 7 (fig. 12.28, e) si diagrama
momentelor incovoietoare m; (fig. 12.28, f).

Se calculeaza coeficientii (12.74), utilizand regula lui Veresceaghin

1
N z—{

Lore2 (—€)+%£F€(—€)

2 3 6EI°

}__51«73
El
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1 (.1 2 503
B U S I ChI R
apoi, din ecuatia canonicd, necunoscuta static nedeterminata
__ %0 _F
s, 2]

Se inlocuieste aceastd valoare in sistemul static determinat echivalent (fig.
12.28, g) si se construieste diagrama momentelor incovoietoare (fig. 12.28, ).

F El I
/ ¢
0l sson L 4 ¢ ssd |0 b
HI H2 )(]
O ~@ A /N
77777
V,=F V=F VF F
P e
_'_
HON Fg M()
c d
F
j% 3 HEXIY
4
€ nyn e e m, f
B It
)2, 7 2
2
M
F F g h
N \
777V 77
F F
Fig. 12.28

Daca eronat s-ar alege V, ca necunoscutd static nedeterminatd, atunci

sistemul 0 nu ar fi static determinat, ci mecanism.



52 REZISTENTA MATERIALELOR

Exemplul 12.23

Sa se construiasca diagrama momentelor incovoietoare la cadrul dublu
incastrat din figura 12.29, a.

Rezolvare

Sistemul este triplu static nedeterminat. Se aleg reactiunile V,, H, si M,

drept necunoscute static nedeterminate. Se construieste s.s.d. echivalent (fig. 12.29,
b), transformand 1Incastrarea 2 in capat liber, deci anuland legaturile
corespunzatoare reactiunilor static nedeterminate, care devin sarcinile exterioare

Xl’ X2 $1 X3

2 2 18]
AL e -1 Fe

168
/ 4 85 7/
L 2 f— p 20 336;;
47
M | S.8.7. M )G X, -
. § ~ N ;_, E L re
HI F- ﬂj H2 N X 4
Ioa V2 b vy’ b
20 20 20 20
L @ 20 2f @ 20 20 @ 20 20 @ 20
V. 74 7 1 ‘ \.}
c oy e I" g i 1
/4 S 20 2
» HLeNH,, HHelH,
MO O m,; m, @ my @
-F/ E 1 1 E
d A h :
Fig. 12.29

Se construieste sistemul 0 (fig. 12.29, ¢) si diagrama momentelor

incovoietoare M° (fig. 12.29, d), apoi sistemul / (fig. 12.29, e) si diagrama
momentelor Incovoietoare my; (fig. 12.29, f), sistemul 2 (fig. 12.29, g) si diagrama

m, (fig. 12.29, h) si sistemul 3 (fig. 12.29, i) si diagrama m (fig. 12.29, j).
Se calculeaza coeficientii (12.74), utilizdnd regula lui Veresceaghin

11 Fe?
A0 ~Z71o (-F0) (_%):E’
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11 20 FP3
Soo = ——— ((~F1)Z2=—
=77 ( )6 T
11 Fi?
Sey = —— ((=F1)1=—
) (-F0) 2EI’
1 [1 2 3273
S = —— | =20(=20)2(-20)+20(=20)(-2¢0) | =
! E,[2 (20)2 (2621 (-20)( )} o
3
522=L[21u-2£ 32f+2£-2£-2£]=40€ ,
EI\ 2 3 3E]
| 60
Sn=— (2:2011420-1-1)= ——
33 E[( " ) EI’
1 1 8 /3
Sy =—— | 20-(=20) 0 +=20-(=20)-20 | = -2
o=y |22 22020 =50,
1 1 602
Sia=—— [ 20-(=20)-14=20-(=20)-1|= -2
=7 | 220182020 =S

2
5yy == (21202004 20.201)2832
El\"2 El

Dupa inlocuire in ecuatiile (12.75) , se obtine sistemul algebric liniar
32
?ﬁxl -8 X, 602 Xy =—F @,

3
—8£3X1+?€3X2+8€2X3 :%,

2
—60°X, +8° X, +6/ X, :%,

cu solutiile
F F . 19F
3F T L
28 16 168
Se inlocuiesc aceste valori in s.s.d. echivalent §i se construieste diagrama
momentelor incovoietoare (fig. 12.29, k).

1= 2 =

Exemplul 12.24

Sa se construiascad diagrama momentelor Incovoietoare la cadrul dublu
incastrat din figura 12.30, a prin descompunere intr-un sistem simetric i unul
antisimetric.

Rezolvare
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Aplicand principiul suprapunerii efectelor, cadrul din figura 12.30, a este
inlocuit prin cele doud cadre din figurile 12.30, b si ¢, unul incacat simetric si altul
incércat antisimetric, care se rezolva ca sisteme static nedeterminate interior prin
sectionare in planul de simetrie geometrica.

20 20 20 EI
EI r F F Pl
F o o g Ee F Ll T
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a b c
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. b
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=
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— 77 [4 =TT1]

4 3F
1 g V4 28 @ ©
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28
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E B s

16 S 0,065F1 NG

) 0,253F¢ 7

' 04 é i)
— = 48 -0,56F¢ %
R WA N =
%ﬁ{:‘,— 16 6 6 0,226FY
p s u

Fig. 12.30
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La cadrul din figura 12.30, d, incércat simetric, in planul de simetrie forta
taietoare este nuld, deci actioneazd doar o fortd axiala si un moment incovoietor
care se aleg ca necunoscute static nedeterminate X; si X,. Pentru jumatate din

cadru se construiesc sistemele 0, / si 2, diagramele M 0 my si m, (fig. 12.30,
f,...k). Se calculeaza coeficientii ecuatiilor canonice

SFEC _FP 8¢ 3¢ 20?
12E1°

- =, :—,5 = = —
YY) R LY ) AR o R o

10 =
se scrie sistemul ecuatiilor canonice

3
3 12

2
207X, +30X, =%,

si se determina necunoscutele static nedeterminate

3F ) F/
=— 1 X, =——
16 $ 2

! 24

La cadrul din figura 12.30, e, incarcat antisimetric, in planul de simetrie
actioneaza doar o forta tdietoare care se alege ca necunoscuta static nedeterminata.

Pentru jumaitate din cadru se construiesc sistemele 0, si /, diagramele M 0 si m,
(fig. 12.30, /,...0). Se calculeaza coeficientii ecuatiei canonice

P il 10
O o4Er VT 3EL
. .. . . 3F
si se determind necunoscuta static nedeterminata X, = 2_8 .

Valorile necunoscutelor static nedeterminate se inlocuiesc in s.s.d.
echivalente (fig. 12.30, p, r). si se construiesc diagramele momentelor
incovoietoare (fig. 12.30, s, f). Se insumeaza cele doud diagrame rezultand
diagrama momentelor incovoietoare a sistemului static nedeterminat dat (fig.
12.30, u).

12.11.4 Sisteme static nedeterminate solicitate de forte axiale

In cazul sistemelor solicitate la intindere-compresiune, ecuatiile canonice
ale metodei eforturilor au tot forma (12.75), coeficientii respectivi determinandu-se
cu relatii de forma (12.64).
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}’lil’lj Non]
51.1.:51.1.:2]' o, 5].0:ZJ. . (12.76)
14 14

In cazul incélzirii uniforme a barelor cu o diferentd de temperatura At

0
N
5jO=ZJ(EA+a-AZJnjdx, (12.77)
/

unde a este coeficientul de dilatare termica liniard al materialului barei.

Exemplul 12.25

La sistemul din figura 12.31, a, format din o bara rigida, articulata la un
capat, suspendata de doud elemente elastice si solicitatd de forta F, se cer eforturile
in barele verticale articulate la capete.

3F

R =X, + R )

I
7 _ 4
ssd ¢ £ F E E 2
%>1 ! -] 2
b 1 1
a a s a r
R
A rt AR
HOH f g
F f Y LF
s '
g 4 & ¢ a}l a a a 8
Fig. 12.31
Rezolvare

Inlocuind legiturile cu reactiuni, se pun in evidentd patru reactiuni H, V,
R, si R,, deci sistemul este simplu static nedeterminat. Se alege R =X drept
necunoscuta static nedeterminatd. Se construieste s.s.d. echivalent (fig. 12.31, b),
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sistemul 0 (fig. 12.31, ¢) si diagrama N° (fig. 12.31, d), apoi sistemul / (fig.
12.31, e) si diagrama n; (fig. 12.31, /).

Utilizand regula lui Veresceaghin, rezulta

1 3F( 1) 3F/(

T4 2 U 2) T 4
S I PP R A DGR R I 1
E 4 2 2 4F A4
deci
Xlz_%:3_F‘

In sistemul static determinat echivalent (fig. 12.31, g) se poate calcula

. 6F
reactiunea R, = —.

Exemplul 12.26

Grinda cu zabrele din figura 12.32, a are articulatii fixe in punctele / si 2.
Se cer reactiunile si eforturile axiale din bare. Barele au acelasi modul de rigiditate
EA (v.par. 5.3.3.4).

Rezolvare

Sistemul are =35 bare, r =4 reactiuni si a =4 articulatii. Gradul de
nedeterminare este

n=b+r-2a=1.
Se considera sistemul static nedeterminat interior §i se alege ca
necunoscuta static nedeterminata forta axiala din bara 5.

Se construieste s.s.d. echivalent (fig. 12.32, b) sectionand bara 5, deci
transforménd efortul axial din bard in fortele exterioare X,, egale si de sens
contrar, aplicate barei 5 si articulatiei /, pe directia barei 3.

Se construieste sistemul 0 (fig. 12.32, ¢) care se obtine din s.s.n. dat,
practic prin eliminarea barei 3.

Se izoleaza fiecare articulatie si se scriu ecuatiile de proiectii ale fortelor
care actioneaza asupra "nodului" respectiv. Rezulta un sistem de 8 ecuatii din care
se calculeaza 4 reactiuni si 4 eforturi interioare.

Pentru nodul 4 (fig. 12.32, e) se obtine
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T,-T,/\2=0, F-T,/J2=0.
Pentru nodul 3 (fig. 12,32, /)

T,-Ty\2 -T2 =0, T,/N2-T,/2=0.
Pentru nodul /7 (fig. 12.32, g)

H =T, ¥=0
Pentru nodul 2 (fig. 12.32, /)

T,+T/\N2-Hy, =0, V,—-T3//2=0.
Rezulta

T =\2F,T,=F, T, =v2F, T, =2F,

H =2F,V,=0,H,=2F,V,=F.
Fortele axiale din bare, cu semnul din Rezistenta materialelor, sunt

N =-T=—2F, N)=-T,==2F , N) =T, =\2F , NY =T, =F .

Se construieste sistemul / (fig. 12.32, d) in care actioneaza doar forte egale

cu / in locul lui X siin care sinazl/\/g si cosa=2/\/§.

Ecuatiile de echilibru ale nodurilor (fig. 12.32, i, j, &, [) se scriu
T,+1.2/\5+T /72 =0, T,/2+1.1/4/5 =0,
T,-TyN2 -T2 =0, T,/J2-T,/2=0,
~T+1.2/5+H, =0, 1/45-7 =0,
Hy-T,+Ty/\2=0, V,-T3//2=0.

Rezulta
h=2/310, T,=1/35, T, =2/310, 1, = 2/5,

H =0, =1/J5, Hy=0,V,=1/45.
Fortele axiale din bare, cu semnul din Rezistenta meterialelor, sunt

m =T ==2/\10, n, =T, =-2/5,
n3=T3=2/\/E, n4=—T4=—1/\/§, ns=1.
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Se calculeaza coeficientii ecuatiei canonice
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apoi necunoscuta static nedeterminata

X, Z_@Z_MF:_OJMI.
o1 4\/§+5\/§+6

Fortele axiale din barele s.s.n. dat se calculeaza cu relatia
N, =N+ X, -n,.
Rezulta
Ny =-094F, N, =-13294F,
N3y =-N,=094F, N, =-13353F, Ns = X, =-0,7497F .
Reactiunile sunt
H =2F, H,=2F,V;=03353F, V, =F -V, =0,6647F .

Rezolvarea aceleiasi probleme prin metoda deplasarilor s-a facut in
capitolul 5, par. 5.3.3.4.

Exemplul 12.27

Sa se calculeze reactiunile si eforturile axiale din barele sistemului din
figura 12.32, a considerand sistemul static nedeterminat exterior.

Rezolvare

Se alege ca necunoscutd static nedeterminata reactiunea V] . Se construieste

s.s.d. echivalent transformand articulatia / in reazem simplu si aplicand in / forta
exterioard X .

Se construieste sistemul 0 (fig. 12.33, a). Din ecuatiile de echilibru se
determind fortele care actioneaza asupra nodurilor (fig. 12.33, ¢, d, e, f) tinind cont

ca sinazl/\/g si cosa=2/\/§.

Fortele axiale din bare sunt
N =—2F, Ny ==2F, NY=\2F, N)=F, N? =0.

Se construieste sistemul 7 (fig. 12.33, b) in care actioneaza o fortd egala cu
I 1n locul lui X, si se determina fortele care actioneazd asupra nodurilor (fig.
12.33, g, h, i, ).

Fortele axiale din bare sunt

nlzﬁ’ ny=2,ny=- 2,n4=1,n5=—\/§‘
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Se calculeaza coeficientii ecuatiei canonice
5
N nt; F E
5o _Z‘ L - +av2 )
i=
5

2
n /l
=2y

i=l

Y4
:(4ﬁ+sﬁ+6)a,

apoi necunoscuta static nedeterminata

S 2+42
511 4\/E+5\/§+6

Fortele axiale din barele s.s.n. se calculeaza cu relatia

X = —— —— F=03353F.

N; =N+ X, -n,
Rezulta

N, =—094F, N, =—13294F ,
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N;=094F, N, =-13353F, N5y =-0,7497F .
Reactiunile sunt

H,=2F, H,=2F, V; =03353F , V, = 0,6647F .

Exemplul 12.28

La sistemul din figura 12.34, a, format din o bard rigida, articulata si
suspendatd de doua elemente elastice si Incilzit uniform cu A¢, se cer tensiunile in

barele verticale articulate la capete, dacd £ =210GPa si o =12- 1076 grd_1 .
Rezolvare

Se alege R =X, drept necunoscuta static nedeterminata. Se construieste

s.s.d. echivalent (fig. 12.34, b), apoi sistemul / (fig. 12.34, ¢) in care se calculeaza
eforturile axiale n, =1 si n, =—1/2.

R, =X1,+ R,
P £l EA £ EBA
H * a At o At
a [#}
a b c

Fig. 12.34

Din relatiile (12.77) si (12.76) se obtine

1 (a2 2 50
O1g=Lloadt (n+n,))=—laAt, oy =—\n +ny |=—,
0= fadt (m+m)=— b=l )= o
. 2
deci Xlz—hz——EAaAt.
Oy

Fortele axiale 1n barele verticale sunt
2 1
5 5
Rezulta tensiunile 1n barele verticale

2 1
oy =—3 Eadt=-4032 N/mm?, o, =5 Eadr=2016 N/mm?.



13.
FLAMBAJUL BARELOR DREPTE

La barele zvelte solicitate la compresiune, inceputul pierderii integritatii
structurale poate apare la tensiuni inferioare limitei de curgere sau de rupere.
Aceasta se datoreste instabilitatii elastice care conduce la flambaj. Cat timp
sarcinile exterioare sunt inferioare unor valori limitd, barele au o configuratie
stabild. Pentru forte care depasesc "sarcina criticd", sistemul devine nestabil, avand
deformatii care fie depasesc limitele admise curent in practica inginereasca, fie duc
la rupere. Deci sarcina critica defineste o limita de flambaj care este o limitd de

stabilitate i care, pentru asigurarea integritatii structurale, nu trebuie atinsa.

In acest capitol se definesc conceptele de stabilitate elasticd si sarcind
criticd de flambaj. Intrucat limita de flambaj corespunde echilibrului indiferent, iar
sarcina criticd mentine bara intr-o configuratie usor deformata, eforturile din bara
depind si de deformatiile acesteia iar echilibrul se scrie pentru forma deformata,
spre deosebire de problemele studiate pand acum in care echilibrul era scris pentru
forma nedeformata, deformatiile elastice fiind neglijabil de mici.

Teoria stabilitatii liniare defineste doar valoarea sarcinii critice de flambayj
si deformata corespunzitoare, pornind de la ecuatia liniarizatd a liniei elastice a
barei, considerdnd forte conservative, care isi pastreaza directia de actiune.
Impartind forta critica la un coeficient de sigurantd la flambaj, se determina forta
capabild de compresiune. Comportarea postcritica se caracterizeaza prin deformatii
mari, descrise de o teorie neliniard, deci de un calcul de ordinul trei, care depaseste
cadrul acestui curs.

13.1 Instabilitatea elastica

Un corp rigid este in echilibru stabil daca, deplasat din pozitia de
echilibru, tinde sd revind singur in pozitia initiald. Este cazul unei bile intr-o
concavitate (fig. 13.1, @). Orice perturbatie exterioara face ca bila sd se deplaseze
intr-o pozitie vecina, careia i corespunde o energie potentiald mai mare, ea tinzand
apoi sé revina 1n pozitia de potential minim.
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Un corp este 1n echilibru nestabil daca, deplasat din pozitia de echilibru,
tinde sa continue singur miscarea. Este cazul unei bile 1n echilibru pe o convexitate
(fig. 13.1, b). Cea mai micéd perturbatie deplaseaza bila intr-o pozitie careia i
corespunde o energie potentiald mai mica. Ea paraseste pozitia de echilibru nestabil
fara sd mai revina.

In fine, corpul este in echilibru indiferent daci raiméane in echilibru in
orice pozitie vecina in care este deplasat. Este cazul bilei pe un plan orizontal (fig.
13.1, ¢). Testarea stabilitatii echilibrului se face tot printr-o perturbatie exterioara,
care deplaseazd corpul intr-o pozitie de aceeasi energie potentiald, constituind o
noua posibilitate de echilibru.

P

~
~

Fig. 13.1

Daca se noteazd cu 7z energia potentiald a corpului in starea initiala, prin
deplasarea lui din aceastd pozitie, energia potentiald capitd o variatie Az . Daca
Az >0, echilibrul este stabil, daca Az <0, echilibrul este nestabil si daca Az =0,
echilibrul este indiferent.

Sistemele elastice au o comportare asemanatoare, cu deosebirea cd in
locul stabilitatii pozitiei de echilibru se studiaza stabilitatea (formei sau)
configuratiei de echilibru sub actiunea sarcinilor exterioare.

Daca prin deformarea structurii §i trecerea ei intr-o configuratie adiacenta
infinit vecind, care satisface conditiile geometrice de rezemare, energia potentiala
totald creste Az >0, deci daca variatia energiei de deformatie este mai mare ca

lucrul mecanic al fortelor exterioare AU > AL,, atunci configuratia initiala este

e
stabild. Daca prin deformarea structurii AU <AL,, configuratia initiald este
nestabila.

La limita celor doud domenii, cdnd Azr =0, deci cand AU =A4L,,

sistemul este in echilibru indiferent. In conditii ideale, are loc o bifurcare a
echilibrului, sistemul putind fie sd-si pastreze configuratia initiala, fie sa treacad in
altd configuratie apropiatd. Starea sistemului la atingerea echilibrului indiferent
este considerata critica, sarcinile corespunzatoare fiind denumite sarcini critice.

Astfel, In cazul unei bare drepte, simplu rezemate la capete, solicitate
axial (fig. 13.2), se reintalnesc cazurile de echilibru din figura 13.1.
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Daca forta F este mai mica decat sarcina critica F,,., forma rectilinie

cr o
reprezintd o configuratie stabild. Actionand asupra barei cu o forta O, bara se
deformeazad. La indepartarea fortei Q, bara revine la forma rectilinie initiala (de

echilibru stabil).

Daca F >F,,, teoretic forma rectilinie reprezintd o configuratie de
echilibru. Aplicarea fortei transversale (O face ca bara sa paraseasca forma

rectilinie, s se deformeze foarte mult, ceea ce, in general, duce la rupere, sau la o
noud configuratie de echilibru curbilinie. Forma rectilinie initiald reprezinta o
configuratie de echilibru nestabil.

Daca F'=F,,, bara poate fi deformatd prin aplicarea fortei Q, si orice

forma deformatd apropiata de forma initiald reprezinta o configuratie de echilibru,
caci forta criticd F,,. corespunde echilibrului indiferent.

Q Y \
P2
F \\.._____5// T F
£
Fig. 13.2

Daca forta F este aplicata static, deci daca valoarea ei creste monoton de
la zero la valoarea nominald, forta critica F,, se atinge atunci cand este posibila o

configuratie de echilibru curbilinie, deci cand se pierde stabilitatea formei rectilinii.

In general, pierderea stabilitdtii unei anumite configuratii de echilibru a
unui sistem deformabil, sub actiunea fortelor aplicate, se numeste flambaj.
Deoarece dupa flambaj se produc deformatii mari, insotite de tensiuni mari,
flambajul duce in general la pierderea integritatii structurale sau la pierderea
capacitatii portante a structurilor deformabile.

Fenomenul de flambaj pur (cu bifurcarea echilibrului) descris mai sus
este practic irealizabil. Barele nu sunt perfect rectilinii, avand deformatii initiale,
iar fortele nu se pot aplica perfect axial. Practic, se observa o incovoiere cu
compresiune, care duce la flambajul prin divergenta.

In acest caz, imperfectiunile geometrice si sarcinile transversale produc o
configuratie initiala usor deformatd. Forta axiala produce un moment incovoietor
care accentueaza aceste deformatii. Cresterea deformatiilor duce la cresterea
momentului Incovoietor, care la rAndul lui mareste deformatiile. Cand F' tinde spre
F,,. , fenomenul este divergent, deformatiile crescand teoretic nelimitat.
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13.2 Calculul sarcinii critice prin metoda energetica

Se considera bara dreapta, comprimata axial, din figura 13.3. Forta critica
de flambaj F,, se determind din conditia de echilibru indiferent, egaland lucrul

mecanic al fortei exterioare I,
LE = FCV u

cu energia de deformatie la incovoiere acumulata de bara in configuratia curbilinie

1
U= =— 13.1
2EI 2_[ (13.1)

L

Deplasarea u a punctului de aplicatie al fortei £, este egald cu diferenta
intre lungimea barei ¢ si proiectia fibrei medii deformate pe directia de actiune a
fortei F,.,

Fig. 13.3

Pentru un element de barad de lungime ds, se poate scrie :
dw)? 1(dw)? 1
= (P +(dwf =dxy[1+] == | zdx|1+=| == | |=dx|1+=¢?
dx 2\ dx 2

e . .. dw
unde s-a utilizat ipoteza micilor deformatii, T =—tgp=—¢.
Deplasarea elementara este
1 5
du=ds—dx= 5 @ dx,

deci deplasarea punctului de aplicatie al fortei critice de flambaj este
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u= fdu =% f(w')zdx
0 0

iar lucrul mecanic al acesteia este

4
F;’ j (w')2dx. (13.2)
0

L,=

Egaland expresiile (13.1) si (13.2), se obtine relatia de calcul a fortei
critice de flambaj prin metoda energetica (S. Timoshenko, 1910):

14
[ EL, (w)*dx
F, =" (13.3)
(W) dx
!

Daca w(x) este forma deformaté exactd a barei, atunci din relatia (13.3)

se obtine valoarea exactd a fortei critice de flambaj. Dacéd se utilizeazd o forma
deformata aproximativa, care satisface conditiile la limitd geometrice, din relatia
(13.3) rezulta o valoare aproximativa a fortei F,,., intotdeauna mai mare ca cea

cr o
exactd, aproximatia fiind cu atat mai bund cu cat w(x) se apropie mai mult de
forma exacta.

Astfel, daca se alege deformata exacta (v. par. 13.3)

w(x)=w, sin%,

atunci
4 2 2 2 22
J.(w')zdxzw"” jcosz—dx=W°ﬂ L Wor ,
0 A / 22 20
¢ 2 4 0 2 _4 2 _4
J-(W”)deZWO:[ -‘-Siﬂ2ﬂdx=wo:[ ﬁzwoz ,
0 A et 2 2

iar forta critica de flambaj este

2
EI 9869E1
F,=22_2 . (13.4)

0? 0?
Daca se alege deformata aproximativa

w(x):a(x4 —20x3 +€3x),
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corespunzand barei simplu rezemate, Incarcate cu o sarcind transversala uniform
distribuita (8.66), atunci

f(w’)zdxzazf(4x3 —60x* +€3)2 dxzﬂazﬁ7 ,
0

0 35
é(w")zdx:144a2 [ X —tx) dxzﬁazﬁs.
0 0 >

Forta critica de flambaj este

24 5 s
Fo_5 CEL ggeopy
cr 1 - 2 ?
17 2,7 /
35

fiind cu 0,2% mai mare decat valoarea exacta (13.4).

Metoda este utila pentru calculul sarcinii critice la bare de sectiune
variabila sau incarcate cu sarcini axiale distribuite in lungul barei.

13.3 Calculul sarcinii critice prin metoda diferentiala

Pentru o bara comprimatd axial, sarcina critica poate fi obtinutd studiind
comportarea unei bare ideale, consideratd a fi initial perfect rectilinie si
comprimata de o fortd perfect centratd. Forta criticd se defineste ca forta axiala
necesara sd mentind bara 1n echilibru indiferent, Intr-o configuratie usor incovoiata.
Calculul se poate face fie utilizdnd ecuatia diferentiala liniarizatd de ordinul doi a
liniei elastice a barei (metoda lui Euler), fie ecuatia diferentiald de ordinul patru,
caz in care se descriu mai usor conditii de rezemare diferite.

13.3.1 Metoda lui Euler

Fie bara dreapta, articulatid la capete, comprimatd axial (fig. 13.4). Se
considerd bara in starea deformatd de dupd flambaj si se pune problema
determinarii conditiilor in care aceasta reprezintd o configuratie de echilibru a
barei, sub actiunea fortelor de compresiune.

In sectiunea x, momentul incovoietor este
M(x)=Fw,

deci ecuatia diferentiala a fibrei medii deformate (8.57) se scrie
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42
El=—=-Fw,
sau
q2
—W+a2w=0,
dic2
unde s-a notat
F
a’=—.
El
E P |
X
F o
—
W
z
Fig. 13.4

Solutia generald a ecuatiei de tip Euler (13.6) este

w(x)=C, sinax + C, cosax .

69

(13.5)

(13.6)

(13.7)

(13.8)

Constantele de integrare C; si C, se determina din conditiile la limita

x=0, w=0six=¢, w=0.

Rezulta C, =0 si C;sinal=0.

Deoarece C; #0 (altfel bara nu ar fi deformatd) si a #0 (caci F#0), se

obtine sinal =0, al=nr (n =1, 2) , deci ecuatia (13.6) are solutii daca

(13.9)

Inlocuind expresia (13.9) in formula (13.7), se obtine expresia fortei de

compresiune la care forma deformata este configuratie de echilibru

r’El
€2

Fp=n’

b

iar din relatia (13.8) rezultd deformata corespunzitoare

(13.10)
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nmwx

w, (x)=C, sin (13.11)

Constanta C; nu poate fi determinata, deci poate fi aleasa arbitrar, ceea ce

corespunde conditiei de echilibru indiferent la limita de stabilitate. Aceastd conditie
se poate realiza numai pentru un sir discret de valori ale fortei de compresiune

7’El 7’El
N F 2 = 4
? ?

(13.10): F, = , I5=9F, . . ., F,,=n2Fl, carora le

. .2
corespund deformatele wl(x)zcl sm%, wz(x)zCl sin Zx, e,

. NTX g .
w, (x)=C sin , unde 7 este numarul de "semiunde".

Valoarea minima

2
F =" fl, (13.12)
¢

se numeste forfa critica de flambaj, deoarece la aplicarea staticd a sarcinilor
flambajul se produce la aceasta valoare a fortei de compresiune.

Daca bara are reazeme intermediare suplimentare, care de fapt modifica
conditiile la limita §i permit deformarea numai in una din formele w, (x), ws (x)
etc., atunci forta criticd are valorile mai mari F, =4F), F;=9F etc. care

corespund acestor deformate. Reazemele intermediare maresc valoarea fortei
critice de flambaj.

F o F 4F |F

| ]

|
i | | .

I
I
FiF FoIF
I il il IV
Fig. 13.5

Daca sectiunea transversald a barei are momente de inertie axiale diferite
fatd de doua axe perpendiculare Intre ele, flambajul are loc in planul perpendicular
pe axa fatd de care momentul de inertie este minim, deci relatia (13.12) se scrie

_7’El,,

Fop == (13.13)
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In figura 13.5 se prezintd patru cazuri de bare comprimate axial prin forte
aplicate la capete, indicand si forma deformatd dupa flambaj. Calculul fortei critice
de flambaj pentru cazurile II, III si IV se face ca pentru bara articulata la capete
(cazul 1), utilizand conditiile la limitd corespunzatoare.

Expresiile fortei critice de flambaj pentru toate cele patru cazuri se pot
scrie sub forma formulei lui Euler

F, =——"", (13.14)
05

unde lungimea de flambaj Ef, egald cu lungimea unei semiunde (distanta intre
doud puncte de inflexiune consecutive) este ¢, = (cazul ), £ , =20 (cazul II),
by = 0/2 (cazul Ill), £ =0,699( (cazul IV). Relatia (13.14), a fost stabilita de

Leonhard Euler in 1759, iar cele patru bare din figura 13.5 se numesc cele patru
cazuri de flambaj ale lui Euler.

In conditii ideale, dupa depasirea valorii critice a fortei de flambaj, relatia
fortd-deformatie se bifurca. Existd doud configuratii de echilibru si anume,
configuratia rectilinie de echilibru nestabil, posibild in absenta oricirei perturbatii,
si configuratia Incovoiatd de echilibru stabil, cand deformatiile tind sd creasca
nelimitat. Acestea nu mai sunt descrise de teoria liniara, bazata pe ipoteza micilor
deformatii.

13.3.2 Ecuatia de ordinul patru

Derivand ecuatia (13.5) de doua ori, se obtine

d? d*w d*w
— | EI +F—=0. 13.15
dxz[ dsz dx? ( )

Pentru bare de sectiune constanta, ecuatia (13.15) devine
d'w  ,d*w
;s ta 2
dx dx

0, (13.16)

a carei solutie este
w(x) = C, sinax+C, cosax+C,x+C,, (13.17)

unde o este dat de relatia (13.7).

Cele patru constante de integrare se obtin din conditiile la limita, cate doua
conditii la fiecare capat al barei. Daca bara nu se poate deplasa lateral, sigeata este
nuld, w=0. Daca rotirea este blocata, atunci w'=0, unde "prim" denota derivare
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in raport cu x. La un capat articulat, momentul incovoietor este nul, deci w"=0.

La un capit liber, in afara momentului incovoietor, §i forta taietoare este nula, deci
"

w"=0.

Pe un reazem elastic, reactiunea este proportionala cu sageata, deci forta
taietoare este proportionald cu deplasarea laterald (se tine cont de conventia de
semne pentru forta tdietoare, deci semne diferite la capatul din stinga si cel din
dreapta). Intr-o incastrare elastici, momentul reactiune este proportional cu rotirea,
deci momentul incovoietor este proportional cu panta liniei elastice (tinind cont de
conventia de semne pentru momente).

Pentru cazul IV din figura 13.5, bara incastrata la un capat si articulata la
celalalt, considerand originea axelor in incastrare, conditiile la limitd se scriu

w(0)=0, C,+C, =0,

w'(0)=0, aCy +C; =0,

w(£)=0, C, sinal + C, cosal + Cyl +Cy =0,
w'(£)=0, C, sinal + C, cosal=0.

Cele patru relatii de mai sus constituie un sistem algebric liniar omogen in
cele patru constante de integrare. Pentru a avea solutii diferite de solutia banala este
necesar ca determinantul sistemului sa fie nul

0 1
a 0

0
1
sina/ cosal
0

S = O =
I
o

sinal/ cosal
Rezulta
tgal=al.

Solutia de valoare minima este ;¢ =4,4934 deci sarcina critica este

El 2EI 2El
F,=of EI=2019""=2,046" "~ ="~
0 ¢ (0,699¢)

iar forma deformata are expresia

w(x)=C (sinax—al cosax—ax+al)

sau

w(x)=C SREY _cosax— 241,
al 14
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De notat ca ecuatia (13.15) este valabilad pentru bare comprimate prin forte
aplicate la capete, fard sarcini transversale distribuite in lungul barei. In cazul
barelor comprimate solicitate de o sarcind transversala p(x), ecuatia (13.15)
devine

4 2
g4, pdw_ (13.13)
dx* b

Forta taietoare 7 si momentul incovoietor M sunt date de relatiile

3 2
Eld—W+Fd_W=_T, [og L (13.19)
dx? dx dx?

Aceasta deoarece, din ecuatiile de echilibru pentru un element infinitezimal

de bara, delimitat de doud sectiuni normale la axa nedeformata a barei, se obtin
urmatoarele ecuatii diferentiale intre eforturi si sarcini

_dM_ dw dT

T=—— —, =
dx dx P

dx’

Exemplul 13.1

Se cere sa se calculeze forta critica de flambaj pentru bara incastrata la un
capat si libera la celalalt (cazul /7 din figura 13.5).

Rezolvare

Alegénd originea axelor in incastrare, conditiile la limita se scriu
w(0)=0, C,+C, =0,
w'(0)=0, aC+C,=0.

La capatul liber, momentul Incovoietor si forta tiietoare sunt nule
w'(£)=0, C;sinal + Cycosal =0,
w"(0)+a*w'(f)=0, C3=0.

€:(2n—1)7z.

Rezulta cosal =0, a 5

. o T
Solutia de valoare minima este ;¢ = BN

Forta critica de flambaj are expresia
’El
SVER

(13.20)



74 REZISTENTA MATERIALELOR
13.4 Diagrama tensiunii critice de flambaj

Tensiunea criticd de flambaj, o ,, se defineste ca raportul intre forta critica

de flambaj si aria sectiunii transversale a barei

2 2
o, _Fy _#’Ely, n’E ,

2 2
A 54 %

in s (13.21)

unde

i= [ i (13.22)

este raza de inertie minima a sectiunii transversale.

Flambaj Flambaj
] A plastic = elastic
~

[
})
ey
>)
>
P"[

Fig. 13.6

Se introduce marimea adimensionala

Kf
A=—1 (13.23)
Unin

numita coeficient de zveltete.

Cu aceasta notatie, relatia (13.21) devine

r’E
O, =
S /12

fiind reprezentatd grafic in coordonate o, — A 1in figura 13.6.

, (13.24)
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Curba respectiva este o hiperbola cubica, numita hiperbola lui Euler.

Deoarece formula lui Euler (13.14) s-a stabilit pe baza ecuatiei diferentiale
liniarizate a fibrei medii deformate (8.57), iar la deducerea acesteia s-a utilizat
ipoteza elasticitdtii liniare, deci legea lui Hooke, rezultid ca relatia (13.24) este

valabila pentru valori o , mai mici sau egale cu limita de proportionalitate o, a

materialului.

Se noteazd 4, abscisa punctului de ordonata 0, =0, . Rezultd ca formula

lui Euler este valabilda numai pentru valori 4> A4, pentru care fenomenul se
numeste flambaj elastic.

In zona pentru care A< 4, tensiunea critici de flambaj este mai mare
decét limita de proportionalitate, o > o, , fenomenul numindu-se flambaj plastic.

In domeniul flambajului plastic, pe baza experientelor conduse de F. S. Iasinski
(1895) si L. Tetmajer (1896), diagrama tensiunii critice de flambaj se aproximeaza
cu o linie dreapta, de ecuatie

op=a-bA, (13.25)

unde constantele a si b au fost determinate experimental.

La materiale ductile, o, se limiteaza superior la limita de curgere a
materialului .. Se noteazd A; abscisa punctului de ordonata o, =0.. Pentru
A < A, se face un calcul la compresiune.

Tabelul 13.1

Coeficientii din formulele Tetmajer-Iasinski

Materialul (Mc;a) (MI;’a) Ao A

. 2%12‘307MP3) 304 1,12 105 60

Otel cu o, =520 MPa 450 1,94 85 60
(0. =360 MPa)

Otel cu pana la 5% nichel 461 2,25 86 0

Otel crom-molibden 980 5,30 55 0

Duraluminiu 372 2,14 50 0

Lemn de brad 28,7 0,19 100 0
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Valorile coeficientilor a si b din relatia (13.25) si ale limitelor A, 4;, sunt
date 1n tabelul 13.1, pentru cateva materiale utilizate frecvent in practica.

La fonta se utilizeaza o relatie parabolica

o, =760-1174+00522>  (MPa)

In general, la piese de otel A <250, iar la piese de fontd A <120, pentru a
evita realizarea unor bare prea zvelte.

13.5 Calculul la flambaj

Se defineste un coeficient de siguranta la flambaj, ¢y, egal cu raportul

intre forta critica £, si forta de compresiune efectiv aplicata barei, F,

FCI'
cp=—L. 13.26
= (13.26)

Pentru piese de masini, acesta are valori cuprinse intre limite largi ¢, =4...20, In

functie de importanta piesei in ansamblul respectiv.

Prin calculul de verificare la flambaj, se determina coeficientul de
siguranta la flambaj si se compara cu valorile recomandate in normele de calcul.

Intdi se calculeazi coeficientul de zveltete 4. Daca A>1,, atunci
flambajul are loc in domeniul elastic; se calculeazd F, cu formula lui Euler
(13.14) si se imparte la forta F" efectiv aplicata barei, iar ¢, trebuie sd fie mai mare
sau egal cu valoarea prescrisd. Daca A, <A< A4, flambajul are loc in domeniul
plastic; se calculeazd F,. =Ao,, unde o, este dat de relatia (13.25), apoi se
calculeaza ¢, si se compard cu valoarea prescrisd. Dacd 4 <4, bara se calculeaza
la compresiune.

Calculul de dimensionare este ingreunat de faptul cd, necunoscand

dimensiunile sectiunii transversale, nu se poate calcula i,,,, deci nici 4, nestiindu-

se in ce domeniu are loc flambajul. In aceasta situatie, se presupune ci flambajul
este elastic; se utilizeazd formula lui Euler (13.14) si relatia (13.26), de unde
rezultd momentul de inertie axial minim

2
_Flyey

5 , (13.27)
n°F

nec
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pe baza cdruia se determina dimensiunile sectiunii transversale.
Se calculeazd A si se compard cu 4. Dacd A > 4, utilizarea formulei lui
Euler a fost indreptatita si dimensiunile calculate sunt corecte. Daca A< A4,

formula lui Euler nu este aplicabila. Este necesard verificarea dimensiunilor cu
formulele flambajului plastic. Daca ¢, este mai mic decat valoarea prescrisa, se

maresc dimensiunile sectiunii transversale si se reface calculul, pana se obtine
coeficientul de siguranta impus. Daca prin marirea dimensiunilor A< 4,, se face
dimensionarea la compresiune.

Exemplul 13.2

Se cere sa se calculeze forta capabild de compresiune a barei Incastrate la
un capdt si articulate la celdlalt din figura 13.7, daca ¢, = 35, 4, =105,

E=210GPa, /=2m, sectiunea transversala fiind dreptunghiulara, cu » =40 mm
si h=60mm.

Rezolvare

Pentru cazul IV din figura 13.5
l,=06990=07-2=14m.

P
i

4
%

Fig. 13.7

Raza de inertie minima este

1/ min ho’ 40 =11,5mm
12bh J_ Ji2oo '

Coeficientul de zveltete este

¢
got 18000,
T

Deoarece 4> A, =105, se poate utiliza formula lui Euler si relatia (13.26).

Rezulta
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2 2 5 4
EI,. 21-10°-32-1
Fp="—rnin % 1% 0 32 0 _g6682N,
el 3,5-1400
unde
3 3
_hb” _60-40 =32-10* mm*.

min = p 12

Exemplul 13.3

Sa se dimensioneze bara din figura 13.7, din otel cu sectiunea circulard cu
diametrul d, dacd F=150kN, c,=35 , E=210GPa, (=2m, 4,=105,

o =304-1121(MPa).

Rezolvare

Se presupune ca flambajul are loc in domeniul elastic, utilizand formula
(13.27)

_Flhcs 15.10* 14007 35

=49,6-10* mm*,
n’E 7%-.21-10°
deci
xd*
22 —496-10%; d=56mm.
64
Se calculeaza
. 1 |zd* 4 d 56
Ipin =1=4/—= |———==—=—=14mm,
A 64 742 4 4
apoi
/
a=—L 180016004, =105,
i 14

deci formula (13.27) nu este valabila.
Se calculeaza coeficientul de sigurantd pentru flambajul plastic.
Tensiunea critica de flambaj este
or=304-1121=304-112-100 =192 N/mm2 .
Aria sectiunii transversale este

_7zd2 _7z-562
4

Forta critica de flambaj plastic este

A =2463mm?> .
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F., = 0, A=192-2463=4T72896N.

Rezulta un coeficient de sigurantd mai mic decéat cel impus

FI
o =Fer 472896 =315<c, =35.
F 150000

Se repeta calculele pentru d = 60 mm :

’
i 2980 s, p=— 1800 gq5
4 4 i 15
2
o/ =304-112-933=199,5 N/mm?, A4=" 20 =2827mm?,

F) =1995-2827=563986N .
Rezulta un coeficient de sigurantd mai mare decat cel impus

E"
clf'. =_Cr _ 563986 = 3,76 > Cf = 3,5 .
F 150000

Se alege o valoare intermediara pentru diametrul barei

d=58mm.

Exemplul 13.4

Sé se verifice coeficientul de siguranta la flambaj ¢, =3, pentru bara din

OL37 de profil U8 si lungime ¢=1m, rezemata ca in figurile 13.8, a, b, ¢, si
solicitata de o fortd de compresiune centrica F =80 kN .

Rezolvare

La profilul U8, in Anexa 2b se dau 4=1100mm?, 7, =19,4-10* mm*,
iyin =133mm. Pentru OL37, o, =304-1122 N/mm?, 4, =105, 4 =60,
o, =240 N/mm? si E=210GPa.

a) Pentru cazul de rezemare din figura 13.8, ¢, lungimea de flambaj
lp=20=2m.

Coeficientul de zveltete

¢
a=_L 2000
in 133

min

=150,4> 2, =105,

arata ca flambajul are loc in domeniul elastic.
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Se calculeaza coeficientul efectiv de sigurantd la flambaj (13.26), unde
pentru £, se utilizeazd formula lui Euler (13.14)

7?Ely, n*-21-10°-19,4-10%
0 F 2000°-8-10°*

cfef -

=126<c, =3,

deci nu este realizat coeficientul de sigurantd impus, bara este subdimensionata.

F #F JF

Fig. 13.8

b) Pentru cazul de rezemare din figura 13.8, b, lungimea de flambaj este
l=f=1m.Rezulta

0.
a=—t 1000 o554 =105,
i 133

min

care aratd cd flambajul are loc in domeniul plastic, deci pentru calculul lui F,. se
utilizeaza formula (13.25). Coeficientul efectiv de siguranta la flambaj este

_Fe 074 _(304-112-752)-1100

c =

=3022=c, =3,

deci bara este dimensionata corespunzétor.
¢) Pentru cazul de rezemare din figura 13.8, ¢, / f =0,699/ = 0,7m.

Cocficientul de zveltete este

1

2= 270 _5r6<4 =60,
Lpin 133
deci se face calculul la compresiune. Coeficientul de siguranta efectiv este

o - o A _ 2401100 335, -3,
¢ F 8-10*

deci bara este usor supradimensionata.
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81
Exemplul 13.5

Sa se dimensioneze bara rezemata si solicitatd de o fortd F =100kN ca in

figurile 13.9, a si b, de lungime ¢ =1m, din OL37 de profil /, coeficientul de
siguranta impus fiind ¢, =3.

Rezolvare

La OL37, o,=240N/mm?, o,=304-1122 N/mm?, 4,=105,
A, =60 si E=210GPa.

F F
SN 54 N
/ ¢ I
a b Z
Fig. 13.9

a) Pentru cazul de rezemare din figura 13.9, a, lungimea de flambaj
Zf =2/=2m.

Se presupune ca flambajul are loc i1n domeniul elastic, utilizind formula
(13.27)

2
Flyer 10°-2000% 3

7%E 7%.21-10°

1

nec —

=57,69-10* mm*.

Valoarea de mai sus este situatd Intre 54,7-104 mm4, corespunzatoare
profilului 716 si 813 10* mm*, corespunzatoare profilului /18 din Anexa 2a. Se
alege  profilul 718

I, =813-10*mm*, i . =171mm.

cu urmatoarele  caracteristici: A=2790 mm? ,

Se calculeaza coeficientul de zveltete

¢
ﬁz—fzzl(;—olozmmozlos.

Imin

Cazul fiind situat in domeniul elastic, dimensionarea pe baza formulei lui
Euler (13.27) este corecta.
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b) Pentru cazul de rezemare din figura 13.9, b, ¢ re 0,7/=0,7m.
Utilizand formula (13.27) pentru domeniul flambajului elastic, rezulta

;o _Fher 10°-700% -3

44
= =724-10"mm".
O 228 22214100

Valoarea de mai sus este situatd intre 6,29-10* mm?, corespunzatoare
profilului /8 si 12,2- 10* mm* , corespunzatoare profilului /10 din Anexa 2a. Se
alege profilul 710 pentru care: A=1060mm?, I, =12,2-10* mm*,
iin =10,7 mm.

Se calculeaza coeficientul de zveltete
L
i

=654<4, =105,

min ’
cazul fiind situat in domeniul flambajului plastic.

Se verifica coeficientul de sigurantd pentru flambajul plastic

o P _9r 4 _(304-112:654)-1060

=244<c, =3.

Se majoreaza dimensiunile sectiunii, trecand la urmatorul profil, /12, cu

=215-10*mm*, i . =123 mm.

urmitoarele caracteristici 4 =1420mm?, / s Lin

min
Coeficientul de zveltete este

/,
A=t 2790 _sru8ca =60,
Lyin 12,3
in acest caz facandu-se calculul la compresiune.
Coeficientul de siguranta este

, 0.4 240-1420
cf - F - 5
10

=341>c, =3.

13.6 Lungimea critica de flambaj

In descrierea fenomenului de flambaj s-a considerat c¢a lungimea barei este
invariabild iar forta de compresiune axiala aplicata static creste de la zero la
valoarea critica.
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Pentru a evidentia importanta zveltetei barei in fenomenul de flambaj se
considerd forta de compresiune constanta si se modificd lungimea barei pana la
atingerea unei valori critice.

Fie bara incastrata la un capat si libera la celalalt, cazul II din figura 13.4,

2

din otel OL37, de sectiune patratd cu aria 4=100mm~, solicitatd de o fortd

F =4kN . Tensiunile de compresiune din bara sunt o = g =40 N/ mm? | valoare

relativ micd, mult sub limita de proportionalitate o, =120 N/ mm? .

Dacé forta F se mentine constantd (poate fi o greutate atagatd la capatul
superior al barei) si se mareste progresiv lungimea barei (bara poate fi un surub iar
incastrarea o piulitd lungd), starea criticd (de echilibru indiferent) se atinge atunci
cand, conform relatiei (13.20), lungimea are valoarea

2 2 5 4
L EI:\/ir 2110° 100
4F 4-4000-12

De notat cid pana flambeaza, deci pentru lungimi ¢ < 0,328 m, bara este

comprimata cu o =40 N/ mm?

La flambajul prin bifurcarea echilibrului, Tn momentul pierderii stabilitatii,
tensiunea critica de flambaj este o, =0 =40 N/ mm? dupd care bara se indoaie,

forta F’ se deplaseaza lateral, ramanénd verticald, deci actionand cu un brat tot mai
mare, producand tensiuni suplimentare de incovoiere care pot duce la o noua
configuratie de echilibru, cu deformatii foarte mari sau chiar la ruperea barei.

Dupa flambaj, deformatiile barei fiind mari, curbura liniei elastice a barei
se calculeaza cu relatia exacta
i:%zﬂ’ (13.28)
) (1 N W,z) EI

care conduce la o ecuatie diferentiald neliniard a cérei solutie contine integrale
eliptice. Calculul postcritic depaseste cadrul acestui curs.

13.7 Compresiunea excentrica a barelor zvelte

Se considera bara din figura 13.10, a, solicitatd la compresiune de forta F,
aplicata cu o excentricitate e.

Momentul incovoietor Intr-o sectiune oarecare este
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M(x)==F(5 +e-w),

unde & este sdgeata In capatul barei, iar w - sageata in sectiunea x.

a b c
Fig. 13.10

Ecuatia diferentiala a liniei elastice a barei este

d2
Eldx—?}z—F(5+e—w),

sau

d2W 2 2
—+a'w=a (5+e),
dic2

unde s-a notat

Solutia generald este
w(x)=Cy sinax +C, cosax+6 +e.

Constantele de integrare C; si C, se determind din conditiile la limita
x=0, w=0si w=0.Rezulti C, =—(5+e) si C; =0, deci

w(x)=(5+e)(1-cosax).
Sageata la capatul superior este W(f ) =0 = (5 + e)(l —cosal ) , deci

5:M. (13.29)
cosa /

Sageata intr-o sectiune oarecare a barei are expresia

w(x)=—2—(1-cosax). (13.30)
cosal
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Se observi ca w-—>o atunci cand cosaf=0, deci cand
afz(Zn—l)ﬂ/Z. Solutia de valoare minimd este «; {=7/2, aceeasi care a

determinat forta critica (13.20). Rezultd cé excentricitatea e nu modifica marimea
sarcinii critice de flambaj.

Sageata (13.29) nu este proportionala cu forta F.

Fi? F
ol = |—=7m | —
EI E..
in relatia (13.29), se obtine expresia sagetii 6 in functie de forta F'

e l—COS(ﬂqu/F;,.)’ (13.31)
cos (ﬂ'qu/FC,,)

reprezentatd grafic in figura 13.10, b, pentru diferite valori e/? . Intre forta si

Inlocuind

deformatie existd o corespondenta biunivoca.

Rezulta curbe cu alura hiperbolica, tinzand spre asimptota orizontala de
ordonata [F'=F,,. . Dependenta de e fiind liniara, curbele se pot deduce una din

cealalta, reducand & 1in acelasi raport cu e.

Pornind de la ecuatia diferentiald neliniard a liniei elastice (13.28), se
obtine aceeasi valoare a fortei critice de flambaj, dar deformatia are o dependenta
neliniard de forta . Conform unei formule aproximative stabilite de von Mises,

pentru > F,_,
5:£€ i—1 l—l i—1 . (13.32)
V2 8\ F

cr cr

Dacé se reprezinta grafic variatia fortei F' cu sdgeata & (fig. 13.10, ¢),
pentru e =0, se obtine o curba de forma parabolica (desenatd punctat), tangenta la
orizontala F=F, . La bara comprimatd excentric, curbele forta-deformatie

(desenate cu linii continue) au aceeasi alurd ca in figura 13.10, b pentru F'<F,,,

apoi, 1n jurul valorii fortei critice de flambaj deformatiile cresc foarte mult, tinzand
asimptotic spre curba de ecuatie (13.32). Acesta este flambajul prin divergenta.

Forta F' se poate reduce 1n axa barei la o fortd F' si un cuplu Fe. Dar in

cazul de fatd, datorita dependentei neliniare intre fortd si deformatii, nu se poate
aplica principiul suprapunerii efectelor, adunind sageata produsd de F cu sageata
produsd de cuplul Fe. Forta F nu produce doar compresiune ci $i o incovoiere
suplimentard, care nu se datoreste cuplului Fe, conducand la relatia neliniara

(13.31).



86 REZISTENTA MATERIALELOR
13.8 Incovoierea barelor comprimate axial
In continuare se va prezenta o metodd pentru calculul aproximativ al

deformatiilor la Incovoiere ale barelor comprimate.

Se considera o bara articulata la capete (fig. 13.11, a), incércatd cu o forta
de compresiune axiald F si o sarcind transversald Q.

_ng Q W,
F F Fo)
48ET 2
\\ ot _%
Wy ¢ Aw - .
1 I

Fig. 13.11

e

Momentul Incovoietor Intr-o sectiune oarecare a barei este
M=M,+Fw,
unde M, este momentul produs de forta transversala.
Sageata se poate scrie ca suma a doud sageti
w=wg + Aw,

unde w, este sageata produsa de forta transversald in absenta fortei F, iar Aw este
sdgeata suplimentara produsa de forta F.

Ecuatia diferentiala a liniei elastice a barei este

2 d2W 2
o A F ST L VA
dx dx dx
Intrucat
dsz
EI 1 -M,
rezulta ca
2
ErS_ gy (13.33)
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Se alege o forma aproximativa pentru deformata barei sub actiunea fortei
de compresiune £, de exemplu
. TTX
Aw=w, sin—.
l
Se calculeaza expresia

d’Aw r’ . X 7’
—— =W, sin—=——A4w
dx l l l
care, inlocuita 1n ecuatia (13.33), conduce la
T (e )=
7 ° EI
Rezulta sageata barei

w w
w=—2 = QF (13.34)
P AL AN
72 El Fe

unde F,, este forta criticd de flambaj.

Se observa ca atunci cand FF— F,,.,
valoarea fortei critice de flambaj, numitorul expresiei (13.34) tinde spre zero, deci
sageata w — . Relatia intre forta F' si sdgeata w este neliniard, dar pentru orice
valoare a fortei F sageata are o valoare bine precizata, fara a contine o amplitudine
nedeterminata, ca in cazul ideal al echilibrului indiferent.

deci pe masura ce forta se apropie de

Daca la bara supusa la compresiune excentricad sarcina transversald se
inlocuieste cu momentele concentrate /e aplicate la capetele barei (fig. 13.11, b),

momentul M, =Fe este constant in lungul barei. Sageata produsd de acest

moment are expresia
Fe

SE] x(f—x)

WQ:

avand valoarea maxima la mijlocul barei

5:Fe€2 ‘
SEI

Rezulta deplasarea in dreptul mijlocului barei
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¢\ Fel® 1

=w|—|= . 13.35

/ (2] 8E] 1— F ( )
FC}’
Relatia (13.35) se mai scrie sub forma

o1 n*
= f+—e|. 13.36
AR A (13.36)

In figura 13.12 s-a reprezentat grafic raportul % in functie de sageata f.

S
F
1
arc tg(—
/ For
_Lze [/ .f
8
Fig. 13.12

Rezultd o linie dreaptd care intersecteazd axa orizontald in punctul de

2
- V4 . . . . .
abscisa [—?eJ si are panta egald cu inversul fortei critice de flambaj.

Constructia grafica este cunoscutd sub numele de diagrama lui R. V. Southwell
(1932), fiind utilizata la determinarea experimentald a sarcinii critice de flamba;.



14.

CILINDRI CU PERETI GROSI
SIDISCURIIN ROTATIE

Calculul tensiunilor si deformatiilor la tuburi cu pereti grosi are aplicatii
practice la recipientele cu presiune interioard mare din instalatiile petro-chimice, la
cilindrii preselor hidraulice si tevile tunurilor, la tevile de racire ale reactoarelor
nucleare, la tevile peretilor membrana ai generatoarelor de abur, la discuri si arbori
in rotatie cu turatii relativ mari.

In cazul cilindrilor circulari incarcati si/sau incalziti axial simetric,
tensiunile normale §i deformatiile radiale intr-un punct depind de o singurd
variabila - raza in punctul respectiv. La tuburi inchise la capete sau incalzite
neuniform pe grosime, tensiunea normala longitudinald este constanta. Sectiunile
transversale plane raman plane si dupd aplicarea solicitarii, fiind exclusa
incovoierea sau rasucirea tubului. Tensiunile maxime apar totdeauna in peretele
interior al tubului, 1n directie circumferentiald. Situatia este similard cu cea de la
bare curbe, cu diferenta cé in cazul tuburilor si discurilor nu se neglijeaza tensiunile
radiale.

14.1 Tuburi cu presiune interioara si exterioara

Un cilindru circular de grosime constantd, supus actiunii presiunii
interioare si exterioare uniform distribuite, se deformeaza simetric in raport cu axa.

Intr-un tub liber la capete, tensiunile normale longitudinale sunt nule. Un
inel izolat din tub, prin doud plane relativ apropiate, perpendiculare pe axa, este
solicitat la o stare plana de tensiuni (cu exceptia zonelor din vecinatatea capetelor).
Intr-un tub inchis la capete, prin capace, apar si tensiuni longitudinale. Daci
presiunile sunt constante in lungul tubului, atunci tensiunile axiale sunt constante si
usor de calculat. Se poate considera cd un inel izolat la o oarecare distanta de
capetele tubului este solicitat la o stare pland de deformatii specifice sau cel putin
are deformatii specifice longitudinale constante.
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Calculul tensiunilor si deformatiilor Tn tubul cu pereti grosi este o
problema static nedeterminata, la rezolvarea careia trebuie utilizate patru tipuri de
relatii: ecuatii de echilibru, relatii Intre deformatii specifice si deplasari, relatii intre
tensiuni i deformatii specifice si conditii la limitd. Problema a fost rezolvata de G.
Lamé in 1852.

Fig. 14.1

Ecuatia de echilibru

Din inelul de grosime egala cu unitatea se detagseaza un element prin doua
plane axiale si doua suprafete cilindrice concentrice infinit vecine (fig. 14.1, a).
Datorita simetriei, pe fetele acestui element nu actioneaza tensiuni tangentiale (de
forfecare). Fie o; tensiunea normald circumferentiald si o, tensiunea normala
radiald. Aceasta din urma variazd cu raza r si pe suprafata exterioard este
o, +do, . Ecuatia de proiectii a fortelor pe bisectoarea unghiului d@ (fig. 14.1, a)
se scrie, aproximéand sin (d6/2)~d6/2,

do,

o, rdf0+20, dr%—(ar + er(rerr)dH:O,

r
O-r
Ut20r+r . N

Sau

i(ar r)=0,. (14.1)
dr
Relatii intre deformatii specifice si deplasari

Daca u este deplasarea radiala a unui punct de pe suprafata cilindrului de
raza r (fig. 14.1, b), atunci deplasarea unui punct de pe suprafata cilindrului de raza
r+dr este u+ (du/dr)dr.
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Alungirea radiald este egald cu diferenta deplasarilor capetelor segmentului
dr, deci du. Alungirea specificd radiald se obtine impartind alungirea radiala la
lungimea initiala dr

du
g =—. (14.2)
dr

Cercul de raza r devine cercul de raza r+u, deci alungirea pe directie
circumferentiald este 27r(r+u)—27zr=27zu. Prin impartire la 2z r se obtine

alungirea specifica circumferentiala
u
& =—. (14.3)
r

Eliminand deplasarea u intre relatiile (14.2) si (14.3) se obtine ecuatia de
compatibilitate (continuitate)
i(gt r)=g,. (14.4)
dr

Relatii intre tensiuni si deformatii specifice

Considerand o, =0, legea lui Hooke pentru starea plana de tensiuni se
scrie

1 1
gr:E(O-r_Vo-t)a gt:E(O-t_Vo-r)' (14.5)

Inlocuind expresiile (14.5) in relatia (14.4) si tinand cont de (14.1) se
obtine a doua relatie intre tensiuni

d
a(at r)=0,. (14.6)
Eliminand o, intre relatiile (14.1) si (14.6), se obtine ecuatia diferentiala
de tip Euler
2
d d
or 349 _ (14.7)
dr2 o dr
Solutia ecuatiei (14.7) are forma
B
o, :A__z’ (14.8)
r

unde A4 si B sunt constante de integrare.

Inlocuind expresia (14.8) in (14.1) rezulta tensiunile circumferentiale

o, =A+%. (14.9)
r
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Dacé o, =0, deformatia specifica longitudinald este constanta
1%
&, = _E (O'r +0, ) =const.,

deci sectiunile plane raman plane si dupa deformarea cilindrului.
Daca cilindrul este 1inchis 1la capete, forta axiald este
N = p; ra® - De 7b? , deci tensiunile longitudinale au valoarea constanta
2 2
o, = PPl (14.10)
T (b2 -a® ) b* —a

Deplasarea radiala a unui punct situat la raza r este, conform (14.3),

uzgtrzé[o't—v(ar+az)], (14.11)

sau, tinand cont de relatiile (14.8) si (14.9),

wea =V, pltvl _vo: (14.12)
E E r E

Conditiile la limita

Constantele 4 si B se obtin din conditia ca pe suprafata interioard si cea
exterioard a cilindrului, tensiunea radiald o, sa fie egald si de semn contrar

presiunilor p; sirespectiv p,:lar=a, o, =—p;,iarlar=>b, o, =—p,.

Rezulta
2 2 24,2
a” —pyb P b
Azpla2 p; , B:(pl zpe)az , (1413)
b” —a b” —a
care Inlocuite 1n (14.8) si (14.9) conduc la expresiile tensiunilor
2 2 242
a” —pyb - b
O-t,o-r:pla pe iL(pl pe)a . (1414)
b2 _ 42 2 2,2
Se observa ca
o, +0;=2A4=const., o,=4.
Deplasarea radiala este
2 2 2,2
o Pid —peb 1—vr+(pi—pe)a b 1+vl_vazr. (14.15)

b? —a? E b? —a? E r E
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Relatiile (14.14) si (14.15) se numesc formulele lui Lamé, fiind valabile si
atunci cand presiunile p; si p, variaza liniar in lungul tubului.

14.1.1 Tub cu presiune interioara

Se considera un tub cu pereti grosi, supus numai la presiune interioard p;,

la care tensiunile longitudinale o, =0.

Inlocuind p, =0 in relatiile (14.14), se obtin expresiile tensiunilor din tub

2
a b
0;,0,=pi——=|1+—|. (14.16)
' "2 g2 [ rz]
Pe suprafata interioara, pentru » = a, tensiunile au valorile
b? +a?
o4, =Pim, Oy, =-Di- (14.17)
Pe suprafata exterioard, pentru » = b, se obtine
2
2a
O'tz ZPZH, O',,2 =0. (1418)
Ny
S e
e ﬂ -
ﬂ‘ | | \-‘_
!
} o | KN

Fig. 14.2 Fig. 14.3

In figura 14.2 se prezintd diagramele de variatie ale tensiunilor o, si o,
in lungul razei. Tensiunile maxime apar pe suprafata interioara a tubului.
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Tensiunea echivalentd la interior, conform teoriei a //la de rezistenta

(10.3), este
2
2b
Oechy =0ty =0r =Pi~5 5 (14.19)
b —a
Din conditia ca tensiunea echivalentd sa fie mai micd sau egald cu
rezistenta admisibild o, , rezultd relatia de dimensionare

by | o (14.20)
a o,—2p,

Pentru p; =0, /2, raportul razelor b/a — o, tensiunea echivalenta este
mai mare ca rezistenta admisibild o, chiar pentru grosimi foarte mari ale tubului,
deci apar deformatii plastice. Problema este studiatd in Capitolul 16.

Pentru solicitari in domeniul elastic, conform teoriei a ///a de rezistenta,
presiunea interioard p; nu poate depasi valoarea o, /2, unde o, este limita de
curgere a materialului tubului. In continuare se arata ca fretajul permite cresterea
presiunii interioare pand la valoari apropiate de o,..

Deplasarea radiald a unui punct de pe suprafata interioara a tubului este

(b2 442
w| &P 0 *a 1 (14.21)
r=a E b2_a2

14.1.2 Tub cu presiune exterioara

Se considera un tub cu pereti grosi, supus numai la presiune exterioard p,,

la care tensiunile longitudinale o, =0.
Inlocuind p; =0 in relatiile (14.14), se obtin expresiile tensiunilor

b2 a2
O't,O'r:—pem 1ir—2 . (1422)

Pe suprafata interioard, pentru » =a, se obtine
2
2b
O =—Pe——=, O, =0. (14.23)
! b% —a? !
Pe suprafata exterioara, pentru » = b, tensiunile au valorile

b2 +a>

O-tz =—Pe b2 _a2 )

) ==De- (14.24)
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In figura 14.3 se prezintd diagramele de variatie ale tensiunilor o, si o,
in lungul razei. Tensiunile circumferentiale maxime apar pe suprafata interioara a
tubului si sunt de compresiune locala, ceea ce constituie un avantaj.

Daca se micsoreaza diametrul interior, @ — 0, tensiunile circumferentiale
Oy, > —Pe $i 0, >—=2p,. Pentru cilindrul fard gaurd o, =-p,, deci gaura
lucreaza ca un concentrator de tensiuni.

Deplasarea radiald a unui punct de pe suprafata exterioara a tubului este

_bp, b% +a?

u I"=b: 5 —bz_az -

(14.25)

14.2 Cilindri fretati

La un tub cu pereti grosi, tensiunile circumferentiale au valori maxime la
interior. Presiunea interioara produce tensiuni locale de intindere, in timp ce
presiunea exterioara produce tensiuni locale de compresiune, deci la tuburi supuse
la presiune interioara tensiunile circumferentiale scad daca se aplica si o presiune
exterioara. Procedeul de numeste frefaj si poate fi realizat iIn mai multe moduri.

O metoda simpla consta in infasurarea unui cablu tensionat sau unei table
subtiri tensionate, in mai multe straturi, pe suprafata exterioard a tubului. in metoda
clasicd, peste tubul solicitat la presiune interioara se monteaza cu strangere un tub
exterior, care initial are diametrul interior mai mic decat diametrul exterior al
tubului presat. Asamblarea se face incalzind cilindrul exterior sau racind cilindrul
interior, montand apoi un cilindru peste celalalt. Dupa egalizarea temperaturilor, pe
suprafata de contact apare o presiune de fretaj p...

In continuare se calculeaza tensiunile de fretaj in doi cilindri de aceeasi
lungime (fig. 14.4), pentru care presiunea de fretaj este uniform distribuitd pe
suprafetele de contact. Inainte de asamblare, cilindrul interior are raza interioara a
si raza exterioard b+ o, in timp ce cilindrul exterior are raza interioara b si raza
exterioard c. Marimea & se numeste grosime de fretaj sau interferenta radiala.

Dupa montaj, datoritd presiunii de fretaj, cilindrul exterior este dilatat iar
cilindrul interior este comprimat. Suma deplasarilor radiale ale suprafetelor celor
doi cilindri este egala cu diferenta razelor initiale o

—uyp +uy =0. (14.26)

Pentru cilindrul exterior, se fac nlocuirile p; = p., a > b si b—>c. Din
relatia (14.24) se obtine
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b 2 2
uy =2Pe | b7 (14.27)
Ey | ¢? -p?
Pentru cilindrul interior, inlocuind p, — p. inrelatia (14.25), se obtine
b b2 2
w=-Pe| 2 a1 (14.28)
E; { b%-4?

In relatiile (14.27) si (14.28), considerdnd materiale diferite, s-a utilizat
indicele / pentru cilindrul interior si indicele 2 pentru cilindrul exterior.

b+o
a

b

B . =

Fig. 14.4 Fig. 14.5

Inlocuind expresiile (14.27) si (14.28) in conditia (14.26), se obtine
formula presiunii de fretaj

)
=—, 14.29
Pe=1% ( )
unde s-a notat
2 2 2 2
Qs [ RS P [l L | (14.30)
Er(p% -a? Ey | % - b2

Pentru cilindri din materiale identice
1 2h? (c2 —a’ )
K== .
Ele) (e

Daca cilindrul interior este un arbore plin, din material diferit de cel al
cilindrului exterior, atunci

1 1(c+b°
K=—(1-v)J+—| 5——+Vv, |, 14.32
= (1-n) E[ j (14.32)

1

(14.31)
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iar daca cilindrii sunt din acelasi material
1 262
E 2 b
Dacé cei doi cilindri au lungimi diferite, atunci presiunea de fretaj este
distribuitda neuniform (fig. 14.5). Valoarea medie depinde de raportul intre
lungimea cilindrului scurt si diametrul 25, in timp ce la capetele cilindrului scurt

apare o crestere locald a presiunii de contact care duce la o concentrare a
tensiunilor.

(14.33)

¢ Cz_bz

. TPy g2

20
| P2
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in figura 14.6, a se prezinti diagramele de variatie ale tensiunilor o, si
o, 1n lungul razei tubului fretat, datorite numai presiunii de fretaj. Se observa ca
tensiunile maxime apar la interiorul cilindrului interior.

Daca tubul fretat este supus la presiune interioard, atunci la tensiunile
produse de fretaj se adauga tensiunile din figura 14.6, b. Tensiunile rezultante
insumate au diagramele de variatie prezentate in figura 14.6, c¢. Se remarca efectul
favorabil al fretajului, care micsoreaza tensiunile circumferentiale mari de la
interiorul tubului si modifica nesemnificativ tensiunile radiale.

In practica, grosimea de fretaj se alege de ordinul a 1um la fiecare 1mm
diametru, dar sa nu produca tensiuni mai mari decét rezistenta admisibila.

Valoarea optimd a presiunii de fretaj (si a grosimii de fretaj
corespunzatoare) se poate obtine din conditia egalitatii tensiunilor echivalente pe
suprafetele interioare ale celor doi cilindri. Valoarea optima a razei suprafetei de
contact se obtine din conditia de minimum a tensiunii echivalente. Problema a fost
rezolvatd de A. V. Gadolin in 1861 si este prezentatd in exemplul urmator.

Exemplul 14.1

Sa se determine relatia Intre razele a, b si ¢ ale unui tub fretat din otel si
diferenta J , inainte de fretaj, a razelor suprafetelor cilindrice in contact, pentru ca
tubul fretat sa aiba o rezistentd maxima la solicitarea prin presiune interioara, in
regim elastic, conform teoriei a /lla de rezistentd. Sd se determine presiunea de
fretaj in functie de presiunea interioara din tub. Aplicatie numerica:
o, =500MPa, p; =300MPa, E=210GPa.

Rezolvare

Conform teoriei a //7a de rezistenta (10.3), tensiunea echivalenta in punctul
A (fig. 14.6, c) este
; oorn 2442 , 212
echy =01 =03 =P; ~Pc
4 c?—a? b? - a?

~(=pi), (14.34)

iar tensiunea echivalenta in punctul B al cilindrului exterior este

2 2 2 2 2 2
a c c“+b a c
Oechy _piﬁ£1+b_2J_pc 2 _p2 “PiT5 [l—b—zl—(—l?c)a (14.35)

c —a

Conditia de optimum
Oechy =Oechg (14.36)

se aduce la forma
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2 12 2 2 2
b —a c b
! 2 C(CZ_b2 bZ_aZJ

de unde rezulta presiunea de fretaj p,. in functie de presiunea interioarda p; .

Inlocuind P, din formula (14.29) si utiliznd notatia (14.31) se obtine
grosimea de fretaj corespunzatoare presiunii interioare de lucru a tubului fretat

5:2pi bcz(bz—az)
E cz(b2 —az)erz(c2 —bz)

Daca se inlocuieste presiunea de fretaj din egalitatea (14.37) in expresia
(14.34) se obtine

, (14.38)

2b%?
Coen = Di . (14.39)
o cz(bz—a2)+b2(cz—b2)
Din conditia de minimum
oo
«hi _y), (14.40)
ob

se obtine valoarea optima a razei suprafetei de contact

b= ac. (14.41)

Inlocuind valoarea lui b din relatia (14.41) in expresia (14.39) rezulta

c

Oech, = Pi : (14.42)
min c—a

Comparand expresiile (14.42) si (14.19) se observa ca fretajul conduce la o

scadere considerabild a tensiunii echivalente pe suprafata interioard a tubului cu

presiune interioara. Raportul tensiunilor echivalente, cu si fara fretaj, este

Oech
eCA:C—'—a:l(l'f‘gj- (14'43)

Tech, 2¢ 2 c

Daca a — 0, deci pentru un cilindru interior plin, raportul (14.43) este egal
cu 1/2 . Pentru tuburi cu pereti subtiri, adicd pentru a ~ ¢, fretajul nu are efect.

Inlocuind valoarea (14.41) in egalitatea (14.37), se obtine presiunea de
fretaj pentru o presiune interioard data
_Ppic-a
C2c+a’

(14.44)

c
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iar din formula (14.38) rezulta grosimea de fretaj in functie de presiunea interioara
5:%1/%, (14.45)
deci presiunea de fretaj in functie de grosimea de fretaj are expresia
ES c-a

D= . (14.46)
2. ac cta

Daca se egaleazd tensiunea echivalenta (14.42) cu rezistenta admisibila,
atunci se obtine presiunea interioarda maxima admisibila pentru solicitdri in
domeniul elastic

pi :(1 —%j c,. (14.47)

Pentru @ =0 (cilindru interior plin) se obtine Pi, =0q-

Dacé se impune presiunea interioard maxima p; si rezistenta admisibild
o,, atunci din (14.47) se obtine relatia de dimensionare bazata pe teoria a ///a de
rezistenta
O-Cl

—a (14.48)
Oq —Pi

c
—2
a

Pentru b=,/ ac, la cilindrul fretat nesolicitat la presiune interioarad (fig.

14.6, a), tensiunile circumferentiale in B (pe suprafata de contact) sunt egale si de
semne contrare 1n cei doi cilindri.

Relatiile de mai sus sunt valabile pentru un tub deschis la ambele capete si
atunci cand cilindrul exterior se monteaza peste cel interior fara preintindere.

Pentru o, =500MPa si p; =300MPa din conditia (14.48) rezultd
¢/a=25 iar din formula (14.44) se obtine p,. =64 MPa . Pentru £ =210GPa din

(14.45) rezultd 5/2b~14-107> .

Exemplul 14.2

Sa se calculeze tensiunile intr-un tub fretat cu ¢ =100mm, h=150mm,
c=225mm, 6§ =0,15mm, p; =210MPa, E=210GPa.

Rezolvare

Presiunea de fretaj (14.29) sau (14.44) este p. =40,38 MPa . Diagramele
tensiunilor sunt prezentate in figura 14.7.
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La cilindrul fretat nesolicitat (fig. 14.6, a)

2b°
6, = Pe H:—3,6 p. =—14538 MPa,
O, = Pe %z -2,6 p. =—105MPa,
Oy, = Pe %22,6[70 =105MPa,
Oty =P czzfzbz =16 p. =64,61MPa.

Tensiunile datorite presiunii interioare (fig. 14.6, b) sunt

c? +a?
o, =p;————=149 p; =313,38MPa,
A ¢?—a®
2a°
Ote =Pi 2 =049 p; =10338 MPa .
2 32 2
a” b +c
Otp _Pib—zﬁZO,SpizlﬁMPa,
2 2 2
a® ¢ -b
Orp =7 Pi b_zﬁ =-0307 p; =-64,61MPa .

Fig. 14.7

Tensiunile totale (fig. 14.6, ¢ si 14.7) au valorile

EtlA =04, to1, =168 MPa,

101
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Ory, =01y, TO1, =63MPa,

=0 +o, =273MPa,

2B

2c 2c C
5713 =5r23 =0, , —Pc=—105MPa,
Gy, =—pi=-210MPa, &, =0.

Tensiunile echivalente maxime sunt

=0 — O
eChA tlA

Q

r, =168 —(-210)=378MPa,

Gechy =01y, ~Ory, =273-(~105)=378 MPa .

14.3 Tensiuni termice in cilindri cu pereti grosi

In continuare se consideri cilindri cu pereti grosi supusi unui regim termic
stationar, 1n care temperatura variaza pe grosimea peretelui dar se considera
constanta n orice sectiune transversald in lungul tubului. Tensiunile termice sunt
generate de incalzirea neuniformd. Dacd variatia temperaturii este constantd in
lungul razei tubului, nu apar tensiuni termice. Tensiunile termice 1n tuburi cu pereti
grosi au fost studiate prima data de J. M. C. Duhamel (1838).

14.3.1 Distributia temperaturii

Legea conductiei termice (J. Fourier, 1822) se scrie sub forma
A
Q=szt, (14.49)

unde Q este fluxul termic, W, k este conductivitatea termica a materialului,
W/m-K, A4 este aria suprafetei de conductie, m?, L - lungimea traseului de
conductie, m, §i A¢ - variatia temperaturii pe traseul de conductie, K.

In cazul unui inel de grosime egala cu unitatea, decupat din tub prin doua
suprafete cilindrice coaxiale de raza r, respectiv » +dr, se calculeazd 4=27r-1,

L=dr,deci formula (14.49) devine

2rr

O=—k
r

Presupunand Q = const. si k = const., relatia (14.50) se mai scrie

dr. (14.50)
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d
rﬂz—izconst.zcl, dt:cl—r,
dr 27k r

de unde rezulta temperatura la raza »
dr
t:clj‘—+c2:c1 Inr+¢,. (14.51)
r
Se subintelege cd temperaturile ¢ sunt de fapt diferente intre temperatura

reala si o temperaturd de referinta ¢, , a mediului ambiant.

Dacd se noteaza ¢, - temperatura peretelui interior i #; - temperatura

peretelui exterior, din conditiile ¢| = =¢,, ¢| _, =t;,rezultd
’ r=a r=b

t, —t r
t=ty +4—Lin=. (14.52)
a b

In—

b
Pentru studiul tensiunilor termice, primul termen din relatia (14.52) se
poate neglija, deoarece corespunde incalzirii uniforme, care nu produce tensiuni
termice. De aceea, in continuare se va considera urmaitoarea distributie a

temperaturii In lungul razei

T r

—F— In

In(a/b) b

: T=t,—tp. (14.53)

Daci fluxul de caldurd este de la interior spre exterior (7'>0), atunci

peretele interior incalzit mai puternic tinde sa se dilate, dilatand straturile exterioare
ale tubului. Peretele exterior se opune, producand comprimarea straturilor
interioare ale tubului. Rezulta dilatare la exterior si comprimare la interior.

14.3.2 Tensiuni termice in cilindri circulari lungi

Se considera un cilindru circular lung, solicitat longitudinal astfel incéat
sectiunile transversale sd rimana plane.

Ecuatiile (14.1)-(14.4) raman valabile. Relatiile constitutive (14.5) se
modifica astfel

&, :% [O'r —V(O', +O'Z)]+at, (14.54)
& =% [0, -v(o, +0,)]+at, (14.55)
g, =% [O'Z —v(o, +O't)]+0ﬁ. (14.56)
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In general, pentru temperaturi sub 300°C se poate considera ci modulul
de elasticitate F = const.
Relatia (14.56) se mai scrie
o,=Es, +v(o, +0,)-Eat. (14.56, a)

Considerand &, = const. , rezulta

de
=2 =0. 14.57
i ( )

Inlocuind expresiile (14.54), (14.55) si (14.56, a) in ecuatia de

compatibilitate (14.4) si tindnd cont de (14.1) si (14.57) se obtine a doua relatie
intre tensiuni

d Ear dt
—(6,r)-0c. =— —_ 14.58
dr(“’ r)-o, P (14.58)

Eliminand o; intre relatiile (14.1) si (14.58), se obtine ecuatia diferentiald
de ordinul doi, de tip Euler

d20',+§dar _ Ea ldt
dr* r dr l-v rdr

(14.59)

Inlocuind distributia de temperatura (14.53) in membrul drept, se obtine

2
do, 3do, __ EaT 1 (14.59, )
dr®  r dr (1-v)In(a/b) r
Solutia ecuatiei (14.59, a) are forma
o, = A—Ez— Eael . (14.60)
r* 2(1-v)In(a/b) b

Constantele de integrare 4 si B se determina din conditiile la limita. Daca
presiunile exterioare sunt nule, atuncila »=a, o, =0 sila r=>0, o, =0.

Rezulta

4o EaT a’ EaT a’b’

: =— : 14.61
2(0-v) b*-da’ 2(1-v) b’ -a’ (14.60)

Inlocuind constantele (14.61) in relatia (14.60) se obtine formula
tensiunilor radiale
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_ EaT _ln(b/r) (bz—rz)a2
% = Sliy) [ ln(b/a)+(b2_a2)r2 } . (14.62)

Din relatia (14.1) se obtine expresia tensiunilor circumferentiale

_ EaT |[1-n(b/r) (b*+r*)a®
[ o) _((bz _+a2))r2 } (14.63)

0y

Ear [ 1 2a°°
2(1-\’) 1 é bf_a2

a

ZB

Fig. 14.8

Pentru determinarea expresiei tensiunilor longitudinale, se calculeaza intai
deformatiile specifice longitudinale. Se pune conditia ca forta axiala sa fie nula

b
N=I0227rrdr=0. (14.64)
a
Inlocuind in (14.64) expresia lui o, (14.56, a), efectuand integrarea si
tinand cont de (14.57), (14.62) si (14.63) se obtine

a’ 1
——aT _ . 14.65
A {bz —a> 2In(b/a) } (1469

Din formula (14.56, a) se obtine apoi expresia tensiunilor longitudinale

EaT {1—2ln(b/r) 247 } (14.66)

TT20-v) | m(p/a)  p2-a?
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Relatiile (14.62), (14.63) si (14.66) au fost stabilite de R. Lorenz in 1907,
considerand temperatura pe suprafata exterioard nuld, ¢, =0, deci T =¢,,
temperatura pe suprafata interioara a cilindrului.

In figura 14.8 se prezintd diagramele de variatie ale tensiunilor &, , o, si
o, n lungul razei, pentru 7 >0. Se observa cd tensiunile maxime apar pe

suprafata interioara a tubului, dar sunt de compresiune locald. Cosurile de fum din
caramida, piatrd sau beton, incilzite la interior, pot avea fisuri pe suprafata
exterioara, solicitata la intindere locala.

Exemplul 14.3

Si se determine tensiunile de la interiorul unui tub cu b=3a, T=40°C,
E=210GPa, a=12-10%grd™!, v=03.
Rezolvare

Din relatiile (14.62), (14.63) si (14.66) se obtine o, =0 si

_ o, o EaT 2
77 2(1-v)| In(b/a) b -d

} =-96,5MPa,

deci valori relativ mari, chiar pentru o diferenta relativ mica de temperatura.

14.4 Discuri de grosime constanta, in rotatie

Intr-un disc in rotatie, fortele masice datorite acceleratiei centripete produc
tensiuni. Aplicand principiul lui d'Alembert, se considerd cd asupra discului
actioneaza forte centrifuge, distribuite axial-simetric in tot volumul discului.
Rezulta tensiuni §i deformatii distribuite simetric fata de axa de rotatie.

Discurile masinilor rotative au grosime variabild cu raza, putand fi
solicitate la exterior de o sarcina centrifugald datoritd paletelor, iar la interior de
presiunea de fretaj pe arbore. In continuare se considera un model simplificat -
discul de grosime constantd, 1n rotatie cu turatie constanta, fara sarcini la exterior si
interior, solicitat numai de forte masice centrifuge, la care se neglijeaza eventuale
solicitari la rasucire sau la incovoiere. O astfel de forma au discurile abrazive, dar
acestea sunt neomogene si anizotrope datoritd armaturilor.

Daca discul este (axial) subtire, se presupune ca este solicitat la o stare
plana de tensiuni. Nu exista tensiuni pe directia axei de rotatie. Tensiunile radiale si
circumferentiale sunt constante pe grosimea discului.
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Primele studii asupra tensiunilor in discuri subtiri in rotatie au fost
publicate de A. Stodola (1903) si M. Griibler (1906).

14.4.1 Tensiuni in discuri subtiri, in rotatie

Calculul tensiunilor intr-un disc in rotatie este o problemd static
nedeterminatd, la rezolvarea careia trebuie utilizate ecuatii de echilibru, relatii intre
deformatii specifice si deplasari, relatii intre tensiuni si deformatii specifice si
conditii la limitd asemanatoare celor stabilite pentru tuburi cu pereti grosi.
Deosebirea principala constd in adaugarea efectului fortelor de inertie in ecuatia de
echilibru.

(z)zcorﬁ' |

Fig. 14.9

Ecuatia de echilibru

In figura 14.9 s-a reprezentat un element detasat dintr-un disc prin doua
plane axiale si doud suprafete cilindrice concentrice infinit vecine, de grosime
egali cu unitatea. In afara fortelor care rezulti din tensiuni, asupra elementului mai
actioneaza, pe directia razei, o forta centrifuga

dF =ro’prdédr,

unde p este densitatea materialului discului, iar @ este viteza unghiulara
(constantd) de rotatie (rad/s). Celelalte notatii sunt aceleasi ca in figura 14.1.

Ecuatia de proiectii a fortelor pe bisectoarea unghiului dé se scrie

do,

dr

o, rdf+2c, drd—f—[ar + drj(r+dr)d6?—dF =0,

care se aduce la forma

i(ar r)—0, =—pa’r’. (14.67)
dr
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Relatiile intre deformatii specifice §i deplasari sunt (14.2) si (14.3), deci

ecuatia de compatibilitate este tot (14.4)

d
—lg r)=¢,.
dl’( t ) r

Relatiile intre tensiuni si deformatii specifice sunt (14.5)

£ =%(ar —ve). =%(at -vo,).

Inlocuind deformatiile specifice in ecuatia de compatibilitate si tinand cont
de (14.67) se obtine a doua relatie intre tensiuni

d
—(o,-r)-0, =—vpa’r’ (14.68)
dr
Eliminand o, intre relatiille (14.67) si (14.68), se obtine ecuatia
diferentiala
d’ 3d
% 4250~ _(34v)pad, (14.69)
dr® r dr
care se mai scrie
d 1 d 2 2
—| ——\o.7r)|=—3+Vv)por, 14.69, a
dr { r dr( ' )} B+v)e ( )
Solutia ecuatiei (14.69) are forma
- B
o, =A-=—kr’, (14.70)
r
Inlocuind expresia (14.70) in (14.67) rezultd
- B
o,=A+—-k,r. (14.71)
r
In relatiile (14.70) si (14.71) s-a notat
3+ 1+3
k=Y pe?, ke, =—Y pa. (14.72)

8
Constantele de integrare 4 si B se determin din conditiile la limita.

Acestea difera pentru discul cu gaura centrald si pentru discul plin (fara gaura

centrald).
In continuare se considerd discuri neincdrcate pe margini, solicitate deci

doar de fortele masice.
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14.4.1.1 Discuri cu gaura centrala

La discul fara sarcini radiale la interior si exterior, la ¥ =a, o, =0, si la

r=»b, o, =0. Rezultd constantele de integrare

A=k (d+b),  B=kdb, (14.73)
care inlocuite in relatiile (14.70) si (14.71) conduc la
212
o :kl(a2+b2—al; —rZJ, (14.74)
r

(14.75)

2

a’b* 1+3v 2
r 3+v '

o =k, (az +b+———

Diagramele de variatie ale tensiunilor in lungul razei sunt prezentate in
figura 14.10.

a@%;}z .
5 -y .Vt =
b2+ \;.,._“jaz mex Z;IVV)Gtmax
h
, N A=\@):
b -
e \/E Tmax
3tV ag 2 e}
- 5 Pu(b-a) 7 ¥ Ot o
Z 2
Fig. 14.10 Fig. 14.11

Tensiunile de valoare maxima apar pe suprafata interioara si au valoarea

o =2k |p+ V02 (14.76)
max = S 34w

Armarea discurilor de polizor se face prin insertii sau inele de sarma
inglobate in materialul abraziv in vecinatatea gaurii discului, unde tensiunile locale
de intindere au valori maxime.

Viteza unghiulara maxima care produce atingerea limitei de curgere o, pe
suprafata interioara a discului, conform criteriilor Tresca si von Mises, este
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4o
w, = S 14.77
‘ \/p[(3+v)b2 +(1-v)a’] (%79
Cand a -0,
o, =2k b, (14.77, a)

valoare ce corespunde unui disc cu o gaura centrald foarte mica.

14.4.1.2 Discuri pline

La discurile fard gaura, la r=b, o, =0, iar la centru, pentru »=0,

O-V ZO-t.

Rezulta constantele de integrare

A=kb*, B=0, (14.78)
care inlocuite in (14.70) si (14.71) conduc la formulele tensiunilor
o, =k, (b =r*), (14.79)
1+3
o =k, (bz AL rzj. (14.80)
3+v

Diagramele de variatie ale tensiunilor in lungul razei sunt prezentate in
figura 14.11.

Tensiunile maxime apar in centrul discului si sunt

3+v

(o

tmax = O-rmqu :kl b2 = pa)zbz . (1481)

Se observa ca pentru valori p si v date, tensiunile depind numai de viteza
periferica a discului v=wb.

Viteza unghiulara maxima care produce atingerea limitei de curgere o, pe
suprafata interioara a discului, conform criteriilor Tresca si von Mises, este

o 1 8o,
b\ (B+v)p

Comparand expresiile (14.77, a) si (14.81), rezultda ca la discul cu gaura
mica tensiunile in jurul gaurii sunt de doud ori mai mari decat in centrul discului
fara gaurd, deci gaura actioneaza ca un concentrator de tensiuni. Factorul teoretic
de concentrare a tensiunilor elastice este n acest caz K, =2.
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Exemplul 14.4
Sa se determine tensiunile maxime dintr-un disc cu a=150mm,
b=300mm, v=03 si p=7850 kg/m3 , care se roteste cu viteza unghiulara

constantd @ =314 rad/s.

Rezolvare

Tensiunile radiale maxime (fig. 14.10) apar la » =212,13 mm si sunt

:3+_pr2 (b—a)2 =7,18N/mm2 .

Oy max 8

Tensiunile circumferentiale maxime apar la interior si au valoarea

—3+Vpa)2 [bz +1_—Va2J:60,5N/mm2.
3+v

Ot max = 4

14.4.2 Disc fretat pe arbore

Se considera cazul unui disc de grosime constanta /4, fretat pe un arbore in
rotatie cu viteza unghiulara constantd @ , rad/s. Se noteaza b si ¢ razele interioara
si exterioara ale discului, a si b+ J razele interioara si exterioara ale arborelui, &
- grosimea de fretaj, egald cu diferenta Intre raza exterioara a arborelui si raza
interioard a discului, in repaus, D - indice pentru disc si 4 - indice pentru arbore.

Tensiunile in disc se obtin din relatiile (14.74) si (14.75)

3 2.2
o =2 Vb poz(c%bz—bi —rzj, (14.82)
8 r
3 e 143
o, =220 e epr VD 2 ) (183
8 r 3+vp,

Lar=b, 0,=0si

3+ 1-
o, = 4VD pp @’ (02 +Jb2} (14.84)

La »=5, in cazul starii plane de tensiuni, deplasarea radiala se obtine din
(14.3) 5i (14.5) fiind

3+ 1-
uy, SLAPS RY P L s W PR
E, "= E, 4 3+,

Tensiunile 1n arbore sunt
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3+ 2p?
o =34 5 2 e m B0 2 (14.86)
8 2
3 2p* 143
o, =204 5 2 b2+a2+“’2’ _IPVa 2 (1487
8 r 3+v,

3+ 1-
o, =20 5wt g YD 2 | (14.88)
4 3+v,
La »=>b, deplasarea radiala este
3+ 1-
uy, =2, =22V o2 I | (1a89)
E, E, 4 3+v,

Daca rotorul porneste din repaus si ajunge la viteza unghiulara w,

strangerea se slabeste cu A, diferenta intre deplasarile radiale ale discului si
arborelui

A=u, —u, ,

Aza)zb 3+vaD c2+1_vD b2 3+vy o, a2+1_VA el
4 E, 3+v, E, 3+v,

Relatia (14.29) devine

S—-A=bp, K, (14.90)

1 (b* +d? 1 (c*+b?
Kpy=—|———-v, |+— -vy |- 14.91
AD EA (bz_az AJ ED (cz_bz D ( )
Inlocuind A in (14.90) se obtine presiunea de fretaj la viteza unghiulara
@ , corespunzatoare unei grosimi de fretaj in repaus o

unde

5-4
bK .

5_(021; 3+v, o 2 v g0 34y, ’. 2y v e
4 E, 3+v, E, 3+v,

P. , (14.92)

pP.=
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Daca arborele si discul sunt din acelasi material, notand E, =E, =E,

Vp=V,=V, pp=p,=p,seobtine

Pc:{ = _Q)TZb(3+v)p} (bz_az)(cz_bZ)' (14.93)

2 —a? 203

Pentru arbore plin (a = 0) presiunea de fretaj este

» :{ OFE _(3+V)w2p} (cz _bz)' (14.94)

| 2bc? 8

Viteza unghiulara maxima la care se anuleaza presiunea de fretaj Intre disc
si arbore este
) 4 E o

max=3+V;bCZ'

(14.95)

Daca u este coeficientul de frecare intre disc si arbore, atunci cuplul
transmis de asamblarea cu strangere este M, =F b unde F=u2xbhp,

M,=u2zb>hp,, (14.96)
deci puterea transmisa este

P=M,0=u2zb’hp.w. (14.97)

Exemplul 14.5

Un disc cu diametrul exterior 600 mm si grosimea 75 mm este montat cu
strangere pe un arbore cu diametrul de 100 mm. Daca diametrul arborelui este mai
mare cu 0,2 mm decat gaura discului, se cere sa se calculeze: 1) presiunea de fretaj

la turatia de 5000 rot/min; 2) turatia la care presiunea de fretaj se anuleaza; 3)
puterea transmisa fara alunecare la 5000 rot/min pentru un coeficient de frecare

#=015.Sedau: £E=210GPa, v=03 si p=7850 kg/rn3 pentru disc si arbore.
Rezolvare

Razele discului sunt ¢=300mm si b=50mm. Grosimea de fretaj in
repaus este 0 =0]1mm. Viteza unghiulara este a)=7r-5000/30=523,6 rad/s.

Presiunca de fretaj in repaus este p, =194,44 N/ mm? . Presiunea de fretaj
(14.94) la turatia 5000 rot/min este p.=116,7 N/ mm” . Turatia la care presiunea
de fretaj se anuleaza (14.95) este ,,,, =828,4rad/s, careia 1i corespunde o turatie

n,.. =7910rot/min. Cuplul transmis (14.96) este M, =2,06-10*Nm iar puterea
transmisa fara alunecare (14.97) este P=108 MW .
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14.5 Tensiuni termice in discuri subtiri

Daca un disc in rotatie este Incélzit neuniform, atunci in disc apar si
tensiuni termice care se suprapun peste cele produse de campul centrifugal. In
continuare se calculeaza tensiunile termice intr-un disc subtire care nu se roteste.

In acest caz, distributia temperaturii in lungul razei este mai greu de
stabilit. Se considera o distributie parabolica, de forma

r2

b_2 5

Ecuatiile (14.1)-(14.4), (14.54) si (14.55) raman valabile. Se obtine ecuatia
diferentiald de ordinul doi

t=T T=t,—1,. (14.98)

d? d
or 399, __poldt (14.99)
dr? r dr rdr
Solutia ecuatiei (14.99) are forma
EaT r?
arzA—%—Lr—z, (14.100)
r 4 p
iar expresia tensiunilor circumferentiale este
2
EaT
o =4+ B _3Ealr (14.101)

Constantele de integrare 4 si B se determind din conditiile la limitd. Pentru
un disc plin, la =0, 0, =0, sila r=b, o, =0. Rezultd
_EaT

A==, B=0. (14.102)

Inlocuind constantele (14.102) in relatiile (14.100) si (14.101) se obtin
formulele tensiunilor radiale si circumferentiale

EaT(. »?

2
o =LA 3| (14.104)
4 b2
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Diagramele temperaturilor si tensiunilor sunt prezentate in figura 14.12.
Tensiunile de valoare maxima apar la marginea exterioard a discului (7' >0).

_Eal
p N2
h
Gr
b
G
7 t, FoT
4
/
Fig. 14.12

In cazul general, pentru o distributie dati a temperaturii T (r), tensiunile se

calculeaza cu relatiile

O'F:—gj.Trdr+ Ez[A(1+V)—Bl_2V}, (14.105)
r 1-v r

o :ngrdr—aET—i-l E 2[A(1+v)+Bl_2V}. (14.106)
r -V r

Deplasarea radiala este

u:(l+v)gJ.Trdr+Ar+£. (14.107)
r r

Constantele de integrare A4 si B se determind din valorile tensiunii radiale la
interior §i exterior. Astfel, la interior, tensiunea o, poate fi zero sau egald cu

presiunea de fretaj cu semn schimbat. La exterior, o, poate fi zero sau egala cu
presiunea creatd de sarcina centrifugald datorita paletelor sau bandajului.

Exemplul 14.6
Sa se calculeze tensiunile termice maxime dintr-un disc circular plin,
pentru care ¢, =700°C, t, =200°C, E=210GPa, a=12- 100 grd .
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Rezolvare

Pentru T =500°C, la exteriorul discului se obtine

_EaT

Ot max =

=630 N/mm? .

Calculul este aproximativ, deoarece peste 300°C modulul de elasticitate
scade cu cresterea temperaturii.



15.
INCOVOIEREA PLACILOR SUBTIRI

Plicile sunt elemente tipice ale constructiilor. in ingineria mecanici, se
intalnesc componente care se pot modela ca pléaci in carcase, recipiente, suporti,
corpurile lagarelor, diafragme cu rol de sicane, atenuatoare de fluctuatii de presiune
sau elemente elastice in aparate de masura si control.

In continuare se studiazi doar cteva cazuri simple, care permit solutii
analitice Inchise, pentru familiarizarea cu marimile specifice si "efectele de placa".
Problemele practice se rezolva utilizand metoda elementelor finite si programe
adecvate de calcul.

15.1 Ipotezele teoriei incovoierii placilor subtiri

Placile sunt corpuri plane, marginite de doua suprafete, situate la distanta
mica in comparatie cu dimensiunile acestora. Pe scurt, placile sunt corpuri care au
doud dimensiuni mai mari cu cel putin un ordin de marime decét a treia. Cele doud
elemente definitorii ale unei placi sunt suprafata mediana si grosimea.

Suprafata mediana este egal departatdi de cele doud suprafete care
delimiteaza placa. Grosimea este masuratd perpendicular pe suprafata mediana.
Plicile subtiri au grosimea sub 1/10 din dimensiunile in planul acesteia. In general,

plicile au suprafata mediana plana. Invelisurile au suprafata mediana curb.

Se admite cd materialul placii este omogen, izotrop si elastic liniar.
Grosimea placii se considerd mica n comparatie cu dimensiunile placii in planul
ei. Sageata se admite ca este micd in comparatie cu grosimea placii. Ca urmare, in
planul median al placii nu apar tensiuni de intindere (de membrand), acesta fiind
astfel o suprafata neutrd. Rezultatele obtinute sunt strict valabile pentru placi de
grosime constanta.

La placi cu nervuri de rigidizare, desi materialul este izotrop, prezenta
nervurilor face ca rigiditatea la Incovoiere sd varieze cu directia. Aceste plici se
numesc anizotrope constructiv, cele mai utilizate fiind placile ortotrope
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constructiv, cu nervuri perpendiculare intre ele. Placile din compozite stratificate
sunt studiate n manuale de specialitate.

Teoria inginereascad a incovoierii placilor se bazeaza pe ipotezele lui G. R.
Kirchhoff (1850):

1. Ipoteza normalei rectilinii. Normala la suprafata mediand ramane
dreapta (dupd Incovoierea placii) si perpendicularda pe suprafata mediana
deformata.

2. Ipoteza independentei actiunii straturilor. Tensiunile normale pe
suprafete paralele cu suprafata mediand sunt neglijabile. Straturile paralele nu
preseaza unul pe celélalt. Deci se considera o stare plana de tensiuni.

15.2 Incovoierea pura

Incovoierea pura este produsa de momente uniform distribuite pe margini
libere, nerezemate. La incovoierea pura nu exista forte taietoare.

Fie un element de dimensini in plan dx, dy, decupat dintr-o placa de
grosime /, solicitat la incovoiere purd (fig. 15.1, a). Momentele incovoietoare pe
unitatea de lungime M, si M ¥ (masurate, de exemplu, In Nm/m), sunt pozitive

cand au sensurile indicate in figura 15.1, b, deci cand produc tensiuni normale
pozitive in jumaitatea de jos a placii.

Relatiile intre deformatii specifice §i deplasari
Se noteazd 1/p, si 1/ P, curburile suprafetei mediane in sectiuni paralele

cu planul xOz, respectiv yOz. Pe baza unui rationament asemandtor celui de la
incovoierea barelor drepte (Cap. 8), se stabilesc expresiile alungirilor specifice la
distanta z de suprafata mediana

gx:—, E,, =—. (151)
Py Py

Relatiile intre tensiuni si deformatii specifice

Deoarece in placa existd o stare plana de tensiuni, se utilizeaza legea lui
Hooke (9.64) sub forma

E

_1—1/2

(gy +V€x). (15.2)

o, = 3 (£x+v5y), o,

1-v

Inlocuind alungirile specifice (15.1) in relatiile (15.2) rezulta
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£z [1 Y ] oy = £z [L+LJ (15.3)

o, = T+ = 5

I-v Px P y I-v P y Px

Ecuatiile (15.3) aratd ca, datoritd ipotezei normalei rectilinii, tensiunile

normale de Incovoiere variaza liniar pe grosimea placii. Ele sunt nule in suprafata
mediana, care devine astfel o suprafata neutra, fara tensiuni de membrana.

dx
/
| a, 7
rd z
dy, N4
/'F:---‘:——_’ x x
= 1k
Zyo, 7 o
h{—x VAR x
7 7 f‘/
/ /
% g b
Fig. 15.1

Ecuatiile de echivalenta intre eforturi si tensiuni
Echilibrul intre momentele interioare, datorite tensiunilor de incovoiere ce
actioneaza pe fetele elementului, si momentele exterioare se scrie sub forma

B2
J. zo,dydz=M,dy,

—h/2

) (15.4)
[zoy ardz=m, ax

—h/2
Inlocuind tensiunile din ecuatiile (15.3) in relatiile (15.4) si integrand, se
obtin expresiile momentelor incovoietoare distribuite

Mpoﬁxﬁ

Py P
o (15.5)

1

M,=D|—+2|
Py Px

unde D este rigiditatea la incovoiere a placii
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3
D :Lz. (15.6)
12(0-v7)
Din relatiile (15.3) si (15.5) se obtin formulele de calcul al tensiunilor
Mx z My z
o, = , o, = . (15.7)
TR s
12 12

Acestea au valori extreme la suprafata placii, pentru z=1h/2.

Pentru deformatii mici, curburile principale se pot scrie sub forma (8.49)

2 2
1 1
1 __ow v L ow v (15.8)
Px 0x Py oy
unde w este deplasarea n directia z (sdgeata).
Cu aceste notatii, relatiile (15.5) se scriu
2 2
M,=-p| ¥ > v >
Ox oy
5 5 (15.9)
M,=-D 5_vzv N 6_vzv
oy Ox
Exprimand curburile in functie de momente se obtine
1 My-vM,
px o H
12 (15.10)
1 M,-vM,
- = 3
Py £ h
12
sau, inlocuind sageata placii
0’ 1-v?
v;/ = — V (Mx - VMy ),
ox D
5 , (15.11)
o'w 1-v
- (M, -vM,)

oy’ D
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Se considera un element prismatic cu baza triunghiulara, detasat din placa
solicitata la incovoiere purd (fig. 15.2). Se presupun cunoscute momentele M , si

M, care actioneazd pe fetele din planele de coordonate si se cere calculul

momentelor care actioneaza pe fata Inclinata cu unghiul « .

Fig. 15.2 Fig. 15.3

Deoarece pe fata inclinatd, pe langa tensiunile normale care produc
momentul incovoietor M, , actioneaza si tensiuni tangentiale (fig. 15.3), acestea

din urma produc un moment de rasucire distribuit M ,; .
Problema se reduce la calculul starii de tensiuni in jurul unui punct (§
9.2.1). Se cunosc tensiunile normale o, si o, (15.7) si se calculeaza tensiunile
o, s 7, pe fata inclinata. Din relatiile (9.33) rezulta
_Oyt0, 0,-0,

o, = 5 + 5 cos2a, (15.12)

O, — O
~7,, =%sin2a . (15.13)

Inlocuind o, si o, dinrelatiile (15.7), se obtine

M., +M, M,-M
an=12z[ al S ycosZaj, (15.14)
3 2
h
12z My =M,
— Tyt =h—3Z %sta . (15.15)

Momentul incovoietor distribuit are expresia
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W2 My +M, M,-M,
M, = J' 20, dz=—"— 4 ———Fcos2a.  (1516)
2

Momentul de rasucire distribuit este

M,-M
T Y in2a . (15.17)

Momentul de risucire maxim apare in planul inclinat la a =45° fatd de
axele principale x si y. Momentele de rasucire produc deformatii de rasucire ale
planului placii. Caracterul acestei deformatii apare in figura 15.4 in care se prezinta

o parte din placa din figura 15.1, b decupati prin plane orientate la 45° fati de
axele x si y. Dupa deformarea placii, liniile ab si cd nu mai sunt paralele.

Fig. 15.4

Curbarea (indoirea) placii in planele xOz si yOz se caracterizeaza prin
razele de curburd p, si p,, . Aceastea se numesc raze principale de curburd. Una

dintre ele are valoare maxima, cealaltd are valoare minima. Pe directia «, raza de
curbura are o valoare intermediara data de

Pn 2\ pPx Py) 2\pPx Py
Daca se decupeaza din placa un element rotit fata de cel din figura 15.1, pe
laturile acestuia actioneaza, in afara momentului incovoietor distribuit, si un

moment de rasucire distribuit. Acesta din urma produce tensiuni tangentiale de
rasucire paralele cu conturul, distribuite liniar pe grosimea placii.

Inseamna ci elementul de placa din figura 15.1 a fost decupat in lungul
unor directii principale, pe care nu actioneazd momente de rasucire distribuite,
fiind solicitat de fapt de momente incovoietoare principale.
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15.3 Incovoierea cilindrica

La incovoierea cilindrica, suprafata mediana a placii se deformeaza intr-o
suprafata cilindrica (cu exceptia marginilor).

In figura 15.5 se prezinti o placi incastrati in lungul unei laturi si incarcatia
cu o sarcind uniform distribuitd in lungul laturii opuse. Forma deformatd este
desenata cu linii Intrerupte.

Incovoierea cilindrici a placilor se aseamind cu incovoierea barelor.
Diferenta constd in faptul cd la incovoierea barelor deformatiile transversale nu
sunt impiedicate. Ca urmare apare deformatia "anticlastica" descrisa in Capitolul 8.
Forma sectiunii transversale se modifica. Latimea acesteia scade n zona intinsa si
creste In zona comprimata.

AP
S
==
-.-\
= =~
=== <7
— (d
== //
= 7
s
"\\\\ ’d
~
~¥
Fig. 15.5

Daca pe suprafata plicii se traseazd linii paralele longitudinale, la
incovoierea cilindrica distanta intre acestea nu se modifica, deci deformatia relativa
in directie transversald este nuld. Interactiunea fibrelor longitudinale face ca in
placa sd apara tensiuni 1n directie transversald, deci si momentele Incovoietoare
distribuite corespunzatoare.

Inlocuind £, =0 In relatiile (15.2), se obtine

o, = £ 5 Ex 0,=V0Oy. (15.19)
I-v
Relatiile (15.5) devin
v ER 1 dw
Y 120-v?) oy dx?’ (15.20)

M,=vM,.
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Rezulta ca incovoierea cilindricd in planul xOz poate apare doar daca pe
conturul placii se aplica si momentul distribuit M ,,. Daca momentul M, lipseste,
atunci langa marginile placii forma suprafetei deformate a placii diferd putin de cea
cilindrica.

o . .1
Atunci cand £,=0 51 M,=vM,, rezulta — =0, generatoarea este
Py
linie dreapta, deci incovoierea este cilindrica.

Daca placa nu ar fi incastrata pe o laturd si asupra placii ar actiona numai

momentul M , (fig. 15.6), deoarece curbarea placii pe directie transversala nu este

limitatd, placa poate fi privitd ca un ansamblu de fasii longitudinale separate,
fiecare deformandu-se ca o bara.

In acest caz starea de tensiuni este uniaxiala, o, = 0, deci i si,
spre deosebire de incovoierea cilindricd, placa se curbeazd si in directie
. oA 1 1
transversald, in sens contrar, — = -y —.
Py Px

15.4 Incovoierea axial-simetrica a placilor circulare

In cazul incovoierii placilor circulare, dacé incarcarea este axial-simetrica
atunci toate marimile depind numai de raza, deci problema este unidimensionala.

15.4.1 Relatii intre momente si unghiul de inclinare al normalei

Relatiile intre deformatii specifice §i deplasari

In figurile 15.7, a si b se prezinta sectiuni prin placi, inainte si dupa
deformare. In ipoteza deformatiilor mici, datorita sagetilor mici, punctele a si b din
planul median se deplaseaza numai pe verticald. Normala in « la suprafata mediana
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se roteste cu unghiul ¢, ramanand dreapta si perpendiculard pe suprafata mediana
deformata a placii. Normala in punctul b se roteste cu unghiul ¢ +de .

¥ dr
7 //h’%’%’/////é%
A A “
|
/AZ///// b

Fig. 15.7

Intr-un strat situat la distanta z de planul median, alungirea specifici
radiala este

_ cd, —cd _ A(dr)

£, ,
cd dr
unde A(dr) =z (qo + dq)) —zp=zde . Rezulta
e =92, (15.21)
dr

Alungirea specifica circumferentiald este egald cu variatia relativa a
lungimii cercului de raza
27z(r + qoz)— 2rr

E, =
t 5
2xr

deci
g =2z (15.22)
r
Relatiile intre tensiuni si deformatii specifice

Pe baza ipotezei independentei actiunii straturilor, o, =0, iar legea lui
Hooke pentru starea pland de tensiuni se scrie

o, = (e, +ve,), o, = (&, +ve,). (15.23)

1-v2 1-v?2
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Inlocuind alungirile specifice (15.21) si (15.22) in relatiile (15.23) rezulta

S O
ooy ldr r)

E d
o= L2 (2 T J
1—v2\r dr
Tensiunile normale din placa variaza liniar pe grosime (fig. 15.8). In afara

acestora, in placd mai actioneaza si tensiuni tangentiale paralele cu axa Oz, a caror
distributie pe grosime este parabolicd, cu valori nule la extremitati.

(15.24)

\

Fig. 15.8

Relatiile de echivalentd intre momente si tensiuni
Echilibrul intre momentele interioare, datorite tensiunilor normale ce
actioneaza pe fetele elementului, si momentele exterioare se scrie sub forma

h/2 h/2

M, = jzo;dz, M, = IZU,dZ- (15.25)

r

—h/2 —h/2

Inlocuind tensiunile din ecuatiile (15.3) in relatiile (15.4) si integrand, se
obtine

r r

M, :D(d—¢+v£j,
(15.26)

M,:D(ﬂwd—(p],
r dr

unde D este rigiditatea la incovoiere a placii (15.6).
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Din relatiile (15.24) si (15.26) se obtin relatiile de calcul al tensiunilor
normale

o = M, z o = M,z
"oRd12° YR
Atat momentele cét si tensiunile normale depind de unghiul de inclinare al
normalei ¢, care se determina din ecuatiile de echilibru si conditiile la limita.

(15.27)

15.4.2 Ecuatiile de echilibru

Un element detasat din placd prin doua plane axiale si doud suprafete
cilindrice concentrice infinit vecine (fig. 15.9, a) este in echilibru sub actiunea
sarcinii exterioare ¢ si a momentelor si fortelor tdietoare distribuite liniar. Datorita
simetriei, pe fetele din planele axiale ale acestui element nu actioneaza forte
taietoare. Fie M, momentul incovoietor circumferential, M, momentul
incovoietor radial si Q forta tdietoare, pe unitatea de lungime, si ¢ sarcina
exterioard, pe unitatea de suprafata.

O forta taietoare pozitiva actioneaza pe o fatd pozitiva in sensul pozitiv al
axei z. Momentul M ,. si forta Q variaza cu raza r.

grdedr, | Qrdo+d(Qrde)
. M,y do+d(M,r do)
M, r do+d{M,r do) M dr
L)
z
NN
. \\\\\:%/// v
M dr
Orde Qrdo+d(Qrde)
Fig. 15.9

Ecuatia de proiectii a fortelor pe verticala este
Qrd6+d(Qrdd)-0rdé=qrdodr,

care se mai scrie
d(or)
dr

=qr. (15.28)
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Ecuatia de momente fatd de tangenta y la cercul exterior este
M, rd0+d(M, rd@)-M, rdo-2M, dr%—Qrd@drzqrd@dr%.
Neglijand termenul din membrul drept, care este un infinit mic de ordin
superior, dupa simplificari se obtine
d(M
(_dQ_M}zQp (15.29)
dr
Ecuatiile (15.26), (15.28) si (15.29) formeaza un sistem de patru ecuatii cu
patru necunoscute O, M, , M, si ¢.

NI T T T

q

MT‘
CH?H THTT'D
5 Q
Fig. 15.10

Forta taietoare distribuitd Q se obtine integrand ecuatia (15.28)
r
Qrzjqrmm (15.30)
0

Ea poate fi determinata direct daca se scrie echilibrul unui disc de raza r
decupat din placa (fig. 15.10). Pentru o placd incdrcatd cu sarcind uniform
distribuita, ecuatia de echilibru a fortelor se scrie

(]7[1”2 -027r=0,

Q:%?. (15.31)
In general
0= P , (15.32)
2zr

unde P este forta totala aplicatd in perimetrul 27z 7.

15.4.3 Ecuatia inclinarii normalei

Inlocuind momentele (15.26) in relatia (15.29), se obtine ecuatia inclinarii
normalei in functie de forta tdietoare
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2
d_¢+ld_¢_igp:g’ (1533)
dr2 rdr ;2 D

care se mai scrie sub forma mai usor integrabila

daird N_2
dr[rdr(m)} . (15.33, a)

Solutia generala a ecuatiei (15.33, a) este
B 1 Y ~) 4~
p(r)=Ar+=+— || 7| 0d7 |dr . (15.34)
r Dr

Constantele de integrare 4 si B se determind din conditiile de Incarcare si
de rezemare, pe contur sau la interior (daca este cazul):

- Pe o margine incastrata, ¢ =0.

- Pe o margine simplu rezemata sau liberd, tensiunile radiale o, si

momentele radiale M, sunt nule

do,, 2 Lo, (15.35)
dr r)._r

unde R este raza marginii respective.

- Pe un contur de raza R incarcat cu un moment M distribuit

d
D[—(”WQJ -M, (15.36)
dr r)
r=R
La placa fard gaurd centrald, la »=0 unghiul ¢ are valori finite, deci
B=0.
Al treilea termen din membrul drept depinde de incarcarea placii. Daca in
cercul de perimetru 27 r actioneaza o sarcind uniform distribuitd ¢ si o forta
concentrata /', ambele dirijate in sus, atunci

F qr
= +—. 15.37
Q 2rr 2 ( )

Se calculeaza

2
Ier:j LA L P S WK LA
27zr 2 27 4
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2 2 2 2

4

P EA N LG Y S (A I L o O
27 4 2| 2 4 16 2

Deci in (15.34) termenul al treilea 1 = DLJ. (f I od 7) dr devine
r

*
Izi(anr—l)-k gr3 G, Gl
8z D 16D 2D D r

Ultimii doi termeni se aduna cu primii doi termeni din membrul drept al
relatiei (15.34) si se obtine expresia inclindrii normalei sub forma

3
Fr qr B
=——QRnr-1)+——+A4r+—. 15.38
4 87zD( ) 16D r ( )

15.4.4 Calculul sagetilor

In figura 15.11 se arati suprafata deformati a plicii. Pentru unghiuri
pozitive de rotire a normalei, ¢ >0, si pentru o crestere a razei dr >0, sigeata

scade, dw<0, deci

dw=-¢pdr,
de unde rezulta
w=—J.¢)dr+C. (15.39)
r dr

Fig. 15.11

In general, constanta de integrare C se determind din conditia anularii
sdgetii pe conturul rezemat.
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15.4.5 Pliciincarcate cu sarcina uniform distribuita

15.4.5.1 Placa incastrati pe contur

La placa din figura 15.12, a sarcina distribuitd este aplicata in jos, deci
relatia (15.38) devine
3
pr B
=———+4+A4dr+—. 15.40
4 16D r ( )

In centru, la r=0, ¢p=0,deci B=0.

P
A 3T T T VT3 37
A R B R a
|
R2
MT" I..i _pT b
My _vpR
8 C
(]+v)pR2
16
Fig. 15.12
) 2
Pe contur,la =R, ¢=0,deci 4= .
16D
Rezulta
p=2L" (Rz—rz). (15.41)

Se calculeaza

%zﬁ(# =), fl(f 16D (k2 -3r2).

Din relatiile (15.26) se deduc expresiile momentelor incovoietoare

[ (1+v)R* = (3+v)r 2] (15.42)

[ (1+v)R* =(1+3v)r ] (15.43)
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Pentru o placa din otel, inlocuind v =0,3 1n relatiile de mai sus, se obtine
A4r=i1@3R2—33r2l
16
Alrzlz(L3R2—19r2>
16

In figurile 15.12, b si ¢ se prezinta diagramele de variatie a momentelor
incovoietoare in lungul razei placii.

Tensiunile normale din placa, la suprafata, au expresiile

o, =% 6p2 (1,3R2 —3,3r2) ,
16 4

o =2 6p2(L3R2—19r2).
164

Valoarea cea mai mare o au tensiunile radiale pe contur

_3pR?

max g4 p2

Oy

Daca se admite, o, ~=0,,unde o, este o rezistentd admisibila, atunci

se obtine relatia de dimensionare

2
h= /3I’_R
4o,

Inlocuind (15.41) in (15.39) se obtine ecuatia sagetii

2 4
w=—j pr (Rz—rz) dric=—L g2 T | ¢,
16 D 16 D 2 4

4
o . R
Constanta C se obtine din conditiacala » =R, w=0. Rezultd C = lg D
Ecuatia sagetii devine
p 2 2)?
w=——\R"-7r") . 15.44
64D ( ) ( )

Sageata maxima apare in centrul placii unde, pentru » =0, se obtine



15. INCOVOIEREA PLACILOR SUBTIRI 133

15.4.5.2 Placa simplu rezemata pe contur

La placa din figura 15.13, a ecuatia inclinarii normalei este (15.40)

3
(pz—pr +Ar+—,
16D r
in care B =0, deoarece in centru,la =0, ¢ =0.

2

. R

Pe contur, la r =R, M, =0, deci A=3+—Vp—.
1+v 16D

p
I T A

— R J_ R
T

M, :

AU 1

(3+v)pR?
16
Fig. 15.13
Rezulta
pr(3+v > 2
=——| —R“—r~|. 15.45
4 16D[1+v J (1343)

Din relatiile (15.26) se deduc expresiile momentelor incovoietoare
distribuite

M, = (3+v)(R2—r2), (15.46)

P
"16
Mtzﬁ[(3+v)R2—(1+3v)r2]. (15.47)

Momentul incovoietor maxim apare in centrul placii unde

PR
Mr :Mt :?(34-1/).
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Diagramele momentelor sunt prezentate in figurile 15.13, b si c.

Tensiunea maxima apare in centru si are valoarea

3 pR?
Oy mangph_z(g’ + V)'

Sageata maxima in centrul placii este

pR4 S5+v
Winax = .
64D 1+v

15.4.5.3 Placa cu gaura centrala

Se considera o diafragma din otel utilizatd la masurarea debitului fluidelor
(fig. 15.14), modelata ca placa incastrata pe contur. Pentru simplificarea calculelor
se considera b=3a.

i v, -0.295pa® _0,935pal
: p—
—] ,
= M P \ Rl ”0,134pa?
p = ~ 3a ——
Tt
e

b P 7 — M; | M,
Ta alt . 0,606pa?

%

ety

o

Fig. 15.14 Fig. 15.15

Detasand un inel cu raza interioard a si raza exterioara r, din echilibrul
fortelor se calculeaza forta taietoare

_ plri-a
ol

2r

b

care se inlocuieste n relatia (15.34).

Se obtine
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4
90 _ 4B P 32,8 42 4ml .
dr 72 16D 72 a

Constantele 4 si B se determind din conditiile la limitd. La »=a, M, =0,

deci(d—¢+V£] =0,silar=>5, p=0.
r r
r=a

Rezulta sistemul de ecuatii

Al+v)-B =0,
a
4 4
B\ bmal 2t
b 16D| b a

Inlocuind b=3a si v=0,3 se obtine
2 4
4=02332% B=04332%_
D D

Rezulta

2 2 2
p=L2"10233+0495%--006255 + 025" |,
D r a a

dr r a a

d 2 2 2
Lo _ %(0,483 - 0,495"”—2 - 0,1875r—2 +025In= .

Din relatiile (15.26) se obtin apoi expresiile momentelor incovoietoare, ale
caror diagrame sunt prezentate in figura 15.15, pentru cazul particular considerat.

Sageata maxima este

4
W =0962 2 g .

15.4.6 Plici incarcate cu o forta concentrati in centru

15.4.6.1 Placa incastrata pe contur

La placa din figura 15.16, a incarcata in centru cu o forta F dirijata in jos,
ecuatia (15.38) devine
Fr

¢)=—87Z—D(21n7‘—1)+AI"+§,
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in care B =0, deoarece in centru, la r=0, ¢ =0 si (r lnr),,:O =0.

Pe contur, la r =R, ¢ =0, deci A=L(2lnR—l).
8z D

=

M W
My

S ———
&

Il R g _rxE ¢
271 4m
Fig. 15.16
Rezulta ecuatia inclindrii normalei
Fr . R
= In—. 15.48
4 47D r ( )
Momentele incovoietoare distribuite sunt
M,:i{(lﬂ/)lnﬂ—l}, (15.49)
4r r
Mtzi[(nv)lnﬁ—v] (15.50)
4 r

In centru,la r=0, M ~ — 0. Pe contur, la » = R, momentele sunt

F Fv

M,=—— M, =

—-——=vM,.
47 47
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Diagramele momentelor incovoietoare distribuite sunt prezentate in
figurile 15.16, b si c.

Tensiunile maxime pe conturul plécii au expresiile

3F 3Fv
Op=——>, 0;= F=VO,.
2rh 2rh
Ecuatia sagetii este
2
w= Fr In— + al (R2 —r2) (15.51)
87D R 16z D

iar in centrul placii, sdgeata maxima are valoarea

F R?
Ymax =167 D

15.4.6.2 Placa simplu rezemata pe contur

La placa simplu rezemata pe contur, ecuatia inclindrii normalei este

¢:—§T—;(2lnr—l)+Ar+§,

in care B =0, deoarece in centru,la r=0, ¢ =0 si (r lnr)r:0 =0.

Pe contur,la r=R, M, =0, deci

A=t [omr+ 127
4z D 1+v

Rezulta ecuatia inclindrii normalei

Fr R 1
= In—+ . 15.52
4 47ZD( r 1+vj ( )

Momentele incovoietoare au expresiile

F R

M, =—(1+v)In=, (15.53)
4r r

M,:i[(lw)lnﬁﬂ—v} (15.54)
4 r

avand valori infinite in centrul placii.
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Fata de cazul precedent, pe contur momentele Incovoietoare nu mai sunt
negative. Momentul radial este nul iar momentul circumferential este pozitiv, ca si
in restul placii.

In realitate, forta concentratd nu se aplica chiar intr-un punct, ci pe o
suprafatd finita, caz in care momentele incovoietoare din centrul placii au valori
finite.

Ecuatia sagetii este

2
P Ly L3V (p2_,2) (15.55)
8zD R 16zxD 1+v

iar in centrul placii, sdgeata maxima are valoarea

W _FR? 34y
"X 6xD 1+v

Placi cu alte conditii de rezemare si incarcare sunt tratate in literatura
tehnica de specialitate [28, 51, 63, 65, 69].



16.
SOLICITARI ELASTO - PLASTICE

In capitolele precedente s-a studiat comportarea corpurilor deformabile
solicitate in regim elastic, admitand una din ipotezele de baza ale Rezistentei
materialelor - legea lui Hooke.

In practica, materialele pot fi solicitate peste limita de elasticitate. In aceste
conditii, relatia intre tensiuni §i deformatii specifice nu mai este liniard. Dupa
inlaturarea sarcinilor exterioare, corpurile au deformatii permanente, deci in
corpuri existd tensiuni remanente.

Studiul acestor fenomene face obiectul Teoriei plasticitatii. In cele ce
urmeaza se vor examina numai cateva probleme privind Incovoierea si rasucirea
barelor drepte, starea de tensiuni din tuburile cu pereti grosi si discurile in rotatie
solicitate in regim elasto-plastic si o prezentare a autofretajului.

16.1 Schematizarea curbei caracteristice a materialelor

La otelurile cu continut redus de carbon, diagrama caracteristicd o — ¢ are
forma din figura 16.1, a, unde se remarca un palier de curgere pronuntat 4B, urmat
de o zona de ecruisare BC.

In calcule, se inlocuieste curba caracteristicd reala cu una simplificata,
pentru care se poate stabili o relatie simpla o = 0'(5).

Materialul elastic - ideal plastic (fig. 16.1, b) are o curba cu o zona de
deformatii elastice OA4, urmata de o zond de curgere AB, in care deformatia
specifica creste la tensiune constantd, egala cu limita de curgere (L. Prandtl, 1903).

La materialul cu ecruisare (fig. 16.1, ¢) zona de deformare elastica se
termina la limita de curgere, dar se accentueaza fenomenul de intérire (ecruisare),
linia AC avand panta tgf=E,, marime definita ca modulul de plasticitate al
materialului.
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Comportarea materialelor solicitate elasto-plastic poate fi descrisd cu
ajutorul modelelor mecanice din figura 16.2 formate din arcuri, caracterizate prin
rigiditatea &, si elemente cu frecare uscata, care se deblocheaza atunci cand forta de
tractiune depaseste o valoare limitd F,. .

o (o2
c
A A B
o, b—4 o,
0 & 0 &
a b c

Fig. 16.1

La modelul din figura 16.2, a, relatia forta-deformatie are alura diagramei
din figura 16.1, . Cand forta creste de la zero la o valoare F., arcul se deformeaza

liniar instantaneu (linia O4), dupa care se deblocheaza elementul cu frecare uscata,
ceea ce face ca deformatia sa creasca la forta constanta (linia 4B).

F r
k
A
F F
a b c

Fig. 16.2

La modelul din figura 16.2, b, cand forta are valori inferioare pragului de
deblocare F,., lucreazd numai arcul superior, relatia fortd-deformatie fiind descrisa

de linia O4 din figura 16.1, c. Cand forta depdseste valoarea F,., se deblocheaza

etajul inferior al modelului, cele doud arcuri legate in serie au o rigiditate
echivalentd mai mica si se obtine dreapta AC din figura 16.1, c.

Prin legarea 1n paralel a trei modele (fig. 16.2, ¢) de tipul celui din figura
16.2, b, avand diferite rigiditati si diferite praguri de deblocare a elementelor cu
frecare uscatd, s-a obtinut o diagrami fortd-deformatie avand alura curbei
caracteristice din figura 16.1, a [38].



16. SOLICITARI ELASTO-PLASTICE 141
16.2 Incovoierea elasto-plastica a barelor

Pentru simplificare, se considera bare la care sectiunea transversald are
doud axe de simetrie, axa Oz fiind 1n planul longitudinal al fortelor. Se utilizeaza
aceleasi ecuatii de echilibru si relatii intre deformatii specifice si deplasari ca in
cazul incovoierii in regim elastic, diferd doar relatia intre tensiuni si deformatii
specifice. Admitand ipoteza sectiunii plane (Bernoulli) rezulta o distributie liniara a
deformatiilor specifice chiar daca distributia tensiunilor nu mai este liniara.

16.2.1 Incovoierea puri

Alungirea unei fibre situate la distanta z de axa neutra are expresia

£, =—, (16.1)

unde p este raza de curburd a fibrei medii deformate. Alungirilor specifice &, le
corespund tensiuni normale o, orientate In lungul fibrelor. Relatia Intre tensiuni si

alungiri specifice este reprezentatd de ecuatia curbei caracteristice a materialului
o=f (5) Avand 1n vedere relatia (16.1), rezulta ca

or =2 1(2),
Y2,

deci tensiunile au o distributie pe Indltimea sectiunii aseméanatoare cu cea descrisa
de ecuatia curbei caracteristice a materialului.

In continuare, se va urmari evolutia distributiei tensiunilor in sectiunea
transversala a unei bare solicitate la incovoiere, admitand cele doud schematizari
ale curbei caracteristice a materialului din figurile 16.1, b si c.

16.2.1.1 Bare din material elastic - ideal plastic

Fie bara din figura 16.3, a solicitata la incovoiere pura prin momentul M.
Se pune problema stabilirii legii de variatie a tensiunilor pe sectiune si a relatiei
analitice intre momentul incovoietor §i tensiuni.

Se considera ca momentul M este aplicat static, crescand de la zero la
valoarea nominala Intr-un timp relativ lung, si se urmareste modificarea distributiei
tensiunilor normale produse de acest moment incovoietor (fig. 16.4).

Pentru o valoare relativ micd M =M, sectiunea este solicitatd elastic,

diagrama tensiunilor are o variatie liniara (fig. 16.4, a), tensiunea din fibrele
extreme este
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fiind inferioard limitei de curgere a materialului 7,4, <0,

M

a
b o
|
h 0 X
NN y ? aI h
By T |
'z b z c
Fig. 16.3

Pentru un moment incovoietor M, > M/, in fibrele extreme se atinge
limita de curgere a materialului (fig. 16.4, b) iar

Mz =0, Wy,

unde W, :bhz/ 6 este modulul de rezistenta al intregii sectiuni fatd de axa Oy.

Sectiunea este inca toata solicitatd elastic, cu exceptia fibrelor extreme unde s-a
atins limita de curgere.

M, M2 M, M,
Opmax Gc Crc (TC
a b C d
Fig. 16.4

Dacd momentul incovoietor creste pand la o valoare M3 >M,, linia
diagramei tensiunilor tinde sa se incline mai mult, dar conform schematizarii lui
Prandtl, nu se poate depasi valoarea limitei de curgere o . Se obtine diagrama din
figura 16.4, ¢, desenatd la scard mai mare in figura 16.3, c. Rezultd ca o parte a

sectiunii (cea dublu hasuratd) este solicitatd plastic (fig. 16.3, b), partea centralda

(simplu haguratd) fiind solicitatd elastic. Se spune ca bara este solicitatd elasto-
plastic.
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. e . L. e . z
In partea solicitata plastic o =0, iar in cea solicitatd elastic o =—o,.

a
Relatia de echivalenta intre tensiuni $i momentul incovoietor se scrie
a h/2
M= j Eacsz+2 I o.zd4
a
—a a
sau
a h/2
O¢ 2
M=—J-z d4+20, jsz. (16.2)
a
—a a
Se noteaza
a
]ezjzsz, (16.3)

—a
momentul de inertie axial al partii de sectiune solicitate elastic i corespunzator

W,=1,/a (16.4)
modulul de rezistentd axial al "nucleului elastic".

De asemenea, se noteaza

—a h/2 h/2
Sp:_IZdA+JZdAzszdA, (16.5)
—h/2 a a

momentul static fatd de axa neutra al partii de sectiune solicitate plastic.

Cu notatiile (16.3)-(16.5), relatia (16.2), care defineste momentul
Incovoietor elasto-plastic pentru o sectiune cu doud axe de simetrie, devine

M=c.W,+S,). (16.6)
In cazul sectiunii dreptunghiulare din figura 16.3, b acesta se scrie
o a?
M=c.b|——-——|. 16.7
c [ 1 3 j (16.7)

Rezultd cd pentru calculul momentului M5 se utilizeazd formula (16.6).

Daca momentul incovoietor creste in continuare, portiunea liniard a
diagramei tensiunilor pentru zona solicitata elastic se inclina si mai mult, la limita
devenind orizontala (fig. 16.4, d). Pentru o valoare M, a momentului, intreaga

sectiune este solicitatd plastic, in relatia (16.6) W, =0 iar
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/2 .
My=0,5,=20, jsz:acT. (16.8)
0

Se observa ca M4 > M, si anume M4 =15M,, deci grinda din figura

16.3, a isi pierde capacitatea portantd abia cand momentul incovoietor este de 1,5
ori mai mare ca cel care produce curgerea in fibrele extreme, situatie considerata
drept stare limitd in calculele efectuate prin metoda rezistentelor admisibile.

In calculul constructiilor se utilizeaza metoda capacitdtii portante (metoda
starii limitd) care tine cont de aceastd rezerva de rezistentd a barei. Se determina
intai sarcina limitd care produce pierderea integritatii structurale. Aplicand apoi
acestei sarcini un coeficient de siguranta, se afla sarcina capabila a constructiei.

16.2.1.2 Bare din material cu ecruisare liniara

Se considera sectiunea din figura 16.5, a solicitatd elasto-plastic §i anume
solicitata elastic intre dreptele z=z2a i plastic pentru |Z| >a. Diagrama

tensiunilor este prezentata in figura 16.5, b.

O-m ax
|
=]
2 0 — >

1z z

a b
Fig. 16.5
In partea solicitata elastic ozioc. La z=+a, o=+0,. In partea
a
solicitata plastic
c.z ©O

oc=0.+E |le-¢.)=0.+E £ £
Eple=so)=a. £y 2%

a:a{u%p(%— ﬂ (16.9)
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145
Din ecuatia momentelor fortelor interioare fatd de axa neutra rezulta

a h/2
Z E
Mzzj—GchA+2 J. o, |:1+
a
0 a

—p(i—lj zdd.  (16.10)
E \a ]
Inlocuind d4 = b dz si efectuand integralele, se obtine
2 2 F 3 2 2]
M=o, p| 0" Zpp 7 B o] (16.10, a)
4 3 E|(12a 4 3
care, pentru £, =0, coincide cu (16.7).

16.2.2 Articulatia plastica
Fie o grinda simplu rezematd la capete (fig.
dreptunghiulara, incarcata la mijloc cu forta F.

16.6), de sectiune

é b
0 - y |k
%% NN
14 _.—-l'xc w% | z
£/2 L/
1 N
F, a
W— 7
0 d <’€ 4
. RN
6/61
&h £/2 £/2 ] 'z
\ B

Fig. 16.6
incovoietor intr-o sectiune x este

Alegand originea axelor de coordonate la mijlocul grinzii, momentul

o F(L P2
212 4 1
avand valoarea maximd F//4 la mijlocul grinzii.

(16.11)



146 REZISTENTA MATERIALELOR

Forta F,, care produce atingerea limitei de curgere in punctele extreme ale
sectiunii de la mijlocul grinzii, se deduce din relatia
Fy/ bh*
M2:%:G w =0 (16.12)

c’ly c

O fortd I > F,, care produce in sectiunea din mijloc o solicitare elasto-
plastica, duce la aparitia unor zone solicitate plastic, desenate hasurat in figura
16.6, a.

In lungul barei, abscisa sectiunii in care se atinge limita de curgere in
fibrele extreme se obtine din egalitatea

ﬂ(l_zxcj_Fzz

4 ¢ ) 4
Rezulta (fig. 16.6, a)

F
X, %(1—72} (16.13)

Pentru stabilirea ecuatiei liniei de demarcatie intre zona elasticd si cea
plastica, se egaleaza expresiile (16.6, a) si (16.11)

2 2
o o[ B FL() 26}
4 3 4 l

Tinand cont de (16.12), dupa transformari, rezulta

2 2

g2 =3 Ry _2x) F (16.14)
4 2 0 ) F,

Linia de separatie este o parabola (fig. 16.6, a). La x=0,

Cand forta aplicatd are valoarea F =3F, /2 rezultd a)%:o =0. Cele doud

portiuni solicitate plastic (hasurate) se unesc si sectiunea de la mijlocul barei
devine articulatie plastica (fig. 16.6, b). Sub actiunea fortei exterioare, cele doud
jumatéti ale barei se rotesc una fata de cealaltd. Bara se transforma in mecanism, nu
mai este static determinata, si isi pierde capacitatea portantd. Apare un "colaps
plastic".

Inlocuind F =3F,/2 in (16.13) se obtine abscisa sectiunii la dreapta

careia nu mai existd deformatii plastice Xe, = 2/6 (fig. 16.6, b).



16. SOLICITARI ELASTO-PLASTICE 147

Daca bara simplu rezemata este incarcata cu o sarcind uniform distribuita,
atunci demarcatia Intre zona solicitatd plastic si cea solicitatd elastic se face prin
linii drepte, concurente in mijlocul barei.

16.2.3 Tensiuni remanente

Fie o portiune de bard solicitata la incovoiere purd (fig. 16.7, a), dintr-un
material cu £, =0. La o solicitare cu un moment M > M, distributia tensiunilor

are forma din figura 16.7, b.

Bz Otrax o’
M > Lo
(E ) : ’
M o &
7 -5
a b ¢ d

Fig. 16.7

Se pune problema determindrii tensiunilor remanente din bard, dupa
descarcare, deci dupa indepartarea sarcinilor exterioare.

Descarcarea barei (anularea lui M) este echivalentd cu aplicarea unui
moment Incovoietor egal si de sens contrar. La descarcare, materialele solicitate
elasto-plastic se comporta liniar, ca si cum materialul s-ar comporta elastic pana la
o tensiune &, >0,. In cazul barei studiate, se consideri ci la aplicarea
momentului de sens contrar distributia tensiunilor este ca in figura 16.7, ¢ unde
O max > O -

Suprapunand cele doud diagrame, se obtine distributia tensiunilor
remanente din figura 16.7, d, unde valorile extreme au expresiile

M W,+S
a'zamax—ac:W——O'c—O'c %—1 , (16.15)
y y
a 2a We +S),
0"'=0, ——=0uu =0c| 1 —————— 16.16
c h/2 max c h Wy ( )

De exemplu, pentru a=5h/4, la o sectiune dreptunghiulard cu baza b, se

. 11 11 : . .
obtine M = 4_8b hZO'C s Omax = ?Uc si tensiunile remanente au valorile



148 REZISTENTA MATERIALELOR

Exemplul 16.1

Sa se calculeze momentul incovoietor care produce articulatie plastica intr-
o grindd cu sectiunea ca in figura 16.8, a dacd o, =260 N/mm2 si £,=0.Care
este valoarea tensiunilor remanente maxime din grinda, dupa inlaturarea solicitarii?

Rezolvare

Momentul care produce articulatie plastica este My =0 S, (16.16), unde

S,=2-(60-20-40+30-20-15)=114-10% mm".
Rezulta

My=0,5,=260-114-10° =29,64-10° Nmm .

Gmax‘q;- loxd

L2 20 ___]. F
d 1
14 N &8 -
g Y160 °
7]

j=
Rl
|

Q

Fig. 16.8
Momentul de inertie axial al sectiunii este
~60-100°  40-60°

I, =4,28-10% mm*.
12
Modulul de rezistenta axial are valoarea
I, 428.10°
w, =—2 =22 10 _g56.10% mm?
Zmax 50
Tensiunea maxima produsa de momentul M4 In regim elastic este
M -10°
o, —Ma 2964 104 =364,26 N/mm? .
Wy, 856-10

Valorile extreme ale tensiunilor remanente (fig. 16.8, b) sunt
0/ =Gy — O, = 364,26 -260=8626N/mm?
c"=0,.=260 N/mm2 .



16. SOLICITARI ELASTO-PLASTICE 149

Exemplul 16.2

La grinda de la Exemplul 16.1 si se determine valoarea momentului
incovoietor pentru care télpile sectiunii sunt solicitate plastic iar inima este
solicitata elastic. Care este valoarea tensiunilor remanente dupa inlaturarea acestui
moment?

Rezolvare

Pentru inima elastica, modulul de rezistenta axial este

2
w, =200 _15.10% mm3
6

Momentul static al talpilor solicitate plastic are valoarea
S,=2:60-20-40=96-10> mm".

Rezulta momentul incovoietor elasto-plastic
Msy=0, (7, +S,)=260-(12+96)-10° = 28,08 -10° Nmm.

Tensiunea maxima produsa de momentul M5 1n regim elastic este

M -10°
o =23 280810 _ 350N /mm?.
W,  856-10*

Valorile extreme ale tensiunilor remanente sunt
0'=0py — O, =328 260 =68 N/mm?,

, 30 3

0" =00 = Omar =200~ 328=632 N/mm? .

16.3 Rasucirea elasto-plastica a barelor

Se considera bare drepte, de sectiune axial-simetrica, la care este valabila
ipoteza sectiunii plane, solicitate la rasucire. Printr-un rationament analog celui de
la incovoiere, se poate ardta ca distributia tensiunilor tangentiale in lungul razei
este asemenea curbei caracteristice a materialului.

In continuare se considera doar materiale elastice — ideal plastice
(schematizarea lui Prandtl), la care diagrama caracteristici 7 —y are alura din
figura 16.1, b cu un traseu liniar pana la limita de curgere 7., urmat de o portiune
cu modul de plasticitate nul.
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16.3.1 Relatia intre momentul de rasucire si tensiuni

Fie o bara de sectiune circulara, solicitata la rasucire (fig. 16.9) de un cuplu
M aplicat static.

Mt]

N\

a b ¢ d
Fig. 16.9

Pentru o valoare relativ mica a momentului de rasucire M, , sectiunea

este solicitata elastic, distributia tensiunilor tangentiale in lungul razei este liniara
(fig. 16.9, a), valoarea maxima fiind
— M,
T =

max | W
P

Dacd M, creste, tensiunea tangentialda maxima devine egald cu limita de

curgere 7. (fig. 16.9, b) pentru un moment de rasucire de valoare

rd’
16
La o crestere a momentului de rasucire peste aceastd valoare, sectiunea este
solicitata elasto-plastic (fig. 16.9, ¢). Distributia tensiunilor tangentiale in lungul

razei se aseamana cu curba caracteristica schematizata de Prandtl, deoarece unghiul
de lunecare specifica y variaza liniar cu raza.

M, =t.W,=1, (16.17)

)

Fie a raza cercului care marcheaza limita Intre zona elastica si cea plastica.

Pentru

0<r<a, 7=—r1,., a<r<R, r=7,. (16.18)
a



16. SOLICITARI ELASTO-PLASTICE 151

Intre momentul de rasucire M ; Sl tensiunile 7 se stabileste relatia de

echivalenta
R

M, =Iz’rdA=27rI rr? dr
4 0
care, tinand cont de (16.18), se scrie
a R
M, =27rj‘ ch r? dr+27zJ. T, rdr.
0 4 a
Deci

M

‘L =rc%(4R3—a3). (16.19)

Pe masura ce momentul de rasucire creste, zona elastica centrald se
micsoreaza si la limita, pentru valoarea M ¢, toata sectiunea barei ajunge in stare

plastica. Bara isi pierde capacitatea portanta.

Inlocuind @ =0 in relatia (16.19), se obtine

3
rd” 4
RP=r, 2" ="M, . (16.20)
12 3 2
Deci 1n cazul rasucirii barelor de sectiune circulara, existd o rezerva de
rezistenta de 33% fata de starea elastica in care se atinge 7. numai in punctele de

pe contur.

16.3.2 Tensiuni remanente la rasucire

O bara solicitatd la rasucire in regim elasto-plastic, dupa descarcare nu
revine la starea initial. In bar riman deformatii permanente ireversibile care dau
nastere la tensiuni remanente. Valorile acestora se calculeaza considerand ca
descarcarea este echivalenta cu aplicarea unui momemt de rasucire egal si de sens
contrar celui initial, sub actiunea céruia se produc tensiuni elastice.

In figura 16.10, a s-a reprezentat diagrama tensiunilor produse de
momentul de rasucire M, initial, iar in figura 16.10, b diagrama tensiunilor
produse de momentul M, de descarcare.

Acesta din urma produce tensiuni distribuite liniar in lungul razei, avand
valoarea maxima
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care, pe baza relatiei (16.19), se mai scrie

4 3
Tmangrc[l—;;}} (16.21)
Ml‘
2D ([ \
Y :
rmax
a b c d

Fig. 16.10

Prin suprapunerea celor doud diagrame (fig. 16.10, c), rezulta valorile
extreme ale tensiunilor remanente

3
T'=Tpay —T¢ - -2 > (16.22, a)
3 R3
4
. a _ 4a  a
T _TC_ETmax_Tc[l §E+3R4J' (16.22, b)
De exemplu, pentru a = R/2, se obtine
T'—lr T"—1—72'
24 < 48

In figura 16.10, d diagrama tensiunilor remanente este reprezentata fatd de
o linie de referintd perpendiculara pe directia acestora.

Exemplul 16.3

O bara dintr-un material elastic - ideal plastic cu 7. =200 N/ mm? are
sectiune inelard, cu diametrele D=100mm si d =80mm . Se cere momentul de

torsiune care produce deformatii plastice in Intreaga sectiune. Care este valoarea
tensiunilor remanente dupa inlaturarea acestui moment?

Rezolvare

Momentul de torsiune pentru inelul deformat total plastic este
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D/2
2
M =2rz, J r?dr= ”1; (D3 —a?)=Z 1200 (100° ~80%)=2555-10° Nmm.
dj2

Modulul de rezistenta polar al sectiunii inelare are valoarea

_ z(D* —d4)= z(100* - 80% )

f =1159-10° mm?.
16D 16-100

Tensiunea tangentiala maxima produsa de M, in regim elastic este

M, 2555.10°

2
- —=2204N/mm? .
W,  1159-10

T

Valorile extreme ale tensiunilor remanente sunt
la exterior,  7'=7, — o =220,4—200=20,4N/mm?

la interior, =1, - % T =200 — %220,4 =23,6 N/mm2 .

16.4 Calculul sistemelor static nedeterminate prin
metoda starii limita

Fie sistemul simplu static nedeterminat din figura 16.11, a. Cat timp
solicitarea este in regim elastic, diagrama momentelor incovoietoare are forma din
figura 16.11, b, cu valoarea maxima in Incastrare.

Fie Fj valoarea fortei F la care sectiunea din Incastrare este solicitata total
plastic. In incastrare se formeaza o articulatie plastica in care ia nastere un moment
M, (fig. 16.11, ¢). Sistemul incd nu si-a pierdut capacitatea portantd, el devenind

un sistem static determinat, deoarece incastrarea s-a transformat n articulatie.

Daca valoarea fortei /' creste in continuare, momentul in fosta incastrare
ramane constant M ,,, in schimb creste valoarea momentelor incovoietoare in bara

articulata la capete, la care momentul maxim apare in dreptul fortei. Cand acesta
atinge valoarea M ,, in sectiunea din dreptul fortei se formeaza o nouad articulatie

plastica si abia acum, pentru o valoare [, a fortei, sistemul isi pierde capacitatea
portanta (fig. 16.11, d).

Ecuatia de echilibru fatd de reazemul din stanga se scrie
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Vol —F £+M =0. 16.23
2 Py p

Pentru jumatatea din dreapta a barei, ecuatia de echilibru fatd de articulatia

centrala este

/
My, =V, =0. (16.24)
F
[#4
b
C
d
[

Fig. 16.11

Eliminand ¥V, intre ecuatiile (16.23) si (16.24), rezulta

6M,
Fp=—it. (16.25)

In cazul particular al unei bare cu sectiunea dreptunghiulari, momentul
2

incovoietor limita este M , =0, S, =0, ek deci relatia (16.25) devine
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2
3 bh
Fy=—o.—. (16.26)
2 1
Forta F' care produce in incastrare o tensiune maxima egald cu limita de
curgere o, se calculeaza din ecuatia

6F'( bh?
T T
Rezulta
2
F'%%%, (16.27)
prin urmare
27 ., ,
Fp=1 F'=169F (16.28)

ceea ce aratd rezerva de rezistentd din sistem.

16.5 Solicitari elasto-plastice in tuburi cu pereti grosi

La barele solicitate elasto-plastic, conditia de plasticitate apare atunci cand
tensiunea maximi atinge valoarea limitei de curgere. Intr-un tub cu pereti grosi
existd o stare bi- sau triaxiala de tensiuni. Pentru a defini initierea curgerii plastice
este necesar un criteriu de curgere, aga cum s-a aratat in Capitolul 10.

In continuare se considerd tuburi din material elastic - ideal plastic,
solicitate la presiune interioara si se adopta criteriul de curgere Tresca [6, 38, 65].

Tensiunea maxima este tensiunea circumferentiala la interiorul tubului. Pe
mdsurd ce presiunea interioard p; creste, deformatiile plastice apar Intai la interior,
apoi se dezvolta pe grosimea peretelui pana ce intregul tub este deformat plastic.
La un stadiu in care deformatia plastica a cuprins numai o parte a peretelui tubului,
acesta poate fi considerat un cilindru eterogen, avand la interior un tub (deformat)
plastic si la exterior un tub (deformat) elastic.

16.5.1 Tensiuni radiale si circumferentiale
Fie a raza interioara a tubului, ¢ — raza exterioara si » — raza interfetei intre

tubul plastic si cel elastic. Intre cele doua tuburi se poate considera ci actioneazi o
presiune py, .
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La interiorul tubului elastic exterior, solicitat de presiunea interioara py,,
tensiunile sunt date de relatiile (14.17)

b2 2
o0, =200 125, (16.29)
c”=b b
Tensiunea tangentiald maxima are valoarea
2
_ o, —0, Db b
Tmax = 2 - CZ —b2 . (1630)

Cand la interfatd se atinge curgerea, conform criteriului Tresca
2
r _ O-c _ Dy b
max — - s
2 2op?
deci presiunea la interfatd are valoarea
c? —b?

— (16.31)
C

Pp =0,

Pe baza acestei valori se pot calcula tensiunile in tubul elastic, utilizand
relatiile (14.16).

Pentru a determina presiunea interioard p; care produce deformatii
plastice pana la raza b, se considerd ecuatia de echilibru (14.1) aplicata tubului
plastic, in care s-a inlocuit tensiunea tangentiald maxima din relatia (16.30)

o, do,

r +0,-0,=0, r — 27, =0. (16.32)
dr dr
Conform criteriului lui Tresca
d
Ir e (16.33)
dr r
Prin integrare se obtine
o,=0,Inr+C. (16.34)

Constanta de integrare C se determina din conditiacala r=b, o, =—p,.
Rezultd C=-p, — o, Inb, care inlocuitd in (16.34) conduce la

o, =—-0, 1n2—pb. (16.35)
r

Inlocuind in (16.35) presiunea p;, din relatia (16.31) se obtine distributia
tensiunilor radiale in zona plastica
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2
o, =0, 1n2—%(1—b—2j. (16.36)

r c

Tensiunile circumferentiale sunt o, =o, + o0, , deci

2
o =0, (1—1119] e (1 —b—zJ . (16.37)
r 2 c

Din relatia (16.36), punand conditia ca la r=a, o, =—p;, se obtine

presiunea interioard p; care produce curgere pand la raza b

C2

a

2
pi=0, lné+%{l—b—} (16.38)

]
2 —I

e

o,
dJlgR

™~ QT s,
b | T
¢ 7
Elastic Pias;t‘ic Elastic Plastic
a b c

Fig. 16.12

Presiunea interioara p,,, care produce curgerea pe toatd grosimea
peretelui tubului se obtine inlocuind b =c¢ 1n ecuatia (16.38)

Do =0, I (16.39)
a

In acest caz, din relatiile (16.36) si (16.37) se obtin urmitoarele expresii
ale tensiunilor

o, =—c, In<, (16.40)
r

r

o, =0, (1—1115) (16.41)
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In figura 16.12 s-au reprezentat diagramele de variatie ale tensiunilor in
lungul razei, pentru un tub cu ¢ =2a.

Pe miasurd ce presiunea interioara creste, diagrama tensiunilor
circumferentiale se modifica, de la distributia cu maximul la interior (fig. 16.12, a),
la distributia cu maximul la interfata elasto-plastica (fig. 16.12, b) si in final la
distributia cu maximul la exteriorul tubului (fig. 16.12, ¢).

16.5.2 Autofretajul

Autofretajul este o metoda prin care se produc tensiuni circumferentiale
remanente de compresiune in peretele interior al unui tub cu pereti grosi. Aceasta
permite aplicarea ulterioard a unei presiuni interioare de lucru mai mari, pentru
atingerea aceleiasi tensiuni circumferentiale totale.

Un cilindru cu presiune interioara este solicitat pana la o valoare la care
deformatia plastica a patruns pe o anumitd grosime a peretelui. La inldturarea
presiunii, zona elastica exterioara tinde sd revina la dimensiunile initiale, dar este
partial impiedicata de deformatia permanentd a materialului cu deformatii plastice
remanente de la interior. Sistemul fiind in echilibru, portiunea de la interior este
supusa la tensiuni circumferentiale de compresiune, in timp ce In zona elastica de
la exterior apar tensiuni circumferentiale de intindere.

Tensiunile remanente se calculeaza suprapunand peste tensiunile elasto-
plastice tensiuni elastice de descarcare produse de aceeasi presiune interioara.
Tensiunile radiale sunt de compresiune, cu valori nule pe suprafetele de la interior
si exterior. Tensiunile circumferentiale sunt de compresiune la interior si de
intindere in portiunea de la exterior, cu valori nule pe suprafata exterioara.

Exemplul 16.4

Un tub cu pereti grosi cu raza interioard a=100mm si raza exterioard
c=225mm este autofretat. Dacd o, =400MPa, sa se calculeze: a) presiunea

interioard necesard pentru a produce deformatii plastice in 20% din grosimea
peretelui; b) valorile tensiunilor radiale si circumferentiale produse de aceasta
presiune la interior, la interfata plastic/elastica si la exteriorul tubului; ¢) tensiunile
circumferentiale remanente in tub dupa anularea presiunii interioare.

Rezolvare
La interfata plastic/elastica, raza este

b=a+02(c-a)=125a=125mm.

Din relatia (16.38) se calculeaza presiunea interioara
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40010122 +
Pi 2254

125 400 - 125a
100 2

2
j =2275MPa.

Tensiunile produse de aceasta presiune au urmatoarele valori:
Lar=a, o, =-2275MPa, o, =400-2275=1725MPa.

La r=5b,inlocuind » =5 1n ecuatia (16.36) se obtine

2
o =300 1—[1’25“j —_1383MPa,

d 2 2.25a
o,=0,+0, =400-227,5=172,5MPa .

La r=c, o, =0 si din ecuatia (16.29)
2
18% -1

o, =1383 =123,5MPa .

Tensiunile elastice de descarcare se obtin din relatiile stabilite in § 14.1.1,
utilizand p; =227,5MPa . Tensiunile remanente se obtin apoi scdzand acestea din
cele calculate anterior pentru solicitarea elasto-plastica.

La r =a, tensiunile elastice sunt

2,257 +1

0, =227522" "~ =339,5MPa.
225% -1

deci tensiunile circumferentiale remanente au valoarea
ol =1725-3395=-167 MPa..

La »=b, tensiunile elastice sunt
o, = 227,5L2+1 =237,5MPa.
2,25 -1
iar tensiunile circumferentiale remanente
oR =261,7-2375=242MPa.
La »=c, tensiunile elastice sunt
o, = 227,5#2 =112MPa.
2,257 -1
iar tensiunile circumferentiale remanente au valoarea

oR=1235-112=115MPa .
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16.6 Solicitari elasto-plastice in discuri in rotatie

Intr-un disc cu gauri centrald, tensiunea circumferentiala maxima apare la
interior, unde tensiunea radiala este zero. Pe masura cresterii turatiei, curgerea
plastica apare intdi la interior, apoi se raspandeste spre exterior pand cuprinde
intregul disc.

Fie a si c razele interioard si exterioara ale discului de grosime constanta.
Conform criteriului Iui Tresca deformatiile plastice apar atunci cand tensiunea
tangentiala maxima atinge valoarea

0,0 o,
max 2 2
deci atunci cand o, =0,

4 , (16.42)

Inlocuind 7 =a in relatia (14.75) s-a obtinut viteza unghiulara w, la care
apare curgerea 1n peretele interior al discului (14.77)

4o
= £ . 16.43
e \/,0[(3+V)c2 +(l—v)a2] ( )

unde p este densitatea materialului iar v - coeficientul lui Poisson.

Pentru determinarea vitezei unghiulare la care zona plasticd ajunge la o
raza b, se porneste de la ecuatia de echilibru (14.67)

%(a, -r)=c7t —pa’r?. (16.44)

Inlocuind o, = o, si integrand, se obtine

273
O, r=0,r—pw ?+B

sau

o= O'C—ga)zrz B (16.45)

r

Constanta de integrare B se determind din conditiacala r=a, o, =0:

B=-aco, +§a)2a3.

Inlocuind constanta B in (16.45) se obtine expresia tensiunilor radiale in

zona plastica
3
arzac(l—g}rga)zr{%—lj. (16.46)

r r
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La =5 relatia (16.46) devine

2
a) po (3 3
o.=o0.|l—-——|-——\b"—-a’ . 16.47
: [ b) 20 -a) (16.47)
Elastic Plasrlic Elastic Plastic
| G,
|
|
G}"
\
b
[oy
a b c
Fig. 16.13

Pentru zona elastica, tensiunile se calculeaza cu relatiile (14.70) si (14.71)

o, =Z—%—k1r2, (16.48)
r
o, :Z+£2—k2 P2, (16.49)
r
in care
1
k1=3gva2, ky = +83Vpa)2. (16.50)

Constantele de integrare A4 si B se determina din conditiile la limita
pentru zona elasticd: la r=b, o, =0, silar=c, o, =0.

Rezulta
A= 21 (bzo-c+b4k2+c4k1),
b” +c
22
B = Z;C 2(ac+b2k2—czk1)
b° +c

Deci, pentru zona elastica, la ¥ =b

1 2

b? +c

. (bzac +bk, +c4k1)— (ac +b7k, —czkl)—kl b*. (16.51)

o, =

b? +c?
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Egaland expresiile (16.47) si (16.51) se obtine viteza unghiulard care
produce deformatii plastice pana la raza b.

Inlocuind b =c in relatia (16.47) si punand conditia de pe contur &, =0,

se obtine viteza unghiulard @, la care tot discul este deformat plastic

w, = \/ 39 . (16.52)
pl

rac+ az)
In figura 16.13 se prezinta distributia tensiunilor intr-un disc cu c=10a .

Daca un disc cu gaura centrald este rotit cu o turatie care produce
deformatii plastice la interior pe o anumita grosime si apoi este oprit, in disc raman
tensiuni remanente ca si la tubul supus la presiune interioard. Tensiunile
circumferentiale de compresiune de la interior permit utilizarea ulterioara a discului
la o turatie de lucru mai mare decat in cazul discului solicitat elastic.

Fig. 16.14

Procedeul se numeste supraturare si produce tensiuni remanente cu
distributii asemanatoare tensiunilor reziduale din tuburile cu presiune interioara
(fig. 16.14). Calculul acestora se face suprapunand peste tensiunile de la solicitarea
elasto-plastica, tensiuni elastice de descarcare produse la aceeasi viteza unghiulara.



17.
SOLICITARI DINAMICE

Variatia 1n timp a incércarilor aplicate sistemelor elastice produce migcarea
relativd a elementelor componente ale acestora, ceea ce impune considerarea
efectului fortelor masice si al propagarii undelor elastice. Dupa cum este necesara
sau nu introducerea efectului fortelor masice, calculul de rezistentd se face la
solicitari dinamice sau la solicitari statice.

In capitolele precedente s-a studiat comportarea corpurilor elastice la
solicitari statice. Acestea sunt produse de sarcini statice, care se aplica lent asupra
corpurilor in repaus, crescind monoton de la zero la valoarea nominald si
ramanand apoi constante timp nelimitat. Spre deosebire de acestea, solicitarile
dinamice sunt produse de sarcini cu variatie brusca in timp, de sarcini periodice sau
cu variatie armonica n timp, precum si de forte de inertie produse de acceleratii
mari, datorite migcarii de translatie sau rotatie a pieselor respective.

In general, sarcinile dinamice se caracterizeaza prin variatia in timp a
intensitatii, directiei sau punctului de aplicatie al fortelor. Fortele de inertie care
apar datoritd miscarii corpurilor elastice depind atat de mérimea si distributia masei
proprii a corpului solicitat, cit si de acceleratia imprimata. Ele produc deformatii si
tensiuni suplimentare in piesele solicitate dinamic.

De cele mai multe ori, rezolvarea problemelor de solicitdri dinamice se
face prin reducerea lor la probleme de solicitari statice. Se urmareste determinarea
unei sarcini fictive care, actionand static asupra unei piese, produce aceleasi
tensiuni i deformatii ca si sarcina reald, care actioneaza dinamic.

17.1 Coeficientul dinamic

Se noteazd cu F sarcina reald care actioneaza dinamic. Se determind o
sarcind fictivd [F; care, actionand static asupra unei piese, produce aceleasi
deformatii si tensiuni ca si sarcina reald. Se stabileste relatia

F;=yF, (17.1)
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in care w se numeste coeficient dinamic. In cazul socurilor, acesta mai poarta
numele de multiplicator de impact.

Ca o consecinta a relatiilor liniare intre forte si deformatii, pe de o parte, si
intre forte si tensiuni, pe de altd parte, in virtutea relatiei (17.1), dacd forta F
aplicata static produce tensiunea o, respectiv deformatia J,, atunci forta Fy
produce tensiunea
04 =Voy, (17.2)
respectiv deformatia

4=V 5y (17.3)

acestea reprezentand de fapt valorile tensiunii si deformatiei produse de forta F
aplicatd dinamic.

Valoarea coeficientului dinamic y depinde de legea de variatie in timp a

sarcinii dinamice si de caracteristicile dinamice ale piesei solicitate. In continuare
se trateaza cateva cazuri simple, in care este posibila determinarea analiticd a
valorii coeficientului dinamic. Atunci cand acest lucru nu este posibil, datorita
complexitatii structurii sau dificultdtii de stabilire a dependentei de timp a
solicitarii, se recurge la determinarea experimentala a coeficientului dinamic,
masurand o4 si oy .

17.2 Solicitari prin forte de inertie constante

Piesele in migcare de rotatie cu viteza unghiulard constantd (palete de
turbina, pale de elice, discuri si volanti) sau in migcare de translatie cu acceleratie
constanta (cabluri de macara sau de ascensor) sunt solicitate prin forte de inertie
constante, deoarece acceleratiile depind foarte putin de deformatiile pieselor.
Calculul de rezistenta se face la fel ca la solicitari statice, comportarea materialelor
si modul de actionare al sarcinilor fiind identice.

17.2.1 Cablu in translatie longitudinala
O greutate F este suspendatd de un cablu elastic (fig. 17.1), avand
greutatea pe unitatea de lungime egald cu ¢ si aria sectiunii transversale 4.
In repaus, forta axiald in sectiunea x este
Ny=F+qgx.

La ridicarea greutatii cu acceleratia constanta a, forta axiald in sectiunea x
devine
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F
Ny=Ny+F =F+qx+ +qxa=(F+qx)[l+£J, (17.4)
g g

unde F; este forta de inertie corespunzatoare masei situate sub sectiunea x.

Relatia (17.4) se poate scrie sub forma

Ny = [1 + EJNS, —y Ny, (17.5)
g
unde y este coeficientul dinamic.

Tensiunile se calculeaza cu relatia (17.2)

a
o4 =(1+—jast,
4

unde
B N B F+qgx
O-St - - .
A A
La coborarea sarcinii, acceleratia a <0, coeficientul dinamic w <1, deci
Gd < O-S[ .

/-
‘@ ) w = const.

O " p—
g * tﬂ_
x dx

Fig. 17.1 Fig. 17.2

17.2.2 Bara in rotatie

Se considera o bara dreapta, cu sectiunea constanta A4, care se roteste intr-
un plan orizontal, cu viteza unghiulard @ = const. in jurul punctului O (fig. 17.2).

Asupra unui element de lungime dx al barei actioneaza forta de inertie

dF; =a,dm=xw’p Adx , (17.6)
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unde o este densitatea materialului barei.

Rezultd ca asupra barei actioneazd o sarcina longitudinald cu distributie
liniara
dF;

g = =0’ p Ax

b

dx

care solicita bara la intindere.

In sectiunea x, forta axiala este
é 1
N, =0?p JAxdx:Ea)sz(ﬁz—xz), (17.7)
X
iar tensiunea normald corespunzatoare este
15 ( 2 2 )
o, =—opll°—=x"].
2
Tensiunea maxima apare in sectiunea x =0, avand valoarea
C e :gfza)z, (17.8)

independenta de aria sectiunii transversale.

17.2.3 Tensiuni in palete

Turbinele si compresoarele au palete de forme relativ complicate, calculul
exact al tensiunilor fiind laborios. Pentru proiectarea preliminara, se folosesc
metode aproximative, care neglijeaza torsiunea initiald a paletei si deplanarea
sectiunilor transversale. Se calculeaza tensiunile centrifugale de intindere si cele de
incovoiere produse de excentricitatea paletei.

17.2.3.1 Tensiuni centrifugale de intindere

Se considera cunoscutd variatia ariei sectiunii transversale cu raza.
Deobicei se utilizeazd valori discrete ale ariei sectiunii transversale a paletei la
diferite raze (fig. 17.3).

La o paleta fara talon superior, forta centrifuga care actioneaza asupra unui
element de paletd de grosime dr este (17.6)

dFizpa)zArdr . (17.9)

Forta axiala la raza r este
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ry

N, =pa’ J'Ardr. (17.10)
r

Tensiunea normald in sectiunea situata la raza r, de arie 4,., este

Ny _po’

r

ry
jArdr. (17.11)
4, 4

Pentru calcule numerice, relatia (16.11) se poate aproxima sub forma

2
L Zn:Airz’ +‘24i+1ri+1 (

=T )- (17.11,a)

ro=l

Fig. 17.3

Exemplul 17.1

Se cere sa se calculeze tensiunile centrifugale intr-o paletd de turbina, din
material cu densitatea o =8250 kg/ m?> , montata pe un disc care se roteste cu

turatia n=10000rot/min, avand urmitoarea variatie a ariei sectiunii transversale
in functie de raza (fig. 17.3):

1 =371mm, A4 =140,64 mm?,

ry =349mm, A, =15290 mm?,

ry=317mm, A3 =17548mm?,

ry =286 mm, Ay =209,67 mm?,
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rs=263mm, As=24387 mm?.

Rezolvare

Utilizand formula (16.11, a), se obtin urmétoarele valori:

o, =3162MPa, o, =9816MPa,
1 2

Oy

, =17474MPa, o, = 2238 MPa, o, =2470MPa.

17.2.3.2 Tensiuni de incovoiere

Atunci cand centrele de greutate ale sectiunilor transversale ale unei palete
sunt deplasate fata de o linie radiald care trece prin centrul de greutate al bazei
paletei, forta centrifuga produce incovoiere. Aceste deplasiri pot fi rezultatul unor
imperfectiuni de prelucrare sau erori de montaj, dar pot fi introduse si intentionat
pentru a echilibra incovoierea produsa de presiunea gazului.

In figura 17.4 se arati sectiunea unei palete de turbini, indicandu-se
directia axiald, perpendiculard pe planul discului, directia tangentiala,
perpendiculard pe razd in planul discului, directiile principale de inertie, notate
Max si Min, si coordonatele punctelor cele mai indepartate de aceste axe, in care se
calculeaza tensiunile de incovoiere.

Fig. 17.4

Momentul incovoietor tangential

Excentricitatea paletei in planul discului face ca forta centrifuga sa produca
un moment Incovoietor numit "tangential", dirijat in directie axiala.

Fie A excentricitatea centrului de greutate G, al sectiunii de la raza r,,
fatd de directia fortei centrifuge care trece prin centrul de greutate G al paletei
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(fig. 17.5, a). Se noteaza e, si e, distantele de la punctele G si G, la o linie de
referinta radiala.

F
o
& w
G Jar e,
e o e M dr
A o
Gx e G
r y »
] r
r. Gy
,
y
a b

Fig. 17.5

Forta centrifugd care actioneazd asupra unui element de grosime dr este
(17.9). Momentul incovoietor in sectiunea de raza r, produs de componenta fortei
paraleld cu linia de referinta este

dMT:pa)zArdr-A:pa)zA(A-r)dr. (17.12)
Deoarece
A+
&r_2T% (17.13)
r r

X
relatia (17.12) se scrie

dM 7y = pcozA(errx - rex)dr .
Momentul Incovoietor tangential in sectiunea de raza r, este
1

Msza)2 IA(er re —rey )dr. (17.14)

Iy

Pentru calcule numerice, relatia (17.14) se poate aproxima prin

n

Aie; + A:qe; At + Aoy

My =pw2§ [ i€i 2z+lel+1 r— i 2l+1rl+1 exj (Vi _ri+1)5 (17.14,a)
i=1
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unde e; este excentricitatea centrului de greutate al sectiunii de la raza 7;.

Momentul incovoietor axial
Din figura 17.5, b rezultd cd momentul incovoietor infinitezimal la raza ),
este
dm :pa)zArdr(e —e )
A r v
unde e, si e, sunt distantele de la punctele G si G, la o linie de referintd radiald,

iar Gy este centrul de greutate al sectiunii de la raza r,,.

Momentul incovoietor axial total este
ry
2
Mrp=po® [dr(e,~r)ar. (17.15)
Ty
sau, in forma adecvata calculelor numerice

MA :pwzz[(Are)i +2(Are)i+1 _ (A r)i +2(A r)i+l ey:| (ri _r[+1)- (1715,61)
i=l1

Din figura 17.4 rezultd componentele momentului incovoietor in lungul
axelor centrale principale de inertie ale sectiunii

M ox =M psin@ + M 4 cosO,

) (17.16)
M i =M7pcos@ —M 4sin6.
Tensiunea normald maxima pe extrados este
M M,
Cppy =— % o+ L 1 (17.17)
I max 1 min
Tensiunea maxima pe muchia de intrare este
M M,
Opj =X o4 D (17.18)
I max I min
Tensiunea maxima pe muchia de iesire este
M M,
Ope =—2% g+ 11 g (17.19)
1 max I min

in relatiile (17.17)-(17.18) 1, si I,,;, sunt momentele de inertie
principale ale sectiunii transversale a paletei in care se face calculul.
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17.3 Solicitari prin forte armonice

Forte cu variatie periodicd in timp sunt produse de dezechilibrul si
dezaxarea rotoarelor masinilor, de actiunea mecanismelor bield-manivela asupra
arborilor cotiti §i carcaselor, de pulsatiile fluidelor in conducte sau de alte
fenomene periodice care apar In timpul functionarii masinilor.

17.3.1 Sistem in vibratii libere

Se considera sistemul "masa - arc lamelar" din figura 17.6. Elementul
elastic este o bara in consold, de lungime ¢ si modul de rigiditate la incovoiere
EI =const. Se neglijeaza greutatea proprie a barei.

Initial bara este orizontald (fig. 17.6, a). Dupd atasarea masei m=G/g,
capitul barei se deplaseazi pe verticald cu &, (fig. 17.6, b). In pozitia de echilibru

static, masa m este in echilibru sub actiunea greutatii mg si a fortei elastice ko,
(fig. 17.6, ¢)
kégy=mg. (17.20)
unde k =3E1/03 .
Scos din pozitia de echilibru static si lasat liber, sistemul vibreaza. Alegand
originea coordonatei w, care defineste miscarea masei m, in pozitia de echilibru
static (fig. 17.6, d), in ecuatia miscarii vor interveni numai forte datorite deplasarii

fatd de aceastd pozitie. Izoland masa (fig. 17.6, e) si considerand toate marimile
vectoriale pozitive in jos, atunci la momentul #, cAnd masa m are elongatia w(t),

asupra acesteia actioneaza numai forta elastica (— k w).

Legea a doua a dinamicii se scrie m w=—k w sau
mw+kw=0, (17.21)

relatie care reprezintd ecuatia diferentiala a vibratiilor libere ale masei sistemului
din figura 17.6.

Solutia generald a ecuatiei (17.21) este

v
w(t)=—sinw,t+d, cosw,1, (17.22)
a)}’l

d
unde w, =+/k/m este pulsatia proprie a sistemului, iar d, = w(O) st v, =d—v:(0)

sunt deplasarea si viteza la momentul 7 =0.

Expresia (17.22) se mai poate scrie si sub forma
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w(t)=wsin (@, +6), (17.23)
unde
W=yd2 + vg/a)g , 0 =arctg(dyw, [v,). (17.24)
EI
; astt
/L. Y d w(f)
a x
)
st N — Ew
b ; G=mg \,
x 9
— ékﬁ“ o
¢ ks, Y mg
Fig. 17.6

In pozitia de echilibru static (fig. 17.6, ¢), in sectiunea x apare o tensiune

, M mg x x
Ost = WSt = 7% =k5le_
y y y

produsa de forta k o, aplicata la capatul barei.

In timpul vibratiilor libere (fig. 17.6, e), asupra barei actioneaza forta
suplimentard & w=kwsin (w,¢+6) care produce o tensiune dinamica de
amplitudine

. Md kwx
d:—: .
Wy Wy

Daci se noteaza cu ' raportul intre amplitudinea fortei dinamice (forta de
inertie a masei m) si forta statica

kw wo w9
v = =—=—0w,, (17.25)
kdg Oy g "
atunci se poate scrie
G4 =V, (17.26)

unde coeficientul dinamic  depinde de pulsatia miscarii.
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17.3.2 Sistem in vibratii fortate neamortizate
Fie sistemul din figura 17.7, a actionat de forta armonica F (t) =F, sinwt .
Ecuatia diferentiald a miscarii este
mw+kw=F,sinowt , (17.27)

In regim stationar, solutia ecuatiei (17.27) se alege de aceeasi forma cu
excitatia w(r)=1sinwt . Se obtine

Wst
l—a)z/a),%

unde wy; =F, [k este deformatia produsa de forta F, aplicatd static iar @, este

(17.28)

‘//{}:

pulsatia proprie a sistemului.

X F) o
e %_Lw Wy
a i
ad LF(f)
- 1
(?’mv't;
i 0 1 0)
b o W @
Fig. 17.7 Fig. 17.8

Daca s-ar aplica static o fortd F|,, atunci nu ar interveni forta de inertie a

masei §i tensiunea maxima in sectiunea x (fig. 17.6, b) ar fi
F
oy =2 (17.29)

"y

In regim dinamic, asupra barei actioneazi forta kw (fig. 17.7, b), de

amplitudine

k

W=—-"29—.

FO
‘1—&)2/60,%

In sectiunea x aceasta produce tensiuni maxime de amplitudine

ol _fiw] [l .
Og = Wy = F, O'st—wst Og =¥YO g, (17.30)
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unde coeficientul dinamic
1
= - 17.31
% ‘1 22 (17.31)
-0/ w;
este egal cu factorul de amplificare al vibratiilor.
La rezonanta, cind @ — w,,, coeficientul dinamic creste nelimitat (fig.

17.8) deoarece s-a neglijat amortizarea din sistem. La sisteme reale tensiunile
dinamice au valori foarte mari. In probleme practice, deobicei pulsatia @ este
impusa de functionarea masinii, astfel ca pentru evitarea rezonantei trebuie aleasa
corespunzator pulsatia proprie @,,, deci valorile parametrilor £ si m.

De notat ca tensiunile statice maxime din sectiunea x, datorite masei m, se
calculeaza cu relatia

Acestea nu trebuie confundate cu tensiunile produse de o forta £, aplicata
static.

Se poate face un calcul la oboseald (v. Cap.18) considerand tensiunea
medie egald cu oy, si amplitudinea tensiunii egald cu o .

Exemplul 17.2

Sistemul din figura 17.9 este format din o greutate P =30 N, atasatd la
mijlocul unei grinzi din otel, cu lungimea ¢ =0,25m si diametrul d =8mm . Sa se

calculeze tensiunea maxima produsa la mijlocul barei de o fortd F (t)z F,sinwt,
unde F, =50N si @=100rad/s. Se da modulul de elasticitate £ =210GPa .

Rezolvare

Se calculeaza modulul de rezistenta axial W, =50 mm? si momentul de
inertie axial /), =200 mm*.

Rigiditatea barei In punctul de atagare a masei este

48E1 .21-10° -
k= - y :48 2,1 103 200:129 N '
4 250 mm

Pulsatia proprie a sistemului are valoarea

:\/k_g:\/129-9810 054184
F 30 8

n

Coeficientul dinamic se calculeaza cu formula (17.31)
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1 1

= =131.
1-w?/0? 1-100%/205,42

(//:

Tensiunea statica produsd la mijlocul barei de forta I, are valoarea

F .
_Fol 50250 o N
aw, 450 mm?

Amplitudinea tensiunii dinamice produse de forta F, sinwt este

Ot

oy=yoy, =131-62,5=819N/mm? .
Tensiunea statica produsa de greutatea P are valoarea

P 2
ot o PL_30:250 . N2 ’
4W,  4-50 mm

deci tensiunea totala maxima la mijlocul barei este

Ce =0 g + 0l =819+375=119,4N/mm? .

17.4 Solicitari prin soc

Socurile sunt actiuni de scurtd duratd, deobicei mai mica decat perioada
proprie fundamentala de vibratie a sistemului solicitat. Incarcarile prin soc apar la
ciocnirea corpurilor, manevrari bruste, aplicarea brusca a sarcinilor, la ciocane de
forja sau pneumatice, la structuri solicitate prin unde de soc sau explozii.

17.4.1 Raspunsul la o forta variabila in timp

Se considera un sistem neamortizat cu un grad de libertate (fig. 17.9),
asupra caruia actioneaza o fortd F' (t) avand o variatie 1n timp ca in figura 17.10.

Pe durata unui interval de timp dr, forta F (Z') poate fi considerata

constantd. Aria suprafetei hasurate din figura 17.10 reprezintd un impuls
infinitezimal, care produce variatia de viteza

F(z’)-drl

dw= (17.32)
Deplasarea elementarda dw a masei m, datorita acestui impuls, este

-—-sinw
m w

dw=m 1 (t-7) pentru t > 7,
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ceea ce se deduce direct din relatia (17.22), considerand cd masa are deplasare nula
d, =0 si viteza initiala v, =dw la momentul r=7.

Fy

E—-x Ft) B Fr)

Tl

' ! T | |dr t

Fig. 17.9 Fig. 17.10

Insumand efectele tuturor impulsurilor infinitezimale intre momentele
=0 si 7 =t, se obtine expresia deplasarii masei m sub actiunea fortei F (t), sub

forma integralei lui Duhamel
t

w(t)zLJ.F(r) sinw(t —7) dr. (17.33)

17.4.2 Forta constanta aplicata brusc

Se considerd sistemul din figura (17.9), solicitat de o fortd concentrata
constanta F (t) = F', aplicata sub forma de impuls treapta (fig. 17.11, a).

F)
F
a
b
Fig. 17.11

Ecuatia diferentiald a miscarii este

mw+kw=F ,
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avand solutia generala
. F
w(t)zCl sinw,t+Cp cosa)nt+;, (17.34)

unde w, =./k/m este pulsatia proprie a sistemului. Se presupune ca la =0,
W, =W, =0. Inlocuind aceste conditii initiale in relatia (17.34), rezulta
constantele de integrare C; =0 si C, =—F/k, deci expresia deplasarii masei m
este

w(t)zg(l—cosa)nt), (17.35)

fiind reprezentata grafic in figura 17.11, b.
Daca forta F ar fi aplicata static, ar produce o deplasare

Wy, =% (17.36)

Raportul intre sdgeata dinamica si cea statica este factorul de amplificare

F(t)zwzl—cosa)nt. (17.37)

Wst
Valoarea maxima a factorului de amplificare se numeste coeficient dinamic
V=1 =2. (17.38)
Intr-o sectiune oarecare x (fig. 17.6), tensiunea dinamici maxima este
O4=YOogy, (17.39)
unde o, este valoarea corespunzatoare aplicarii statice a fortei F.

Forta F face ca sistemul sd vibreze in jurul pozitiei de echilibru static,
definitd de wy, , dupad cum se arata in figura 17.11, b.

Daca se tine seama si de amortizarea inerenta din sistem, variatia in timp a
deplasérii masei m ale alura din figura 17.11, ¢, coeficientul dinamic
determinandu-se ca raport intre deplasarea maxima w, si deplasarea statica w;,
corespunzatoare pozitiei la care masa m ajunge dupad amortizarea completd a
vibratiilor

Wd
y=—".

Wyt

Datorita relatiilor liniare intre forte si deformatii, pe de o parte, si intre
forte si tensiuni, pe de alta parte, o vibrograma similara celei din figura 17.11, ¢ se
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obtine la masurarea tensiunilor din bara, permitdnd determinarea experimentala a
coeficientilor dinamici cu relatia (17.39).

17.4.3 Impuls triunghiular descrescator

Se considera sistemul din figura 17.9, solicitat de o fortd F(¢) cu variatie
in timp ca in figura 17.12, exprimata analitic sub forma

F(t)zF(l —i}, (17.40)
ld
unde 7, este durata impulsului.

Cu conditiille w, =w, =0 la =0, problema se rezolva utilizdnd solutia
generala (17.33).

a) Faza I. Pentru 7<t;, deci pe durata cat actioneaza forta, Inlocuind

expresia (17.40) in (17.33), deci pentru conditii initiale nule, dupa efectuarca
calculelor rezulta

F Ft(sinw,t
w(t)z;(l—cosco,ﬁﬁm[ wn: —1). (17.41)

Factorul de amplificare dinamica este

i t
F(t)zmz%t)zl—coswnt+%—L. (17.42)
Wit 4 Wy, tg tq
k

1t

r

0 !

T td t
Fig. 17.12

b) Faza II. Pentru 72>t¢;, deci dupa incetarea actiunii fortei, conditiile
initiale ale miscarii se determind inlocuind 7 =¢; in expresia (17.41) si in expresia
derivatei acesteia In raport cu timpul. Se obtine
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F(sinw,t
w(tyg)=w, =;(w—coswnrd} (17.43)
Wty
t
W(t,) =, :%(a)n sinw, 1, + > nld —iJ. (17.44)
la la

Substituind expresiile (17.43) si (17.44) in ecuatia miscarii libere
neamortizate (17.22) si inlociund ¢ =¢—¢,, se obtine

)=

B ka)ntd

[sin @,ty —Sin @, (t —ty )]—%cos w,t, (17.45)

deci factorul de amplificare este

F(t)z 1 [sina)ntd —-sinw, (t—td )]—cosa)nt, (17.46)
@ply

Anuland derivata in raport cu timpul a functiei /7~ (t) , se obtine timpul ¢,,,

masurat din momentul aplicarii fortei, dupa care apare raspunsul maxim. Inlocuind
aceasta valoare 1n expresia factorului de amplificare, se obtine coeficientul dinamic

w="Ly =1(t,). (17.47)

Pentru impulsuri de foarte scurtd duratd (td /T <O,4), raspunsul maxim

apare in faza raspunsului liber (faza II). Altfel, el apare pe durata aplicarii
impulsului (faza /).

2,0 0.5

7 —
16 )& I ass
) R a4
W /T
08 7 035 7
0,4// 0.30///
0G5 B 6z 05 T 7 5 6 O s or a2 a5 1 5 m
ta/T ta/T
Fig. 17.13 Fig. 17.14

In figura 17.13 se prezinta variatia coeficientului dinamic y 1in functie de
raportul 7; /T, unde T =27/ @, este perioada proprie de vibratie a sistemului. in

figura 17.14 se aratd variatia raportului 7,, /T in functie de 7,4 /T .
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Aceste diagrame sunt deosebit de utile In proiectare, deoarece este
suficient sd se cunoascd perioada proprie de vibratie 7 si durata impulsului ¢,

pentru a se calcula timpul de raspuns maxim ¢,, si factorul dinamic y . Tensiunea
dinamica maxima se calculeaza apoi cu relatia (17.39).

Exemplul 17.3

Sa se calculeze tensiunea maxima produsa in bara din figura 17.9 de o forta
F(¢) avand variatia in timp ca in figura 17.12, unde F, =50N si z; =0,01s. Se
dau £=210GPa, /=025m, d =8mm si P=30N.

Rezolvare

Modulul de rezistenta axial al sectiunii barei este /¥, =50 mm°.

Pulsatia proprie a sistemului a fost calculatd la Exemplul 17.1 fiind
w, =2054rad/s.

Perioada proprie de vibratie este

_2T_ 2T 0035

o, 2054

n
Se calculeaza raportul adimensional

tg 001

=0333
T 003

pentru care, din figurile 17.13 si 17.14, se obtin
w =095 si tm/T=0365.

Tensiunea staticd produsd la mijlocul barei de forta F,, =50N este

F, ¢ 2
o, - Fo 50250 o Nz‘
4w, 450 mm

Tensiunea dinamica in aceeasi sectiune are valoarea
oy =woy =095 625=594N/mm? .
Tensiunea statica produsa de greutatea P este
o, =37,5N/mm? .
Insumand efectele se obtine tensiunea totald maxima la mijlocul barei

G =Cg + 0y =59,4+37,5=969N/mm? .
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17.4.4 Impuls dreptunghiular

In figurile 17.15 i 17.16 se dau diagramele de calcul pentru un impuls
dreptunghiular, de durata 7, .

Daci t; >T/2, raspunsul maxim apare totdeauna in faza I (0<¢ < td) iar
coeficientul dinamic  =2. Pentru impulsuri de duratdi mai scurtd, raspunsul
maxim apare in faza II. Pentru ¢; <T/2 se obtine w =2sin (7, /T).

20 0.5
16 // Fjil 045 fr
. . .
12 ,/ L a4 /
v / Ln/T
a8 g.35
7
04 6.3
025
605 0) 82 45 1 2 5§ 1 T T e
ti/T ty/T
Fig. 17.15 Fig. 17.16

Exemplul 17.4

La sistemul din figura 17.7, a se dau G=40N si /=0,2m. Bara este din
otel cu E=210GPa si sectiunea patrata, cu latura ¢ =10mm. S& se calculeze
tensiunea maximd in sectiunea din incastrare daca in capdtul liber al barei
actioneaza: a) o forta F (t) sub forma de impuls dreptunghiular cu F=20N si
t; =002s; b) o fortd armonicd cu amplitudinea F, =20N si pulsatia
o =80rad/s .

Rezolvare

10° 10

Pentru sectiunea patratd, W, =—=167 mm’ st [, =——=2833 mm*.
6 12

Rigiditatea barei n punctul de aplicare a fortei este

3E] .21-10° .
= y:3 21-10 833:65,6N.

03 2003 mm

Pulsatia proprie a sistemului este
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w, :\/k_g =\/—65’6'9810 :126,84@
G 40 S

2
iar perioada proprie de vibratie este 7 = T 0,0495s .
w, 12684

a) Daca asupra barei actioneaza impulsul dreptunghiular, se calculeaza
raportul adimensional

la _ (002 =0,404
T 00495

pentru care, din figurile 17.15 si 17.16 se obtin
v=18 si tm/T=045.
Tensiunea statica produsa in incastrare de forta F =20 N este
_Fr 20-200 N

oy =2395——
Yoy, 167 mm?2

iar tensiunea dinamica
o =yo, =18-2395=431N/mm? .

Tensiunea staticd produsa de greutatea G este oy, =479 N/ mm? | astfel
ca tensiunea totald maxima In Incastrare este

Omax =0d +G;t =43,1+47,9=91N/mm2 .

b) Daca asupra barei actioneazd forta armonica, coeficientul dinamic
(17.31) vafi

=1,66.

1 1
(r//: =
1-0?/0?  1-80%/126,84>

Tensiunea staticd produsd de forta F,, in sectiunea din incastrare este

:Fof:20'200:23,95 N
w 2

. 167 mm

Amplitudinea tensiunii dinamice produse de forta F, sinw¢ in incastrare

Ot

este
og =y oy =166-2395=398N/mm? .

Tensiunea staticd produsd de greutatea G in incastrare a fost calculatd la

punctul anterior: oy, =479 N/ mm? .
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Tensiunea totald maxima in sectiunea din incastrare este

Ce =g +0 =398+479=87,6N/mm? .

17.4.5 Calculul aproximativ la solicitari prin soc

Fie corpul de greutate F care loveste bara din figura 17.17, @ producand in
punctul de contact o deplasare dinamica o, (fig. 17.17, b). Pentru calculul

tensiunilor dinamice din baré, se fac urmatoarele ipoteze:

a. Se neglijeazd masa corpului lovit; prin aceasta, la ciocnire nu se pierde
energie.

b. Se considera ca in toate punctele corpului lovit deformatiile maxime au
loc 1n acelasi timp (se neglijeaza propagarea de unde elastice si amortizarea).

c. Corpul lovit nu are miscari de ansamblu de corp rigid.
d. Local, 1n zona ciocnirii, nu apar deformatii plastice.

e. Dupa ciocnire, greutatea F' ramane solidard cu bara, pana la atingerea
deplasarii maxime.

f. Corpul care loveste este rigid.

Fig. 17.17

Daca forta F ar actiona static, ar produce sigeata 8, = F/k , iar in corpul
lovit s-ar inmagazina o energie potentiala de deformatie

U=% F&,. (17.48)

Actiunea dinamica a fortei F este echivalentd cu actiunea statica a fortei

Fy=yF, (17.49)
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unde y este multiplicatorul de impact. Aceasta produce sageata

Oy =Woy, (17.50)
astfel ca energia potentiald de deformatie este
Ud=%Fd oy- (17.51)

Tinand cont de relatiile (17.49) si (17.50), expresia (17.51) devine

1 1
Ud ZE WFv/astZE W2F§st=W2U' (17'51’a)

Se aplica teorema energiei cinetice pentru faza de deformare a corpului
lovit
E,-E =L. (17.52)
Energia finald E, este nuld, sistemul avand vitezd nuld in punctul de

elongatie maximd. Energia initiald E| este egald cu energia cineticd E( avutd de
corpul care produce socul iIn momentul in care vine in contact cu corpul lovit.

Lucrul mecanic L efectuat in timpul deformarii, imediat dupa lovire, are
doud componente: lucrul fortei exterioare F, care parcurge cu intreaga intensitate
deplasarea o0,;, egal cu FO;=Fyoy =2y U si lucrul fortelor elastice
interioare, egal si de semn contrar cu energia potentiald de deformatie, deci cu
-Uy, = —1//2 U . Rezulta ca relatia (17.52) se scrie

0-E, =2y U-y’U

sau

E
P2y -—2=0,
7% 7%

avand ca solutie acceptabila fizic

1//=1+‘/1+%. (17.53)

Rezulta ca, la limita, atunci cand E( =0, multiplicatorul de impact y =2.
Caderea libera. Cand greutatea F' cade liber de la inaltimea /4 pe un corp

deformabil (fig. 17.17, a)

St

Ey=Fh, U:%Fé
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v=1+ / 1+§—h. (17.54)

Miscarea uniforma rectilinie. Cand greutatea F' se deplaseazd cu viteza
constanta v (datorita unor forte de frecare sau franare)

iar relatia (17.53) devine

2
B, =S u-lrs,
g 2 2
iar relatia (17.53) devine

2

v
w=I1+_|1+ . (17.55)
g9,

In ambele cazuri, in formula multiplicatorului de impact intervine sigeata
staticad a corpului lovit . Cu cat corpul lovit este mai elastic (deci oy mai

mare), cu atit i este mai mic, deci efectul aplicarii dinamice a sarcinii este redus.
Un corp solid rezista cu atat mai bine la soc cu cat este mai deformabil.

Intr-o sectiune oarecare x a barei din figura 17.17, b, tensiunea dinamica

este
o4=yoy, (17.56)
unde
o - Fx
st — o, ¢
WJ’

Calculele efectuate pe baza relatiei (17.53) sunt acoperitoare, rezultdnd
pentru y valori mai mari decét cele obtinute cand se tine seama de masa corpului

lovit.

Exemplul 17.5

Un cablu din otel, cu sectiunea 4 =800 mm? si £=210GPa, de care este
atarnatd o greutate F =20kN, se desfasoard de pe o toba cu viteza constantd
v=1m/s (fig. 17.18). Dupd ce s-a desfasurat o lungime ¢/=21m din cablu, toba
se blocheaza brusc. Se cere sa se calculeze tensiunea care se produce in cablu in
urma acestui soc.

Rezolvare

Alungirea statica a cablului este
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F¢  2-10%.21-10°
== ——————=25mm.
EA  21-10°-800
Multiplicatorul de impact (17.55) este

2 6
w=1+_ |1+ CAN 1+L3=7,47.
g9, 981-10°-2,5

st

Tensiunea statica in cablu este

4
A4 800 mm?2

Tensiunea dinamica are valoarea

oy =yoy=147-25=187 N/mm2 .

D .

, o 0,
777
2a a
F v
Fig. 17.18 Fig. 17.19

Exemplul 17.6
Bara din figura 17.19 este din otel cu E =210 GPa, din profil /30 cu
I, =98-107 mm4, w, =6,53-10° mm’ si a=2m. Pe capatul liber al barei

cade greutatea F =2,5kN de la Indltimea /& =75 mm. Se cere tensiunea maxima
din bara.

Rezolvare

Sageata statica in capatul barei este

5 _Fa®_25.10°-2° 10°
El, 21-10°-98-10’

St

=0,972mm.

Multiplicatorul de impact (17.54) este
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w=I1+ 1+%=1+ 1+ﬂ=13,46.
1) 0,972

st

Tensiunea staticd maximad, in sectiunea de pe reazemul din dreapta, este

3
_Fa_25:10°-2000 o N

W,  653-10° mm?

Ot

Tensiunea dinamica in aceeasi sectiune are valoarea

oy =yo, =1346-7,65=103 N/mm? .

17.4.6 Solicitarea la rasucire prin soc

Fie arborele elastic, de masa neglijabild, din figura 17.20, pe care este
montat un disc rigid, de greutate Q. Sistemul se roteste cu viteza unghiularda @ si
este blocat brusc 1n sectiunea din dreapta.

b M,
2l Ay 4y t
c—Hc——f =
7 1/ ~ T
a @ b c
il E =
Fig. 17.20

L . o1 o .
Energia cinetica a discului EJa)2 , unde momentul de inertie masic al

2
discului J =

Py se transforma 1n energie potentiala de deformatie a portiunii de
g
arbore solicitate la rasucire (6.19)

1y M0 16M}E¢

2°1GI, zGda*’

Egaland energia cinetica a discului cu energia de deformatie a arborelui
rezultd momentul de rasucire aplicat arborelui pentru imobilizarea sectiunii din
capat
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M_Ddza) 70G
16 gl ’

pe baza cdruia se calculeaza tensiunea tangentiald maxima

T =% = a)2 ﬁ (17.57)
w d\\ ngt

P

Intr-un calcul mai exact se considera si momentul de inertie masic al
arborelui.



18.
OBOSEALA METALELOR

Oboseala metalelor este un proces care produce ruperea prematurd sau
deteriorarea unei piese supuse la solicitari repetate.

Rezistenta materialelor la solicitdri variabile 1n timp este mai mica decéat
rezistenta la solicitari statice. Fenomenul a fost observat la podurile de cale ferata
(W.J.M. Rankine, 1843) si la osiile materialului rulant (A. Wohler, 1850) care, desi
dimensionate corespunzitor din punct de vedere static (astfel incat tensiunile
maxime sd fie mult sub rezistenta la rupere a materialului), s-au rupt dupa un
numar de ore de functionare in conditii de solicitari ciclice.

Experientele in laborator, cu epruvete solicitate la incovoiere rotativa (A.
Wohler, 1856), au ardtat ca o piesa, care poate rezista timp nelimitat la o solicitare
statica sub o anumita tensiune, se rupe dupa un numar de cicluri de solicitare, desi
tensiunea maxima are aceeasi valoare. Fenomenului de micsorare a capacitatii de
rezistentd sub efectul solicitirilor variabile i s-a dat numele de oboseald a
materialului (J.V. Poncelet, 1839).

Oboseala este modul predominant de pierdere a integritatii structurale,
important atat ca frecventd de aparitie cat si ca factor decisiv in determinarea
tensiunilor de lucru in piese solicitate la sarcini fluctuante. Cu toate progresele
recente 1n studiul propagarii fisurilor, predictia duratei de viata la oboseala se face
cu erori mari, chiar atunci cand se dispune de date certe asupra proprietatilor
materialelor. Cauzele principale sunt variabilitatea proceselor de fabricatie,
cunoasterea aproximativa a istoriei de solicitare si insuficienta cunostintelor actuale
despre oboseala si rupere.

In conditiile in care o estimare absoluti a durabilititii la oboseala este
incertd, metodele de calcul la oboseald se folosesc pentru estimari relative, la
comparatia mai multor materiale pentru o anumitd piesd sau structurd, sau
comparatia mai multor solutii constructive, utilizdnd acelasi material. Se face fie
calculul unui coeficient de siguranta la durabilitate nelimitata, ce trebuie comparat
cu valori rezultate din practicd pentru diferite tipuri de piese, fie un calcul al
numarului de cicluri de solicitare pana la pierderea integritatii structurale, In cazul



190 REZISTENTA MATERIALELOR

Intelegerea mecanismelor fizice ale deteriorrilor prin oboseald, in deosebi
comportarea fisurilor scurte, permite studiul factorilor care influenteaza limita de
oboseala si durata de viata la oboseald: mediul coroziv, fretajul, tratamentele
superficiale, granulatia materialului, nivelul tensiunii medii, starile de tensiune
multiaxiale, Incarcarile cu sarcini aleatoare, precum si actiunea lor combinata. in
acest fel, se pot elabora metode analitice care sd cuantifice deteriorarea prin
oboseala pentru a proiecta componente si structuri care sa reziste la solicitari
dinamice repetate.

18.1 Deteriorarea prin oboseala

Procesul de oboseald poate fi impartit in doud faze distincte, inifierea si
propagarea fisurilor. In faza de initiere au loc modificiri in comportarea
materialului constand din ecruisarea sau inmuierea prin deformare -ciclica,
localizarea deformatiilor plastice si formarea de discontinuitati, urmatd de
coalescenta discontinuitatilor si aparitia microfisurilor. Faza a doua este descriséa de
teoriile macroscopice de propagare din Mecanica ruperii.

Ruperea prin oboseald incepe prin o fisurd care se propaga, micsorand
treptat sectiunea piesei. Examinarea sectiunii de rupere permite deosebirea a doua
zone: una netedd, chiar lustruitd, datorita frecarii fetelor de rupere adiacente in
timpul propagarii fisurii §i una mata, grauntoasa, acolo unde are loc ruperea finala
brusca. In general, in zona lucioasi se poate repera pozitia fisurii initiale si se
observa unele striuri si linii de oprire, care indicd modul de propagare al fisurii
datorita solicitarii intermitente a piesei (fig. 18.1).

Fig. 18.1

Daca zona lucioasa ocupa o mica parte din suprafata sectiunii, atunci
ruperea s-a produs datoritd unei solicitdri cu tensiuni mari. In caz contrar, cand
zona mata este mai micd decat cea lucioasa, ruperea s-a produs la tensiuni mici.

Mecanismele de rupere sunt diferite. Existd ruperi fragile si ruperi
ductile, ruperi prin clivaj, ruperi intergranulare sau transgranulare, dupd cum
reteaua cristalina este cubica cu fete centrate sau volum centrat, sau hexagonala.
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Conform definitiei din standardul ASTM E 1150-87, oboseala este
"procesul de modificare structurald permanenta, localizata si progresiva, care apare
intr-un material supus unor conditii ce produc deformatii specifice si tensiuni
fluctuante in unul sau mai multe puncte, i care pot culmina in fisuri sau ruperea
completd dupa un numar suficient de fluctuatii”.

Deteriorarea metalelor prin oboseald parcurge de fapt patru faze (fig.18.2):
1) nucleatia; 2) propagarea dependenta de structura a fisurilor scurte; 3) propagarea
fisurilor caracterizabild prin Mecanica Ruperii Elastice Liniare (MREL), prin
Mecanica Ruperii Elasto-Plastice (MREP) sau prin Mecanica Ruperii Total
Plastice (MRTP) si 4) instabilitatea finald. Fiecare din aceste faze este un proces
complicat, putand include la randul lui mai multe subprocese. Primele doua faze au
fost mult timp considerate impreunad, ca un proces de initiere a macrofisurilor.

£ \
E 1071 =
= RUPEREA —
£ 1 F
&
@ 01+
£ 1 daldN
2 001f
o
s
~—] Durata de viata, N (cicturi)
NUCLEATIA

Fig. 18.2

Cercetari recente, in special asupra comportarii fisurilor scurte, au dus la
un nou mod de abordare a fenomenului de oboseala a materialelor. Fisurile de
oboseala sunt studiate in functie de lungime, forma, orientare, viteza de propagare,
coalescenta sau interferenta lor. Deteriorarea prin oboseald este corelatd cu
lungimea fisurilor, iar rata de acumulare a deteriorarilor - cu viteza de crestere a
fisurilor. Rezistenta la oboseald si durata de viata la oboseald nu mai sunt definite
de un singur parametru - o tensiune, ci si de o lungime - distanta la cea mai
puternica bariera intr-un sistem microstructural (K.J. Miller - 1986).

Faza de initiere a fisurii nu mai este privita ca o perioada de nucleatie, ci ca
o perioada in care fisura se poate propaga cu viteza descrescatoare pana la oprire,
inainte de a se dezvolta intr-o fisurd dominantd. Se admite ca defecte de ordinul a
1-2 pum existd In orice piesd, deci fisura fatald si zona deformatd plastic
corespunzatoare sunt generate simultan, inca din primul ciclu de incarcare.

In figura 18.3 se prezintd comparativ cresterea fisurilor lungi si scurte.
Structurile sudate contin defecte de dimensiuni mai mari de 0,5 mm, care se pot
propaga la tensiuni de valori relativ mici. O fisurd de 1 mm (lungd) poate creste
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avand la varf o zona deformatd plastic relativ mica, deci poate fi analizatd cu
metodele MREL. Daca forta ciclicd aplicata este redusa de la AF; la AF,, atunci
fisura nu mai creste, deci se atinge pragul de nepropagare a fisurii de oboseala, care
reprezintd o limitd de oboseald.

In cazul unei piese lustruite, cu fisuri superficiale mici, este necesara o
fortd ciclicd AF; mult mai mare pentru a produce propagarea fisurilor. Zona
plastica de la varful fisurii este relativ mare si trebuie aplicatd analiza cu MREP.
Dacé forta este redusa de la AF; la AF,, se atinge un prag limita care face ca fisura
sd nu mai creascd.

10°
1%~
10"}
AF3
E jo2F  Regim MREL
5
=S AF4
g 10 -
E
2 . Regim MREP AF,
3 10%F
I d — . | L
10°® —/ i AF,
10°® [ X
e 1,0
Numdr cicluri / Numar cicluri pand la rupere

Fig. 18.3

La solicitarea cu AF, fisura de oboseald poate creste in interiorul unui
singur graunte de diametru d, orientat favorabil, o fractiune relativ mare X a duratei
de viatd. Aceastd fazd a fost consideratd drept "initierea" fisurii. Ea este
determinatd de microstructurd, deci de incluziuni, de precipitate, de dimensiunea
grauntilor etc.

18.2 Metodologii de calcul 1a oboseala

In prezent exista trei metodologii diferite de calcul la oboseals, cirora le
corespund trei "teorii" distincte de abordare a problemei.

18.2.1 Metoda o — N

Metoda bazatd pe analiza tensiunilor este utilizatd pentru calculul la
durabilitate nelimitatd. Datele experimentale primare se prezintd sub forma de
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iagrame de durabilitate, 1 u Xima - numa icluri
d de durabilitate, In coordonate "tensiunea maxima - numarul de cicluri
pana la rupere" (curba lui Wohler).

Cedarea este definitd de separarea totalda in doud parti a epruvetei
incercate. Metoda o — N este aplicabilda pieselor fara fisuri, de forme
asemanatoare epruvetelor (incercate la incovoiere rotativd) si avand dimensiuni
comparabile, fabricate deobicei din otel sau metale feroase. Existd o experienta
indelungata in aplicarea metodei, bazatd pe proprietati specifice pentru care s-au
publicat valori determinate experimental in manuale si monografii [17, 19, 32].

18.2.2 Metoda ¢ — N

Metoda bazatd pe analiza deformatiilor specifice este utilizatd pentru
calculul la durabilitate limitatd. Ea este aplicabila pieselor fara fisuri initiale,
solicitate in regim elasto-plastic, fabricate deobicei din otel forjat sau materiale fara
defecte.

Datele experimentale primare se prezintd sub formd de diagrame la
durabilitate micd, in coordonate "deformatie specifica ciclica - numar de cicluri
pana la cedare" (curba Coffin-Manson), determinate prin incercari de amplitudine
constanta, pe epruvete solicitate axial. Cedarea este definita in mod diferit, prin
aparitia unei fisuri vizibile, prin variatii bruste ale sarcinii aplicate sau ale rigiditatii
dinamice a epruvetei, care definesc ceea ce s-a considerat a fi perioada de "initiere"
a fisurilor de oboseala.

18.2.3 Metoda tolerarii defectelor

Metoda bazata pe analiza propagdrii fisurilor este aplicabila pieselor cu fisuri
initiale (deobicei structuri sudate sau nituite). In acest caz, singularitatea tensiunilor
la varful fisurii impune utilizarea unor marimi din Mecanica ruperii.

Datele experimentale primare se prezinta sub forma de diagrame "viteza de
propagare a fisurii - variatia factorului de intensitate a tensiunii" trasate in
coordonate logaritmice. Metoda permite calculul duratei de extindere a unei fisuri,
de la o dimensiune initiald detectabila prin metode de control nedistructiv, la o
dimensiune finald, care contine un factor de sigurantd fatd de valoarea critica.
Aplicarea metodei implica inspectarea periodica a structurii si acceptarea existentei
fisurilor initiale, excluzand perioada de "initiere".

Piesele si componentele solicitate la oboseald pot fi impartite in doud
categorii: a) piese care nu pot fi lasate sa functioneze cu fisuri (arbori si piese vitale
de masini) si la care majoritatea duratei de viatd este consumatd pentru initierea
macrofisurilor §i care sunt analizate prin metodele o— N si &£€—N pentru
determinarea duratei de viatd sigure; si b) piese care pot functiona si dupad ce au
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aparut fisuri, care consuma o parte neglijabila a duratei de viatd pentru a initia
fisuri si care sunt analizate cu metodele Mecanicii ruperii.

Granita intre cele doud grupe este greu de stabilit. Se apreciaza cé la piese
avand factorul teoretic de concentrare a tensiunilor elastice K, <4, "initierea"

consuma cea mai mare parte din durata de viatd si metoda ¢ — N este adecvata.
Pentru valori mai mari ale lui K, se pot aplica metodele Mecanicii ruperii liniar

elastice, cu controlul deteriorarilor.

18.3 Calculul la oboseala prin analiza tensiunilor

Metodele traditionale de calcul la oboseala se bazeaza pe conceptul de
limita de oboseala, proprietate determinatd prin incercari la amplitudine constanta
a tensiunilor. Incercarile de baza se fac pe epruvete lustruite si fara concentratori de
tensiuni, determinand limita de oboseala pentru diferite valori ale coeficientului de
asimetrie al ciclurilor. Reluand incercarile pe epruvete cu alte dimensiuni, cu alte
prelucrari sau tratamente ale suprafetei sau cu diferiti concentratori, se determina
influenta acestor factori asupra rezistentei la oboseald. Calculul la durabilitate
nelimitatd se reduce la determinarea unui coeficient de sigurantd fatd de starea de
tensiuni care produce ruperea prin oboseald. Daca solicitarile se mentin in
domeniul elastic, se poate face si un calcul la durabilitate limitata.

18.3.1 Cicluri de solicitari variabile stationare

Fie arborele din figura 18.4, @ mentinut incovoiat prin inclinarea lagarelor
si antrenat in miscare de rotatie cu viteza unghiulara constanta.

t.8-B
™ - |B w Sec1 Oyl === I
™ . ! — 41N, o /‘:\
Ttn-‘.\ e 77 “v ¢
B } Shin \/
a b

!
| I
® © @ @ ® €

Fig. 18.4

Daca se urmareste variatia tensiunilor Intr-un punct din sectiunea B-B (fig.
18.4, b), se observa cd, atunci cand acesta este in pozitia /, tensiunea de Incovoiere
are valoarea minimd o,,, <0. Dupd un sfert de rotatie, in punctul 2, o =0,

pentru ca in punctul 3 si aiba valoarea maximi o,,, >0. In punctul 4, pe axa
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neutrd, o =0, dupa care se revine in /, la valoarea initiald. Solicitarea se repeta
apoi ciclic, la fiecare rotatie a arborelui, dupa cum se arata in figura 18.4, c.

In general, solicitirile variabile pot avea o evolutie in timp oarecare,
deterministd (care poate fi descrisd analitic printr-o functie de timp) sau aleatoare
(imprevizibild). Se vor considera in continuare numai solicitdrile variabile
periodice, de tipul celei reprezentate grafic in figura 18.5.

Succesiunea valorilor tensiunii, pornind de la o valoare oarecare, pana se
ajunge din nou la aceeasi valoare, 1n acelasi sens de variatie, formeaza un ciclu de
solicitare variabila, de durata T.

o [V FAWAY
SCAVARVAN

T

Fig. 18.5

Deoarece, la metale, s-a constatat ca frecventa solicitdrii are o influenta
neglijabila asupra rezistentei la oboseald, ciclurile de solicitari variabile se definesc
complet prin doud marimi (fig. 18.5): tensiunea maximad o ,,,, si tensiunea minima
O min » S2U tensiunea medie o,, si amplitudinea tensiunii o,. Intre acestea se
stabilesc relatiile

Om = (Gmax + O pin )/2 > Oy = (O_max ~ O min )/2 > (18.1)
sau
(e

max =Om T O0q> Omin =Om —O0q- (18.2)

La solicitari de amplitudine variabila se defineste variatia tensiunii
A0 =0 4x — O min - (18.3)

Raportul intre valorile algebrice ale tensiunii minime si celei maxime este
coeficientul de asimetrie al ciclului

R=0y, /O_max . (18.4)
Rezulta
1-R 1+ R

max
2

(18.5)

Marimi similare se definesc si atunci cand solicitarea este reprezentata prin
deformatii specifice.
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Se disting cicluri alternante (fig. 18.6, a), la care o,,,, $i 0, ausemne
diferite (R < O) si cicluri oscilante (fig. 18.6, b), la care o,,,, $1 0,,, au acelasi
semn (R > 0) .

o)
Omax |- e = — O, l—
max
T A
Gmin VRV ¢ csmin ——U U !
e)
T 2 — _ -
min -~ o - Ghin 0
N T b min ~ d
max [ - =N
c X7 XJ°\C
min (— - — = (?‘ GOmax
" W_
0 Gmin e
t
Fig. 18.6

In calcule se utilizeaza frecvent doud cazuri particulare : ciclurile alternant
simetrice (fig. 18.6, ¢) la care Gy =—Cpmin> Om =0 (R=-1) si ciclurile
pulsante (fig. 18.6, d) la care o,,;, =0 sau o,, =0 (R=0 SauR:ioo).
Solicitarea staticd poate fi consideratd un caz limitd pentru care o,,,. =0 -
o, =0 (R=+1) (fig. 18.6, e).

18.3.2 Limita de oboseala. Curba lui Wohler

In metodele traditionale de calcul la oboseala, limita de oboseala s-a numit
impropriu rezistentd la oboseald, urmarind utilizarea unui singur parametru care sa
defineasca ruperea, la fel ca la incercari cu sarcini monotone.

Limita de oboseald este cea mai mare valoare a tensiunii maxime o, a

ciclurilor de solicitari variabile cu acelasi coeficient de asimetrie care, actionand
timp nelimitat asupra unei piese, nu produce ruperea prin oboseala.

Aceasta caracteristici mecanicd se noteazd oy, unde R este coeficientul

de asimetrie al ciclului. Astfel, limita de oboseala la cicluri alternant simetrice se
noteazd o_; sau 7_, la cicluri pulsante se noteazd o, sau 7, iar rezistenta la

rupere staticd devine o, sau 7.

Experienta aratd ca o_; <o, <o, deci solicitarea prin cicluri alternant

simetrice este cea mai severa.
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Intre valorile limitelor de oboseald si rezistentelor la rupere statice
(monotone) ale otelurilor s-au stabilit urmatoarele relatii empirice:

o_1=(04..05)0,, oo =(5...16)0_;,
r_1=(055....058)0_, 7o =(18....2,0)7_;.

Determinarea experimentald a limitei de oboseald a metalelor (conform
STAS 5878-77) se face prin incercarea la incovoiere rotativa, pe o magind de
incercat la oboseala (de tip R. Moore), a carei schema de principiu este prezentata
in figura 18.7 (o varianta). Prin aceastd incercare deobicei se determind o_; .

Evefa Contor de

= 0

) -

Fig. 18.7

Se incearcd cel putin 6 epruvete. Prima epruvetd se incarca astfel incat

Omax =01 <0,. Se constatd ca ruperea apare dupd N; cicluri de solicitare. Pe o

ma:

diagramd (fig. 18.8) in coordonate o,,,, —N, se marcheazd punctul I/, de

coordonate oy, Nj.

La oteluri, a doua epruvetd se incarcd la o tensiune maxima
0,=0, —(30....60) N/lrmrn2 si se rupe dupd N, > N, cicluri de solicitare. Se
marcheazi punctul 2 pe diagrama din figura 18.8. In continuare, pentru fiecare
epruvetd incercatd la un ciclu cu acelasi coeficient de asimetrie dar cu tensiunea
maximd mai micd, se noteazd punctul corespunzator pe diagrama o, —N.
Intervalele intre trepte se aleg apoi mai mici, de 10...20 N/ mm? . Se constatd c& pe

masura micsorarii lui o, , numarul de cicluri pand la rupere N creste.

La unele metale, incepand cu o anumita epruvetd, deci pentru o valoare
data a lui o,,,, , ruperea nu se mai produce, epruveta rezistand practic un numar
nelimitat de cicluri de solicitare. Aceasta valoare defineste limita de oboseala o g
a materialului (unde R este coeficientul de asimetrie).
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Curba trasata prin punctele marcate in diagrama din figura 18.8 se numeste
curba lui Wéhler sau diagrama durabilitatii o — N la amplitudine constantd. In
general, aceasta are o asimptota orizontald, avand ca ordonata limita de oboseala.

max‘P
1 R=const.
o]
S; _3\“2 3
o 4 5 ¢
Ogbdgd T
0 NyNy N, =N
Fig. 18.8

Existd insd materiale la care epruvetele nu se rup. In acest caz, incercarile
se limiteaza la un numar de cicluri N, numit durabilitate la obosealda care este

Np=2- 10°..2-107 pentru oteluri si Np =2- 107..2-10® pentru aliaje usoare.
Curba este utila si pentru determinarea durabilitatii N a materialului la un
anumit nivel al tensiunilor, exprimatad prin numarul ciclurilor de solicitare pana la

rupere. Tensiunea maxima a ciclurilor de solicitare care produce ruperea dupa N
cicluri o, se numeste rezistenta la durabilitate limitata (STAS 6488-92).

Reprezentand curba lui Wohler in coordonate semi-logaritmice, pentru
majoritatea metalelor se obtine o linie dreapta, de ecuatic c=c+b-logN , deci

comportarea materialului poate fi descrisa de o ecuatie de forma
oc=aN"’, (18.6)

unde a si b sunt constante de material, iar in cazul incercarilor la cicluri alternant
simetrice, o = o, . Constanta b se mai numeste exponentul lui Basquin.

Ecuatia (18.6) se mai scrie sub forma
o,=0(2N)’, (18.7)

unde o'y este coeficientul rezistentei la oboseald.. In general, ¢y =26 ,5>0,,

unde G, este rezistenfa la rupere reald calculata cu corectia Bridgman (4.21).

De notat ca in ecuatia (18.6) o este de fapt o tensiune nominala, care de

multe ori se noteazd S, pentru a arita cid nu este tensiunea reald, ci una
conventionald. La epruvete solicitate la incovoiere, o este de fapt tensiunca

maxima la suprafata, spre deosebire de incercarile la intindere-compresiune, unde
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tensiunile sunt uniform distribuite pe sectiune. Diagrama o — N la Incovoiere
difera de cea obtinuta prin incercari la intindere-compresiune.

Pentru determindri mai precise, la fiecare valoare a tensiunii maxime se
incearcd mai multe epruvete, curba fiind trasatd prin punctele cu o anumita
probabilitate de rupere. Aceasta complica incercarile la oboseald, durata lor
crescand considerabil, ceea ce a determinat elaborarea unor metode rapide de
incercare, cu sarcind progresiva aplicatd unei singure epruvete. Cele mai cunoscute
sunt metoda Prot si metoda Locati [13].

18.3.3 Diagramele ciclurilor limita

Pentru o anumitd solicitare (intindere, incovoiere, rasucire) limita de
oboseald a unui material variaza cu coeficientul de asimetrie R. Reprezentarea
grafica a acestei dependente se face prin diagrame ale ciclurilor limita (in trecut
denumite si diagrame ale rezistentelor la oboseala [13]).

Diagrama Haigh (fig. 18.9, a) se traseazd In coordonate o, —o,,.

Coordonatele unui punct o, ~si o, = caracterizeaza complet ciclul de solicitare

variabild reprezentat prin punctul M. Se poate exprima panta liniei OM in functie
de coeficientul de asimetrie:
Oapy Omaxyy “Oming, 1-R

1+R

O_mM amaxM + O-minM

Se observd cad toate punctele de pe o dreaptd care trece prin origine
definesc cicluri de solicitare cu acelasi coeficient de asimetrie (P. B. Haigh, 1917).

G, l N Ga“
C.q 4 L/ L O {
Ca 7=~ O,
GaM—' wall : :
Py | ! o 145 .
0 Ony Om_ O Op 0 o, O, O,
a b

Fig. 18.9

Suma coordonatelor punctului M reprezinta tensiunea maxima a ciclului

Omaxy =Omy Y 0a - (18.8)
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Parcurgand dreapta OM, pe masura indepartdrii de origine, tensiunea

o creste, astfel ca in punctul L devine egald cu limita de oboseald a

max
materialului, corespunzétoare valorii R a coeficientului de asimetrie

Omax; =Om, +Oa =OR- (18.9)

Pe o alta dreapta care trece prin origine, de inclinare mai mare ¢’ > ¢, pe

care se inscriu punctele ce reprezinta cicluri cu coeficientul de asimetrie R' < R, se
gaseste punctul L', suma coordonatelor caruia este limita de oboseald op .

Locul geometric al punctelor L este diagrama ciclurilor limitd. Orice
punct M, situat in interiorul suprafetei delimitate de diagramad si axele de
coordonate, defineste un ciclu de solicitari variabile care nu duce la rupere prin
oboseala. Punctele N situate in afara acestei suprafete reprezinta cicluri care duc la
rupere prin oboseald. Punctele L de pe curba reprezinta cicluri limita.

Diagrama intersecteazd axa verticald in punctul de ordonatd o _,

intrucat punctele de pe aceastd axa au coeficientul de asimetrie R=-1. Axa
orizontald este intersectatd in punctul de abscisd o, , punctele de pe aceasta axa

avand R =+1, corespunzand solicitarii statice.

In cazul metalelor ductile, se urmareste ca tensiunea o, sd nu
depdseasca limita de curgere o . Pentru aceasta, se inlocuieste partea din dreapta a

diagramei ciclurilor limita (fig. 18.9, b) cu linia inclinatd la 45° care intersecteaza
axa orizontala in punctul de abscisa o .. Toate punctele de pe aceasta dreapta au

Cumax =0m tO04=0,.

In vederea calculérii coeficientului de siguranta la oboseala, se recurge la
schematizarea prin linii drepte a diagramei ciclurilor limita.

O

Fig. 18.10

In schematizarea lui C. R. Soderberg (1930), diagrama ciclurilor limita
este o linie dreapta (fig. 18.10, a), de ecuatie
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Ga  Om _y, (18.10)
G_l O'c

La materiale fragile se utilizezd schematizarea lui J. Goodman (1899)
modificatd, care inlocuieste in ecuatia (18.10) pe o, prin rezistenta la rupere o, .

In schematizarea lui S. V. Serensen (1949), diagrama ciclurilor limita este
inlocuitd prin doud linii drepte (fig. 18.10, b). Intai se defineste punctul C, cu
Om =04 =0,/2, corespunzator ciclului pulsant limitd. Se traseaza apoi dreapta

BC si dreapta DE care corespunde unei valori o ,,,, =o.. Deoarece punctele C si
D sunt foarte apropiate, se poate utiliza schematizarea cu o linie frantd BCE.

In unele lucrari s-a mai utilizat schematizarea prin o parabola de ecuatie
(o}

2
a | m| —y
o_1 O,

18.3.4 Diagrame de durabilitate constanta

propusa de W. Gerber (1874).

Daca dependenta intre amplitudinea tensiunii §i tensiunea medie se
reprezintd grafic pentru diferite valori ale durabilitatii N, se obtin diagrame cu mai
multe curbe (fig. 18.11) numite diagrame de durabilitate constantd. Ordonatele
punctelor de intersectie cu axa verticala, reprezentdnd amplitudinea tensiunii la o
tensiune medie nuld, pentru epruveta fira concentrator, se noteazd o, .

G, k

N= 104cicluri

10
10°
~107
N‘\\
\\
~ N
G,=0y \§\;\
A
0 o o

Fig. 18.11
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S-a cautat o reprezentare care sd nu depindd de durabilitate. Astfel s-a
constatat ca diagramele amplitudine - tensiune medie normalizate, in care se
reprezintd raportul o, / o,, in functie de o,,, trasate pentru diferite durabilitati N,

se suprapun, deci pot fi reprezentate printr-o singurad curbd, asemanatoare
diagramei ciclurilor limitd (fig. 18.12). Curba respectiva a fost schematizata apoi
printr-o linie dreaptd de ecuatie

(o) o

o, (18.11)
(o2

a

(o}

ar r

numitd drepta lui Goodman. S-a observat cd aceasta linie descrie comportarea
materialelor cu ductilitate redusa, cum sunt otelurile cu rezistenta ridicata.

Fig. 18.12

La otelurile ductile, datele experimentale pot fi aproximate mai bine daca
in ecuatia (8.11) se inlocuieste o, cu rezistenta la rupere reald la solicitdri ciclice

a} obtinutd din curba o — N pe epruvete fara concentrator solicitate axial cu

cicluri alternant simetrice. Astfel J. Morrow (1968) a propus ecuatia

a  Om _y, (18.11, a)

Pentru aliaje de aluminiu, se utilizeaza ecuatia propusa de Smith, Watson
si Topper (1970)
Our =\ Omax Oa > (18.12)

sau, utilizand prima relatie (18.5),

=0 —_— (18.12, @)

valabila pentru o, >0, care are avantajul cad nu contine nici o constantd de

material.
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18.3.5 Factori care influenteaza rezistenta la oboseala

Limita de oboseald a pieselor de masini depinde de o serie de factori,
dintre care o parte intervin in calculul la oboseala.

18.3.5.1 Concentrarea tensiunilor

Variatia bruscé a sectiunii transversale a unei bare, sub forma unor gauri,
canale de pana, crestaturi, filete, determina o crestere locala a tensiunilor produse
de solicitari statice. Acestea depadsesc valoarea nominald calculatd neglijand
neregularitatile de forma, denumite concentratori de tensiuni. Efectul concentrarii
tensiunilor este luat n consideratie In special la materiale fragile, solicitate static si
la materiale ductile, solicitate dinamic. Atingerea limitei de curgere la materiale
ductile reduce considerabil efectul concentratorilor in cazul solicitarii statice.

O piesa cu concentrator are o limitd de oboseald inferioara limitei de
oboseala a piesei similare fara concentrator.

4 M: r . 3 .
K Or=t200 1 I( )M' My VI
o v wizsy Ks. %L' £ ; t)
d=30mm &= B
1000 D3
\\3(‘ . s
“— 800 \(Grl= 1200— =
2 \ \ 1000 |
600 AN
N 800
400 == 400
1 1 —
0 0102 03 04 05 0 01 02 03
d d
Fig. 18.13 Fig. 18.14

Coeficientul efectiv de concentrare la oboseald K , corespunzitor unui
ciclu alternant simetric, se defineste ca raportul dintre limita de oboseald o _; a
unei epruvete fard concentrator si limita de oboseald (o_;); a unei epruvete cu

concentrator de tensiuni, cu aceeasi sectiune transversala si din acelasi material

ook

Intrucat un ciclu asimetric se poate obtine prin suprapunerea unui ciclu
simetric, de amplitudine o, peste o solicitare staticd, de valoare o,,, coeficientul

K ; se aplicd numai partii variabile a ciclului.

K, (18.13)
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In figura 18.13 s-au reprezentat valorile lui K s bentru arbori din otel,

cu variatie brusca a diametrului si cu racordare, solicitati la incovoiere.
Coeficientul K, este cu atat mai mare cu cat raza de racordare r este mai mica si

rezistenta la rupere o, a otelului este mai mare. In figura 18.14 s-au reprezentat

valorile coeficientului K . pentru arbori din otel solicitati la rasucire.

18.3.5.2 Dimensiunile piesei

Limita de oboseala a unei piese scade cu cresterea dimensiunilor sectiunii
transversale.

1,0
R \\ ~ T
0,3 3->\\2’ [ -
0,6 NER NI
1 4)\‘ H-‘-‘ e ‘\,\\

04

10 15 20 30 40 60 80 100 150 200 250 d(mm)

Fig. 18.15

Coeficientul dimensional & se defineste prin raportul intre limita de
oboseala, de exemplu la incovoiere (0_ 1 ) ,a unei epruvete cu diametrul d i limita

de oboseala ((7_1) ,a unei epruvete tip, cu diametrul 4, =10mm (ambele

epruvete fara concentrator de tensiuni), adica
o_
GV (18.14)
(014,

In cazul cand cele doud epruvete au concentrator de tensiuni, factorul
dimensional are expresia

_ (O-—lk)d

& (18.14, a)

(O'—lk)do

In diagrama din figura 18.15 sunt redate valorile coeficientilor & si &,
pentru solicitarea de Incovoiere cu R =—1, in functie de material, la diferite valori
ale diametrului d al epruvetei. Curba / este pentru otel carbon fard concentratori de
tensiuni, curba 2 - pentru otel aliat fara concentratori si pentru otel carbon cu
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moderati si curba 4 - pentru otel aliat cu concentratori puternici.

Se observd cd ¢ si g; sunt coeficienti subunitari, care scad cu cresterea

diametrului, mai pronuntat la oteluri cu rezistentd mare si cu concentratori de
tensiuni.

18.3.5.3 Starea suprafetei piesei

Un alt factor important care influenteaza limita de oboseald este starea
suprafetei piesei. Astfel, prezenta zgarieturilor, existenta crustei de turnare, forjare
sau laminare, actiunea agentilor corozivi, tratamentele termice incorecte sunt
factori cu efect nefavorabil asupra rezistentei la oboseala.

123
10 4
:: i
"---.I‘N 4
08
T RN
06 [
6
\
04N NN
el
]
02 8 I P
T
0 "200 600 800 1000 1200 1400
G, (N/mm2)
Fig. 18.16

Coeficientul de stare a suprafetei y se defineste prin raportul intre limita

de oboseald a unei epruvete care are o prelucrare oarecare (a_l)p si limita de

oboseala a unei epruvete cu aceleasi dimensiuni, dar cu suprafata lustruita

7=@. (18.15)
O _q

In figura 18.16 se dau valorile lui y pentru piese din otel solicitate la

incovoiere cu R =—1. Linia / este pentru o suprafata lustruita, curba 2 - pentru o
suprafatd rectificatd fin, curba 3 - pentru o suprafata rectificata semifin, curba 4 -
pentru o suprafatd finisatd cu o scula aschietoare, curba 5 - pentru o suprafatd
degrosata, curba 6 - pentru o suprafata cu crusta de laminare, curba 7 - pentru o
suprafatd supusd coroziunii in apa dulce si curba & - pentru o suprafatd supusa
coroziunii 1n apa sarata.
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Se poate observa ca o crestere substantiald a limitei de oboseald a unei
piese se poate obtine prin anumite tratamente superficiale prin care se
imbunatateste calitatea suprafetei: ecruisarea cu jet de alice, rularea cu role, célirea
superficiald, cementarea, nitrurarea, alitarea, prin care se realizeazd coeficienti
y>1.

Din cele prezentate mai sus rezultd utilitatea diagramelor de tipul celor
prezentate in figurile 18.13-18.16. De obicei se cunoaste limita de oboseald a
materialului, determinatd prin incercarea la oboseald pe epruveta lustruita, fara
concentrator §i cu anumite dimensiuni. Limita de oboseala a unei piese, care difera
de epruveta tip ca dimensiuni §i stare a suprafetei, avand si concentratori de
tensiuni, se determind cu formula

(O-R )piesa = % (GR )gpruveta ) (1 8.1 6)
S

care se deduce usor din relatiile (18.13)-(18.15). Valorile coeficientilor K ,, & si
¥ sunt date in literatura tehnica [3, 17, 19, 20, 32, 56].

Limita de oboseald a metalelor scade cu cresterea temperaturii si in
prezenta agentilor corozivi. Ea difera in functie de felul solicitarii: incovoiere,
intindere sau rasucire, fiind influentatd defavorabil de existenta suprasolicitarilor.

De interes practic la rotorii turbinelor de joasa presiune este oboseala
prin fretting. Deteriorarea numitd coroziune prin fretting apare frecvent la
suprafetele corpurilor in contact direct, supuse la presiune normald §i miscare
oscilanta relativa de mica amplitudine. Cand corpurile respective sunt supuse
simultan si la solicitari periodice, rezistenta la oboseald descreste considerabil si
acest fenomen este numit oboseald prin fretting.

18.3.6 Coeficientul de siguranta la durabilitate nelimitata

La solicitari statice, coeficientul de sigurantd se defineste ca raport intre
tensiunea corespunzatoare unei stari limitd - de exemplu curgerea, si tensiunea
maxima admisa cu o anumita siguranta

O¢

CcC=
O-max

Pentru definirea coeficientului de sigurantd la solicitdri variabile prin
ciclul reprezentat de punctul M (fig. 18.17) este necesar sd se precizeze ciclul
limita L cu care trebuie comparat ciclul M, astfel incat sd existe o anumitd siguranta
definita prin coeficientul c.
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Astfel, se poate alege punctul L, care are aceeasi tensiune medie ca si
punctul M, punctul L,, care are aceeasi tensiune minimd, punctul L5, care are

aceeasi amplitudine a tensiunii o,, sau punctul L, care are acelasi coeficient de
asimetrie R.

k7 N
£ S
3 &
ad ,,IE 3 \{\/ "
a. 0 Ly ) > (P“g I
| [— L2 7
Gﬂ
L
GaM M L; O,=const.
25° N
0
GmM CFmL Gr Gr|‘|

Fig. 18.17

In ultimul caz, coeficientul de sigurantd se defineste ca raport intre
tensiunea maxima a ciclului limitd o,,,,; =opg si tensiunea maxima a ciclului

considerat 0,4y s °

(o2 (e + 0
=L ML AL (18.17)

GmaxM GmM +O—aM

Valoarea lui ¢ calculatd cu formula (18.17) se compard cu valorile
recomandate in norme sau standarde. Daca din verificare rezultd un coeficient de
sigurantad inferior valorii prescrise, se modificd forma concentratorilor de tensiuni

sau calitatea suprafetei, dimensiunile sau materialul piesei, pand se ajunge la
rezultatul dorit.

18.3.6.1 Metoda Soderberg

In cazul schematizarii lui Soderberg, diagrama ciclurilor limita este o
linie dreapta (fig. 18.18). Aceasta reprezintd locul geometric al punctelor ce
corespund unor cicluri de solicitare cu coeficientul de siguranta c=1.

Fie un ciclu reprezentat prin punctul M ales astfel incat

O-maxL OR
O ="
max >
M c c
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unde ¢ este coeficientul de sigurantd fatd de limita de oboseald. Dreapta B'C’,
paralela cu BC, este locul geometric al punctelor care definesc cicluri de solicitare
pentru care coeficientul de siguranta la oboseald are valoarea c.

Gal
o, B
G, B' L
c M i
G, . N
‘co’?s 1
K * C C o
® 6 o© o o,
c
Fig. 18.18

Intr-adevir, din asemanarea triunghiurilor OMN si OLK, rezulta

OK_ O_mL LK JaL _ OK + KL _ JmaxL

= = = = = :C,
ON o,, MN o, , ON+NM o0,
deci
o_
0B’ =—L, oc' =<
¢ ¢
Ecuatia dreptei B'C" se scrie
9a , Om _q.
o_ijc o.jc
Rezulta
1
= (18.18)
O-(l O-m
0_1 O,

unde o_; este limita de oboseala (la cicluri alternant simetrice) a piesei.

Daca se noteaza o_; limita de oboseald a epruvetei tip (conform STAS

6488-92), atunci utilizdnd relatia (18.16) se obtine formula coeficientului de
siguranta la solicitari prin cicluri nesimetrice pentru piesa reala
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1

Cog =
Ky oa ,om

(18.19)

[
m

gy o O,

In cazul materialelor fragile, in formula (18.19) se inlocuieste o, prin
o, , ceea ce corespunde diagramei lui J. Goodman (1899).

Daca solicitarea se face prin cicluri simetrice, atunci o,, =0 si relatia
(18.19) devine

Cg=—. (18.20)

Pentru solicitéri la rasucire, in relatiile (18.19) si (18.20) se inlocuieste
simbolul ¢ prin simbolul 7 .

Relatia (18.19) confirma observatiile privind influenta tensiunii medii
asupra limitei de oboseald. Astfel, la epruvete fard concentrator s-a observat ca
pentru o durabilitate datd, amplitudinea admisibild a tensiunii alternante scade cand
tensiunea medie este de Intindere, i creste intr-o masura mai mica atunci cand
tensiunea medie este de compresiune. Aceasta se regaseste in aplicatiile practice, in
care ecruisarea cu jet de alice sau rularea cu role sunt utilizate pentru a produce
deliberat tensiuni medii de compresiune la suprafata pieselor si a creste astfel limita
de oboseala.

18.3.6.2 Metoda Serensen

Daca se cunoaste o, atunci se poate efectua un calcul mai precis,

utilizdnd schematizarea lui Serensen, care inlocuieste diagrama reald a ciclurilor
limita prin linia franta BDE (fig. 18.19).

Deoarece linia DE are o inclinare de aproximativ 45, pentru ciclurile
reprezentate prin puncte situate in triunghiul ODE (OS R<1), coeficientul de
sigurantd se calculeaza fata de limita de curgere a materialului

(o} O

C C

C. = = .
O-max O-m + O-d

(18.21)

Pentru ciclurile reprezentate de puncte situate in triunghiul OBD
(-1<R<0), se considera un punct curent M prin care se duce dreapta B'D’,
paralela cu BD. Aceasta reprezintd locul geometric al ciclurilor cu coeficient de

sigurantd constant ¢, ceea ce permite definirea coordonatelor punctelor B' si D'
(fig. 18.19).
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o |
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Go/2| o
O4/c C; B
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Fig. 18.19

Se scrie ecuatia dreptei B'D’, cunoscand panta dreptei si coordonatele

punctului D’

(18.22)

_%
2¢)’

Rezolvand ecuatia (18.22) in raport cu ¢, se obtine

c= ol
20_;, -0,
O-a + m
o
Daca se noteaza
20_; -0,
(// =
O-O
relatia (18.23) devine
1
C=
o o
a + l// m
O-_I U_I

(18.23)

(18.24)

(18.25)

Daca se face verificarea unei piese si o_; este limita de oboseald a

epruvetei tip, atunci relatia (18.25) devine

c

1

9

Krou

8}/ O__l

(18.26)
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Pentru solicitari la rasucire, in relatia de mai sus se inlocuieste simbolul o
prin simbolul 7 .

Deoarece schematizarea lui Serensen este mai apropiatd de curba reala a
ciclurilor limitd decat schematizarea lui Soderberg, coeficientul de siguranta
calculat cu metoda lui Serensen are valori mai mari decat cel calculat cu metoda
Soderberg. Pentru ciclul reprezentat prin punctul M in figura 18.20, cg,gerperg <15

punctul fiind situat in afara triunghiului OBE. Pe de alta parte Insa, cgeepnsen>1,

punctul M fiind in interiorul patrulaterului OBDE.

Fig. 18.20

Pentru utilizarea relatiei (18.25) este necesara cunoasterea coeficientului
v , deci a limitei de oboseala la cicluri pulsante o, .

18.3.6.3 Coeficientul de siguranta la solicitari combinate

In cazul solicitarilor combinate statice (v. Cap.11) , locul geometric al
starilor care duc la atingerea limitei de curgere este reprezentat, in coordonate
7 — o, printr-un arc de elipsa, ca in figura 18.21.

Pentru solicitarile combinate, produse de sarcini variabile ciclice, s-a
cautat stabilirea unei dependente similare intre tensiunile tangentiale si cele
normale.

In figura 18.22 se prezinti diagrama lui H. J. Gough si H. V. Pollard
(1924) care, pentru incovoiere §i rasucire, prin cicluri simetrice in faza, au stabilit
experimental o relatie de forma

2 2
G”L TaL
+

=1

, (18.27)
071 T71

reprezentdnd un sfert de elipsd. Curba intersecteaza axa orizontald in punctul de
abscisd o _, corespunzitor solicitdrii simple la incovoiere prin ciclu simetric, iar
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axa verticald in punctul de ordonatd 7 _;, corespunzitor solicitdrii simple la
rasucire prin ciclu simetric.

T Y
o, Teorial
0770, 1
0,58C,L_IVb
05GC, I 1
0 G. ©
Fig. 18.21 Fig. 18.22

Deoarece punctele de pe diagrama reprezinta cicluri limita, care produc
ruperea prin oboseala dupa un numar nelimitat de cicluri de solicitare, ele vor avea
un coeficient de sigurantd ¢ =1. Se construieste arcul de elipsa B'MC', asemenea

cu BLC, locul geometric al punctelor ce reprezinta cicluri de solicitare combinata,
cu coeficient de siguranta ¢ = const.

Se constata ca

OB OC OK KL OK+KL _

= = = =c
OB'" OC' ON NM ON+ NM

deci

_c. (18.28)

Ecuatia (18.27) se mai poate scrie sub forma

2 2
O-”L TaL

—+ —=1, (18.29)
0_1 T_l
=) (2

unde se observa ca rapoartele

o_) T_

T, loe, (18.30)
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sunt coeficientii de sigurantd la solicitarile simple de incovoiere si rasucire prin
cicluri simetrice.

Inlocuind (18.28) si (18.30) in (18.29) rezulta

deci coeficientul de sigurantd la solicitiri combinate (relatia se extinde si pentru
solicitdri prin cicluri asimetrice) este
Co " Cr

& +c?

c= , (18.31)
formula valabila pentru materiale ductile.

Pentru materiale fragile, coeficientul de siguranta la oboseala se calculeaza
din ecuatia

2 2
-1+ =0-g)+ 5 =1,
CG CG CT
in care
-1
p=——
-1

este raportul limitelor de oboseala la cicluri simetrice de incovoiere §i rasucire.

Exemplul 18.1
Un arbore de sectiune circulara, cu diametrul d =40 mm, avand suparafata
rectificatd fin, este confectionat din otel OL50 cu o_; =200 N/ mm? . Si se

calculeze coeficientul de sigurantd la oboseala, daca arborele este solicitat la
incovoiere de un moment care variaza intre limitele = 640 Nm .

Rezolvare
Pentru solicitarea prin ciclu alternant simetric se utilizeaza relatia (18.20).
Se calculeaza
_nd 3 T 40°

W, = = =6,28-10° mm>,
Y32 32

M 40-10°
Opmax =0q = max _ 04010 =101,9N/mm2.

W, 628103
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Pentru suprafata rectificatd fin si o, =500 N/ mm? , de pe curba 2 din

figura 18.16 se obtine y =0,97. Din figura 18.15 se obtine &=0,88 (curba / si
d =40mm). Se considerd K , =1.

Rezulta coeficientul de siguranta

01 200

- - ~167.
“k, 1

— O

1019
£y 0,88 097

Exemplul 18.2

Arborele din figura 18.23 transmite o putere P =343kW la turatia
n=5000rot/min, fiind fabricat din otel aliat cu o, =1200N/mm? i
o_1 =600 N/ mm? . Ce valoare are coeficientul de sigurantd pentru solicitarea la

rasucire cu un ciclu pulsant, daca suprafata arborelui este rectificatd? Se considera
1.=0,/25i 1 1=0_1/2.

_
S

|
|
|
¢
o112
I Al
=

Fig. 18.23

Rezolvare
Momentul de torsiune maxim este

M,:££=££=6,55kNm.
7. n 1 500

In sectiunea periculoasa
3 3
rd”> 7-80
w.o=22

= = -100,53-10° mm? .
16 16

Rezulta

M -10%
o =27, =27, :—fz6’55—103=65,15N/mm2 .
W, 100,53-10
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Din figura 18.14, pentru r/d =10/80=0,125 si O'r=1200N/rnrn2
rezulta K, =125. Din figura 18.15 se obtine £=0,76 iar din figura 18.16,

y=093.
Coeficientul de siguranta este
1 1
= = =2,03.
“TK, . ¢ 125 6515 6515
a 4 “m +
gy r, r, 076-093 300 600

Exemplul 18.3
O parghie de sectiune circulara, cu forma si dimensiunile din figura
18.24, este solicitatd de o forta FF'=5kN cu un ciclu pulsant. Sa se calculeze
coeficientul de sigurantd global in sectiunea /-7, daca parghia este din otel carbon

rectificat, cu o, =800 N/mm2 , 0_1=380 N/mm2 , 0.=620 N/mm2
7, =500N/mm? si 7_, =280N/mm? .

Rezolvare
In sectiunea /-1, pentru d = 60 mm, rezulti
3 3
_FdT 7607 510107 mm®, W,=2W, =424-10> mm’

w.o=""
Y3 32

si eforturile
M, =200F =200-5000=10° Nmm,

M; =300F =300-5000=15-10° Nmm.

Se obtine
M, 6
Ty = —— = 10 =235 N/mm2 ,
W,  424.10°

T, =Ty =Tm%=ll,8N/mm2,

Mimax _ 1,5 * 106

O e = -=70,75N/mm? ,
W,  212-10
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(o2
G, =0, =M _ 354N/ mm? .

18.13-18.16 se calculeazd, pentru r/d=0]1 si

Din figurile
Kfo‘ :1,3 5 KfT :1,2 , (9:0,8 $1 720,97

o, =800 N/mm? :

g j
® ©g
N ha
- —{=
@
1
150, 300
Fig. 18.24
Utilizand relatia (18.19), se calculeaza
1 1
€5 = = =4,69 ,
° Kio 0, 0, 13 354 354
gy o, o, 08097380 620
1 1
Cr = = =11,26
‘ Kio ¢, 1, 1,2 118 +11,8

ey 7, r, 08097280 500

apoi, coeficientul de siguranta la solicitarea combinata
CoCr  469-1126 ~433.

242 14697 +11262

18.3.7 Estimarea duratei de viata

In cazul solicitarilor cu tensiuni peste limita de oboseald, dar care se
mentin in domeniul elastic, se face un calcul la durabilitate limitata, adicd se

calculeaza numarul de cicluri pana la rupere.
Se presupune ci se cunoaste curba o — N pentru solicitarea prin cicluri

alternant simetrice, avand o ecuatie de forma (18.7).
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Deoarece constantele a} si b se masoard prin incercari cu o,, =0, se

poate inlocui amplitudinea tensiunii ¢, prin o,,, considerata ca o amplitudine

ar?

echivalenta, din punct de vedere al duratei de viata, la o solicitare cu tensiunea
medie diferitd de zero. Ecuatia (18.7) devine

Car =0 (2N)". (18.7, a)

Din ecuatia lui Morrow (18.11) se obtine

o

Oy =t (18.11,2)
-
or
deci
o, =(o} -0,) 2N)". (18.32)

Reprezentand ecuatia (18.32) in coordonate logaritmice, rezultd curbele
o, — N pentru diverse valori ale tensiunii medii, care sunt linii drepte paralele.

Din ecuatia (18.32) se calculeaza numarul de cicluri pana la rupere

1/b
N:l[g—“J . (18.32, @)

2|0y -0y,
Se observa ca, pentru a tine cont de influenta tensiunii medii la solicitari
cu cicluri nesimetrice, se inlocuieste 0'} prin 0'} -0, In ecuatia (18.7, a),
operatie denumita corectia lui Morrow.

La aliajele de aluminiu, durata de viata se calculeaza utilizind parametrul
Smith, Watson, Topper (SWT). Din ecuatiile (18.12) si (18.7) se obtine

VO ax 0a =0 (2N)”, (18.33)

de unde se calculeaza numarul de cicluri pana la rupere din relatia

/b

N :l (Gm +Ga )O-a

(18.33, a)

’

or

sau, utilizand prima relatie (18.5),

1 —z)"
Neo | Zmex 2220 (18.33, b)
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18.4 Caracteristici mecanice la incarcari ciclice

Perfectionarea masinilor si metodelor de incercare la oboseald a permis
incarcarea epruvetelor cu cicluri de deformatii specifice impuse si masurarea
tensiunilor produse de acestea. Astfel a fost posibil studiul comportarii In regim
elasto-plastic, stiut fiind faptul cd oboseala este determinatd in principal de
deformatiile plastice. Solicitarea la incovoiere a fost Tnlocuitd cu solicitarea axiala,
care produce tensiuni uniforme in sectiunea transversald a epruvetei. Datele
experimentale reprezentate in coordonate logaritmice au fost aproximate prin linii
drepte, stabilindu-se expresii analitice simple, convenabile din punct de vedere
matematic, dar care nu se bazeaza pe principii fizice.

18.4.1 Efectul Bauschinger

Diagrama caracteristici o —¢ la solicitari ciclice poate diferi de
diagrama obtinuta la solicitari monotone (v. Cap. 4). Fenomenul a fost observat de
J. Bauschinger (1887) si este ilustrat in figura 18.25.

La un metal care are aceleasi proprietati la intindere §i compresiune,
solicitarea axiala a unei epruvete peste limita de curgere are ca efect reducerea
limitei de curgere la solicitarea de semn contrar.

Fig. 18.25

Daca epruveta este solicitatd intai la intindere, pand la o tensiune o

max

mai mare ca limita de curgere o, atunci prin solicitarea ulterioard la compresiune,

!

curgerea apare la o tensiune (— ac) inferioara ca marime limitei de curgere
(— o, ) . Invers, dacd epruveta este solicitatd intai la compresiune pana la o tensiune



18. OBOSEALA METALELOR 219

(- o) astfel ca |— crc| > | - Gé|. Prin solicitarea ulterioard la intindere, limita de

curgere apare la o tensiune o, <o, .

18.4.2 Bucla de histerezis

In coordonate o — &, raspunsul unui material solicitat inelastic la un ciclu
complet de intindere-compresiune are forma unei bucle de histerezis (fig. 18.26).

[e2
£
[ Ao
E
1
4, [4e,
i
AE
Fig. 18.26

Latimea totald a curbei este Ae - variatia deformatiei specifice totale.
Indltimea totala a curbei este Ao - varitia tensiunii totale. Acestea pot fi
exprimate 1n functie de amplitudini

Ag Ao
g, =— O,=—", (18.34)
2 2

unde ¢, este amplitudinea deformatiei specifice ciclice, iar o, este amplitudinea
tensiunii ciclice.

Variatia deformatiei specifice totale este egald cu suma variatiilor
deformatiilor specifice elastice si plastice

Ae=A¢, + A¢ (18.35)

sau, in functie de amplitudini si utilizdnd legea lui Hooke A¢, = Ac/E

2c_4o Az,

= 18.36
2 2FE 2 ( )
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Aria buclei de histerezis este egald cu energia de deformatie specifica
disipata intr-un ciclu de solicitare. Ea reprezintd o masurd a lucrului mecanic de
deformare plastica efectuat asupra materialului.

18.4.3 Ecruisarea si inmuierea ciclica

Solicitarea ciclica modifica buclele succesive de histerezis la majoritatea
metalelor. In functie de aceste modificari existi: a) materiale cu ecruisare ciclica,
b) materiale cu inmuiere ciclica, c¢) materiale ciclic stabile si d) materiale cu
comportare mixta (cu ecruisare sau Inmuiere, in functie de marimea deformatiilor
specifice).

o

Fig. 18.27

Daca un material cu ecruisare ciclica este incércat cu cicluri alternant-
simetrice de amplitudine constantd a deformatiei specifice (fig. 18.27, a), la inceput
tensiunile corespunzatoare cresc (fig. 18.27, b). Punctele de intoarcere ale buclelor
succesive de histerezis, unde se schimba semnul solicitarii, au ordonate crescatoare
(fig. 18.27, ¢).

Fig. 18.28

La un material cu inmuiere ciclica incarcat cu cicluri alternant-simetrice
de amplitudine constantda a deformatiei specifice (fig. 18.28, a), tensiunile
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corespunzatoare scad (fig. 18.28, b), iar punctele de intoarcere ale buclelor
succesive de histerezis au ordonate descrescatoare (fig. 18.28, ¢).

Aceastd comportare tranzitorie depinde de starea initiald a materialului.
Astfel, la un aliaj de cupru, dupa o recoacere de revenire s-a obtinut comportarea
cu ecruisare din figura 18.29, a, si dupd o recoacere partiald, comportarea mixta din
figura 18.29, b.

Inversiunea

& -
Alnversiunea

3
1
Inversiunea | /7
2 /,
4
20—1—0-
80_40
140
1100— T
a b
Fig. 18.29

In general, s-a observat ca raportul intre rezistenta la rupere si limita de
curgere ale materialului poate fi utilizat pentru predictia comportérii tranzitorii (R.
W. Smith et al - 1963). Astfel, dacd o, /o, >1,4 materialul este posibil si se

ecruiseze ciclic, iar dacd o, /o, <1,2 materialul se poate inmuia ciclic.

Dupa un anumit numar de cicluri apare un fenomen de saturare, variatiile
de tensiune de la un ciclu de solicitare la altul devin neglijabile, bucla de histerezis
se stabilizeaza iar materialul devine ciclic stabil. Deoarece se apreciaza ca
stabilizarea apare dupa 20-40% din numarul de cicluri care produc cedarea,
proprietatile de oboseald se determind la 50% din durabilitatea estimata.

18.4.4 Diagrama caracteristica o -¢ ciclica

Unind punctele de intoarcere ale buclelor de histerezis stabilizate,
obtinute la diferite niveluri ale solicitarii ciclice, se obtine diagrama caracteristicd
o -¢ ciclica (fig. 18.30).

Se pot folosi mai multe epruvete identice, incarcand fiecare epruveta cu
cicluri alternant simetrice de amplitudine constantd a deformatiei specifice,
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suprapunand apoi buclele de histerezis stabile si unind punctele de intoarcere
(fig. 18.31).

[ ] M.

w

[e]
S3>82>81

Fig. 18.30

Un procedeu mai rapid se bazeaza pe incercarea la deformatie
incrementald. O singurd epruvetd este Incercatd la o serie de blocuri continand
cicluri de amplitudine crescatoare si descrescatoare a amplitudinii deformatiei
specifice. Dupd un numar de blocuri de solicitare materialul se stabilizeaza. Daca
epruveta este solicitatd apoi pana la rupere, curba "tensiune - deformatie specifica"
este aproape identicd cu cea obtinuta unind punctele de intoarcere ale buclelor de
histerezis.

Fig. 18.31

Diagrama caracteristica la 1Incarcdri ciclice difera de diagrama
caracteristica la incarcari monotone (fig. 4.8), dupa cum se aratd in figura 18.32
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pentru: a) material cu ecruisare ciclica, b) material cu iInmuiere ciclica, ¢) material
cu comportare mixtd. S-a notat C - curba ciclicd, M - curba monotona.

- C - M 5 C
M C
Aluminiu Otel
2024-T4 Otel 4340 Man-Ten
~T% © & .
a b c
Fig. 18.32

18.4.5 Ipoteza lui Massing

Cunoscand curba o —¢ ciclicd, se poate construi bucla de histerezis
stabilizatd pentru un material cu comportare simetrica la intindere §i compresiune.

G } Ac 8
540~ T, :
|
i
i Curbade
A l histerezis
270F —— } stabilizata
| .
{ Curba G-¢ ciclicd :
: stabilizatd |
|
Il {
0.002 e [8] 0.004 Ac

o)

AG=540 /
/ Bucla de
histerezis
stabilizata

0,
—|  ne:0004 — ¢

Fig. 18.33

Conform ipotezei lui G. Massing (1926), bucla de histerezis stabilizata se
poate obtine dubland diagrama o —¢ ciclica (fig. 18.33). Astfel, dubland valorile
tensiunii si deformatiei specifice corespunzatoare punctului 4 de pe curba o —¢
ciclicd (fig. 18.33, @) se obtine punctul B de pe bucla de histerezis (fig. 18.33, b). In
figura 18.33, ¢ se prezintd bucla de histerezis pentru o Incarcare cu ciclu alternant
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simetric. De notat pozitia punctului O pe curbele de histerezis din figurile 18.32, b
si ¢, in care arcele OB sunt identice.

18.4.6 Relatia tensiuni - deformatii specifice plastice

Ca si in cazul curbei caracteristice monotone, o diagrama a tensiunii reale
ciclice stabilizate, la ciclu alternant simetric, in functie de deformatia specifica
plastica reald, reprezentata in coordonate logaritmice, poate fi aproximata printr-o
linie dreapta. Similar relatiei (4.19) stabilite pentru incarcari monotone, la incarcari
ciclice se stabileste relatia

o=K'(s,)", (18.37)
sau
1
o |
e, =| < |, 18.38
() (1838)

in care K' este modulul de ecruisare ciclica, n' este exponentul de ecruisare
ciclica (conform STAS 6488-92), o este amplitudinea tensiunii ciclice stabile iar
&, este amplitudinea deformatiei specifice plastice ciclice stabile.

Relatia (4.20), valabila pentru Incarcari monotone, devine

1
g=5+[i,j " (18.39)
E \Kk

avand forma ecuatiei Ramberg-Osgood (Cap.4).

Ecuatia diagramei caracteristice la solicitari ciclice (18.39) se mai poate

scrie sub forma
1
o o |
E=—+ S;r (—,J n

unde g} este ductilitatea la rupere la solicitari ciclice denumitad coeficientul
ductilitatii la oboseald iar a}- este rezistenta reald la rupere la solicitdri ciclice

denumita coeficientul rezistentei la oboseald (v. § 18.5.1). Valori numerice pentru
cateva metale sunt date in Anexa §.

18.4.7 Ecuatia buclei de histerezis

Ecuatia buclei de histerezis se obtine din ecuatia (18.39) utilizdnd ipoteza
lui Massing, deci scriind relatiile intre coordonatele celor doud curbe

Ao=20, Ac=2¢.
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Inlocuind o = Ao si &= % in relatia (18.39) se obtine

1
de _4o [ 4o |\ (18.40)
2 2E (2K

sau, inmultind cu 2,
1
ANe = A_U +2 A_G n' .
E 2K’
(18.40, a)

Exemplul 18.4
O epruveta din otel, cu urmatoarele proprietati ciclice K'=1204MPa,
n'=0202 si E=207GPa, este solicitatd la un ciclu alternant simetric, cu
Ae=0,04. Se cere s se deseneze diagrama caracteristica ciclicd si bucla de
histerezis stabilizata.

Rezolvare

In figura 18.34, a se prezinti istoria solicitirii. Se presupune ca in timpul
deformadrii initiale de la zero p&nd in punctul /, de amplitudine maxima a
deformatiei specifice, raspunsul materialului urmeaza diagrama caracteristica
ciclica, de ecuatie (18.39). Pentru o deformatie specifica maxima Ae/2=0,02 se

obtine ecuatia
1

o, =207000| 0,02 - -2 |2
1204

de unde rezulta

o1 =5315MPa .

In continuare, se presupune ca raspunsul materialului este descris de
bucla de histerezis stabila, de ecuatie (18.40, @), neglijand ecruisarea sau inmuierea
ciclica. Inlocuind valorile cunoscute, se obtine ecuatia

1
04 — Ao 4 Ao 0,202'
207000 2-1204

Rezulta
Ao =1063 MPa .

Valorile tensiunii §i deformatiei specifice in punctul 2 sunt
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&y =6—-46=0,02-0,04=-0,02 ,
oy =01 —A40 =531,5-1063 =-531,5MPa .

531,54 ®’®

©,
T /\ Ag_f()o4
o | e C{) / i
\/ ! -0,02 0,02
@

- 0,02 —— —

-+-531,5
@ >

Fig. 18.34

Valorile corespunzatoare punctului 3 se determina utilizand ecuatia buclei
de histerezis (18.40, a). Se obtin valorile corespunzatoare punctului /, ceea ce
confirma inchiderea buclei de histerezis. In toate ciclurile care urmeazi, rispunsul
materialului se face in lungul buclei de histerezis (Fig. 18.34, b). Neglijarea
inmuierii sau ecruisarii ciclice nu influenteaza semnificativ durata de viata estimata
considerand raspunsul stationar.

18.5 Calculul la oboseala prin analiza deformatiilor specifice

Metoda & — N ia in consideratie deformatiile plastice care reprezintd cauza
initierii fisurilor de oboseala. Efectele locale sunt analizate considerand geometria
reald a concentratorului. Criteriul de cedare poate fi variatia bruscd a pantei
diagramei forta-deformatie (rigiditatea dinamica) a epruvetei incercate sau aparitia
unei fisuri observabile.

Se presupune ca, la acelasi nivel al deformatiilor specifice, materialul din
zona cu concentrator a piesei reale se comporta la fel cu materialul dintr-o epruveta
fara concentrator, solicitatd la o stare plana de tensiuni (fig. 18.35). Cu alte cuvinte,
se admite ca acelasi numar de cicluri de solicitare este necesar pentru a dezvolta o
fisurd la varful concentratorului unei piese reale ca si intr-o epruvetd fara
concentrator, dacd cele doud regiuni fisurate sunt supuse la aceeasi istorie de
tensiuni si deformatii specifice ciclice. Metoda se poate adapta usor la solicitari cu
amplitudine variabila.
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L

/

Lona
Concentrator oriticd

Epruveta
netedd

\

R e S |

Fig. 18.35

18.5.1 Diagrama "deformatie specifica - durabilitate"

Rezistenta la oboseald a metalelor este definitd de numarul de cicluri de
solicitare necesare pentru a produce cedarea. In locul numdirului de cicluri de
amplitudine constanta se utilizeazad numdrul de inversiuni, egal cu numarul de
schimbari de semn ale variatiei deformatiei specifice (o inversiune = jumatate de
ciclu). Corespunzitor, se lucreaza cu variatii ale tensiunilor Ao i variatii ale
deformatiilor specifice 4¢ .

Variatia deformatiei specifice totale este descompusd in cele doud
componente, cea elastica §i cea plasticd (fig. 18.26). S-a constatat cad variatia
fiecarei componente in functie de numarul de inversiuni poate fi reprezentata in
coordonate logaritmice printr-o linie dreapta.

in domeniul elastic, O. H. Basquin (1910) a propus o relatie de forma
Ao b
—=0"+(2N)”, 18.41
S =0y (2N) (18.41)

unde Ao/2 este amplitudinea tensiunii reale, 2 N - numarul de inversiuni pana la

cedare, O'} - coeficientul rezistentei la oboseald, iar b - exponentul rezistentei la
oboseala (exponentul lui Basquin).

Pentru componenta elastica a amplitudinii deformatiilor specifice rezulta

A, =%(2N)b. (18.42)
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unde o'; si b sunt proprietiti de oboseald ale materialului. Coeficientul rezistentei
la oboseald o', este aproximativ egal cu rezistenta la rupere reald o - Exponentul
rezistentei la oboseald b variaza intre -0,05 si -0,12 (v. Anexa §).

Pentru componenta plastica a amplitudinii deformatiilor specifice, L. F.
Coffin (1954) si S. S. Manson (1953) au stabilit relatia

Ag )
L—g (2N)°. (18.43)

unde A¢, / 2 este amplitudinea deformatiilor specifice plastice, 2N - numarul de
inversiuni pand la cedare, g}- - coeficientul ductilitatii la oboseald, iar c¢ -
exponentul ductilitatii la oboseala.

In relatia (18.43) €y si c sunt proprietdti ciclice ale materialului.
Coeficientul ductilitatii la obosealda &'; este aproximativ egal cu ductilitatea la
rupere reald ¢, iar exponentul ductilitatii la oboseala ¢ variaza intre -0,5 si -0,7.

Inlocuind expresiile (18.42) si (18.43) in relatia (18.35), J. Morrow (1965)
a stabilit relatia

Ag O-} b ' c
7:7(21\7) +& (2N)€, (18.44)

care se numeste ecuatia Coffin-Manson.

Deformatie
totald

Deforf:-la}le : Deformatie
o 2Lt ! plastica
2Ny (log) 2N

Fig. 18.36

Ecuatia (18.44) sta la baza metodei "deformatie specifica - durabilitate”,
numita pe scurt metoda & — N . Ea poate fi explicata grafic pe baza faptului ca, in
coordonate logaritmice, dependenta deformatiilor specifice elastice si plastice de
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numarul de inversiuni este datd prin linii drepte. Curba amplitudinii deformatiei
specifice totale se obtine prin Insumarea ordonatelor celor doud drepte (fig. 18.36).
La deformatii specifice mari (durabilitate micd) curba tinde spre linia deformatiilor
specifice plastice, iar la deformatii specifice mici (durabilitate mare) curba tinde
spre linia deformatiilor specifice elastice.

Aceasta ilustreaza faptul cd cedarea la un numar redus de cicluri de
solicitare se datoreste deformatiilor plastice, iar la un numar mare de cicluri se
datoreste deformatiilor elastice. Tranzitia se face la un numdr de inversiuni 2N, , la

care Ag, /2= Ag, /2, numir definit de relatia

' 1/(b_c)
Ee¢ r

2N, =

o)

La solicitari cu durata totalda mai micad decat cea corespunzatoare tranzitiei,
deformatiile plastice sunt mai mari ca cele elastice. La cele cu duratd mai mare
decat cea de tranzitie, deformatiile elastice sunt dominate fatd de cele plastice.
Aceastd distinctie este importantd in alegerea unei solutii la o problema de
oboseala. Astfel, problemele de oboseald la numar relativ mare de cicluri de
solicitare se rezolva prin alegerea unui material cu rezistenta la rupere mai mare
sau prin aplicarea unor tratamente superficiale, ca ecruisarea cu jet de alice sau
nitrurarea. Aceste solutii sunt ineficiente in problemele de oboseala la numar redus
de cicluri. In acest caz, alegerea unui material cu rezistenta la rupere o, mai mare

si deci, cu ductilitate scazuta, poate inrautdti situatia.

Ag
2

Ductil

(log)

0,01 ¢ Rezistent Rezistent

Tenace

Ductil

2.10° (log) N

Fig. 18.37

In figura 18.37 se dau curbe tipice “deformatie specifica — durabilitate”
pentru trei materiale: un material cu o, mare (rezistent), un material ductil si un
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material cu proprietati intre cele doua extreme (tenace). Curbele se intersecteaza la

circa 2-10° inversiuni (1000 cicluri), la o deformatie specifici de amplitudine
0,01.

Rezultd cd pentru o piesd proiectatd sia aibd o durabilitate mai mare de
1000 cicluri se va alege materialul “rezistent”, pentru durabilitati sub 1000 cicluri
se va alege un material ductil, iar in cazul unei istorii de solicitare complexe, cu
spectru mai larg, se va alege ca solutie optimd un material cu proprietati
intermediare (tenace).

Date pentru diferite materiale sunt publicate in lucrarile [3, 17, 19, 32].
Comportarea unor aliaje de aluminiu de inaltd rezistenta si a aliajelor de titan nu
poate fi reprezentata cu ajutorul unei ecuatii de forma (18.44).

Exemplul 18.5

O piesd fabricatd dintr-un otel cu urmatoarele proprietati ciclice
O'} =1100MPa, b=-0]1, g}c =0,6, c=-05,si E=210GPa, este solicitata la
un ciclu alternant simetric, cu amplitudine constantd a deformatiilor specifice
Ag =0,004. Se cere sd se determine dacd ecruisarea cu jet de alice influenteaza
comportarea la oboseald a piesei.

Rezolvare

Se calculeaza durata de viata de tranzitie

1/(1)—0) 1

Eé& . _
/ 210000-0.6 0’6j 01%05 _ 114,525 140425 semicicluri.

s 1100

Se calculeaza apoi amplitudinea deformatiei specifice totale de tranzitie,
folosind relatia (18.43) pentru componenta plastica

Ag
—L = ¢/ (2N)“=06-140425"%° = 0,0016.
> i

Rezulta

% ~2.0,0016 = 0,0032.

Deoarece amplitudinea deformatiei specifice din piesd este mai mare ca
valoarea corespunzitoare tranzitiei, Ae > Aeg;, incarcarea poate fi consideratd

oligociclica (la numar redus de cicluri), caz in care ecruisarea cu jet de alice nu va
imbunatati durabilitatea la oboseala.
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18.5.2 Determinarea prin calcul a proprietatilor de oboseala

Marimile care intervin in relatia (18.44) sunt constante de material si se
determind prin incercari la oboseald cu controlul deformatiilor specifice. Anumiti
parametri pot fi determinati utilizind mai multe metode experimentale, valorile
obtinute fiind uneori diferite.

J. Morrow (1965) a stabilit urmatoarele relatii intre caracteristicile
mecanice la solicitari ciclice si parametrii de oboseala

n'=—, K'= , (18.45)
C g;, n
La oteluri
: 1, 20/
oy~0y;~0,+345MPa, bz—glog O_‘ .

%

n general, o amplitudine a deformatiei specifice de 1% (Ag/2=0,01)
corespunde unei durabilitati de 1000 cicluri (sau 2000 inversiuni).

18.5.2.1 Ecuatia pantelor universale

Exponentii b si ¢ din relatia (18.44), care reprezintd pantele liniilor drepte
din figura 18.35, variaza intre limite foarte stranse la oteluri, avand valori medii
b=-0,085 si ¢=-0,6. Rezultd n'=0,15. Pe aceastd baza, S. S. Manson (1965) a
propus ecuatia pantelor universale

As=35 % N2 4 g08 NO5, (18.46)

prin care procesul de oboseala depinde de trei caracteristici determinate la solicitari
monotone, E, o, si &, (v. Cap. 4). Incercarile la oboseald au atestat faptul ca

ecuatia pantelor universale poate fi utilizatd pentru determinarea orientativa a
durabilitatii la cicluri alternant simetrice pentru piesele netede de dimensiuni mici.

18.5.2.2 Metoda celor patru puncte

Metoda celor patru puncte (S. S. Manson) permite constructia diagramei
de durabilitate As— N a unui material pe baza caracteristicilor mecanice la
incarcari monotone (fig. 18.38).

Constructia se bazeaza pe descompunerea deformatiei specifice totale in
cele doud componente, elastica si plasticd. In coordonate logaritmice, linia
deformatiei specifice elastice se traseaza prin punctele P, si P,, iar linia
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deformatiilor specifice plastice se traseaza prin punctele P; si P,. Curba

deformatiei specifice totale se obtine apoi prin insumarea ordonatelor diagramelor
partiale.

Punctul P, are abscisa N =0,25 cicluri, corespunzator duratei incercarii la

incdrcare monotond si ordonata Ao, =250 ’ /E, unde o r este rezistenta la

rupere reald in Incercarea la tractiune monotona iar £ este modulul de elasticitate.
Punctul P, are coordonatele N =10 cicluri si Ao, =0,90,/E, unde

o, este rezistenta la rupere conventionala.

\ Py =0,25 g3

pp= 000

|
|

I

| 00132 - 8¢
| T
I

I

Fig. 18.38

Punctul Py are coordonatele N =10 cicluri si Ao, =0,25 gf3/ 4, unde ¢,
este ductilitatea la rupere (4.16). Punctul P, are abscisa N = 10* cicluri si
ordonata data de expresia Ao, = 0,0069—0,525- AEZ , unde A&‘: este valoarea lui

Ag, calculata la 10* cicluri. O constructie similard se poate face in coordonate
Aoc—N.

Exemplul 18.6

In primele trei coloane ale tabelului 18.1 se dau rezultatele incercarii la
solicitari ciclice de amplitudine constantd a unor epruvete netede dintr-un otel cu
E =210GPa. Se cere sa se determine (1) proprietatile ciclice 0} , b, g;r ,¢, K' si
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n', (2) durata de tranzitie si (3) durabilitatea la cicluri de amplitudine constanta a
deformatiei specifice totale A¢/2 = 0,0075 .

Tabelul 18.1

Amplitudinea Amplitudi Numarul de | Amplitudinea | Amplitudinea
. mplitudinea S . .
deformatiei S semicicluri deformatiei deformatiei
o tensiunii, n e e
specifice o) pana la specifice specifice
totale, MP ’ cedare, elastice, plastice,
As/2 (MPa) 2N A, /2 As, /2
0,00202 261 416714 0,0013 0,0007
0,00510 372 15894 0,0018 0,0033
0,0102 428 2671 0,0021 0,0081
0,0151 444 989 0,0023 0,0128
Rezolvare

1) Relatia (18.41) se scrie

logA—O- =logo’r +b- log(2N).
2
Notand

Ao ,
Y1 =log7, v =logo’s, x| =log(2N),
rezultd ecuatia unei drepte in coordonate xy, y;,

Y1 =y +b-xp.
Prin regresie liniard se obtine exponentul rezistentei la oboseala

b=-0,0904

s1 y10 = 29334, deci coeficientul rezistentei la oboseala

o’y =1077* =858 MPa.

Se calculeaza amplitudinea deformatiilor specifice elastice

de, 14do 1 5
- 229 _ 5. (aN)P.
2 E 2 EGf(N)

Se obtin valorile din coloana a patra a tabelului 18.1.

Amplitudinea deformatiilor specifice plastice se calculeaza cu relatia
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Ag ), zﬁ_Age

2 2 2

Rezulta valorile din coloana a cincea a tabelului 18.1.

Relatia (18.43) se scrie

Ag
long =loge’s +c- log(2N).

Notand

Agp ,
Y2 =10g7, ya0 =logé’y, x; =log(2N),

rezultd ecuatia unei drepte in coordonate x,, y;,

Y2 =20 tC-X2.
Prin regresie liniard se obtine exponentul ductilitatii la oboseala

c=-0,4855
s1 yp0 = —0,4354 , deci coeficientul ductilitdtii la oboseala
&y =107 =03669.

Relatia (18.37) se scrie

Ag
logATO- =logK'+n'- 1ong .

Notand

Ag
V3 =10gA—26, 30 =logK', x3 =long,

rezultd ecuatia unei drepte in coordonate x5, ys3,

y3=y30 +n'x3.
Prin regresie liniara se calculeaza exponentul de ecruisare ciclica
n'=0,1862

s1 y30 = 3,0146 , deci modulul de ecruisare ciclica

K'=10>°146 =1034 MPa .

Utilizand relatiile lui Morrow (18.45) se obtin aceleasi valori
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p=b 200904 6o,
¢ 04855
O_V
K'=—1 88 1034 MPa.

()" " 03669 01562

2) Durata de tranzitie este

Eé&', Yie=e) 2.10°-03669 |-0 09041+0 4855
2Nt ) [ f J ) [ , J | |

= 77648 semicicluri.

0'} 858

3) Durata de viata la cicluri cu amplitunea 0,0075 a deformatei specifice
totale se calculeaza inlocuind constantele de material in relatia (18.44)

858
10°

0,0075 = (2N) 729403669 (2N) 4.

Utilizand metoda bisectiei se obtin

2N =5644 semicicluri.

18.5.3 Influenta tensiunii medii

Proprietatile de oboseald ale unui material se obtin prin incercari la cicluri
alternant simetrice de amplitudine constanta, cu controlul deformatiilor specifice.
In practica, piesele sunt supuse la solicitiri in care apar tensiuni medii si deformatii
specifice medii. Efectul deformatiilor specifice medii asupra durabilitatii unei piese
este in general neglijabil. In schimb, tensiunile medii pot avea un efect
determinant.

2N

Fig. 18.39

In figura 18.39 se prezinti efectul tensiunii medii asupra curbei
"deformatie specificd - durabilitate". Tensiunile medii negative (de compresiune)
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duc la cresterea durabilitatii (curba de sus), In timp ce tensiunile medii pozitive (de
intindere) micsoreaza durabilitatea (curba de jos).

La solicitari cu deformatii specifice de valori mari (0,5% la 1% si mai
mari), la care deformatiile specifice plastice sunt importante, apare o relaxare a
tensiunilor medii, acestea tinzand spre zero dupa un numar de cicluri de solicitare
(fig. 18.40). De notat ca aceasta nu este o inmuiere ciclicad. Relaxarea tensiunilor
medii poate apare in materiale stabilizate ciclic.

N o

Co O\ K bo

Fig. 18.40

Pentru a tine cont de influenta tensiunilor medii s-au propus diferite
modificari ale ecuatiei (18.44).

J. Morrow (1968) a propus modificarea termenului elastic al ecuatiei,
inlocuind o', prin diferenta (G'f -0, ), unde o, este tensiunea medie

determinata din bucla de histerezis a piesei reale

%z(a%a’”)(zm% & (2N)©. (18.47)

Modificarea curbei "deformatie specifica - durabilitate" in urma corectiei
lui Morrow este ilustrata in figura 18.41.
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(log) 2N
Fig. 18.41

K. N. Smith, P. Watson si T. H. Topper (1970) au propus o altd modificare,
in care influenta tensiunii medii este luatd in considerare prin intermediul tensiunii
maxime o,,,, =0, +0,.

La ciclurile alternant simetrice, conform relatiei (18.42)

- =A7‘7= oy 2N)°. (18.48)

max

Inmultind ecuatia (18.44) cu acest termen, se obtine

AE_(OJf)Z
maxT_ E

(2N)*+0' &) (2N) 7. (18.49)

unde o,,,, se calculeaza cu formula

_A9 o (18.50)

o
max
2

A .
Produsul o, 7‘9 se numeste parametrul SWT (Smith-Watson-Topper).

Deoarece relatia (18.49) are forma generala

N O e AE TN,

ea nu admite valori o, negative. Aceasta se poate interpreta prin faptul ca daca
O max <0 atunci nu apar deteriordri prin oboseald, ceea ce nu este in general
adevarat.
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18.5.4 Influenta concentrarii tensiunilor

Pentru aplicarea metodei "deformatie specificd - durabilitate", trebuie
cunoscute tensiunile si deplasarile specifice locale la varful concentratorului.

In cazul incarcarilor monotone, in regim elastic, tensiunile o si
deformatiile specifice ¢ la varful concentratorului sunt corelate cu tensiunile
nominale S si deformatiile specifice nominale e =S/E la distantd de concentrator,

cu ajutorul factorului teoretic de concentrare a tensiunilor elastice [52]

K, :% (18.51)

unde o, estetensiunea locala maxima.

0 1,0 c/c,

Fig. 18.42

La cresterea tensiunilor, K, ramane constant pand la aparitia curgerii.
Pentru o > o, intre tensiunile locale o si deformatiile specifice locale ¢ nu mai
existéd o relatie liniara. Valorile locale nu mai sunt legate de valorile nominale prin
factorul K, ci prin alti doi factori:

factorul de concentrare a tensiunilor

K. =2 (18.52, a)

k. =%, (18.52, b)

Q

Dupa aparitia curgerii, K, creste iar K, scade fatd de K, (fig. 18.42).
Tensiunile locale sunt mai mici decat cele calculate pe baza lui K,, in timp ce
deformatiile specifice locale sunt mai mari (fig. 18.43).
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IN
o=KSp—————————
LA
c=KgSpt—— ————— Lo =
Sl ——

>

@}~ ————

8’=Kte 8=ng

Fig. 18.43

Réspunsul la varful concentratorului poate diferi substantial de incarcarea
nominald, datoritd tensiunilor remanente care apar local datoritd curgerii. Un
exemplu limita este prezentat in figura 18.44.

S
1 3
SIHZX
2 4t
(e}
1.3
54
2,4
Fig. 18.44

Daca tensiunea nominala, departe de concentrator, variaza intr-un ciclu

pulsant, cu valori de la 0 la §,,,., dupd incarcarea initiald rdspunsul local este

alternant simetric.
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18.5.4.1 Regula lui Neuber

H. P. Neuber (1937) a stabilit cd factorul teoretic de concentrare a
tensiunilor la incarcari monotone este egal cu media geometrica a factorului de

concentrare a tensiunilor si a factorului de concentrare a deformatiilor specifice
[45]

K, =JK,K, . (18.53)
Inlocuind expresiile (18.52) in relatia (18.53) rezulta K tz = %f sau
e

ce=K!Se. (18.54)

Relatia (18.54) permite exprimarea marimilor locale in functie de cele
nominale. Deoarece departe de concentrator solicitarea este in general in domeniul
elastic, aceastd relatie se mai scrie

(k,5)°

E
(18.54, a)

In cazul incarcarilor ciclice, s-a constatat ci prezenta unor concentratori
redusi are un efect mai mic decat cel indicat de K,. T. H. Topper, R. M. Wetzel si

O&=

J. Morrow (1969) au propus inlocuirea lui K, in regula lui Neuber prin
coeficientul efectiv de concentrare la oboseald K, definit ca raportul intre
rezistenta la oboseald fard concentrator si rezistenta la oboseald cu concentrator, la

o anumita durabilitate (de ex. 107 cicluri).

Relatia (18.54, a) se inlocuieste cu
K, S)?
a-ezu. (18.55)
E
La solicitari variabile, relatiile (18.52) devin
Ao Ag
=—, K,=—, 18.56
T, 5T, (18.56)

unde Ao, Ae¢, AS si Ae reprezintad variatii ale marimilor respective intr-o
inversiune (jumatate de ciclu).

Ecuatia (18.55) devine

Ao As
K, = /—— 18.57
I 7N AS Ae ( )
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Daca tensiunile nominale sunt in domeniul elastic, atunci AS=F Ae si
relatia (18.55) se scrie
2
(k;-as)
Z .

Ao Ae = (18.58)

Produsul din membrul sting se mai poate obtine inmultind cu Ao ecuatia
diagramei caracteristice ciclice (18.39)

!

2 l/n
AO'AE:%ArAO'Q (;‘—GJ . (18.59)

Egaland expresiile din membrul drept al relatiilor (18.58) si (18.59) se
obtine ecuatia

(18.60)

2 1/n 2
(40) . (AUJ _(k, 45)
2E 2K’ 2E

care se poate rezolva numeric iterativ cu o metoda de tip Newton-Raphson. Apoi
Ag se calculeaza din relatia (18.58).

Daca tensiunile nominale nu sunt in domeniul elastic, atunci
Ae AS (AS)
4| == |n
2 2E 2K’

si In locul ecuatiei (18.60) se utilizeza relatia

1 1

2451 A4S (AS )| _ Ao|do (Ao |,

P el B = + -
2 |2 \2K 2 | 2E \2K

in care K, si AS se calculeazd pe baza sectiunii nete. Relatia de mai sus este

aplicabild numai in cazul incarcdrii cu cicluri alternant simetrice. Pentru alte cazuri
de solicitare se utilizeza procedura expusa in continuare.

18.5.4.2 Constructia curbei riaspunsului in diagrama ¢ — ¢

La aplicarea regulii lui Neuber, se face distinctie intre Incarcarea initiala si
raspunsul ciclic ulterior.

Daca o epruvetd (nesolicitata anterior) este incarcatd in domeniul elastic de
la zero la o tensiune nominald S, (fig. 18.45, a), in relatia (18.55) se cunoaste
membrul drept, dacd K s este cunoscut, deci se obtine o ¢ = C,, ecuatia hiperbolei

lui Neuber.
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S i oe=C,
F1 AS,Ae O /
o1 “IP
SN o g‘-}.
Sii- AC, Ag : .
Pt
!
0 & e :
81 e
a b
Fig. 18.45

Intersectand diagrama caracteristica ciclicd cu hiperbola lui Neuber, se
obtine punctul P, care defineste starea materialului (fig. 18.45, ). Coordonatele

acestui punct se obtin combinand relatiile (18.39) si (18.55)

1 2
— K,S
LI i g:_( / ) (18.61)
E K’ E
unde ¢ =o,. Din relatia (18.55)
(Kf 5, )?
o § =—"—"7""—
E

se calculeaza apoi ¢; .

Daca tensiunea nominald devine S, =-S5, (fig. 18.46), ceea ce reprezinta
inceputul unui ciclu alternant simetric cu AS =S, —S,, tensiunile si deformatiile
specifice locale la varful concentratorului variaza cu Ao , respectiv Ag .

S§

AS=8-S,

O\

Fig. 18.46




18. OBOSEALA METALELOR 243

Pentru determinarea acestor valori se repetd procedeul de mai sus, cu doua
modificari. Originea noului sistem de axe se afld in punctul P,. In locul ecuatiei

diagramei caracteristice ciclice se utilizeaza ecuatia buclei de histerezis, obtinuta
din precedenta utilizand ipoteza lui Massing.

Valorile Ao, Ae satisfac ecuatia dedusa din regula lui Neuber (18.58), in

care membrul drept este constant si cunoscut, dar diferit de constanta din ecuatia
(18.61).

Se traseazd o noua hiperbola de ecuatie Ao Ag=C, (fig. 18.47) care se
intersecteaza in punctul P, cu curba de histerezis (18.40)

1

As Ao Ao |

= 4| —|n
2 2F (2K’

care se traseaza cu originea in punctul P,. Variatia tensiunii locale se obtine din

relatia (18.60) prin metode numerice iterative.

Coordonatele punctului P, se obtin scazdnd Ao si A¢ din o, si g,
coordonatele punctului P;. Punctele urmatoare se obtin asemandtor, utilizand

relatiile (18.40) si (18.60), mutand originea axelor in ultimul punct determinat.

Ag
ce=C,

AG

Fig. 18.47
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Metoda "deformatie specifica - durabilitate" este mai complicatd decat
metoda "tensiune - durabilitate", oferind in schimb o descriere a fenomenului fizic.

Desi necesitd mai multe constante de material precum si utilizarea unei
metode iterative de calcul, deci a calculatorului, metoda &€ — N permite urmarirea
variatiei tensiunilor si deformatiilor specifice locale. Prin aceasta se poate tine cont
de efectul de secventa al solicitarilor, fiind usor aplicata solicitarilor cu cicluri de
amplitudine variabila.

18.5.5 Acumularea deteriorarilor prin oboseala

Fiecare ciclu de solicitare produce o anumita deteriorare in material. Prin
acumularea acestora, se ajunge la un moment dat la o cantitate critica la care se
produce cedarea.

Prin termenul de deteriorare se caracterizeaza global fenomene micro- si
macroscopice de naturd diferiti. In stadiul inifial al fenomenului de oboseala,
deteriorarea se manifesta prin formarea de microcavitati si microfisuri izolate, care
duc la relaxarea zonelor de puternica incompatibilitate a deformatiilor, situate in
primul rand la marginile grauntilor, in regiunile de concentrare a lunecérilor si in
cele de defecte structurale (cu impuritati sau porozitati initiale). In stadiile
ulterioare, prin deteriorare se Intelege multiplicarea si coalescenta fisurilor, urmate
de propagarea fisurilor macroscopice.

In faza de initiere a fisurii, la solicitiri cu amplitudine constantd, se
considerd ca fiecare ciclu contribuie in mod egal la deteriorarea care progreseaza
pand In momentul cedarii. Daca la un anumit nivel de solicitare durabilitatea este
de N cicluri, atunci 7 cicluri vor produce o deteriorare

D=—, 18.62
N ( )

unde n/N se numeste raportul ciclurilor.

Ruperea prin oboseald sau cedarea se produce atunci cind n=N, deci
cand D=1.

In cazul solicitarilor prin cicluri de amplitudini diferite, A. Palmgren
(1924) si M. A. Miner (1945) au propus un criteriu de acumulare liniara a
deteriorarilor.

Daca solicitarea variabild se descompune in grupuri de sinusoide de
amplitudine constantd, atunci se considera ca: 1) fiecare grup de sinusoide produce
o deteriorare datd de raportul ciclurilor corespunzator grupului; 2) deteriorarea
produsa de fiecare ciclu nu depinde de pozitia ciclului in secventa de solicitare; si
3) deteriorarea totala este egald cu suma deteriorarilor produse de fiecare grup de
sinusoide.
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Fig. 18.48

Criteriul Palmgren-Miner neglijeaza efectul secventei solicitarilor (un
ciclu de o anumita amplitudine produce totdeauna aceeasi deteriorare, independent
de amplitudinea ciclurilor care 1l preced) si admite o acumulare liniara,
deteriorarea fiind proportionala cu raportul ciclurilor n/N .

In practica, o solicitare cu amplitudini variabile se descompune in blocuri
de solicitare, care se repeta in timp, fiecare bloc constand din mai multe grupuri de
solicitare la amplitudine constanta.

In figura 18.48 s-a considerat un bloc de solicitare format din 3 grupuri de
sinusoide de nivele de solicitare (amplitudini) diferite. Dacd 7; este numarul de

cicluri la nivelul o, caruia ii corespunde o durabilitate N, atunci fiecare grup de
solicitare produce o deteriorare D; =7, /N, , deteriorarea produsa de blocul de trei
grupuri sinusoidale distincte este

3 3
n; n n n
BZ’ZN N, N, N

Dacé secventa de solicitare contine n blocuri, deteriorarea totala este

3 _
n.:

D:nBDanB E _l
i=1 Ni



246 REZISTENTA MATERIALELOR

Deteriorarea la rupere este egald cu unitatea. Dacd n; =np - nn;, rezulta ca o

piesa cedeaza atunci cand
Z s 18.63
N oo (18.63)

. 1
1

La otelurile care prezintd limitd de oboseald nu se iau in considerare
ciclurile cu amplitudine sub aceasta valoare.

Ecuatia (18.63) exprima analitic criteriul Palmgren-Miner. Ea este folosita
in proiectare, desi in majoritatea experientelor suma respectiva s-a dovedit a fi
diferitd de unitate, avand in general valori cuprinse intre 0,6 si 2, In unele cazuri
chiar intre 0,3 si 3. S-a observat totusi cd secvente de solicitare cu distributie
aleatoare a amplitudinii ciclurilor conduc la valori apropiate de unitate.

Pentru aplicarea relatiei (18.63) in cazul solicitarilor de amplitudine
variabila, este necesard o metoda de echivalare a acestora cu grupuri de solicitari
sinusoidale de amplitudine constanta, deci cu o metoda de numarare a ciclurilor.

Numararea ciclurilor se face cu metoda "rain flow"” numitd si metoda
picaturii (M. Matsuiski si T. Endo - 1968) sau cu metoda variatiilor perechi,
prezentate in lucrari de specialitate [17, 56].

18.5.6 Echivalarea ciclurilor cu bucle de histerezis

Combinand relatiile (18.44) si (18.58) cu o metoda adecvata de numarare a
ciclurilor, care considera bucle de histerezis inchise, se poate face o predictie a
timpului consumat pentru initierea fisurilor in piese reale, solicitate la cicluri de
amplitudine variabild, pe baza criteriului de cedare acceptat.

In continuare, echivalenta intre o solicitare descrisd prin succesiunea
valorilor tensiunii sau deformatiei specifice in punctele de inversiune si diagrama
o — ¢ este ilustrata in figura 18.49.

Punctul de pornire este 2, corespunzator incarcarii minime. Solicitarii
descrise de segmentul 2-3 ii corespunde arcul 2-3 pe bucla mare de histerezis. In
punctul 3 apare o inversiune, solicitarea 3-4 se face in sens contrar. Descarcarea
este elastica si are loc de-a lungul segmentului 3-4 din diagrama o — ¢ .

Reincarcarea 4-5 se face pe traseul 4-3 dupa care continud pe bucla de
histerezis pana in 5. Se poate interpreta cd materialul are o memorie a punctului
descarcarii precedente 3. Reintrat pe parcursul 2-5 in punctul 3, el il continua.
Raspunsul ulterior este acelasi ca si cum n-ar fi existat nici o descarcare. In punctul
3 are loc un salt brusc de pantd, de care trebuie tinut cont.
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Descarcarii 5-6 1i corespunde arcul 5-6 pe bucla mare de histerezis, iar
incarcdrii 6-7 - linia 6-7 de incércare elasticd (bucla redusa la o linie dreapta).
Descarcarea 7-8 se face partial pe linia elastica 7-6 In diagrama o — &, apoi pe
bucla de histerezis de la 6 1a 8.

N=)

ﬁé/ ,

2 ) >
1
2-\ .
=
6=7
d
8:<,_9
110 '
=11
23 10 ;
Fig. 18.49

Reincarcarea 8-9 si descarcarea 9-10 au ca efect descrierea buclei mici pe
traseul §8-9-10, intrerupt de incarcarea /0-11 si descarcarea //-2 care produce linia
elastica 10-11, revenirea In /0 pe bucla mica de la /0 la 8, apoi continuarea pe
traseul 8-2 cu care se inchide bucla mare 2-5-2.

Tot parcursul din diagrama o —¢& poate fi descris analitic mutand
originea axelor 1n punctele de inversiune si utilizdnd ecuatia buclei de histerezis.

O contabilizare a salturilor de la o curba la alta, la inchiderea unei bucle

efe, e

foarte utild la numararea ciclurilor. Utilizarea ei depaseste cadrul acestui curs.

Numararea efectiva a ciclurilor nu se face ca mai sus, ci cu metoda "rain
flow" conform standardului ASTM E 1049-85.
18.5.7 Estimarea durabilitatii la oboseala

Pentru estimarea duratei de viatd a unei piese, se cunosc secventa de
solicitare (valorile de inversiune ale deformatiilor specifice nominale), diagrama
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caracteristicd ciclica si ecuatia Coffin-Manson. Se traseaza buclele de histerezis.
Daca piesa are concentratori, pentru fiecare bucla, valorile nominale se transforma
in valori locale utilizind hiperbola lui Neuber. Prin numdrarea ciclurilor se
stabileste apoi numarul inversiunilor la fiecare nivel al amplitudinii deformatiei
specifice. Din ecuatia Coffin-Manson, se calculeaza durabilitatea (numarul de
inversiuni) la fiecare nivel de solicitare.

Deteriorarea produsa de o inversiune se poate obtine direct din ecuatiile
(18.42) 51 (18.43)

1

L_[or 2% i, (18.64)
2N |Eé&) Ae,

Daca tensiunea medie este diferitd de zero, se aplica una din corectiile
Morrow sau SWT.

Aplicand corectia lui Morrow, relatia (18.64) devine

' 1
L _[%r=%m 8% 15, (18.65)
2N Eer  Ae,

Cu ajutorul criteriului Palmgren-Miner se calculeaza deteriorarea produsa
de un bloc de solicitare. Durata de viata se estimeaza prin numarul blocurilor de
solicitare pana la rupere, egal cu inversul deteriorarii produse de un bloc.

Exemplul 18.7

Un arbore cu concentrator, avand diametrul d =10mm 1in dreptul
concentratorului, este solicitat de un moment incovoietor alternant simetric
M =50 Nm. Materialul este otel SAE 1045 imbunatétit, cu duritatea HB225. Se
cere estimarea duratei de viatd a arborelui. Se dau constantele de material
o.=634MPa, E=209GPa, K'=1344MPa, n'=0,18, o'r =1227MPa,
b=-010, g}- =1, ¢=-0,66 si coeficientii de concentrare a tensiunilor K, =25

si K, =2,02 [19].

Rezolvare
Tensiunea nominala de incovoiere este
_32M  32-50

S =
rd> 7-001°

=509 MPa.

a

Notand ¢, =Ag/2, o,=Ac/2, relatia (18.59) se aduce la forma
adecvata pentru o solutie iterativa
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’

(&, s.) (k,s.)]" .

&
‘ K'E | % EZ%,

Inlocuind valorile numerice cunoscute si alegand ca valoare de pornire in
membrul drept £, = 0,01 dupa cinci iteratii se obtine

g, =0,009275 .
Relatia (18.44) se scrie sub forma adecvata pentru o solutie iterativa

2N:(5})_é {8‘, —%’(M)ﬂc.

Inlocuind valorile numerice cunoscute si incepand calculul iterativ cu
valoarea 2N =2000 in membrul drept, dupa trei iteratii se obtine

2N =2043 inversiuni.
Rezulta durata de viata a arborelui

N =1022 cicluri.

18.6 Calculul 1a oboseala prin analiza propagarii fisurilor

Calculul durabilitatii la oboseald bazat pe Mecanica ruperii, deci prin
analiza propagarii fisurilor sub actiunea sarcinilor ciclice, porneste de la eliminarea
ipotezei continuitatii materialului, care sta la baza metodelor c— N si £ —N. Se
admite existenta unor discontinuitati initiale de tip fisurd, care se extind sub
actiunea solicitarilor ciclice si a factorilor de mediu. Ele pot fi detectate la inspectii
periodice in timpul exploatdrii piesei respective, vizual sau prin metode
nedistructive. Cunoscand viteza de propagare a fisurilor si parametrii care o
determind, se poate evalua acumularea in timp a deteriordrii prin oboseald, deci
durata de viata a piesei sau structurii respective.

18.6.1 Mecanica ruperii la incircari monotone

Metalele ductile, cum sunt otelurile, se rup uneori la tensiuni de valori
neasteptat de mici. Deoarece in sectiunea de rupere se constatd deformatii plastice
foarte mici, fenomenul se numeste rupere fragild. Explicatia constd in faptul ca
orice piesa contine fisuri care in anumite conditii se propaga brusc. Remediul ar
consta in eliminarea fisurilor, ceea ce se dovedeste a fi dificil de realizat. Raméane
ca existanta fisurilor sa fie acceptatd si sa se poata prezice daca si in ce conditii o
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fisura de forma si dimensiuni date, se extinde cand piesa este Incarcata cu o sarcina
constanta.

Un calcul al tensiunilor la varful fisurii ar fi util, dar din calcule bazate pe
teoria clasicad a elasticitatii rezulta ca daca fisura are un varf ascutit, atunci orice
incarcare produce local tensiuni de valori infinite, deci s-ar parea ca piesele fisurate
nu au capacitate portanta si se rup la orice incarcare.

A. A. Griffith (1920) a aratat ca pentru ca o fisura sa se propage, cdmpul de
tensiuni trebuie sa elibereze o anumitd energie de deformatie. Dacd variatia
energiei de deformatie elasticd datoritd extinderii fisurii este mai mare decat
energia necesara pentru a mari suprafata fisurii, atunci fisura se propagd. Se
apreciazd insd cd cea mai mare parte a acestei energii este consumatd pentru
deplasarea zonei deformate plastic de la varful fisurii.

In aceste conditii, atentia se concentreaza asupra zonei elastice din jurul
varfului fisurii. G. R. Irwin (1957) a stabilit ca tensiunile locale langa varful fisurii
au expresia generala

gjj :mfzj(‘g)a (18.66)

unde r si @ sunt coordonatele cilindrice ale punctului in care se masoara tensiunile
fata de varful fisurii (fig. 18.50), iar K este factorul de intensitate a tensiunii (FIT).

Mecanica ruperii elastice liniare (MREL) se bazeaza pe aplicarea teoriei
elasticitatii la corpuri care contin fisuri sau defecte. Forma generald a ecuatiilor din
MREL este data de ecuatia (18.66).

el o

r

Fig. 18.50

In campul de tensiuni de la varful unei fisuri apare o singularitate. Daca
distanta » pana la varful fisurii tinde la zero, valorile tensiunilor tind la infinit.
Deoarece atunci cand tensiunile depasesc limita de curgere materialele se
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deformeaza plastic, langa varful fisurii se formeaza o zona deformata plastic. Daca
aceastd regiune plasticd este micd in comparatie cu dimensiunile fisurii si ale
corpului fisurat, baza teoretici a MREL ramane valabila. In caz contrar se apeleazi
la Mecanica Ruperii Elasto-Plastice sau Mecanica Ruperii Total Plastice.

Este important sa se facd distinctie Intre factorul de intensitate a tensiunii
K si factorul teoretic de concentrare a tensiunilor K, (18.51). Factorul K, este

un raport Intre doud tensiuni intr-un corp cu concentrator de tensiuni. Factorul K
descrie modul 1n care tot cAmpul de tensiuni de langd varful fisurii depinde de
lungimea fisurii, de solicitare si de geometria locald. O fisurd se extinde atunci
cand FIT atinge o valoare critica K -, numitd fenacitatea la rupere.

18.6.1.1 Moduri de deformare a fisurii

Se definesc trei moduri de deplasare relativa a fisurii (fig. 18.51):

a b c

Fig. 18.51

Modul I (de deschidere) - in care fetele fisurii sunt indepartate una de alta
prin deplasari normale pe suprafetele de rupere (fig. 18.51, a);

Modul II (de lunecare sau de forfecare in plan) - in care suprafetele fisurii
luneca una peste cealaltd in planul fisurii (fig. 18.51, b);

Modul III (de sfasiere sau de forfecare antipland) - in care suprafetele
fisurii se migca una fata de cealaltd paralel cu muchia de la varf (fig. 18.51, ¢).

Specificarea modului de deplasare se face adaugénd indicii /, /I sau /I] la
simbolul FIT si la tenacitatea la rupere, notand K, K, K, respectiv K.,

K[IC’ KIIIC :

Din punct de vedere practic, prezintd interes starea de solicitare
corespunzatoare modului / de deplasare, acesta fiind modul predominant de
incércare In majoritatea aplicatiilor ingineresti. De asemenea exista valori masurate
mai mult pentru tenacitatea la rupere K, ..
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18.6.1.2 Factorul de intensitate a tensiunii
Expresiile factorului de intensitate a tensiunii se scriu sub forma generala
K,=Yora,
(18.67)

in care a este lungimea fisurii, o este tensiunea nominald, intr-un punct la distanta
de fisura iar Y este un factor care depinde de forma fisurii, dimensiunile piesei si
pozitia fisurii in piesa. Nu trebuie confundat o cu o;; din ecuatia (18.66).

B i
251 A

= =1 o 2

“ 2b “ _tba
_ oM
15’

A !

Fig. 18.52

Pentru placi de latime b si grosime ¢, au fost stabilite urmatoarele expresii
ale factorului Y, in care a = a/b (H. Tada - 1985) :

a) fisurd in mijlocul placii solicitate la Intindere (fig. 18.52, a)

1-05a+0326a”
V-« '

b) o singura fisura laterala in placa solicitata la intindere (fig. 18.52, b)

Y (h/b>1)5) (18.68)
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0,857+ 0,265
Y =0265(1—a)t + o2/ T0200¢ (h/b=>1) (18.69)
(l _ a)3/2
c) fisuri laterale simetrice in placa solicitata la intindere (fig. 18.52, ¢)
¥=[1+0122 cos* 74| |2 g 7% (h/b>2) (18.70)
2 a2

d) fisura laterala in placa solicitata la incovoiere (fig. 18.52, d)
199-a(l- a)(2,15 -393a+2,7 az)
Jr(l+2a)(1-a)?

Pentru @ <£0,13 in cazul b, pentru a £0,6 1n cazul ¢ si pentru @ <04 1n
cazul d, se obtine

Y

(n/b=2) (18.71)

K;=1120ra. (18.72)

Expresii ale FIT pentru diferite forme si pozitii ale fisurilor in piese de
diferite forme sunt prezentate in publicatii speciale (H.Tada, P.C.Paris si G.R.Irwin
- 1973, G.C.Sih - 1973, D.P.Rooke si D.J.Cartwright - 1975).

18.6.1.3 Tenacitatea la rupere

In timp ce FIT este o marime variabila, fenacitatea la rupere K c este o
caracteristicd mecanicd a unui material. Dupd cum la materialele ductile solicitate
static, tensiunea calculata se compara cu limita de curgere o, ( sau cu rezistenta la
rupere o, ), In mecanica ruperii factorul de intensitate a tensiunii K se compara cu
tenacitatea la rupere K. In proiectare, se alege inti expresia FIT pentru tipul de

fisurd studiat, se calculeaza valoarea FIT pentru lungimea fisurii §i incarcarea
piesei, iar rezultatul se compard cu K.

Determinarea tenacitatii la rupere in conditiile stérii plane de deformatie
se face conform STAS 9760-84. Tenacitatea la rupere K;- se calculeaza pe baza

fortei critice inregistrate, careia 1i corespunde o extindere a fisurii pe o anumita
distanta, intr-o epruveta prevazuta cu o crestatura si o fisurd in prelungire, produsa
prin solicitéri repetate. Pentru produse cu grosimi mai mari sau egale cu 10 mm, la
care nu se indeplinesc conditiile starii plane de deformatii specifice, se utilizeaza
STAS E 12803-90, care prevede masurarea deplasarii la deschidere a fisurii.

La metalele folosite in practica inginereasca tenacitatea la rupere are

valori in domeniul 20..200 MPa+m . La oteluri imbunatatite, ea scade cu
cresterea limitei de curgere. Valorile tenacititii la rupere au o variatie statisticd mai
mare decat alte proprietdti, cum ar fi de exemplu limita de curgere.
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Anumite elemente de aliere si unele tratamente termice pot produce
fragilizarea otelurilor. Aceasta se manifestd prin valori mici ale tenacitatii la

rupere, de ordinul a 40 MPavm la temperatura ambiantd si ductilitate scazuta la
temperatura de lucru. Fenomenul se observa la otelurile cu crom, molibden si
vanadiu, rezistente la fluaj si cu limite de curgere de ordinul a 900 MPa, utilizate
la rotoarele turbinelor cu abur.

Tenacitatea la rupere K, creste cu temperatura la fel ca rezilienta. La
otelurile martensitice si cele feritice-perlitice, K, creste lent la temperaturi joase,
apoi creste brusc intr-un domeniu de temperaturi relativ ingust.

Se defineste o temperatura de tranzitie pentru un anumit procent de
rupere fragila, de exemplu 50%, denumitd FATTs,. Sub temperatura de tranzitie

ruperea este prin clivaj, deasupra acestei temperaturi - prin coalescenta
microgolurilor. Normele in vigoare impun ca la rotorii turbinelor de joasa presiune

din centralele nucleare, FATTs, trebuie sa fie sub —18°C, iar la rotorii turbinelor

de inaltd presiune, sub +10°C. La unele oteluri se observa o scadere cu pana la

100°C a temperaturii de tranzitie, dupd o functionare indelungata la temperaturi
inalte. Ruperea fragila se evita prin incilzirea rotorilor inainte de pornire.

18.6.2 Mecanica ruperii la incarcari ciclice

O fisura poate creste la solicitari variabile pana cand piesa se rupe. In
descrierile traditionale se spune ci o piesa fisurata este slabita si se rupe daca fisura
creste pana cand tensiunile din partea nefisurata a sectiunii ating valoarea limita.

In MREL se spune cé fisura creste pana cand urmatorul varf de tensiune
de intindere face ca FIT sd devina egal cu sau mai mare decat K;., dupd care se

dezvolta catastrofal.

La solicitari variabile, factorul de intensitate a tensiunii este variabil, cu
valori cuprinse intre K; = =Y o, J7ra siK; =Yo,,+7a.

Coeficientul de asimetrie se defineste corespunzator

K, .
R=—tmin__ Fmin_ (18.73)

o
Lnax max

Variatia factorului de intensitate a tensiunii are expresia

AK]ZKImax_KI in ZYAG wa. (1874)

mi
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Deoarece factorul K; se referd la o solicitare prin deschiderea fisurii,

atunci cand o 0 se considera K; = =0.

<
min =

18.6.2.1 Viteza de propagare a fisurii

Incercarile de crestere a fisurii se fac pe epruvete cu caracteristici K; — a
stabilite. Detalii asupra metodei sunt prezentate in standardul ASTM E 647-95.
Rezultatul imediat al incercérii este lungimea fisurii ¢ in functie de numarul de
cicluri N pentru valori Ao = const. (fig. 18.53).

Se observa cd viteza de propagare, egald cu panta curbei, creste cu
cresterea tensiunii aplicate, majoritatea vietii piesei fiind consumatd cand fisura
este relativ scurta.

55 T T T T T T T
A >A Ac
sol 0;>A0,>Ag, Ao, g e i
2 §
. 45 o g
N
=) Ac; é?
3
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5 H s
&
§D 35 £ o B
g @ ©
s § 0 o o
0 B8 0 o H
¢ o °
& o o
ho 01 ° | ] ! | i |
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Numarul de cicluri, N-70°

Fig. 18.53

Prin derivare numericd, in pasul urmitor se obtin valori da/dN in
functie de a. Folosind expresia FIT pentru epruveta utilizatd, K;, in functie de
sarcind si de lungimea fisurii, se obtine in final curba vitezei da/dN 1in functie de
AK; (fig. 18.54).

Graficul poate fi impartit in trei regiuni. Domeniul I - la valori mici ale
FIT, In care se defineste o valoare AK, minima, de prag, sub care o fisurd
existentd nu se propagd. Domeniul II - in partea din mijloc, liniard, a diagramei, in
care fenomenul este stabilizat, viteza de propagare fiind constantd. Domeniul 111 -
la viteze de propagare mari, In care propagarea este instabild, fisura crescand pana
la o lungime criticd la care FIT devine egal cu K-, corespunzitoare ruperii finale.
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Fig. 18.54

18.6.2.2 Legi de propagare in domeniul II

Majoritatea aplicatiilor MREL sunt legate de domeniul 7/, in care curba
de variatie a vitezei de propagare a fisurii a fost aproximata prin diverse ecuatii.

Cea mai utilizata este ecuatia stabilitd de P.C.Paris si F.Erdogan (1963)

da
——=C(AK)", 18.75
N (AK) ( )

unde C si m sunt constante de material iar AK este variatia FIT.

In cazul solicitirilor cu cicluri asimetrice, pentru a tine cont de influenta
tensiunilor medii, se poate utiliza ecuatia lui R.G. Forman (1967), stabilita initial
pentru domeniul /71, apoi extinsa si la domeniul /7

da  C/(AK)™
dN K;-(1-R)-AK’

(18.76)

unde C, si m sunt constante de material, iar R este coeficientul de asimetrie (18.73).
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18.6.3 Limita de oboseala

In cadrul regimului MREL, limita de oboseali este definiti de conditia de
prag AK, a variatiei factorului de intensitate a tensiunii la care, pentru un nivel
dat al tensiunii ciclice Ao, fisura nu se propaga sau la care, pentru o lungime data
a fisurii a, variatia tensiunii este insuficientd pentru a produce propagarea

In acest mod, mecanica ruperii oferd explicatii pentru existenta unor fisuri
nepropagabile observate experimental si pentru aparitia de fisuri la tensiuni sub
limita de oboseala.

In figura 18.55 se prezinta cresterea fisurilor scurte la diferite nivele ale
tensiunii ciclice. Se observa ca fisurile de oboseala incep sa creasca inca din primul
ciclu de solicitare variabila, dar propagarea este opritd de bariere microstructurale.

Astfel, la tensiuni ciclice Aoy, fisura de 2 um este oprita de bariera d5
care poate fi o frontiera dubla. La tensiuni 4o 4 > 4o 5, fisura se propaga pand este
oprita de bariera d,4, care poate fi marginea unui graunte. La Ao > Aoy, fisura
este opritd, mai tarziu, de bariera d5, care poate fi o zond perliticd Intr-o
microstructura de feritd-perlitd. La Ao, barierele nu mai sunt suficient de
puternice pentru a stopa fisura si astfel apare propagarea pana la cedare.

1071 Acy> Aoy > Ac3> Acy > Acs

1072+
E 3 AG1
= 1077+ Ac,
3
& A d
g 104 = :
E Acy dy
j=]
§ 10°5 Acs ds

2 um
10°¢F
0 1.0

Numar cicluri / Numar cicluri pani la rupere

Fig. 18.55

Deci limita de oboseala reprezintd nivelul tensiunilor ciclice necesare
pentru depdsirea celei mai puternice bariere contra propagarii, reprezentata printr-o
distantd microstructurala. Limita de oboseald este o limitd a capacititii de
propagare pand la rupere a unei fisuri, indiferent de lungimea ei (K.J. Miller -
1985).
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Pentru domeniul de valori intre 10 si 10" m, nivelul tensiunii la limita de
oboseala este definit de conditia da/dN=0, deci de o vitezd de propagare nula a
fisurii.

In figura 18.56 se disting trei zone a cidror extindere variazi in functie de
material. Zona A-B defineste regimul de crestere al fisurilor microstructural scurte.
Barierelor ds, d4, d3 le corespund tensiuni Aos, Aoy, Aoy cain figura 18.48.
Pentru a mari rezistenta la oboseald, deci pentru a scidea viteza de crestere a
fisurilor de oboseala este necesard o scadere a dimensiunii grauntilor.

Zona B-C defineste regimul de crestere al fisurilor fizic scurte, care nu este
afectatd sensibil de dimensiunea grauntilor. Zona este afectatd doar de efectul
descrescétor al barierelor microstructurale pe masura ce lungimea fisurii creste.

Fisuri
| | ] nepropagabile
(ds | dg d3

A B c D
Fisuri ‘ Fisuri [
microstructural fizic
scurte L Fisuri tip MREP
© scurte
< ™ e X
g; B | _ ) ! - Limita de obosea[é
lg 2 . AG = Aceciclic
é -5 Ag = 2 A
= _ 4 _ 3 ade |
B s S S S
|5 Contur /qﬁ{/ Fisuri
= daldN=0 %</~ tip MREL'
=
S

o

Lungimea fisurii

Fig. 18.56

In zona C-D, pentru calculul limitei de oboseald este aplicabili MREL.
Pentru cresterea rezistentei la oboseala, deci pentru scaderea vitezei de crestere a
fisurilor, este necesard o crestere a dimensiunilor grauntilor, mai ales la nivele mici
ale tensiunii medii, care maresc valoarea AK, .

18.6.4 Propagarea fisurilor de oboseala

Pentru fisurile microstructurale scurte (zona A-B din figura 18.56), viteza de
fisurare se poate exprima sub forma
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d a
d—](\l]:A(A}/p) (d—-a), (18.77)

unde 4 si o sunt constante de material, Ay, este variatia lunecarii specifice

plastice (parametru legat de directia de crestere a fisurii), d este distanta la cea mai
puternica barierd iar a este lungimea fisurii. Se observd cd da/dN scade cu

cresterea lui a.
Pentru fisurile fizic scurte (zona B-C) expresia vitezei de fisurare este:

da ¥ij

—=B(4 a—-D, 18.78

N (4r,) (18.78)
unde B si F sunt constante de material, iar D este conditia de prag limitd pentru
fisura cea mai lunga. Se observa ca da/dN creste cu cresterea lui a.

Fisuri Fisuri
microstructural fizic
scurte | scurte
ecuatia (18.77) I ecuatia (18.78)
:E '
3
[}
LF=4
©
S
£
S
N 1ot %
0 d5 d3 as as

Lungimea fisurii

Fig. 18.57

Pentru fisuri de tip MREL, in regim de tensiuni mici si cu lungime mare, se
poate aplica relatia lui Paris (18.75).

In figura 18.57 se prezinta efectul nivelului tensiunilor ciclice si al
rezistentei barierelor asupra propagarii (sau nepropagérii) unei fisuri de oboseala.

Pentru tensiuni mici, Aos, o fisurd microstructurald scurtd creste pana se
atinge limita de oboseald marcata de bariera d5 . Ea poate continua sa creascd la
aceeasi tensiune Ao; numai dacd este extinsa (de coroziune sau alte efecte) pana
la lungimea a4 care reprezintd conditia de prag pentru fisuri fizic scurte.
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Marind nivelul tensiunilor la Aoy, rezultd o limitd de oboseald datorita
valorii diferite a lungimilor d5 si a3 . Pentru tensiuni ciclice Ao, , cele doud linii
care reprezintd cresterea fisurilor microstructural scurte si fizic scurte se
intersecteaza, deci rezultd cedarea prin oboseala.

Trecerea de la deformatiile specifice din relatiile (18.77) si (18.78) la
tensiuni se face utilizand curba caracteristica ciclica a materialului.

18.6.5 Calculul duratei de viata

La calculul duratei de viatd pe baza diagramelor da/dN-AK, se integreaza
ecuatia (18.75)
da
—=C(AK)"
. (AK)

intre o lungime initiala a; si una finala a, ale fisurii. Se obtine numarul de cicluri

necesar pentru a creste fisura de la a; la a,, care reprezintd durata de viata

& da
= e 18.79
_L c(ak )™ ( )

1

estimata a piesei

Aplicarea metodei intdmpind o serie de dificultdti incepand cu integrarea
ecuatiei cresterii fisurii in functie de lungimea acesteia si cu estimarea lungimii
initiale a fisurii, chiar dacad aceasta din urmd se bazeaza pe o valoare prag AK,

cunoscuta.

De retinut ipotezele care stau la baza acestui procedeu: 1) sarcini de
amplitudine constantd; 2) stare plana de deformatii specifice; 3) comportarea de
"fisurd lungd" tratabila prin MREL. De asemenea, in relatia (18.75) nu apare
efectul tensiunii medii, al tensiunilor reziduale si al secventei de Incarcare asupra
cresterii fisurii.

Urmatoarele consideratii trebuie de asemenea avute in vedere:

a) Relatia Paris-Erdogan este dedusa pentru un camp uniform de tensiuni,
in timp ce fisurile pornesc de la un concentrator si cresterea lor initiala se face
printr-o zona a piesei cu gradient de tensiune. Inci nu se cunoaste cum trebuie
modificata ecuatia (18.75) in acest caz.

b) Variatia factorului de intensitate a tensiunii este AK=K,,, - K. Cea
mai simpld conventie pentru K,,;, presupune ca fisura se inchide cand sarcina trece
prin zero, astfel ca tensiunile de compresiune se neglijeaza. Experimental s-a
observat ca dacda R=K,;/K,.. devine negativ, uneori fisurile cresc mai repede



18. OBOSEALA METALELOR 261

decét prezice ecuatia (18.75). Rezultd ca fisura nu se inchide cand sarcina trece
prin zero, deci cd o fractiune a sarcinii de compresiune contribuie la deteriorare.

Ecuatia lui Forman (18.76) este utild pentru R >0, deci se presupune ca
fisura este deschisa tot timpul.

¢) La multe materiale, curba da/dN-AK nu are o pantd unicd in zona
stabilizata.

d) Aspectele probabilistice nu intervin in ecuatia (18.75).

In cazul incarcarilor de amplitudine variabila, se poate calcula o viteza de
propagare pe un bloc de solicitare, de tipul

d d d d
L L N i RN L (18.79)
dB dN ), dN ), dN ),
unde n, , n, , 13, ... reprezintd numarul de cicluri de nivel S; , S, , S;, ... intr-un bloc
de solicitare, pe baza careia se calculeaza durata de viatd in blocuri (nu cicluri).

Relatia (18.79) nu tine cont de efectele secventiale si se bazeaza pe o cumulare
liniara a deteriorarilor.

Durata de crestere a fisurii, exprimatd in cicluri de solicitare pana la
rupere, se poate calcula pe baza relatiei (18.79). Deoarece AK este functie de
lungimea fisurii atdt direct cat si prin factorul de corectie Y, integrala (18.79)
trebuie rezolvatd numeric. Totusi, o solutie Inchisd aproximativa se poate obtine
calculand valoarea lui Y pentru lungimea initiala a fisurii.

De exemplu, pentru o placd de dimensiuni mari, avaind o micd fisura
laterala (Fig. 18.52, d), la care Y =1,12 in relatia (18.72),

AK =112-Aoc+|xa .

Inlocuind AK in (18.75) rezulta

da
——=C(112-40 4 ",
N ( osTa)

Separand variabilele si integrand (pentru m # 2) se obtine
N:J. af da " =
i C(l,lZ'AG ﬂa)

2 1 |
(m—2)C(1,12-A0\/7z-_ )’” a{m2 g 2

Pentru rezolvarea integralei de mai sus, trebuie determinatd intai
lungimea finala a fisurii. Din ecuatia (18.72) se obtine
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1 K ?
ap=— —C 1.
7w \L12 0y

Din figura 18.53 rezultd ca variatii mari ale lui a determind variatii mici
ale lui N, deci durabilitatea la oboseala este mai putin influentatd de a, si mai

mult de q;.

O altd metodd aproximativd pentru estimarea cresterii fisurilor de
oboseald se poate utiliza in cazul incarcérilor de amplitudine constantd (A. P.
Parker, 1981). Se parcurg urmatorele etape de calcul:

1) Cresterea lungimii fisurii de la a; la ay se imparte in n—1 intervale.

2) Se calculeaza factorul Y in ecuatia (18.67) pentru a;, ar, si pentru

fiecare lungime intermediara.

3) Pentru fiecare lungime a,, a fisurii se calculeaza AK,, .

4) Pentru fiecare 4K, de determina (da/dN )n din diagramele de crestere
a fisurii (18.53) sau din ecuatia (18.67)

da m
(ﬁjn_C(AK") :

5) Se calculeaza viteza medie de crestere intre doud lungimi consecutive

ale fisurii
( da j _(da/dN), +(da/dN),.,
dN medie 2

6) Se calculeaza numarul de cicluri care produce cresterea fisurii de la a,,
la Ap+l
Aa 2 ( Antl — 9y )

" (dajdN), .. (da/dN), —(da/aN)

medie n+l

7) Se insumeaza valorile AN obtinute pentru toate intervalele de variatie
a lungimii fisurii.

In general, tenacitatea la rupere nu este un factor determinant in
durabilitatea la oboseala, deoarece numarul de cicluri de solicitare pana la rupere,
N, nu variaza sensibil cu lungimea finald a fisurii. Exceptie fac materialele foarte
dure solicitate la tensiuni mari. Astfel, durabilitatea la oboseala a rotilor dintate
depinde de tenacitatea la rupere a materialului deoarece dimensiunea finala a fisurii
nu difera mult de dimensiunea initiald a acesteia.
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18.6.6 Metoda tolerarii defectelor

Metoda propagarii fisurilor este utilizatd in industria aeronauticd la
determinarea intervalelor dintre inspectii planificate, pentru a asigura integritatea
structurald a avioanelor.

Metodologiile de calcul la oboseald al structurilor aeronautice au avut o
evolutie rapidd. Dupd mai multe ruperi prin oboseald, printre care cele mai
cunoscute au fost cele ale avioanelor De Havilland Comet (1954), s-a adoptat
metoda fiabilitatii, cunoscutd ca metoda durabilitatii garantate ("safe-life"), care
impunea analiza si Incercarea la de 4 ori durata de serviciu anticipata.

La Inceputul anilor 1960 s-a introdus metoda deteriorarii controlate ("fail-
safe"), In care cedarea totala era evitatd prin distribuirea fluxului de forte simultan
pe mai multe trasee si folosirea "opritoarelor” de fisuri.

Curand s-a dovedit cd aceste metode nu pot preveni aparitia fisurilor de
oboseald in timpul duratei de serviciu, desi avioanele erau incercate la 4 durate de
viatd. Fisurdri prin oboseald la avioanele KC-135 si F-5, ca si pierderea avioanelor
B-52 si T-38 au aratat limitele metodelor “safe-life”. Accidentul avionului F-1171
(1969), garantat la 4000 ore, produs de un defect in piesa de fixare a partii centrale
a aripii, din otel D6A4C, care s-a propagat pana la o dimensiune critica in numai 105
ore de serviciu, a determinat o serie de cercetari care s-au finalizat in 1974 prin
modificarea criteriilor de proiectare si verificare a integrititii avioanelor prin
utilizarea mecanicii ruperii, sub denumirea de metoda tolerarii defectelor.

Accidentele avioanelor Hawker Siddley 748 (Argentina, 1976) si Boeing
707 (Zambia, 1977) proiectate pe principiul “fail-safe” au ardtat importanta
inspectiilor, respectiv rolul defectelor nedetectate in estimarea duratei de viatd a
avioanelor. In 1978 a fost emis documentul FAR-25.571 care a introdus metoda
tolerarii defectelor la avioanele de transport comerciale. Aplicatd initial avioanelor
B-14 si C-54, metoda a dus la elaborarea standardului MIL-A-87221, care descrie
cerintele impuse de siguranta in zbor a avioanelor militare.

In prezent, metoda propagarii fisurilor este utilizatd in industria aeronautica
la determinarea intervalelor dintre inspectii planificate, pentru a asigura integritatea
structurald a avioanelor.

18.6.7 Observatii generale

Oboseala este modul predominat de pierdere a integritdtii structurale,
important atat ca frecventd de aparitie cat si ca factor decisiv in determinarea
tensiunilor admisibile 1n piese solicitate la Incarcari ciclice.

Cu toate progresele recente in studiul propagarii fisurilor, predictia duratei
de viata la oboseala se face cu erori intre +200% si +300% , chiar atunci cand se
dispune de date certe asupra proprietatilor materialelor. Cauzele principale sunt
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variabilitatea proceselor de fabricatie, cunoasterea aproximativd a istoriei de
solicitare si insuficienta cunostintelor actuale despre oboseala si rupere.

In conditiile in care o estimare absolutd a durabilititii la oboseald este
incertd, metodele de calcul si proiectare la oboseald se folosesc pentru estimari
relative. Astfel, ele sunt utilizate la comparatia a doud sau mai multe materiale
pentru realizarea aceleiasi piese sau la comparatia mai multor solutii constructive
pentru o anumita piesa sau structurd din acelasi material.

Aceasta se datoreste faptului cd metodele actuale de calcul la oboseala nu
se bazeaza pe legi fizice sau principii fundamentale, ci pe aproximarea prin
anumite curbe a datelor obtinute din Incercéri la oboseala. S-a dovedit ca principiul
similitudinii, utilizat implicit in mecanica ruperii, nu este general valabil. In piese
de dimensiuni diferite fisurate, supuse la aceeasi valoare a variatiei FIT, 4K,
viteza de crestere a fisurii, da/dN, nu este aceeasi, depinzand de dimensiunile
fisurii si de istoria solicitarii.

Uneori fisurile scurte, de cativa milimetri, au viteze de -crestere
semnificativ mai mari decat fisurile lungi, cu lungimi de zeci de milimetri, cand
sunt supuse la valori AK identice. Existd fisuri de dimensiuni comparabile cu
distantele microstructurale a céaror vitezd de crestere scade cu cresterea lungimii
fisurii. Aceste fenomene nu pot fi analizate satisfacator cu ajutorul teoriilor actuale
ale mecanicii ruperii. De aici - problema fisurilor scurte.

Intelegerea mecanismelor microscopice ale deteriorarilor prin oboseala,
indeosebi comportarea fisurilor scurte, va permite studiul factorilor care
influenteaza limita de oboseald si durata de viata la oboseald. Acestia sunt mediul
coroziv, fretajul, tratamentele superficiale, granulatia materialului, nivelul tensiunii
medii, starile de tensiune multiaxiale, Incarcarile cu sarcini aleatoare, precum si
actiunea lor combinata.

Este necesara o unificare a modurilor de definire a celor doud stadii:
initierea §i propagarea fisurii precum §i o delimitare clara a acestora. Inginerii
apreciaza cd 1n stadiul de initiere exista trei faze: a) nucleatia microdefectelor, b)
formarea fisurilor microscopice, c) cresterea si coalescenta defectelor microscopice
pand la formarea unor macrofisuri “dominante”. Specialistii in stiinta materialelor
limiteazd stadiul de initiere numai la prima fazd. Studiul fisurilor scurte permite
conditionarea deteriorarii la oboseald de lungimea, forma, orientarea, viteza de
propagare, coalescenta si interferenta fisurilor.



19.
FLUAJUL METALELOR

In capitolele precedente s-a neglijat influenta temperaturii si a duratei
incarcarii asupra comportirii mecanice a materialelor. In general, rezistenta
mecanica a materialelor scade cu cresterea temperaturii iar caracteristicile
mecanice devin dependente de timp.

Proprietatile materialelor vascoelastice depind de viteza de deformare
chiar la temperaturi ambiante normale. La aliaje metalice, dependenta de timp a
caracteristicilor mecanice se observa mai ales la temperaturi relativ ridicate.
Supuse la incarcari constante si la temperaturi inalte, metalele se deformeaza in
timp, fenomen cunoscut sub numele de fluaj.

9 A

In acest context, temperaturile sunt “joase” sau “inalte” in comparatie cu
temperatura absolutd de topire 7, . La majoritatea metalelor fluajul apare la

temperaturi peste 0,37,. La ceramice, fluajul apare peste 0,4 7,. La plumb fluajul

devine important la 27°C, ceea ce in trecut a produs turtirea si indoirea tevilor de
scurgere ale instalatiilor sanitare si deformarea placilor din acumulatoarele
electrice. Filamentele din tungsten ale becurilor electrice, la care fluajul apare peste

1500°C, se deformeaza sub actiunea greutitii proprii si au o duratd de viatd de

circa 1000 ore la temperatura de functionare de 2000°C . Fluajul apare in diverse
aplicatii industriale, la turbine cu gaze si cu abur, la tevile supraincilzitoarelor
cazanelor cu abur, la reactoare nucleare, cuptoare, motoare cu reactie etc.

Fluajul este o deformatie inelasticd in timp, la tensiuni constante,
inferioare limitei de curgere a materialului. Un fenomen complementar este
relaxarea tensiunilor, deci micsorarea acestora, la deformatii specifice constante.

Studiul fluajului s-a dezvoltat in legaturd cu materialele din componente
care lucreaza la temperaturi inalte, interesand cat va rezista un material in serviciu,
cum reduce functionarea la temperaturi inalte durabilitatea i, mai ales, ce
modificari se pot face In proiectarea materialului pentru a obtine durabilitatea
dorita.
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S-a observat o interactiune fluaj-oboseald, interesdnd cum influenteaza
mecanismele fluajului durabilitatea la oboseala si in ce conditii fluajul sau oboseala
reprezintd mecanismul predominat de deteriorare.

Pentru a raspunde acestor Intrebdri este necesard o corelare a
proprietatilor mecanice macroscopice cu mecanismele de deteriorare la scara
microstructurala.

19.1 Deformatia izoterma sub sarcina constanta

Abordarea tehnicd a fenomenelor de fluaj se bazeaza pe incercari la
tractiune pe epruvete Incalzite si mentinute la temperaturi Inalte intr-un cuptor.
Rezultatele se prezinta sub forma de curbe de fluaj.

19.1.1 Curba de fluaj

Curba de fluaj reprezinta grafic alungirea specifica la fluaj in functie de
timp (fig. 19.1), pentru o epruveta incalzitd si mentinuta la o temperatura ridicata si
supusa la o anumita forta de intindere. Mentinerea unei tensiuni constante in timpul
incercdrii este mai dificila.

& Tﬂuaj fluaj fluaj
primar secundar . terfiar
- - -
| . XD
| sarcing
: constantd :
| |
1 | -
: " )
| | tensiune
: : constantd
|
|
I
|
|
Eembr — — - —— — — - - —
I
| >
t, 1

Fig. 19.1

La oteluri, incercarea se face conform STAS 6596-81 fara intreruperea
sarcinii, pentru alungiri specifice intre 0,1 si 1%, durate de la 100 ore pana la zeci

de mii de ore si temperaturi intre 600°C si 1000°C .
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Deobicei se masoara deformatia specifica totala, ¢, care se compune din
deformatia plastica de fluaj, &,, si deformatia elastica, ¢,, reprezentatd prin

e
segmentul OA. Uneori pe diagrami se reprezinti numai deformatia plastici. In

acest caz, axa absciselor este desenata cu linie Intrerupta (Fig. 19.1).
Panta curbei de fluaj defineste viteza de fluaj

. de dé&g
vp=E=—=
‘ dt dt

(19.1)

care, de fapt, este viteza deformatiei plastice ireversibile.

Pe curba de fluaj se pot distinge trei zone: (1) domeniul fluajului primar
(nestabilizat) AB, 1n care viteza de fluaj scade continuu; (2) domeniul fluajului
secundar (stabilizat) BC, in care viteza de fluaj este constantd si are valoarea
minima; si (3) zona fluajului tertiar (accelerat) CD, cu viteza crescatoare pana la
rupere. Abscisa punctului D este ¢ - durata pana la rupere.

Viteza minima de fluaj, &,, panta dreptei BC, este functie de tensiunea

aplicatd si de temperaturd. La un otel utilizat la turbine cu abur, o valoare uzuala

1

este & = 107 ore™!, ceea ce corespunde unei alungiri specifice de 1% in 100 000

ore (11 ani).

o T=const.
G
03> 02 > 01
02 > 01
S
4
a b

Fig. 19.2

La un material dat, studiul complet al deformatiei la fluaj necesita
experiente care sa conducd la construirea a doud familii de curbe in coordonate
“alungire specifica - timp”: (1) curbe de fluaj construite pentru o temperatura data
(Incercari izoterme) si diferite valori ale tensiunii de intindere (fig. 19.2, a); (2)
curbe de fluaj construite pentru o anumitd valoare a tensiunii aplicate (Incercari
“izobare”) si diferite temperaturi constante (fig. 19.2, b).
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19.1.2 Fluajul primar

La temperaturi de ordinul 0,3 7, are loc fluajul nestabilizat, domeniul AB

in figura 19.1. Descresterea vitezei de deformare este descrisd de relatia empirica
(E. N. daC. Andrade, 1910)

g, =417, (19.2)

unde 4, este o constantd de material.

Deobicei deformatia specifica de fluaj este sub 1% din deformatia
specifica totald. Incetinirea fluajului este determinati de ecruisarea materialului
care limiteazd deplasarea dislocatiilor. In acest domeniu, comportarea mecanici
este puternic dependenta de istoria materialului, deci de eventualele solicitari care
au produs dislocatii inaintea incercdrii la fluaj.

19.1.3 Fluajul tertiar

In stadiul fluajului accelerat, domeniul CD in figura 19.1, deteriorarile se
acumuleaza sub formd de cavitdti interne, care cresc progresiv, producand
micsorarea sectiunii efective a epruvetei, deci o crestere locald a tensiunilor de
intindere, care accelereaza deformarea. La aceasta se adauga gatuirea epruvetei. La
o fortad constanta de intindere tensiunile cresc, iar viteza de fluaj creste mai repede
decat tensiunile. La multe aliaje metalice de 1nalta rezistenta se produce o rupere
ductila la deformatii specifice mici, sub 1% .

In figura 19.1 scara timpului a fost mult marita in regiunea CD, pentru
claritate. Deoarece functionarea in regiunea tertiard nu este recomandabila, se
considerd ca sfarsitul duratei de serviciu a unei piese coincide cu punctul C,
sfargitul fluajului stabilizat.

19.1.4 Fluajul secundar

La temperaturi peste 0,37, are loc fluajul stabilizat (stationar). In

regiunea BC viteza de deformare este minima §i constantd, iar deformatia specifica
creste continuu in timp. Odata cu cresterea temperaturii, incetinirea fluajului prin
ecruisare este compensatd de activarea termica a miscarii dislocatiilor si fenomene
de difuzie, care duc la stabilizarea fenomenului.

19.1.4.1 Legea Norton-Bailey

Tensiunile mecanice aplicate produc forta motrice care determina
migcarea dislocatiilor si difuzia atomilor. Céand tensiunile cresc, viteza de
deformare creste.
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In general
& =Bo™, (19.3)
unde m este exponentul tensiunii iar B este o constanta de material.

In stadiul fluajului secundar, variatia vitezei de fluaj, &, cu tensiunile
aplicate este ilustrata in figura 19.3, in care se disting trei zone:

La tensiuni de valori medii si la temperaturi 037, <7 <0,57,, In zona
centrala NP este valabild legea propusa de F. H. Norton (1939) si W. Bailey (1935)

O—0 "
&= (—””’g ) , (19.3, a)
K

in care m este exponentul lui Norton (cu valori m=3....8), K este o constanta de

material §i ©,,, este o tensiune prag care se anuleazd la temperaturi 7 >0,57,.

Datorita formei analitice a ecuatiei (19.3) se spune ci in zona NP are loc un fluaj
cu legea puterilor (‘power-law creep’) descris, in coordonate logaritmice, de o linie
dreapta.

log &

logo

Fig. 19.3

In zona MN, la tensiuni de valori reduse si temperaturi inalte 7' > 0,77,,
viteza de fluaj este proportionald cu tensiunea aplicatd, ceea ce corespunde

valorilor m=1 si ¢ ,,,, =0 inrelatia (19.3, a).

In zona PR, la tensiuni foarte mari, apare o abatere de la liniaritate a
curbei reprezentate in coordonate logaritmice. In punctul P, tensiunile sunt de

ordinul o =5,5- 107*G , unde G este modulul de forfecare al materialului.
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19.1.4.2 Ecuatia lui Arrhenius

Pentru o valoare data a tensiunilor aplicate si la temperaturi 7 >0,57,,
viteza de fluaj depinde de temperatura 7. Experienta aratd cd Ing, este o functie
liniard descrescatoare de 1/T (fig. 19.4).

A

) O = const.
Ingg

Y

/T

Fig. 19.4

Daca se introduce o energie de activare la fluaj Q, se stabileste relatia
& =Ae URT (19.4)
unde R =831 J/mol-K este constanta gazelor perfecte. Relatia (19.4) are forma
ecuatiei Iui S. Arrhenius (1889) pentru difuzivitate

D=Dye 9RT (19.5)

Aceasta descrie mecanismele de tip difuzie care constituie baza fizica a
fenomenelor de fluaj. Din Tabelul 19.1 se observa ca la metale pure, energia de
activare la fluaj Q este aproximativ egald cu energia de autodifuzie Q.

Tabelul 19.1

Metalul | Exponentul 0, Oy
m kcal/mol kcal/mol

Al 4.4 34 34
Cu 4,8 48,4 47,1
Au 5,5 48+5 41,7
Ni 4,6 66,5 66,8
Pb 42 242£25 242
Ta 4,2 114+4 110
Cd 4,3 19+2 19,1
Zn 6,1 21,61 24,3
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19.1.4.3 Legea fluajului secundar

La temperaturi 7' >0,57,, daca se combina ecuatiile (19.3) si (19.4) se

obtine o relatie care descrie dependenta vitezei de fluaj atat de temperatura cat si de
tensiunea aplicata

§,=Co™e 9RT (19.6)

unde m, C, MPa "ore™!,si 0 ,] /mol , sunt constante de material, care urmeaza a
fi determinate prin Incercari la fluaj.

Se mai utilizeaza forma adimensionala

. m
Es | O | ,QRT (19.6, a)
o Oy

Ecuatia vitezei de fluaj (19.6) se poate scrie

Iné =lnC+m-no-2. 1. (19.7)
RT

Rezultd ca energia de activare se poate determina experimental
reprezentand Inég; in functie de 1/T (fig. 19.5, ). Exponentul tensiunii m se poate

determina reprezentand In &, in functie de Ino (fig. 19.5, b).

O'3>O'2>O'1

Iné Ing

\j

Fig. 19.5

Uzual, diagramele din figura 19.5 se traseaza in coordonate logé, —1/T si
log e, —logo, fiind forma cea mai utilizata de prezentare a proprietdtilor de fluaj.
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Exemplul 19.1

Sa se determine tensiunea maxima admisibild intr-o paletd de turbina cu

gaze care trebuie sd functioneze la 788°C astfel ca, in 40000 ore de functionare
continud, deformatia specificd sid nu depidseasca 3%. Materialul paletei este un
superaliaj pe bazd de nichel, avand un modul de elasticitate F =186GPa la

788°C, pentru care s-au determinat experimental curbele &, —o din figura 19.6, a
reprezentate in coordonate logaritmice (R. O. Ritchie, 2006).

Rezolvare

Se neglijeaza fluajul primar, tertiar si deformatia specificd elastica
(ipoteza ce urmeaza a fi verificata la sfarsit). Se considera ca fluajul stabilizat este
descris de o ecuatie constitutiva de forma (19.6, a)

. m
Es | 9 | O/RT
& \ o
Aceastd expresie contine trei parametri necunoscuti, exponentul m,
tensiunea o, §i energia de activare (,, care se determina pe baza datelor din figura

19.6, a unde se presupune ca dreptele sunt paralele. Se alege &, =1 ore .
Exponentul m se determina din relatia

e Alogé,

A logo

T=const

considerdnd cate doud puncte pe fiecare curbd de fluaj (pentru aceeasi
temperaturd), conform datelor din Tabelul 19.2.

Tabelul 19.2

1

T o,MPa &g, 0re” Alogo  Alogé, m
705°C 140 331-107  logl5 1,0 5,68
O78 K) 210 331107
760°C 140 145-10°  logls 1,0 5,68

(1033 K) 210 1,45-1074
815°C 140 180-107*  log15 1,0 5,68
(1088 K) 210 1,80-107

Raportul Q/R se calculeaza cu relatia



19. FLUAJUL METALELOR 273

logé, —1/T (fig. 19.6, b).

O =140 MPa

"4
2l . 92 96 100 10,4-10
80 100 200 400 600 11, K

a b
Fig. 19.6

Pentru trasarea acestei linii se folosesc datele din Tabelul 19.3, calculate
pentru o =140 MPa .

Tabelul 19.3

T YT (K7 &g
705°C 10,225-107% 331-1077
760°C 968-1074 1,45-107
815°C 919-1074 1,80-107%

Rezulta
-4
230310510
Q_ 3311100 _60856-10%K .

R 919-10%-10225-10"*

Pentru 7=705"C (978K), o=140MPa si & =331-10"ore™" se
calculeaza
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1

. e _6,085610*
op=140-| ———| e %% =0,0338MPa.
331-10

Pentru functionarea 40000 ore la 788°C (1061K ), viteza de fluaj este

Es

o & _ 003
Yot 4.10%

Din ecuatia (19.6, a) se obtine

=75 10~ 7ore!.

75.10-7 ) 588 6,0857-10*
0'=0,0338-(%J T 681061 _ 6893 MPa,

deci tensiunea maxima admisibila in serviciu este

o =69 MPa .

Deformatia specifica elastica este

b =Z=—% 3710 =0037%,
E 18610

deci neglijarea ei a fost justificata.

19.1.5 Limite de fluaj

Curbele de deformatie izotermd sub sarcind constantd constituie baza
calculelor la fluaj. Pentru compararea rezistentei la fluaj a diferitelor materiale,

s-au introdus doud caracteristici conventionale numite /imitd de fluaj (‘creep
strength’). In continuare se redau definitiile din STAS 6637-75.

Limita de fluaj conventionald (tehnicd) reprezintd tensiunea practic
constanta care produce, dupd o duratd de incercare data, o alungire specifica la
fluaj de valoare data, la 0 anumita temperatura.
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in calcule se utilizeazd o
1/10° /7

specifica permanentd de 1% dupa 100000 ore (11 ani) de functionare, la

tensiunea care produce o deformatie

temperatura data 7. La otelul inoxidabil AISI 316, limita de fluaj tehnica la 800°C
pentru o alungire specifica de 1% in 1000 ore (42 zile) este 210 MPa.

In componentele echipamentelor termice supuse la temperaturi inalte din
centralele termoelectrice, deteriorarea prin fluaj este evitatd prin alegerea
temperaturilor maxime in serviciu si a tensiunilor maxime admisibile pentru a
limita deformatiile specifice de fluaj la valori sub 1% 1n 100000 ore.

Limita de fluaj statica reprezintd tensiunea practic constantd care
produce, dupa o duratd de incercare data, o viteza medie de fluaj prescrisa (deobicei

107> %/ora sau 107> %/ord), la 0 anumita temperatura.

Pentru o viteza de fluaj constanta, o alungire specifica de 1%, deci 1072,

in 11 ani (10° ore) corespunde unei viteze de fluaj de 107" ore™" sau 107> %/ora.

Otelurile cu 1nalta rezistentd la fluaj contin crom, molibden, vanadiu,
precum si wolfram si neobiu. Cele utilizate in fabricarea componentelor care
lucreaza la temperaturi inalte in centrale termoelectrice sunt proiectate pentru

temperaturi de 540-750°C, presiuni de 160-370 bar si durate de serviciu de
2,5-10%0re. Limitele inferioare sunt reprezentative pentru tehnologia actuala.

Rezistenta tehnicd de durati este 100 MPa pentru 10°ore .

Aliajele cu nichel din motoarele de aviatie lucreaza la temperaturi peste
1000°C, presiuni de 3 bar si durate de serviciu de 10*ore, avand o rezistenta
tehnica de duratd de 10 MPa .

Aliajele refractare pe bazd de V-Cr-Ti pentru centralele nucleare cu
reactoare racite cu litiu sau heliu sunt proiectate s functioneze la temperaturi de
650—800°C si tensiuni de 75 —380 MPa .

Incercirile la fluaj se fac conform ASTM Standard E139-96, pe epruvete
fabricate conform ASTM Standard ES-96a.

19.2 Ruperea prin fluaj

In multe aplicatii practice intereseaza comportarea la fluaj pana la rupere.
Se determina timpul pana la rupere, timpul pana la aparitia fluajului tertiar, durata
fluajului tertiar in raport cu durata totala pana la rupere.
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Incercarea la rupere prin fluaj a otelului, la temperaturi ridicate, se face
conform STAS 8894/1-80. Epruvetele sunt solicitate la intindere, la o temperatura
constanta, 7, si la o tensiune de intindere constantd, o, mai mare ca tensiunea
aplicatd la incercarea pentru determinarea curbei de fluaj. Se masoara timpul
necesar 7, pana la ruperea epruvetei. Rezultatele se prezintd sub forma unor curbe
izoterme de rupere prin fluaj (fig. 19.7). Se reprezintd logaritmul tensiunii de
incercare in functie de logaritmul duratei de rupere la fluaj, pentru diferite valori
ale temperaturii absolute. Durata incercarilor poate fi de la minimum 100 ore pana

la zeci de mii de ore (1000 ore = 42 zile, 10*ore = 14 luni, 10° ore= 11 ani).

Prin prelucrarea datelor experimentale se determind rezistenta tehnica de
durata R, (‘rupture strength’). Conform STAS 6637-75 aceasta reprezintd sarcina
staticd constantd raportatd la aria sectiunii transversale initiale a epruvetei care
produce ruperea epruvetei dupd o duratd de timp prescrisd, la o anumitd

temperaturd. In calcule se utilizezi T 105 /7 rezistenta tehnica de durata

corespunzatoare la fp = 10°ore si temperatura 7. Aceasta se Tmparte la un
coeficient de siguranta c, =1,5, rezultdnd o rezistenta admisibila la fluaj.

Int,

Fig. 19.7

Curbele din figura 19.7 se aproximeaza prin drepte, descrise de ecuatii

n

or=Cr0, t‘i (19.8)
Ry

unde o, este rezistenta la rupere statica iar 7~ este un timp de referinta.

Duratele de exploatare ale pieselor din otel sunt cu mult mai mari decat
duratele incercarilor prin care se stabilesc curbele de fluaj. Caracteristicile necesare
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calculelor de dimensionare se determina prin extrapolarea rezultatelor incercarilor,
asa cum se arata in paragraful 19.5.

19.3 Relaxarea tensiunilor

Relaxarea este procesul de micsorare in timp a tensiunilor dintr-un
material, la deformatii specifice totale constante. Un exemplu tipic este relaxarea
buloanelor de prindere a flanselor conductelor de abur supraincilzit sau a
carcaselor turbinelor, care poate duce la pierderea etanseitatii.

Fenomenul intervine si in oboseala termicd a unor componente ale
cazanelor cu abur. Relaxarea tensiunilor face ca oboseala la numar redus de cicluri
si temperaturi inalte sd fie dependenta de frecventa si forma de unda a solicitarii, in
special de durata mentinerii constante a deformatiilor specifice (‘strain hold’).

Incercarea de relaxare prin tractiune se face conform standardului SR EN
10319-1:2004. Epruveta este incarcatd cu o fortd de intindere care produce o
tensiune initiald, o, inferioard limitei de proportionalitate a materialului si
mentinutd la temperatura si lungime constante. Incircarea initiald se alege intre
0,6-0,8 din incarcarea corespunzitoare rezistentei de rupere la tractiune. incercarea
la relaxarea a sarmelor pentru beton precomprimat se face conform STAS 7209-87.

o/E
A

o,/E

Fig. 19.8

Deformatia specificd totala initiald, &,, care rdmane constantd in timp,

are o componenta elastica ¢, = o/E si una plasticd, ¢ 1> produsa de fluaj
50 = ge +‘9f = const.

Deformatia plasticda &, creste in timp, deci deformatia elastica se

micsoreaza (fig. 19.8) si tensiunea o scade.

Derivand in raport cu timpul, se obtine



278 REZISTENTA MATERIALELOR

de
id0'+_f=0

— 19.9
E dt dt (19:9)

Daca variatia vitezei de fluaj cu tensiunea este descrisa de relatia (19.3),
care se considera valabild si in procesul de descrestere a tensiunilor la relaxare,
atunci ecuatia (19.9) devine

1 do

+Bo™ =0. (19.10)
E dt

Prin separarea variabilelor rezulta

dl — _Ld_o- .
EB ™

Prin integrare se obtine timpul de relaxare a tensiunii de la valoarea
initiala o = E¢, la valoarea o, la momentul ¢

Ot
(=L | 4o L__ L1 o
EB), o" EBm-D|o/ o

Valoarea tensiunii relaxate la timpul ¢ este

Oy

o, = —> pentru m=1  (19.12)

_ [tEB (m—-1)og ™ +1 ]H

o, =0, e EB pentru m=1. (19.13)

In practica se constatd ca relaxarea tensiunilor are loc ceva mai repede
decat conform ecuatiei (19.11) datorita fluajului primar care a fost neglijat.

Exemplul 19.2

La un cablu din otel cu exponentul tensiunii m =1, solicitat initial cu o
tensiune de 100MPa, se observa o scddere a tensiunii cu 2MPa dupa sase

saptamani. Cu ce tensiune initiald trebuie montat cablul ca dupa un an aceasta sa nu
scada sub 150 MPa .

Rezolvare
Inlocuind datele incercirii in ecuatia (19.13) rezulta

L __6 =297 saptamani.

—100.~-6EB I
98=100-¢ , 7B 100
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In configuratia finala

32 52
150=0,-¢ 27, 0y=150-¢27 =178,7MPa.

Exemplul 19.3

Buloanele flanselor unei conducte cu abur sunt stranse la o tensiune initiala
de 400 MPa . La ce valoare se relaxeaza tensiunea din buloane dupa 10000 ore de

functionare daca otelul acestora are urmatoarele caracteristici: FE =200GPa,
m=3, B=48-10"%ore 'Pa™.
Rezolvare

Inlocuind valorile numerice cunoscute in relatia (19.11) rezulti

1 1 1
10000 = - ,
200-10°-48-10* -2 (5,.10°)*  (400-10°)*
19,2-10*7=i2— 12,
o2 400
o, =3498MPa .

Exemplul 19.4

Buloanele carcasei unei turbine cu abur trebuie restranse periodic din cauza
relaxarii tensiunilor. Care este intervalul de timp Intre doud strangeri consecutive in
care tensiunea initiald de 400 MPa dintr-un bulon scade la jumatate. Se dau

caracteristicile materialului: £ =200GPa, m=3, B=4- 10?7 ore 'Pa™> .
Rezolvare
Din relatia (19.11), pentru o, =0 /2, se obtine expresia intervalului de
timp ¢, intre doud strangeri consecutive
2" -1
t, = Pl
(m-1) EB o,

Pentru m =3 se obtine

3

ty=——,
2EB o

N
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3
©2.2:10'1-4.10%7 - 4002

=117180ore =17 luni.

N

19.4 Mecanismele fluajului

Durata de exploatare a unei turbine cu abur este de minimum 40 ani.
Dacé deformatia specificd admisibila de fluaj este de 1%, atunci viteza de fluaj este

de ordinul 107''s7!, Extrapolarea la aceastd viteza pe baza datelor masurabile in
laborator este riscantd, deci este necesara intelegerea mecanismelor fizice care stau
la baza fenomenelor de flua;.

La temperaturi joase, deformatia plastica de fluaj se produce prin
lunecarea relativd a dislocatiilor. La temperaturi nalte existd doud mecanisme
principale de deformare numite fluaj prin difuzie si fluaj prin dislocatii, desi
ambele sunt produse de mecanisme de difuzie.

Viteza de fluaj stationar variazd cu tensiunea, o, cu temperatura
absoluta, 7, si cu dimensiunea medie a grauntilor cristalini, d, conform relatiei

p m
g = 42GP (QJ [3) , (19.14)
: kT \d) \G

unde
D=D, e 9/RT este coeficientul de difuzie corespunzator,
D, este o frecventa caracteristica,
G — modulul de forfecare al materialului,
b — lungimea vectorului Burgers (distanta medie intre atomi),
kg = 138-107% J/K este constanta lui Boltzmann,

p — exponentul inversei dimensiunii grauntilor,
m — exponentul tensiunii,
A — constantd adimensionala.

In aliaje metalice m =3 iar in majoritatea metalelor pure m =4,5+6.

Vectorul Burgers masoara diferenta intre reteaua distorsionatd in jurul
dislocatiei si reteaua perfectd (J. M. Burgers, 1939). El indica directia si marimea
deplasarii atomice care apare cand o dislocatie se misca.
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Metalele pure care au modulul de forfecare G de valori mari, ca
tungstenul, molibdenul, si aliajele de crom cu tungsten si molibden, sunt materiale
rezistente la fluaj. In general, materialele ingineresti sunt “Intérite” prin precipitatii

care se acumuleaza la marginile grauntilor si incetinesc fluajul.

19.4.1 Fluajul prin difuzie

In corpuri solide, difuzia defineste miscarea atomilor in interiorul
grauntilor cristalini si in lungul marginilor grauntilor. La temperaturi inalte,
T>0,7T,, agitatia termica este suficientd ca atomii sa difuzeze sub actiunea

tensiunilor mecanice aplicate, producand alungirea grauntilor pe directia de
solicitare.

Exista doud feluri de fluaj prin difuzie: (a) prin difuzie intragranulara
(Nabarro-Herring) si (b) prin difuzie la limita grauntilor (fluaj Coble). Ambele apar
in zona MN a diagramei din figura 19.3, in care viteza de fluaj este proportionala
cu tensiunea aplicata.

19.4.1.1 Fluajul Nabarro-Herring

Fluajul prin difuzie in interiorul grauntilor cristalini, observat de F. R. N.
Nabarro (1948) si C. Herring (1950), este favorizat la temperaturi relativ inalte.

Fenomenul este mai intens in zonele cu densitate mai mare a golurilor
(lacunelor). Atomii migreaza spre zonele unde tensiunile au valori minime, iar
golurile migreaza spre zonele unde tensiunile au valori maxime. Aceasta duce la o
alungire a grauntilor paralel cu directia tensiunilor de compresiune minime. Pe
masura ce grauntii se deformeaza, procesul incetineste.

Deoarece difuzia are loc la scara grauntilor individuali, distantele de
difuzie sunt mai mici in materiale cu graunti fini, care astfel sunt mai susceptibile
la fluaj.

Viteza de fluaj este proportionald cu tensiunea aplicatd, o, §i invers
proportionald cu patratul dimensiunii medii a grauntilor, d :

Exn = A dcsz e /AT (19.15)

Uneori se utilizeza relatia

3
_ 7O'D0b e_Q/RT ’

- 19.15, a
kpTd* ( )

ENH

unde R = N, kg, iar Ny =6,022- 102 mol ™" este numirul lui Avogadro.
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19.4.1.2 Fluajul Coble

Fluajul prin difuzie in lungul marginilor grauntilor cristalini, observat de
R. L. Coble (1963), este favorizat la temperaturi mai mici decat cel prin difuzie
intragranulara, avand viteze mai mari. Atomii migreazd din zonele cu tensiuni de
compresiune mari, spre zone cu tensiuni mai mici, modificand forma grauntilor.

Viteza de fluaj este proportionald cu tensiunea aplicatd, o, si invers
proportionala cu puterea a treia a dimensiunii medii a grauntilor, d :

éo=My—— YT (19.16)
d
Se mai utilizeza relatia

4
_ SOGDOb e,Q/RT‘

éc = (19.16, @)
T kpTd?

19.4.2 Fluajul prin dislocatii

Fluajul prin dislocatii apare in zona NP a diagramei din Fig. 19.3,
corespunzand asa-zisului fluaj cu legea puterilor. Dependenta de tensiune a vitezei
de fluaj urmeaza o lege a puterilor cu un exponent m=3+8§.

Dislocatia defineste linia care separd partea deformatd de partea
nedeformata a retelei cristaline. Tensiunile de forfecare tind sa produca deplasari
relative 1n planul dislocatiei. Acestea pot fi blocate de un obstacol de tipul unui
precipitat (atom strdin in retea). Activarea termicad face ca atomii sa difuzeze din
planul dislocatiei, permitdndu-i sd se deplaseze perpendicular pe directia de
alunecare pana depaseste obstacolul, continudnd apoi sa se deplaseze pe directia de
alunecare.

Se spune cd fluajul are loc prin alunecarea dislocatiilor datorita
“catararii” peste obstacolele microstructurale, fenomen care poate apare doar la
tensiuni relativ mari dar la temperaturi relativ mici. Catararea implica o rearanjare
a atomilor, care se face prin difuzia golurilor, de unde apare si dependenta de
temperatura a procesului.

(194

La temperaturi 037, <7 <0,57,, difuzia care conduce la “catdrare” are
loc in centrul dislocatiei, adicd la marginea planului acesteia. La temperaturi

T >0,57,, difuzia are loc “in volum”, adica in interiorul grauntilor.

Viteza de fluaj este proportionald cu o anumitd putere, m, a tensiunii
aplicate, o, si nu depinde de dimensiunile grauntilor
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m
ép=dAy T e ORT (19.17)
T
Se mai utilizeza relatia

¢y = a20G0 [Ej e Q/RT (19.17, a)
kT \G

unde m=3+8.

19.4.3 Fluajul Harper-Dorn

J. Harper si J. E. Dorn (1957) au observat un alt mecanism de fluaj in
zona MN a diagramei din Fig. 19.3, care indicd o deviere de la fluajul cu legea
puterilor. Golurile difuzeaza din margini de dislocatii care au vectorul Burgers
paralel cu axa tensiunilor maxime cétre cele avand vectorul Burgers perpendicular
pe axa respectiva. Coerenta agregatului cristalin este mentinutd prin alunecari in
lungul marginilor grauntilor.

Aceasta conduce la o vitezd de fluaj proportionald cu tensiunea,
independenta de dimensiunile grauntilor si proportionald cu densitatea dislocatiilor,

care este de ordinul 5-10'm™ si independenta de tensiunea aplicatd si de

tratamentele anterioare ale materialului. Procesul este stationar si se dezvolta in
interiorul grauntilor, deci nu apare o acumulare de material la marginile grauntilor.
Energia de activare este aproximativ egald cu cea de autodifuzie. Fluajul Harper-
Dorn a fost observat la temperaturi ridicate 7 > 0,57, , la tensiuni mici si graunti de
dimensiuni mari, avand viteze de fluaj de cateva ordine de marime mai mari decat
in fluaj Nabarro-Herring. Difuzia are loc “in volum”, adica in interiorul grauntilor.

Viteza de fluaj are expresia

éup = Ay % e Q/RT (19.18)

fiind ceva mai mult decat de doud ori mai mare decat &, .

19.4.4 Fluajul prin alunecarea grauntilor

Tot in zona MN a diagramei din figura 19.3, W. A. Rachinger (1952) a
observat o deviere de la fluajul cu legea puterilor explicabila prin alunecarea
relativa a grauntilor. Grauntii 1si mentin forma initiald dar se aliniazd in lungul
directiei de Intindere.
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Pentru graunti de dimensiuni relativ mari, viteza de fluaj este

2 3
én :A% (%J e Q/RT (19.19)
B
Pentru graunti de dimensiuni mici
2
ér :A:C'TG:; (%) o O/RT | (19.19, a)
B

unde D, este factorul de frecventa al difuzivitatii la marginea grauntilor.

Tensiunea de forfecare teoreticd
—r——— Eefpes et

T
G

Lunecarea relativd a dislocatiilor

\ 7 = const.
\\ -

\\ -
Fluay prin dislocatii )
\\\\
w\ ~

Regim elastic

Y
Fluaj \‘\ Fluaj

Vi

Coble I Nabarro-
N
\ | Herring
AN
0 0,2 0.4 0,6 0,8 1.0
T/T,
Fig. 19.9

19.4.5 Diagramele mecanismelor de deformare

Pentru un material dat, se reprezinta grafic logaritmul raportului intre
tensiunea tangentiald si modulul de forfecare, r/G, in functie de temperatura

omologd, 7/7, (fig. 19.9), in care se traseaza linii cu valori constante ale vitezei
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lunecirilor specifice,  =const. (M. F. Ashby si H. J. Frost, 1982). In diagrama,

sunt delimitate zonele in care un anumit mecanism de deformare este predominant,
pentru o combinatie data a temperaturii §i tensiunii aplicate.

Pentru fluajul la intindere uniaxiald, tensiunea si viteza de deformare, o
si €, se calculeaza in functie de marimile de pe diagrama, 7 si 7, cu relatiile

o=+3r, (9:7//\/5

19.4.6 Materiale cu rezistenta mare la fluaj

Pentru cresterea rezistentei la fluaj a unei piese, se recomanda alegerea
unui material (a) cu temperatura de topire naltd, pentru a reduce vitezele de
difuzie, (b) cu rezistentd mare a retelei cristaline, de exemplu cu legaturi covalente,
pentru a se opune miscarii dislocatiilor, ca nitrurile si carburile de siliciu, (c) cu
impuritati, precipitate sau elemente in solutie solidd, care sa obstructioneze
dislocatiile, (d) cu granulatie care sa reduca difuzia la marginile grauntilor.

Materiale tipice cu rezistenta mare la fluaj sunt (1) otelurile inoxidabile
inalt aliate, de ex. AISI 316, cele cu retea cubica cu fete centrate, pentru a rezista
fluajului prin difuzie, si solutiile solide de nichel si crom, si precipitate de carburi,

utilizabile pana la 600°C, (2) aliajele pe baza de nichel, care contin precipitate si

elemente in solutie solida, utilizabile pana la 950°C si (3) materialele ceramice,
alumina si nitrura de siliciu, care au rezistentd mare a retelei cristaline dar
ductilitate redusa.

19.5 incerciiri accelerate la fluaj

Pe durata incercdrii se accelereazd aparitia deformatiei specifice totale
permise sau a ruperii utilizand o temperatura superioara celei de serviciu. Timpul
necesar la acestd temperaturd mai ridicatd este apoi convertit in duratd
corespunzatoare temperaturii de serviciu, cu ajutorul parametrilor timp-
temperaturad.

19.5.1 Durata de rupere la fluaj

Se considera valabil modelul de fluaj descris de ecuatia lui Arrhenius
(19.4)

& =A(c)e YR (19.20)
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in care coeficientul 4 este functie de tensiunea aplicata.

In forma diferentiala, ecuatia (19.20) se scrie
de, = A(c) e YRT4r .

Considerand ca energia de activare O nu variaza in timp si neglijand
constanta de integrare, se obtine deformatia specifica de fluaj stabilizat

e, =A(o)te 9RT. (19.21)

Daci la t =¢, deformatia specificd la rupere este &, , atunci durata pana
la rupere este

_ &R _OJRT
tp=—3"%— . 19.22
R T )e ( )

Prin logaritmare se obtine
logiy =log—22— 4043432 L (19.23)
A(o) RT

Pe baza curbelor de rupere prin fluaj, de tipul celor din figura 19.7, se
reprezintd, in coordonate semilogaritmice, durata de rupere, log?¢,, In functie de
inversa temperaturii, 1/7, pentru diferite valori ale tensiunii de incercare (curbe
‘izobare”).

In prelucrarea datelor experimentale s-au emis doud ipoteze
simplificatoare, care stau la baza unor metode parametrice de extrapolare a
rezultatelor incercarilor la fluaj. In metoda propusa de F. R. Larson si J. Miller
(1952) se considera ca liniile de tensiune constantd sunt concurente intr-un punct
de pe axa ordonatelor. Aceasta presupune cd &g,/ A(0) = const., iar energia de

activare variaza numai cu tensiunea. In metoda propusi de O. Sherby si J. E. Dorn
(1954) se considera ca liniile de tensiune constantd au aceeasi pantd. Aceasta
presupune ca energia de activare Q este constanta iar raportul £, /A(c) variaza

cu tensiunea aplicata.

19.5.2 Metoda Larson-Miller

In ecuatia (19.21) se noteazi
O=te ORT (19.24)

marime denumita timp compensat prin temperaturad.
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Relatia (19.21)
e, =A(0)-0 (19.25)

aratd cd, pentru o tensiune de incercare datd, curbele care reprezintd variatia
deformatiilor specifice de fluaj masurate la diferite temperaturi in functie de
parametrul @ se suprapun, fapt confirmat experimental.

Aplicand relatia (19.21) pentru durata pana la rupere, se obtine

SsR_ -Q/RT _

—SE_—¢ =0,, 19.26
(o) R€ R ( )
logfy =logty —0,4343Q ! (19.27)

RT '

Dacd ¢, /A (o) = const. atunci 6y = const. si se noteaza

10g%=10g9R -_C, (19.28)
unde C se numeste constanta de extrapolare.
Relatia (19.23) devine
logtp =—C+ O,4343Q ! (19.29)

RT
Reprezentand grafic logt, in functie de 1/T pentru diferite valori ale

tensiunii de incercare se obtin /iniile din figura 19.10, concurente in punctul de
ordonata —C =log ;.

Panta acestor drepte defineste parametrul Larson-Miller
P —043432—T(1o tg +C) 19.30
v =Y R gip +L ). (19.30)
care este functie de tensiunea aplicata.

Pentru a calcula constanta C si valorile P;,, este nevoie de cel putin
doua puncte pe fiecare linie de tensiune constantd. In lipsa datelor experimentale,
pentru oteluri si o largd categorie de metale se poate utiliza valoarea C =20.

Deoarece parametrul P;,, variazd cu tensiunea, se subintelege ca energia
de activare Q se presupune cd variazi cu tensiunea. In schimb 6, este o constantad
de material, la fel ca si C.
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Fig. 19.10

Dupa ce s-a calculat constanta C, se reprezinta grafic parametrul P;,, in
functie de tensiune in coordonate semilogaritmice logo — P;,, (fig. 19.11). Pentru

toate tensiunile si temperaturile de Incercare, datele se Inscriu in lungul unei
singure curbe. Aceasta este utilizatd pentru estimarea duratelor de rupere.

log o

oo p>oo

Fig. 19.11

Pentru o tensiune datd o se determind P;,, apoi, pentru o temperatura 7'
data, din ecuatia (19.30) se obtine
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logty :—C+PLTM. (19.31)

De remarcat cd datele necesare trasarii curbei logo — Py, prin incercari
in laborator se pot obtine utilizdnd durate de rupere ¢ mult mai mici decat
duratele de serviciu ale pieselor. Rezultd ca datele din incercari la durate 7, mici si
teperaturi 7' 1nalte sunt folosite pentru a prezice comportarea la durate ¢, mai
lungi si teperaturi 7 mai joase.

Se recomanda ca durata incercdrilor sd nu fie mai mica decat 10% din
durata de serviciu doritd. Astfel, pentru piese de turbine cu abur energetice,
proiectate pentru o duratd de 20 ani, incercarea la fluaj ar trebui extinsa pana la
17500 0ore = 2 ani (!).

Parametrul Larson-Miller se poate folosi §i pentru estimarea duratei 7,
dupa care se obtine o anumitd deformatie specifica de fluaj &, inainte de rupere.

Se pot compara diferite materiale, trasand liniile corespunzitoare pe
aceeasi diagrama logo — P;;,. Curbele situate in partea de sus si in dreapta
diagramei indicd materialele cu rezistenta mai mare la fluaj.

Uneori este util sd se aproximeze parametrul Larson-Miller printr-un
polinom

Py = by +byx+byx* +byx°
unde x =logo . Coeficientii b; se obtin prin regresie neliniara.
Conform STAS 8894/2-81, rezistenta tehnica de durata R. se determind
cu relatia

R 2
ro_
log—"=ag+a Py +a,Ppy,
IR

in care a,, a;, a, sunt constante experimentale, dependente de compozitia,

structura materialului i temperatura de incercare.

Exemplul 19.5

O piesa din otel aliat este solicitatd la fluaj prin Intindere uniaxiald cu
tensiunea 150 MPa . Care este temperatura maxima admisa daca piesa trebuie sa
functioneze 40 zile cu un coeficient de sigurantd egal cu 10 fatd de durata pana la
rupere. O bard din acelasi material incercatd cu 150 MPa la 530°C s-a rupt in 260
ore.

Rezolvare
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Deoarece tensiunea in serviciu este aceeasi cu tensiunea de Incercare,
parametrul Larson-Miller se calculeaza cu relatia (19.30) in care se alege
C =20 log(ore) .

Pe baza datelor incercarii se calculeaza
Py =T(1ogtR +C )= (530+273) (log260+20)=18000 .

Pentru o durata de serviciu de 40 zile, cu un coeficient de sigurantd egal
cu 10, piesa trebuie sa reziste 400 zile, deci ¢, = 9600 ore . Rezulta

7o P 18000
logtp +C  1og9600 + 20

~7505K (4775°C).

19.5.3 Metoda Sherby-Dorn

Daca in relatia (19.27) se considera ca energia de activare Q nu variaza
cu tensiunea aplicata, atunci liniile de tensiune constantd trasate in coordonate
logtz —1/T au pante constante (fig. 19.12).

A o 6,

IOgtR 0,>0,>0, ///
/ _—

%’“U

iy

%’“U

N

o
S
w
A3

Fig. 19.12

Ordonata punctului de intersectie al unei linii ‘izobare’ cu semiaxa
negativa a ordonatelor defineste parametrul Sherby-Dorn

Py, =logfg =logty —0,4343%% (19.32)
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iar panta dreptei este proportionala cu energia de activare (. Aceasta are valori de
110 kcal/mol la oteluri cu crom, molibden si vanadiu, 90 kcal/mol la otelurile cu
nichel si crom si 36 kcal/mol la aluminiu si aliaje de aluminiu (1cal =4,197).

log &

oo >oo
SIESINN

Q =const.

SD

Fig. 19.13

Dupa ce s-a calculat O, se reprezintd grafic parametrul Pg, in functie de
tensiune In coordonate semilogaritmice logo — Py (fig. 19.13). Punctele obtinute

pentru toate tensiunile si temperaturile de incercare se inscriu in lungul unei
singure curbe. Aceasta este utilizatd, la fel ca diagrama logo — P;;, (fig. 19.11)

pentru estimarea duratelor de rupere ¢ .

Exemplul 19.6

Sa se rezolve problema de la Exemplul 19.5 folosind parametrul Sherby-
Dorn.

Rezolvare

Parametrul Sherby-Dorn se calculeaza cu relatia (19.32) in care se alege
O =90kcal/mol si R=2 cal/mol-K:

0,4;43 0. % log260 04343 90000

2 5304273

Pentru ¢ = 9600 ore rezultd
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0,4343
2 2 02171-90000

“logtp — Py 10g9600— (- 2192)

=754,4K (481,40C )

Exemplul 19.7

Prin incercarea la fluaj a unui otel austenitic s-a obtinut exponentul
tensiunii m =3 si o vitezd de fluaj stabilizat &, = 2,95-1071%7! pentru o tensiune
de 18MPa la 627°C si pentru o tensiune de 4 MPa la 777°C . Se cer: (a) valorile
difuzivitatii D, si a energiei de activare O, (b) tensiunea care va produce aceeasi

viteza de fluaj stabilizat la 727°C.
Rezolvare

a) Inlocuind valorile numerice cunoscute in relatia (19.6), pentru 4=0,
se obtine Dy =2,56MPa s ™! si O =236kJ/mol.

b) 0 =6,27MPa..

Observatie

Cele douda metode prezentate anterior pornesc de la doua ipoteze diferite
privind alura dreptelor de tensiune constantd in coordonate logz, —1/7 . Ambele
metode se bazeaza pe ecuatia vitezei de fluaj (19.20), care diferd de ecuatia (19.14)
utilizatd In prezent in majoritatea studiilor de fluaj, in care apare dependenta directa
de inversa temperaturii 1/7 in plus fatd de cea exponentiald. Totusi, ambele
metode au condus la rezultate practice acceptabile si sunt incluse in standardul
STAS 8894/2-81. Alte doua metode de extrapolare, bazate pe drepte de tensiune
constanta trasate in coordonate log¢z —7 au fost propuse de S. S. Manson si A. N.

Haferd (1953) si de A. Constantinescu (1970), fiind de asemenea incluse in
standardul mentionat.

19.6 Fluajul tranzitoriu

Diagramele “tensiune - durata la rupere prin fluaj” (fig. 19.7) pot fi
utilizate pentru estimarea durabilititii la fluaj tranzitoriu, care este exprimata in
unitdti de timp. In cazul unei solicitdri cu tensiuni variabile, dacd ¢, este timpul

total de solicitare la tensiunea o;, la care durata pana la rupere este #p;, atunci
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raportul ¢, /tRi poate fi considerat o masurd a deteriordrii, la fel cum raportul
ciclurilor n; / N; este utilizat in ipoteza Palmgren-Miner pentru estimarea

durabilitatii la oboseala (E. L. Robinson, 1980).

Pentru o singurd secventd de incarcare, suma deteriordrilor la diferitele
nivele de solicitare este teoretic egala cu unitatea

—=1. (19.33)

In cazul unor secvente de incarcare repetate, dacd B, este numarul de

repetitii ale secventei pana la rupere, suma din membrul stang se inmulteste cu B .

Variatiile temperaturii pot fi incluse prin utilizarea parametrilor timp-
temperatura. La fiecare nivel al tensiunii, o;, se determind parametrul 7, din care

se obtine ¢, inlocuind temperatura adecvata.

In cazul interactiunii fluajului cu oboseala, relatia (19.33) se combini cu

(18.63). Rezulta
t. n.
L L =1, 19.34

Z IRi Z N; ( )

relatie Tn care se neglijeaza frecventa ciclului de solicitare, factor care determina
contributia relativa a fiecarui mecanism de deteriorare. In calcule practice, suma de
mai sus se alege egald cu 0,15.

Dupa cum s-a aratat in Capitolul 18, in cazul solicitarilor ciclice de
amplitudine constantd, durabilitatea la oboseald la temperaturi inferioare celor de
fluaj se poate estima pe baza proprietdtilor statice utilizdnd ecuatia pantelor
universale (18.46).

Ae=35 % N2 4 06 OO,

In formularea originald, in ecuatia liniei corespunzdtoare deformatiei
plastice intervine numai ductilitatea reala &,. U. Muralidharan si S. S. Manson

(1986) au modificat ecuatia componentei plastice, introducand si rezistenta la
rupere. Ecuatia modificata a pantelor universale este

o 0,832 o -0,53
Ae=117 | == N2 40266915 22 N0 (19.35)
E I\ E

si conduce la estimdri mai bune ale durabilititii la oboseald. In practica,
durabilitatea se calculeaza cu ambele ecuatii si se alege valoarea cea mai mica.
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In cazul oboselii oligociclice la temperaturi inalte, durabilitatea se
calculeaza cu relatia (S. S. Manson si G. R. Halford - 1967)
N

N'= s (19.36)

N n

1+

S tr,

unde N este valoarea calculatd din ecuatia pantelor universale, k este fractiunea de
timp in care materialul este solicitat la tensiunea maxima, /' —frecventa ciclului de
solicitare, 75 - abscisa punctului in care linia care aproximeaza o curbd din figura

19.7 intersecteaza axa absciselor, n - panta liniei corespunzatoare temperaturii de
lucru.

19.7 Mecanica ruperii la fluaj

Deformatiile dependente de timp duc la o cumulare a deteriordrilor
dependenta de timp. Este posibild initierea si dezvoltarea fisurilor prin fluaj si prin
actiunea combinatd fluaj-oboseald. Studiul propagarii acestora este bazat pe
mecanica ruperii elastice liniare (MREL) si mecanica ruperii elasto-plastice
(MREP).

La metalele ‘ductile la fluaj’ s-au dezvoltat metode bazate pe mecanica
ruperii dependente de timp. Incercirile de crestere a fisurii la fluaj se fac conform
ASTM Standard E 1457-92. Acesta nu este aplicabil materialelor fragile la fluaj,
cum sunt aliajele de titan si cele de aluminiu pentru temperaturi inalte.

Viteza de propagare a fisurii la fluaj, da/d¢, este datd de ecuatia

%ZH.ctq, (19.37)

unde H si ¢ sunt constante de material, iar C, este parametrul lui Saxena, masurat

in kJ/ m? ord. De exemplu, pentru oteluri Cr-Mo utilizate la echipamentul termic
din centralele electrice, H = 0,094 si ¢ =0,805.

Datele experimentale se prezintd sub forma de diagrame ale vitezei de
propagare a fisurii, da/d¢, masuratd in mm/ord , in functie de parametrul C,,

masurat in kJ / m? ord , trasate in coordonate logaritmice (fig. 19.14).
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T=const.
da
log 47 74
A ':'/A
o %
AN O
. /5
oA .
A
vd
A

log C,
Fig. 19.14

Uneori in locul parametrului C, se utilizeaza valoarea integralei C* (A.
Saxena, 1986), definita in standardul mentionat.

Incercarile de crestere a fisurii la fluaj si fluaj-oboseald dureazi de la
cateva saptimani pand la un an. In cele care dureazi un an, se realizeazi viteze de
crestere de ordinul a 1,3 pum/ord. Datele obtinute prin astfel de Incercari se
incadreaza in domeniul util pentru proiectare §i pentru stabilirea unor intervale de
inspectie judicios alese.

De exemplu, la un avion inspectat la intervale de 10000 ore, se tolereaza
cresteri de + 6,35 mm . Lungimea fisurii care poate riméne neobservata la inspectie
este 1,27 mm. Rezulta ca valoarea admisibild a vitezei medii de crestere a fisurii
poate fi de 1,14 um/ora, inferioara valorii realizate la incercari.

Sunt insd cazuri in care este necesara accelerarea fluajului prin incercari
de scurta durata la temperaturi superioare celor din exploatare. Se recurge la relatia

(19.21) dedusa din ecuatia lui Arrhenius (19.4). Prin evaluarea acesteia la valorile
de referinta ¢,,0 si T, , rezulta

m -2l 1 (19.38)

Reprezentand grafic 1/¢ in functie de 1/T, in coordonate logaritmice,
pentru diferite valori ale tensiunii o, se obtin linii drepte a caror panta este —Q/R,

de unde se calculeaza energia de activare. Liniile paralele aratd cd energia de
activare este independentd de o . Se reprezinta apoi temperatura de expunere, 7, In
functie de temperatura de referintd, 7., pentru diferite valori ale raportului

t/ t,¢r - Rezulta timpii de expunere in incercarile accelerate.
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Exemplul 19.8

O piesa din Inconel (aliaj Ni-Cr-Mo) este solicitatd la oboseala si fluaj, la
temperatura de 816°C . Ciclul de incircare are frecventa f = 0,017 cicluri/minut

iar fractiunea de timp in care materialul este solicitat la tensiunea maxima este
k =0,3. Proprietétile de rupere prin fluaj (ec. 19.8) la temperatura de lucru sunt

n=-015 , tp =1 minut, Cp=175. Materialul are rezistenta la rupere
o, =170MPa, gatuirea specifici RA=633% si modulul de elasticitate

E =120GPa, la temperatura de incercare de 816°C . Se cere numarul de cicluri
pana la atingerea unei amplitudini a deformatiei specifice totale de 1%.

Rezolvare

Alungirea specifica reala la rupere este

4 100 100
& =ln—=1n =In
A 100 - RA4 100-63,3

=1,0024 .
Inlocuid valorile numerice in ecuatia pantelor universale (18.46)

Ae=35 % N2 4 00 NTOS,

se obtine relatia

0,01=35 L03 N2 11002496 N706
120-10

de unde rezulta

N=3063 cicluri.

Daca se tine cont de fluaj, din ecuatia (19.36) se obtine durabilitatea la
fluaj-oboseala

N'= 3063 =34,46 cicluri.

1493 306302
0,017

Pentru limita inferioara a durabilititii se alege cea mai mica dintre
valorile N' si 0,1N =306,3, deci N' =34,46 cicluri. Valoarea medie a durabilitatii
se alege 2N'=68,93 cicluri. Pentru limita superioara a durabilitatii se alege
valoarea 10- N' =344,6 cicluri.
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Anexa 7
Proprietati monotone ale aliajelor metalice

E o} o, W | Of | &f K n

Materialul

GPa MPa MPa % MPa - MPa -

Otel SAE 950

150 HB 206 317 565 69 999 1,19 | 1151

Otel SAE 950X

laminat la cald 203 345 441 65 | 758 | 1,06 | 675 | 0,16
150 HB

Otel SAE 1045

forjat 200 622 915 59 | 1784 | 0,90 | 1762
260 HB

Otel carbon

AIST 1020 203 260 441 61 | 713 | 0,96 | 1221
105 HB

Otel slab aliat

AISI 4142
imbuntitit 199 | 1619 | 2446 | 6 | 2583 | 0,06 | 3484

670 HB

Otel slab aliat
SAE 4340 193 1181 1243 57 | 1913 | 0,84 | 1634
imbunatatit

Otel slab aliat

Man-Ten 206 324 565 65 1000 1,19 965 0,21
laminat la cald

Otel

RQC—]OO. 206 827 863 1190 | 0,78 | 1200 | 0,08
imbunatatit

Otel inalt aliat

AISI 304
tras la rece 173 746 953 69 | 2037 | 1,16 | 2313

36 HRC

Aluminiu
2024-T4 73,1 303 476 35 631 0,43 806 0,20

120 HB
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Anexa 8

Proprietati ciclice ale aliajelor metalice

O-CC K’ n, G} b g} ¢
Materialul

MPa MPa - MPa - - -
Otel SAE 950 1167 0,20 846 -0,08 | 0,20 | -042
150 HB
Otel SAE 950X

laminat la cald 365 | 896 | 0,143 | 827 | -0,09 | 0,68 | -0,65
150 HB

Otel SAE 1045
forjat 407 | 2293 | 0,191 | 2022 | -0,151 | 0,517 | -0,631
260 HB

Otel carbon
AISI 1020 1204 0,24 895 -0,11 0,29 -0,47

105 HB

Otel slab aliat

AIST 4142
Ambunititit 3320 | 007 | 2727 | -0,08 | 0,06 | -0,47

670 HB

Otel slab aliat
SAE 4340 125 0,117 1655 | -0,084 | 1,169 | -0,727

imbunatatit

Otel slab aliat
Man-Ten 331 1200 0,20 917 -0,095 | 0,26 -0,47

laminat la cald

Otel
ROC-100 586 1150 0,10 1160 1,06

imbunatatit

Otel inalt aliat

AISI 304

tras la rece 2489 0,155 2067 | -0,112 | 0,301 | -0,649
36 HRC

Aluminiu

2024-T4 808 0,098 900 -0,102 | 0,334 | -0,649

120 HB




Anexa 9

FOTOELASTICITATEA

1. Baze fizice

Fotoelasticitatea este o metoda de analiza experimentald a tensiunilor. Ea
da o imagine completd asupra distributiei reale de tensiuni in piese de cele mai
diverse forme, fiind aplicata in special corpurilor supuse la stari plane de tensiuni.

Metoda se bazeaza pe aparitia anizotropiei optice la anumite materiale
amorfe, ca urmare a unei solicitdri mecanice [24].

Un model al piesei studiate, executat dintr-un material optic activ, este
examinat In lumind polarizatd, cu ajutorul unui polariscop. Materialul initial
izotrop devine temporar birefringent sub actiunea sarcinilor aplicate.

La incarcarea modelului, raza de lumina din fiecare punct este polarizata
in doua plane perpendiculare unul pe celélalt, corespunzitoare cu directiile
tensiunilor principale din punctul considerat. Cele doua raze polarizate plan strabat
materialul cu viteze diferite si la iesirea din model au o diferentd de drum data de
formula lui W. Wertheim (1854)

5§=C(o;-0y)h, (A9.1)

unde /4 este grosimea modelului, C este constanta optica a materialului iar
(0'1 —(72) este diferenta tensiunilor principale in punctul considerat.

2. Polariscopul plan

Partea principald a unei instalatii de fotoelasticitate este polariscopul.
Polariscopul plan este alcatuit din doua filtre polarizante identice si orientabile 1n
planul lor - polarizorul si analizorul, si o sursd de lumina. Intre polaroizi se afla
dispozitivul de incarcare a modelului (fig. A9.1).

Polaroizii se obtin prin inglobarea intr-o masa plastica transparenta a unor
cristale microscopice, cu proprietati dicroice (absorbtia razei ordinare) si cu axele
optice de polarizare orientate intr-o singura directie.
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Sursa de lumina produce lumina alba sau monocromaticad. Lumina alba
difuza se obtine de la becuri cu incandescentd asezate in spatele unui geam alb
laptos, iar lumina monocromatica - de la o lampa cu vapori de sodiu.

Model
a .
o | — |
| ]
O .
ol _— _: __ :_ bservator

o:ﬁ— ——

I
O, Polan zor Anahzor
Sursa de
lumina

Fig. A9.1

In starea neincircati a modelului, pentru un polariscop cu polaroizii
incrucisati (avand planele de polarizare perpendiculare intre ele), campul de
observare este intunecat. Daca se incarca modelul, campul se lumineaza, aparand o
alternantd de benzi luminoase si intunecate - in lumind monocromatica, sau
colorate - daca se lucreaza in lumina alba.

Fig. A9.2

Raza monocromatica polarizata vertical la iesirea din polarizor poate fi
reprezentatd sub forma

S=acospt,

unde p este pulsatia luminii iar a este amplitudinea.
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In model, aceasta este descompusa in doud raze polarizate plan in lungul
directiilor principale (fig. A9.2).
§] =§ COSQ = acosa cospt, Sy =ssina =asina cospt .

Aceste vibratii, care sunt in faza la intrarea in model, la iesire sunt
defazate datorita timpilor diferiti in care strabat modelul

s| =acosacosp(t—1,), sh =asina cosp(t —1,),

unde 1) =h/v|, t =h/v,, vy si v, suntvitezele de propagare ale celor doud raze

polarizate iar / este grosimea modelului.
Analizorul lasa sa treaca doar componentele orizontale ale acestora
a . a .
s/ =—sin2a cosp(t—t), s3==sin2a cosp(t—t,).
2 2
care au aceeasi amplitudine dar sens contrar.

La iesirea din analizor, fascicolul luminos are expresia

S, :% sin2a [cosp(t—1,)—cosp(t—1,)],
s, =asin2a sin[pa;tzj sinp(t—q;tzj .

Aceasta reprezintd o razd luminoasd de aceeasi pulsatie (deci aceeasi
culoare) si de amplitudine

. . -t
a'=a sin2a sin (pszJ,

in care

Lol _Ze )72

2 A A
unde ¢ este viteza luminii, 4 —lungimea de undd a luminii monocromatice i
o —diferenta de drum optic.
Intensitatea fascicolului luminos care iese din analizor este proportionala
cu patratul amplitudinii vibratiei
75\
I=ka? (sin2a)? (sin 7J , (A9.2)

unde a este amplitudinea vibratiei luminoase la iesire din polarizor, & —inclinarea
axei principale de birefringentd a modelului fatd de cea a polarizorului.

Diferenta de drum optic este
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S=c(t;—ty)=h(n —ny), (A9.3)
unde 17 si 11, sunt indicii de refractie pe directiile principale.
D. Brewster (1816) a stabilit legea fundamentala a fotoelasticitatii
n —ny =K (o, —0,). (A9.4)

Din expresia intensitatii luminoase se deduc conditiile de extinctie la
iesirea din analizor, corespunzatoare familiilor de benzi intunecoase - izocline si
izocromatice.

Izocline. Prima conditie de extinctie se obtine din anularea primului
factor
T

sin2a¢ =0  deci pentru a=n (n =0,1, 2) . (A9.5)

Ea se realizeazd pentru punctele in care directiile principale ale
tensiunilor coincid cu directiile planelor de polarizare ale polariscopului. Datorita
continuitatii starii de tensiuni in interiorul modelului, aceste puncte apar intr-o
succesiune continud, rezultand linii de extinctie numite izocline.

Izoclinele sunt locurile geometrice ale punctelor de egala inclinare a
tensiunilor principale, puncte in care directiile principale coincid cu directiile
planelor de polarizare ale polaroizilor in momentul observatiei.

Conditia de extinctie a izoclinelor nu depinde de lungimea de unda a
luminii folosite, astfel ca ele apar ca benzi Intunecate atit in lumina alba cat si in
lumind monocromatica.

Prin rotirea simultana a polaroizilor Incrucisati se obtine tabloul complet
al izoclinelor.

Izocromaticele. Al doilea fenomen de extinctie se produce simultan cu
primul si se deduce din a doua conditie de anulare a intensitatii luminoase

sin 7[75 =0  deci pentru o=k (k =0,1, 2) . (A9.6)

Datoritd continuitatii starii de tensiuni din model, a doua conditie de
extinctie este Tndeplinita intr-o succesiune continua de puncte, rezultand o serie de
franje de interferentd numite izocromatice.

Izocromaticele sunt locurile geometrice ale punctelor in care valoarea
diferentei tensiunilor principale este constanta.

Din relatia (A9.1) se obtine § =k A=C (0] — 0, )k de unde rezulta
o) —0y =koy, (A9.7)

unde £ este ordinul franjei (ordinul benzii) iar
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== A9.8
% =" (A9.8)

este tensiunea etalon (valoarea benzii).

Punctele in care k=0, deci o] —o, =0, se numesc puncte singulare
(izotrope), adicda puncte de nedeterminare pentru directiile principale. Rezultd ca
aceste puncte sunt si centrele de rotire ale izoclinelor.

Numarul benzilor de interferentd depinde de intensitatea solicitarii, deci
de diferenta (0'1 —02). Marind incarcarea, liniile devin mai dese, deplasandu-se
de la marginea modelului spre punctele singulare.

La examinarea modelului in lumina alba, compusa din vibratii de diferite
lungimi de unda, expresia intensitatii luminoase la iesire din analizor este

0,77 Y
1=k sin20¢2 a? -| sin 4 .(A9.9
(sin2a)* /1[ ] m99)

1=0,39

Izoclinele si punctele singulare apar negre, ca locuri de extinctie
completd. [zocromaticele apar colorate in culorile inelelor lui Newton.

3. Polariscopul circular

Conditiile de extinctie pentru izocline si izocromatice se produc simultan,
fiind independente. Apare necesitatea separarii lor, pentru inlaturarea confuziilor.

In studiile calitative se obtin doar izocline, folosind un material mai putin
sensibil din punct de vedere fotoelastic (cu valoare mare a benzii), de exemplu
plexiglasul, astfel ca numarul de izocromatice sa fie redus sau chiar nul.

In studiile cantitative se obtin numai izocromatice prin studierea
modelului in lumina polarizata circular. In acest caz planul de polarizare al luminii
variazd continuu si rapid n jurul axei de pe directia de propagare, deci izoclinele
devin imperceptibile.

Polarizarea circulard se realizeazd cu o lama sfert de unda - lama

birefringenti, asezati cu axele de birefringentd la 45° fati de planul de polarizare
al polarizorului, producand o diferentd de drum & =14/4 (corespunzitoare unei

diferente de faza ¢ =7/2). Asezand si inaintea analizorului o lama sfert de unda,
cu axele de birefringentd orientate la 45° fatd de planul siu de polarizare (misurat

in acelasi sens ca la polarizor), se transforma polarizarea circulara din nou intr-o
polarizare plana. Astfel, vibratia pland de la iesirea din analizor este obtinutad prin
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suprapunerea a doud vibratii paralele, cu o diferentd de faza ce rezultd numai din
diferenta de drum optic produsad de modelul birefringent.

4. Modul de lucru

4.1 Etalonarea materialului

La etalonare se determina valoarea benzii modelului o, adica variatia
diferentei tensiunilor principale intre doud izocromatice succesive. Se foloseste o
epruvetd taiatd din placa din care va fi executat modelul (o, poate diferi de la o

placa la alta) solicitatd la incovoiere purd printr-un dispozitiv de incircare cu
parghie (fig. A9.3)

Fig. A9.3

La solicitarea de incovoiere purd, 1n sectiunile transversale si
longitudinale =0 deci tensiunile normale in aceste sectiuni sunt tensiuni
principale. In plan vertical, pe portiunea inferioarda o, =0, deci

01 —0p =07 =MZ/Iy .

In portiunea de incovoiere puri a epruvetei, izocromaticele apar ca franje
rectilinii i paralele cu axa barei (fig. A9.4)

T = Omax/k (A9.10)

unde
M (F/2)c

O = —=

(A9.11)
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Pentru a evita erorile datorite efectului de margine, se elimind din
determinare izocromaticele de la marginile modelului. Se traseaza un reper pe
epruvetd la o distantd Az de axa. Se Incarca epruveta pand ce o izocromatica se

suprapune peste linia de reper. In punctele respective
MAz (F/2)c
01 —0p =0, = = 3
I, w32

Az (A9.12)

Se determina ordinul £ al izocromaticei, pornind de la izocromatica de ordinul zero
(k=0) care coincide cu axa neutrd (in lumina alba apare neagrd). Rezulta

o, =0,/k.

dAz

Fig. A9.4

Se repeta determinarea pentru o Incdrcare mai mare, deci se calculeaza
o, pentru diferite valori k. Eroarea trebuie sa fie sub 5%.

4.2 Confectionarea modelului piesei de studiat

Folosirea modelelor in fotoelasticitate este indreptatita de faptul ca starea
pland de tensiune este, in majoritatea cazurilor, independentd de constantele
elastice £ §i v (teorema lui M. Lévy - 1898).

Modelele plane se pot confectiona din placi de plexiglas - pentru studiul
izoclinelor si din placi de rasini sintetice (araldit, juralit, dinox, epoxi, etc.) - pentru
obtinerea izocromaticelor. Operatiile sunt trasarea, tdierea cu traforajul, pilirea
pana la dimensiunile finale. Ultima prelucrare a marginilor modelului se face chiar
inaintea efectudrii Incercarilor, pentru evitarea falsificarii rezultatelor de catre
efectul de margine (efect de imbatranire).

Daca placa din care se va executa modelul prezinta cateva benzi datorita
tensiunilor remanente aparute prin ricirea neuniforma a placii la turnare, ea trebuie
supusa unui tratament de detensionare.
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4.3 Fazele studiului unui model

Dupa confectionare, modelul trebuie supus unei incarcari similare celei a
piesei reale sau celor considerate 1n ipotezele de calcul, atit ca mod de actionare,
cat si ca distributie. Elementele obtinute experimental sunt izoclinele si
izocromaticele [24].

4.3.1 Izoclinele

Izoclinele se obtin prin studierea unui model din plexiglas in lumina
polarizata plan.

Fig. A9.5

Daca se rotesc polaroizii, pastrand perpendicularitatea celor doud plane
de polarizare, forma izoclinelor se schimba. in figura A9.5 se prezinta cateva
izocline pentru o bara in consola incarcata cu o fortd verticala la capatul din drepta.
Sub fiecare imagine s-a mentionat parametrul izoclinei (unghiul « ).



FOTOELASTICITATEA 307

Apoi se suprapun pe aceeasi figurd izocline determinate pentru diferite
unghiuri de rotire ale planelor de polarizare (fig. A9.6).

Fig. A9.6

Pe baza izoclinelor se pot construi izostaticele. Se traseaza la intervale
regulate, de-a lungul fiecarei izocline, o serie de linii scurte, paralele cu una din
directiile principale corespunzitoare ei (fig. A9.7).

Fig. A9.7

Ducand apoi curbele continue, care sd intersecteze fiecare izoclind pe
directia idicata de liniile scurte, se obtin izostaticele de o speta, la desimea dorita.
Ortogonal fata de primele, se traseaza izostaticele de cealalta speta (fig. A9.8).

Fig. A9.8

Se remarca punctele singulare 4 (atractiv) si B (repulsiv), situate pe axa
barei, ca si punctele neutre M si N de pe contur, situate in varfurile unor unghiuri.
Trasarea familiilor de izostatice se face pornind de la aceste puncte.
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4.3.2 Izocromaticele

Izocromaticele se obtin pe un model, de exemplu de juralit, examinat in
lumina polarizata circular (fig. A9.9).

Fig. A9.9, ¢

Pornind de la punctele singulare (kzO) se noteaza pe fiecare curba

ordinul izocromaticei si cunoscand de la etalonare valoarea benzii modelului o,
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in lungul fiecarei curbe se cunoaste valoarea tensiunii tangentiale maxime (sau a
diferentei oy — o).

Modelul din figura A9.9, a are raza de racordare 1 mm, cel din figura
A9.9, b are raza de racordare 10 mm iar cel din figura A9.9, ¢ raza 20 mm.

Tabloul izocromaticelor este mai sugestiv decat cel al izoclinelor
deoarece da o idee asupra marimii tensiunilor in diferite zone. Examinand succesiv
concentrarea de tensiuni care apare 1n regiunea Incastrarii pentru consola cu diferite
raze de racordare, se observa rarirea izocromaticelor si scaderea ordinului
izocromaticei (deci a solicitdrii) la marginea zonei de incastrare, pe masura cresterii
razei de racordare.

4.3.3 Diagrama de variatie a tensiunilor pe contur

Pe o figurd cu izocromatice se poate trasa diagrama de variatie a
tensiunilor pe contur.

76,
66,
56,
Gmax f 40
o]
Gnom 30
y o
» 260 F
Go
e
.
Fig. A9.10

In punctele de intersectie ale izocromaticelor cu conturul, deoarece
tensiunea normald la contur este nuld, valoarea diferentei o] — o, reprezinta chiar
valoarea tensiunii normale axiale din acel punct. Raportand valorile tensiunilor
ko, pe normale la contur, in punctele de intersectie ale izocromaticelor cu

marginile modelului, unind printr-o curba continud extremitatile segmentelor astfel
obtinute, rezulta diagrama tensiunilor in lungul conturului (fig. A9.10).

Pe baza acestei diagrame se poate calcula factorul de concentrare a
tensiunilor in zona saltului de sectiune
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(@2
_ Ymax
K, =—max

O-nom
Valorile factorului K, scad cu cresterea razei de racordare.

Fotoelasticitatea este astfel un auxiliar pretios in proiectarea rationala a
pieselor de forme complicate.

Studiile mai complexe urmaresc determinarea separatd a tensiunilor
principale prin integrarea ecuatiilor de echilibru din teoria elasticitdtii in lungul
unei drepte aleasa arbitrar, prin integrare in lungul unei izostatice, combinand
studiul izocronelor cu cel al izopachelor, utilizand extensometrul lateral Coker sau
prin metoda Frocht [24].

4.4 Trecerea de la model la piesa reala

Tensiunea intr-un punct al piesei metalice reale se calculeaza cu formula

d, h, F
oc=0, 22— (A9.13)
d h F,
in care d,, /d este raportul intre dimensiunile liniare ale modelului si dimensiunile
piesei (in planul acestora), A, /h este raportul grosimilor modelului si piesei,
F/F,, este raportul intre sarcina aplicata piesei reale si cea aplicatd modelului, iar

o, este tensiunea Intr-un punct al modelului.
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