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Prefata

Lucrarea se bazeaza pe cursul Tensiuni termice predat studentilor
masteranzi de la Facultatea de Inginerie Mecanica si Mecatronicd, la Universitatea
Politehnica Bucuresti.

Materialul prezentat se limiteazd la fenomene in care problema
termoelastica este decuplatd de problema transferului de caldurd. Desi tensiuni
termice de valori mari sunt produse de campuri de temperaturi tranzitorii §i cu
variatie rapidd 1n timp, In curs se trateazd cu precadere tensiunile produse de
campuri stationare de temperaturi in materiale izotrope.

Avand in vedere bugetul de timp limitat, prezentarea se limiteazd la
fenomene termoelastice. Nu se trateaza fenomene termoplastice, tensiuni produse
de fluaj, tensiuni remanente sau tensiuni produse de socuri termice.

Se presupune ca cititorul este familiarizat cu notiunile de bazd din
Rezistenta materialelor si Analiza cu elemente finite. Se prezintd principalele
rezultate clasice, care conduc la solutii “inchise”, pentru a oferi o imagine de
ansamblu asupra distributiei tensiunilor termice in diferite elemente structurale:
bare si sisteme de bare, placi plane subtiri, cilindri si discuri axial-simetrice,
invelisuri subtiri. In fiecare caz, se fac referiri la utilizarea metodei fortelor
termoelastice echivalente, prin care problema termoelasticd este redusa la o
problema clasica de Teoria elasticitatii sau Rezistenta materialelor.

Cazurile tratate se rezuma la distributii axial-simetrice ale temperaturii
pentru cilindri si discuri axial-simetrice, la distributii liniare pe grosimea placilor si
invelisurilor, si la distributii constante in lungul barelor, care diferd de distributia
reala. Problemele practice se rezolva utilizand programe de calcul cu elemente
finite, precedate de studiul transferului termic pe un model cu aceeasi retea de
discretizare, pentru determinarea campului de temperaturi. Utilizarea acestora
depaseste cadrul acestui curs.

Cursul urmareste a) descrierea fenomenelor termomecanice intdlnite in
practica inginereascd; b) calculul tensiunilor si deformatiilor termice in elemente
structurale; si c) Inarmarea studentilor cu baza fizicA necesard in modelarea
analiticd si numerica a structurilor cu efecte termice, pentru elaborarea solutiilor
ingineresti ale problemelor termoelastice.

Iunie 2010 Mircea Rades
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1.
FENOMENE TERMOMECANICE

Tensiunile termice, uneori denumite tensiuni “termomecanice”, apar
datoritd interactiunii corpurilor deformabile cu campul de temperaturi rezultat in
urma transferului termic (incilzire sau ricire). in corpuri libere, acestea sunt
tensiuni autoechilibrate produse de distributia neuniformd a temperaturii sau de
valori diferite ale coeficientilor de dilatare termica.

1.1 Natura tensiunilor termice

Un corp elastic omogen neconstrans, incdlzit uniform, se dilata liber.
Variatia temperaturii corpului produce alungiri specifice termice, fara sd genereze
tensiuni termice.

In corpurile din materiale izotrope, tensiunile termice apar in doua cazuri:
a) daca dilatarea produsad de incédzirea uniforma este impiedicatd (cazul sistemelor
static nedeterminate), sau b) dacd incalzirea produce un camp neuniform de
temperaturi (variabil pe grosimea barelor, placilor, tuburilor, sau in parti diferite ale
sistemului elastic). Tensiuni termice apar si in materiale anizotrope, in bare
sandvici cu sectiuni nesimetrice §i in placi compozite, chiar intr-un camp uniform
de temperaturi.

Dilatarile termice determina alungiri specifice care se adauga alungirilor
specifice mecanice si produc tensiuni normale.

1.2 Ipoteze de baza

In general se considera ca tensiunile termice nu influenteazi campul de
temperaturi, alungirile specifice calculdndu-se prin suprapunere liniara, addugand
alungirile specifice termice la cele datorite tensiunilor normale produse de sarcinile
exterioare. Prin aceasta se decupleaza problema termoelastica de problema
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transferului de caldura. Campul de temperaturi este determinat independent de
orice considerare a tensiunilor si deformatiilor, iar distributia de tensiuni si
deformatii specifice joacd un rol neglijabil in influentarea campului de temperaturi.

Luand in considerare factorul timp, procesele termice produc trei categorii
principale de campuri de temperaturi: a) stationare (constante in timp), b) cu
variatii rapide In timp (tranzitorii sau soc termic), si c¢) variabile periodice
(producand oboseala termicd a materialelor). In continuare se vor analiza numai
tensiunile termice produse de campuri stationare sau cvasistationare de
temperatura. Ca urmare, in ecuatiile de echilibru nu apar forte de inertie produse de
variatia temperaturii.

In functie de distributia spatiald a cAmpurilor de temperaturi, se disting: a)
campuri uniforme (distributie constantd), si b) campuri neuniforme (distributie
variabila pe o anumiti directie). In acest curs introductiv se calculeaza cu precidere
tensiunile termice produse de cAmpuri neuniforme stationare.

In general, ordinul de marime al tensiunilor termice poate fi reprezentat de
valorile tensiunilor necesare pentru a anula complet dilatarea termica libera. Intr-o
bard fixatd la capete, in camp uniform de temperaturi, pentru a bloca dilatarea
axiald liniara trebuie aplicate tensiuni de compresiune Ea7 , unde E este modulul

de elasticitate longitudinal si o este coeficientul de dilatare termica liniard. In alte
cazuri, tensiunile termice maxime sunt kEaT, unde k=0,5-2,5 iar T este

variatia temperaturii sau cea mai mare diferentd de temperaturi intre doud parti
diferite ale corpului.

In otel, produsul EaT =2,5T N/ mm? , unde 7 este exprimatd in grade
Celsius. Rezulta ca o limita de curgere de 250 N/ mm? poate fi atinsa atunci cand

in material existd o diferentd de temperaturd de 100°C, sau cand dilatarea produsa
de aceasta variatie a temperaturii este impiedicatd. In acest domeniu, variatia cu
temperatura a modulului de elasticitate al materialului poate fi neglijata.

Se vor considera numai corpuri deformabile izotrope, omogene sau
eterogene, solicitate Tn domeniul elastic, avind coeficientul de dilatare termica
liniard constant, independent de temperaturd. Tensiunile remanente produse de
solicitdri elasto-plastice si tensiunile termice din materiale compozite nu fac
obiectul acestei prezentari.

1.3 Analiza termoelastica

Tensiunile termice se calculeaza prin doud metode: a) metoda directa,
bazatd pe ecuatiile termoelasticititii, si b) metoda fortelor termoelastice
echivalente (J. M. C. Duhamel, 1838), care reduce problema termoelastica la o
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problema clasica de Teoria elasticitatii sau Rezistenta materialelor, aplicand sarcini
(volumice si/sau pe contur) egale si de sens contrar celor care ar bloca total
deformatiile termice ale corpului elastic (metoda “bridarii”).

In general, la rezolvarea unei probleme static nedeterminate se stabilesc
patru tipuri de ecuatii: a) ecuatii de echilibru; b) ecuatii de compatibilitate (si relatii
intre deformatii specifice si deplasari); c) ecuatii constitutive (in cazurile tratate
aici — legea Iui Hooke) si d) conditii la limita. Pentru a lua in considerare efectele
termice, se modificd numai ecuatiile constitutive, In care se introduc deformatiile
specifice termice, care se insumeaza liniar cu cele produse sub actiunea sarcinilor
exterioare.

In metoda directs, efectele termice sunt incluse in conditiile de deformatie.
Aplicatiile simple se rezolva cu metoda fortelor, utilizand ecuatiile de echilibru si
exprimand conditiile de deformatie in functie de forte.

In metoda “bridarii” (blocirii) se parcurg trei etape:

1. Se presupune cd deformatiile termice sunt blocate de un sistem de
tensiuni convenabil ales si se evalueaza eforturile corespunzitoare.

2. Pe langa fortele exterioare (daca existd), se aplica aceleiasi structuri,
nesupuse la cdmpul de temperaturi, un sistem de forte inverse (egale si de sens
contrar) celor aplicate la (1). Se calculeaza tensiunile §i deformatiile produse de
aceste forte.

3. Se suprapun stdrile (1) si (2). Tensiunile se obtin prin insumare.
Deplasarile reale sunt cele calculate 1a (2).

Calculul tensiunilor termice prin metoda elementelor finite se face prin a
doua metoda, indiferent de tipul de element finit utilizat. Intrucat metoda opereaza
cu marimi calculate 1n nodurile retelei de discretizare (temperaturi nodale,
deplasdri nodale, forte nodale echivalente), se poate utiliza acelasi model cu
elemente finite pentru calculul temperaturilor nodale si pentru calculul tensiunilor
termice, aplicand fortele termoelastice, de blocare a deplasarilor termice ale
nodurilor, ca forte exterioare in nodurile retelei.

1.4 Domenii de interes

Tensiuni termice importante apar in instalatii termice, cazane si
schimbatoare de caldura, la turbine cu gaze si abur, 1n piesele motoarelor cu ardere
interna si compresoarelor, in scuturi termice la rachete si avioane, in cosuri de fum,
in constructii expuse la cdldura solard, in pavaje si acoperiri asfaltice, in plombe
dentare si multe alte aplicatii.

Camasa cilindrului unui motor cu ardere interna este incalzita la interior de
gazele arse si racitd la exterior de fluidul de racire. Cand motorul functioneaza la
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sarcind si turatie constante, apar tensiuni termice stationare. La interiorul
cilindrului iau nastere tensiuni de compresiune, iar la exterior — tensiuni de
intindere. La pornirea si oprirea motorului, cét si la modificarea sarcinii sau turatiei
acestuia, apar tensiuni termice cvasistationare. Oscilatiile temperaturii in timpul
ciclului de functionare al motorului produc tensiuni termice periodice.

Piesele cele mai solicitate termic sunt blocul cilindrilor, chiulasa, camera
de ardere, supapele, pistonul si segmentii. Partea cea mai solicitatd termic a
chiulaselor motoarelor n patru timpi este puntea dintre supape. Diferente de

temperatura de 50°C produc tensiuni de ordinul a 70 MPa care cresc la 100 MPa
in cazul impiedicarii dilatarii. In capul pistonului, asimilat uneori cu o placa

circulara simetricd, se dezvolta tensiuni de ordinul 5 MPa / 100°C in aluminiu.

Tensiuni termice importante apar in sistemul conductelor de evacuare a
gazelor la automobile, in special datoritd dilatdrilor impiedicate partial, in
colectorul si galeriile de evacuare, legatura catalizator-teava de evacuare, toba de

esapament, avand in vedere cd temperatura gazelor de evacuare depaseste 1000°C.

La cazane de abur, parti solicitate termic sunt peretii membrand si
tamburii. Peretele membrand se obtine prin sudarea pe generatoare a tevilor prin
intermediul unor platbenzi. Tevile sunt conectate intre ele si fac parte din circuitul
apa-abur sub presiune al cazanului. Carcasa membrana se compune din ecranele de
radiatie ale focarelor si peretii de inchidere a drumurilor convective.

In sectiunea peretelui membrana, cAmpul termic este rezultatul transferului
de caldurd prin conductie intre suprafata exterioara, incalzitd prin radiatie si
convectie de la gazele de ardere, si cea interioard, ricitd de apa sau abur. In afara
solicitarilor termice, peretii membrand suportd sarcini mecanice importante
rezultate din greutatea lor, a apei si a altor elemente constructive, sarcini rezultand
din presiunea mediului de racire care curge prin tevi, din presiunea gazelor de
ardere aflate in interiorul carcasei membrana, precum si sarcini dinamice generate
de vibratiile volumelor de gaze.

Calculul tensiunilor termice in peretii membrana este o problema dificila
datoritd pe de o parte complexititii modelelor fizice ale iradierii termice a
ansamblului teavd-membrand, pentru determinarea campului asimetric de
temperatura, pe de altd parte - conlucrdrii intre tubul cu pereti grosi al tevii si
platbenzile adiacente.

La reactoare chimice si schimbatoare de caldura intereseaza calculul
tensiunilor termice in placa tubulard pentru fasciculul de tevi, in special la reactorul
cu apa grea presurizat.

Tensiuni termice foarte mari s-au inregistrat in scutul termic al navetei
spatiale datoritd incilzirii aerodinamice la reintrare si in scuturile termice ale
camerelor de ardere ale turbinelor cu gaze.



1. FENOMENE TERMOMECANICE 5

Fiind un curs introductiv si cu buget de timp limitat, lucrarea de fatd se
limiteaza la calculul tensiunilor termice 1n domeniul elastic, denumite curent
tensiuni termoelastice.

In multe aplicatii practice acestea depasesc limitele elastice ducand la fluaj
sau ruperi. Un exemplu des intdlnit sunt crapaturile in asfalt la temperaturi joase.

Se apreciaza ca la scaderi de temperatura de la 59C la —30°C, tensiunile din
acoperiri asfaltice sunt de ordinul a 20 MPa. La asfalturi se defineste o

temperaturd criticd, la care curgerea vascoasd prin fluaj intr-o ord egaleaza
contractia datoritd variatiei temperaturii intr-o ord. La temperaturi mai mari ca cea
critica, curgerea vascoasd a materialului este suficientd si relaxeze tensiunile
produse de contractie. La temperaturi inferioare celei critice, tensiunile termice se
dezvolta mai repede decat poate relaxa curgerea vascoasa si pot apare crapaturi.

Sunt cunoscute problemele care apar in constructiile supuse la céldura
solard. Dilatérile si contractiile portiunilor expuse variatiei de temperatura sunt de

ordinul 0,8 MPa / C. Geamul ferestrelor este incilzit sau ricit de radiatia vizibila

sau infrarosie de la soare sau alte surse de cildura si de convectia naturald sau
fortatd de la vant. Combinat cu dilatarea inegald a ramelor ferestrelor, fenomenul
poate produce spargerea sticlei cand tensiunile depasesc 20 MPa .

1.5 Scurt istoric

Primul studiu asupra tensiunilor termice facut de J. M. C. Duhamel a fost
citit in fata Academiei de Stiinte Franceze in Paris la 23 februarie 1835 si publicat
in Journal de I’Ecole Polytechnique in 1837.

De remarcat ca tratatul lui J. B. J. Fourier asupra teoriei caldurii era deja
publicat Tn 1822, iar lucrarea lui C. L. M. H. Navier asupra bazelor teoriei
elasticitatii a fost citit la Academia de Stiinte Franceza in 14 mai 1821 si publicat
in 1827. Numit de Academie intr-un colectiv de evaluare a unei lucréri a lui Navier
asupra placilor, A. Cauchy a formulat in 1822 teoria generald a elasticitatii liniare
in forma utilizata In prezent, cu tensiunile notate o i 7.

Studiul incovoierii placilor plane subtiri a fost initial inspirat de
experientele lui E. Chladni efectuate in 1787 asupra modurilor proprii de vibratie
ale acestora. In 1809 Academia de Stiinte Franceza a instituit un premiu pentru
formularea unei teorii a vibratiilor placilor, care, dupa unele controverse, a fost
atribuit matematicienei Sophie Germain (1815). J. L. Lagrange, in calitate de
membru al comitetului de atribuire a premiului, a corectat teoria Sophiei Germain
si a stabilit ecuatia cu derivate partiale in forma cunoscuta in prezent. Lucrarea
fundamentala a lui G. R. Kirchhoff, in care se introduce ipoteza normalei rectilinii
si se introduc conditiile la limitd naturale, a aparut abia in 1850, iar rezolvarea
problemei lui Chladni a fost facuta de W. Ritz in 1908 .
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Formularea ecuatiilor termoelasticitdtii a fost facuta de F. Neumann
(1885), apoi de E. Almansi (1897), O. Tedone (1906) si W. Voigt (1910). Primele
lucrari au tratat probleme statice. Problemele de termoelasticitate au fost reduse la
probleme de elasticitate clasica, pentru care s-au formulat solutii ale ecuatiilor lui
Lamé in deplasari, cand corpul este solicitat de forte masice arbitrare.

Tensiunile care apar intr-o placa racitd, ale carei suprafete sunt mentinute
la o temperatura constanta, au fost studiate de Rayleigh (1901). Variatia in timp a
tensiunilor termice dintr-un cilindru, la care temperatura suprafetei exterioare scade
brusc la zero, a fost studiatd de A. Dinnik (1915) si C. H. Lees (1922). Tensiunile
termice radial-simetrice in sfere au fost studiate de F. Neumann (1841) si J.
Hopkinson (1879).

In volumul 5 al cursului de Mecanicd tehnici, A. Foppl (1907)
mentioneaza ca expresiile tensiunilor termice in tubul cu pereti grosi apar pentru
prima data in teza de doctorat a lui M. T. Huber (autorul teoriei de rezistenta bazata
pe energia de variatie a formei) In 1904, unde se fac si particularizari pentru
cilindrii cu pereti subtiri. Deoarece lucrarea lui Huber, scrisa in limba poloneza, a
avut o accesibilitate limitata, Timoshenko atribuie aceasta prioritate lui R. Lorenz
(1907).

Multe probleme de tensiuni termice cu aplicatii la componentele turbinelor
cu abur si cu gaze, sunt prezentate in cartea lui A. Stodola (1903) tradusa in limba
engleza in 1905.

Monografii cunoscute asupra tensiunilor termice au fost scrise de B. E.
Gatewood (1957), E. Melan si H. Parkus (1953), H. Parkus (1959), D. Burgreen
(1971), B. A. Boley si J. H. Weiner (1960, 1985, 1997), H. Parkus (1976), N.
Noda, R. B. Hetnarski si Y. Tanigava (ed. 2a, 2003), R. B. Hetnarski si M. R.
Eslami (2008).

Prima carte asupra Termoelasticitatii de W. Nowacki a aparut in 1960 in
limba poloneza, fiind tradusa in limba engleza in 1962. J. L. Nowinski a publicat o
ampla monografie in 1978.

O bibliografie detaliatd asupra tensiunilor termice a fost publicatd de Th.
R. Tauchert si R. B. Hetnarski (1986).

Dintre lucrdrile in limba roména trebuie mentionata cartea Solicitari
termice in constructia de magini scrisd de un colectiv sub conducerea prof. Bazil
Popa (1978) si manualul Termoelasticitate publicat de Ion Grindei (1967).



2.
BARE SOLICITATE AXIAL

Distributia uniforma a temperaturii in sectiunea transversald a unei bare
produce, in general, tensiuni termice cu distributie constantd, echivalente cu o forta
axiald. In acest capitol se calculeazi tensiunile termice in bare la care in sectiunea
transversala actioneazad doar forte axiale. Este cazul barelor omogene, in campuri
termice stationare. Céateva probleme elementare sunt rezolvate cu metodele
Rezistentei materialelor si cu metoda fortelor termoelastice echivalente.

2.1 Deformatii specifice termice libere

Fie o bara cu sectiunea constantd 4 si lungimea ¢ (fig. 2.1, a).

*\\\
|
—F
o

AN

Fig. 2.1

Daca temperatura barei creste de la o valoare de referintd 7; la valoarea
finala 75, astfel Incat
T=T-T,, (2.1)
variatia de temperatura T produce o alungire (fig. 2.1, b)

Al=(aT, (2.2)
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unde « este coeficientul de dilatare termica liniara al materialului barei.
Rezulta ca alungirea specifica termica este

_Aar_

&r = ’ aTl . 2.3)

Daca T <0, bara se scurteaza.

In Tabelul 2.1 se prezintd valori ale coeficientului de dilatare termici
liniard pentru diferite materiale (Mott, 1996). Otelul si betonul au aceleasi valori,
proprietate avantajoasd pentru betonul armat.

Tabelul 2.1
Materialul Coeﬁcier.mull de di}atare Modulul c}e el.asticitate
termica liniara, longitudinal,
a, grd™ E, GPa
Otel 12:10°° 210

Cupru 17-107° 120

Bronz 18.107° 115

Alama 19.10°° 95
Aluminiu 25. 10—6 70

Beton 12.107° 15-23
Exemplul 2.1

Un cadru din aliaj de aluminiu, cu a,; =23,4-10%grd™" si lungime
4,35m, sustine un geam din sticld cu agr = 9.107° grdf1 mai scurt cu 3mm, la

temperatura de 35°C. La ce temperaturd cadrul si geamul vor avea aceeasi
lungime ?

Rezolvare. Deoarece o y; >agr si ¢ > g, pentru a ajunge la aceeasi

lungime, temperatura trebuie sa descreasca, aluminiul contractandu-se mai mult
decat sticla. Egaland lungimile finale

Cap+lypayT =Ly +lsrasrT,
se obtine diferenta de temperatura

ro tu—lsr  _ 4354347

- 6 -6 2_480C.
Cyray—Llsrasy 23,4-10°-4,35-9-107" - 4,347
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Rezulta ca geamul si cadrul vor avea aceeasi lungime la
T,=T;+T =35-48=-13°C.
Daca temperatura scade sub —13°C, cadrul se va contracta mai repede
decat geamul, producand tensiuni termice in sticld, care se poate sparge.

Daca o parte a cadrului se scurteazd mai mult ca cealalta, datorita
expunerii la temperaturi diferite, in geam pot apare fisuri diagonale, asa cum apar
in zidaria de umplutura si peretii despartitori ai unei cladiri, prin migcarea verticala
a stalpilor, 1n special la etajele superioare ale cladirilor inalte, datorite variatiilor de
temperatura intre exterior si interior.

2.2 Deformatii specifice termoelastice

Sub actiunea simultana a fortelor exterioare si a variatiei de temperatura,
se considera cad deformatiile specifice se aduna liniar

E=&y +ér, 2.4

unde indicele M aratd deformatii specifice ‘mecanice’, produse de fortele
exterioare, §i indicele T aratd deformatii specifice ‘termice’, produse de variatia
temperaturii.

Pe baza legii lui Hooke si a expresiei (2.3), relatia (2.4) se mai scrie
o
c=—+al, 2.5
Z 2.5

unde E este modulul de elasticitate longitudinal al materialului iar o sunt
tensiunile normale.

Valori ale modulelor de elasticitate £ pentru diferite materiale sunt date
in Tabelul 2.1.

Variatia temperaturii nu produce lunecari specifice in bare.

2.3 Legea lui Hooke cu efecte termoelastice

Relatia (2.5) se mai scrie sub forma
oc=Es¢—Eal =E(e-aT), (2.6)

care reprezinta legea [ui Hooke cu efecte termoelastice.
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Expresia (2.6) are forma generala
o=E(s-gy), 2.7
reprezentatd grafic in figura 2.2, unde &, sunt deformatii specifice initiale (ce pot

fi produse de pretensionari, jocuri sau alte efecte).

7\

2.4 Dilatarea impiedicata

Fie bara incastratd la capete (din material cu £ si «) din fig. 2.3, a,
supusa la o variatie de temperatura 7.

Datorita dilatarii Tmpiedicate, in bara iau nastere tensiuni termice. Pentru
calculul acestora se considera intdi bara libera, inlaturdnd incastrarea din dreapta
(fig. 2.3, b). Incalzitd uniform cu T bara se dilata liber cu

Al =laT . 2.8)

Pentru eliminarea alungirii termice A/, se aplicd barei o fortd de
compresiune F (fig. 3.2, ¢) care produce o scurtare

ar=-EL (2.9)
EA

Egaland expresiile (2.8) si (2.9), se obtine

tar=-E4 (2.10)
EA

de unde rezulta tensiunile termice
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or =L - _Ear. @.11)
A
q_ A 7
/] L~
@4
7 ; a
7
4 -
|
4+
B ¢ | a _‘
y A
% F
e c
/]
7
13 -
Fig. 2.3

Expresia (2.11) se poate obtine direct din (2.5) impunand conditia ca
alungirea specifica totala sa fie nula, £ =0, ¢), =—¢&, deci

o=FEgy=—Eer =—EaT. (2.12)

Exemplul 2.2

Sa se calculeze tensiunile termice intr-o bara dublu incastrata, din otel cu
E=206GPa si a=112- 107 grd_l, produse de o variatie de temperatura
T =100°C.

Rezolvare. Se obtine

oc=—Eal =-206-10°-11,2-107°-100 = 230,7 MPa .

Exemplul 2.3

Sa se calculeze tensiunile termice in bara cu sectiunea variabild in trepte
din figura 2.4, incalzitd uniform cu diferenta de temperatura 7.
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Rezolvare. Alungirea fiecarui tronson este suma dilatarii libere si a
alungirii produse de forta axiald. Suma alungirilor celor doud tronsoane este zero

KlaT+N—£1+€2aT+N—£2:O,
EA, A,

unde forta axiald N este aceeasi in ambele tronsoane.

Tensiunile termice sunt

Gleﬁz_MEaT; azzAﬁ:_MEaT.
! 0, +A—1£2 2 2} +j£1
) 1
E A,
4 Edy
A / /
/] /
A -
— At P
A -
Y
; 2
4 |4
Fig.2.4

2.5 Forte axiale termoelastice

Relatia (2.5) se mai scrie

A—Ezz-kaT.
¢ E

Inmultind cu E 4, se obtine

unde N,, =c0A este forta axiald ‘mecanicd’, N, = EAaT este forta axiala
‘termicd’ si N este forta axiala efectiva (totald).

Pentru bara incastrata la capete, A4/ =0,

N, =-N; =—EdaT . (2.14)
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Deci bara dublu Incastrata se comporta la fel ca o bara libera, de aceeasi
lungime, solicitatd de forte axiale de compresiune —FEAal . Ambele bare au
alungirea totala nula si aceleasi tensiuni termice (2.12).

2.6 Metoda lui Duhamel

Aplicind metoda lui Duhamel, problema termoelasticd se reduce la o
problema clasica de teoria elasticitatii sau de Rezistenta materialelor, fara efecte
termice.

Pentru ilustrarea metodei, se considera bara libera din fig. 2.5, a, incalzita
uniform cu 7.

y EA, o, T
--"
4V — >
— ]
Pq
¥4
a
~]
-4 -
EAaT
Pq
4 .
b
——7 EdaT
4 .
] —
£ Al
C
Fig. 2.5

Se aplica barei trei stari de solicitare succesive.

Starea 1. Se blocheaza deformatiile termice (fig. 2.5, b), aplicand la
capatul barei libere o forta F =—EAaT care produce tensiunile termice

or=—EaT.

Starea 2. Se aplica barei libere o fortd egald si de sens contrar
Fr =FEAaT (fig. 2.5, c¢) care produce tensiunile termice

or =%=EaT

si alungirea
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Al = 7t laT .
EA
Starea 3. Se suprapun starile 1 si 2. Tensiunile termice se insumeaza
or=0r+or=—EalT+EaT =0.
Acestea sunt nule in acest caz, bara fiind libera.

Deformatiile reale sunt cele calculate pentru starea 2

Al =laT .

Deoarece deformatiile se calculeaza pentru starea 2, rezulta ca, aplicand
la capetele fiecarui tronson de bard, pentru care marimile £, A, a¢ si T sunt
constante, forfele termoelastice echivalente de intindere FEAaT, se obtin

deplasdrile reale ale sectiunilor respective, adicd necunoscutele din metoda
deplasarilor. Pe baza acestora se calculeaza alungirile, apoi alungirile specifice si
tensiunile din starea 2. In final, la acestea se adauga tesiunile ‘initiale’, produse in
starea 1, cand deplasdrile capetelor tronsoanelor sunt blocate si barele sunt incalzite
uniform.

Daca bara (cu E, 4, a si T constante) este incastrata la capete, aceasta
este deja In starea 1, deci nu se mai aplica starea 2, si deci nici starea 3.

Exemplul 2.4

Sa se calculeze tensiunile termice 1n bara din fig. 2.6, @, cu un coeficient de
dilatare termica liniara « , incalzitd uniform cu 7.

Rezolvare. Reactiunile H; si H;, pozitive spre dreapta, se determind din
sistemul format din ecuatia de echilibru a fortelor

H1+H3:F

si conditia de deformatie A/, + Al,; =0,

(f1+£2)aT—%+M=0.
EA, EAd,

Tensiunile termice se calculeaza apoi cu relatiile

In continuare, se utilizeazi metoda lui Duhamel. Rezolvarea este mai
complicatd dar este prezentatd pentru a ilustra metoda care este implementata in
toate programele cu elemente finite.
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Starea 1. Se aplica celor doua tronsoane cu sectiuni diferite fortele de
compresiune

N|=-EA,aT, Ny=-EdaT,

care blocheaza dilatarile termice.

Starea 2. Se considerd bara liberd din fig. 2.6, b, solicitatd de forta
exterioara F, de reactiunile H|, Hj si de fortele termodinamice echivalente

EA,aT si E4,aT .

4 ; Ed,
; / / -
I

H
ng T F E 3
|
1. 4 4
a
@ EAQT EA;oT
]‘IJN B ‘F @ va’/
)
4
b
Fig. 2.6

Ecuatia de echilibru a fortelor este
H{+H3;=F+EA4,aT — EAaT .

Conditia de deformatie, A/, + A4/,; =0, se scrie

CH{L | HIG
EA, Ed,

0.

Rezulta

(14,

Hi=—1"—=H], H [1+ 1)

54,

o }zF—EaT(AI—Az),
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. F—EaT(4,-4,)
. 1+ 04 ,
£2A1

Hj=F-EaT (4, - 4,)-H].

Starea 3. Suprapunand stérile 1 si 2, rezultd reactiunile reale

1+ 4 A,

" F €2
H1:H1+EA1aT: + ECL’T,
€1A2 €1A2

1+

(24, ly 4,

1+

1+Ll A,
He=H'—Edal-—1bt b2 EaT
3T 2 B €2A1 1 gZAl .
_l’_

1+
014, %)
Tensiunile totale sunt
H, (¢, +¢,)EaT F
012 :_A_z_ A - é s
! O+, A4
4, 2
0_23:ﬂ:_(£1+€2)EaT+ F

4 ﬁﬂﬁfz %A1+A2
1 1

Pentru ' =0 se obtin rezultatele de la Exemplul 2.3.

2.7 Sisteme de bare articulate la capete

In general, in sistemele static determinate compuse din bare articulate nu
se produc tensiuni termice. In sistemele static nedeterminate compuse din bare
articulate apar tensiuni termice datorita constrangerilor de deplasari.

Pentru rezolvarea problemelor static nedeterminate, este necesar sa se
stabileasca patru tipuri de ecuatii: de echilibru, de compatibilitate geometrica,
relatii intre tensiuni si deformatii specifice, si conditii la limita. In cazul sistemelor
de bare articulate la capete, In cursurile de Rezistenta materialelor se utilizeaza
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ecuatiile de echilibru si se stabilesc conditii de deformatie care se exprima in
functie de forte.

In continuare, aceste probleme se vor rezolva prin douid metode: 1) cu
metoda lui Duhamel, transformand problema termoelastica intr-o problema clasica
de calcul al tensiunilor produse de sarcini exterioare fara variatie de temperatura, si
2) utilizdind metoda Mohr-Maxwell pentru calculul coeficientilor din ecuatiile
canonice ale metodei eforturilor.

In Capitolul 9 se prezinti metoda matriciala a deplasarilor utilizatd in
analiza cu elemente finite.

2.7.1 Rezolvarea prin metoda lui Duhamel
2.7.1.1 Sistem de bare concurente

La sistemul din figura 2.7, a, compus din trei bare concurente, articulate la
capete, incilzite uniform cu diferenta de temperatura 7, se cer tensiunile termice.

Se utilizeaza metoda lui Duhamel.

Starea 1. Se aplica barelor fortele de compresiune

N|=Nj=-2EAaT, Nj=-EAdaT,

care blocheaza dilatarile termice.
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Starea 2. Se aplica forte egale si de sens contrar (fig. 2.7, b). Rezultanta
acestora in punctul O este

F=EdaT (14243 ).

Datorita simetriei, N{'= N3 (fig. 2.7, ¢). Conditia de echilibru in nodul O

se scrie

N3 ++3N] = EdaT (1+243 ).

Conditia de deformatie este

NG

Al = Al cos30° =46

Expriménd alungirile in functie de forte se obtine

V3

N]ﬂg _£N2 ) V4
2EA 2 EA
sau
" 2 "
N2:§N1 .

Inlocuind in ecuatia de echilibru, rezulta

w32 e aleads)
24343 24343

Starea 3. Suprapunand starile 1 si 2, se obtine

N =N +N{':MEAQT—2EA0(T __ Edal
24343 24343

N, =N+ N} = (1+2\/_)EA T Edar - 3EACT

2+33 2+343

Tensiunile termice sunt

N, EaT " _\BEarT
- . Ral =2l
2(2+3,3) 2433

Bara centrala este intinsa iar barele laterale sunt comprimate.
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Exemplul 2.5

O bara rigidd din duraluminiu, cu coeficientul de dilatare liniard «,, de

greutate neglijabila, este articulata la un capat si sustinutd de doud contrafise din
otel, cu coeficientul de dilatare liniard ¢, ca in fig. 2.8, a. Se cer tensiunile termice
in contrafige produse de o variatie de temperatura 7' (Umanski, 1973).

Rezolvare. Se utilizeaza metoda lui Duhamel.
Starea 1. Se aplica barelor din otel fortele de compresiune
Npp=—EAoy T, Npc =—EA T,

care blocheaza dilatarile termice.

Starea 2. Se aplica in B si C forte egale si de sens contrar cu cele de mai
sus. Fortele axiale in barele din otel se noteaza N}z, Npc.

Ecuatia de momente fatd de punctul O se scrie

(Npp — EAeyT )asina +( N} — EAeyT )3asin f=0.
Inlocuind sina = 1/ V2 si sin f = 1/ V10 , se obtine

v A5 . 543
DC :—TNDB +TEA(X1T (a)

bara rigida oy

Fig. 2.8
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Datorita dilatarii barei rigide, punctele C si B se deplaseaza pe orizontala
(fig. 2.8, b)

CC"=3aa,T, BB"=aa,T,

Dupa incalzire, punctul C se deplaseaza in C’,

KL=CK-CL,
. T 1
C'C"sin =M—3aa2Tcosﬂ,
EA
C'C"=M—9aa2T.
Punctul B se deplaseaza in B',
KL=CK-CL,
B'B"sina =NDB—a\/E—a a,Tcosa,
EA
pp =Noc2d_ 1.
EA

Din asemdnarea triunghiurilor OB'B" si OC'C" (care exprima
coliniaritatea punctelor O, B’ §iC") se obtine

C'C” — 3 B!BIV ,
NpelOa g r 3 Nosav2 o roocal)
EA EA
deci conditia de deformatie se scrie
1 " "
ONbe _ 6Npp =6a,T . (b)

EA EAq

Din ecuatiile (a) si (b) rezulta

, 5(\/§+1Ja1—3a2 , 3{\/§+1]a1+\/§a2
NDB 3 T NDC — 3 T.

EA 545

— 43
3

EA
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Starea 3. Suprapunand starile 1 si 2, rezulta fortele axiale In contrafisele
din otel

S5

+1Jal -3a,
EAT=_3a2—2a1

—+3
3

SL

EAT

V5
74‘1 (Z1+ 50.’2 \/ga 2\/56(

5;/§+3 5\/§+

3(
NDC = N’DC +NEC = _EAa1T+

deci

V5
NDCZ_TNDB~

Tensiunile termice in contrafige sunt

3(12—2061 3
opg =——=—FET, ope =—FFET.
DB 5\/;4_3 DC 5\/§

2.7.1.2 Sistem de bare paralele

Se considera o bara rigida cu greutate neglijabila (fig. 2.9, a), sustinutd de
trei tiranti. Se cer tensiunile termice din tiranti, produse de incélzirea uniforma a
barei 2 cu diferenta de temperatura 7.

Rezolvare. Se utilizeaza metoda lui Duhamel.

Starea 1. Se aplica barei 2 forta de compresiune
N} =—EdaT,
care blocheaza dilatarea termica. Nj = N3 =0.

Starea 2. In articulatia tirantului 2 cu bara orizontali rigida se aplica o forta
egala si de sens contrar (fig. 2.9, b).

Ecuatiile de echilibru al barei rigide se scriu
N{+ Nj; + N3 =EAaT,

2N =NJ.



22 TENSIUNI TERMICE

2a a
N{ Ny Ny
D G SIS G
lEAotT
1 .
4¢, Al Al
Fig. 2.9

Conditia de deformatie exprima coliniaritatea punctelor de prindere a
tirantilor de bara rigida (fig. 2.9, ¢)
Aly—Aly  Al, — ALy
3a 2a

sau
Agl _3A€2 +2A/€3 :O

Exprimand alungirile in functie de forte se obtine a treia ecuatie intre forte
N{-3N;+2N5;=0.
Rezulta fortele axiale din starea 2

N'=3EdaT, Nj=>EdaT, N=LEdar.
14 14 14

Starea 3. Suprapunand starile 1 si 2, rezulta

N, =>-EAaT, Ny=-—EAaT, Ny=FEdaT.
14 14 14

Tensiunile termice sunt

o =%EaT, o) =—%EaT, o3 =%EaT.

Barele laterale sunt intinse iar bara centrala este comprimata.
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2.7.2 Rezolvarea prin metoda Mohr-Maxwell

In sisteme de bare solicitate axial, deplasirile se pot calcula utilizind
metoda Mohr-Maxwell, cu relatia

Ni
ij (EiAim,.T,}n,.dx. 2.15)
i

In expresia (2.15), N, este forta axiala in sectiunea x a sistemului solicitat

de fortele exterioare, E;A; este modulul de rigiditate la Intindere-compresiune al
barei i, «; este coeficientul de dilatare termicd liniarda si 7; este variatia de
temperatura ale barei i, iar n; este forta axiald in sectiunea x a sistemului cu
aceeasi rezemare, dar solicitat de o singurd fortd egald cu 1 aplicata n punctul si pe
directia lui o'.

La grinzile cu zabrele, fortele axiale si modulele de rigiditate sunt
constante pe lungimea barelor, deci relatia (2.15) devine

5:2 Nili vati|n,. (2.16)
; EAI

i

La rezolvarea prin metoda eforturilor, sistemul static nedeterminat (s.s.n.)
se transformad intr-un sistem static determinat (s.s.d.) echivalent, prin suprimarea
unui numar echivalent de legaturi. Fortele (sau momentele) din legaturi se
transforma in forte exterioare, denumite necunoscute static nedeterminate, care se
noteaza distinct cu X ;.

Conditiile de echivalenta intre s.s.d. echivalent si s.s.n. iau forma ecuatiilor
canonice ale metodei eforturilor, care sunt conditii de deformatie in punctele si pe
directiile necunoscutelor static nedeterminate

511X1 +512 X2 +""+5ll‘l Xn 2_510,

521X1+522X2 +....+52’1Xn=_620, (2 17)

nn n

In (2.17) coeficientii au forma

- nilly
50._5][_2'[ Ll (2.18)
14
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NO
5o =ZI {ﬁ-i—aTJnjdx. (2.19)
14

Rezolvand sistemul (2.17) format din ecuatiile provenite din conditiile de
deformatie, se obtin necunoscutele static nedeterminate, apoi din ecuatiile de
echilibru se determina restul reactiunilor sau eforturilor care actioneaza in sistemul
static determinat echivalent. Astfel, problema se reduce la studiul sistemului static
determinat echivalent.

Exemplul 2.6

Sa se calculeze tensiunile termice in barele sistemului din figura 2.7, a,
incélzite uniform cu diferenta de temperatura 7, prin metoda eforturilor si metoda
Mohr-Maxwell.

Rezolvare. Se alege R,= X, drept necunoscutd static nedeterminatd. Se
construieste s.s.d. echivalent (fig. 2.10, a), sistemul “0” (fig. 2.10, b) si sistemul
“1” (fig. 2.10, ¢), apoi sistemul “0” cu dilatéri libere (fig. 2.10, e).

Din figura 2.10, e rezulta

819=0"0'= —(i—ﬁj laTl = —ﬂﬁaT.
J3 2 6

In figura 2.10, f'se arati fortele cu care barele actioneazi asupra nodului O
in sistemul “1”. Fortele axiale Tn bare sunt egale si de sens contrar

1
\/g 5

Se calculeaza

= + .
E, 4, 2EA EA 6 EA

2
n2 (_\/%J L 2433 ¢
5“=Z iti_g 2 . L @)

1

Rezulta

=0 _ 3 EAaT .
511 2+3\/§

Fortele care actioneazd asupra nodului O in sistemul static determinat
echivalent sunt date in figura 2.10, d. Rezulta fortele in bare
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Ny =X, Ny =Ny=-—

£¢0s30° £LaTcos30°

e

Fig. 2.10

si tensiunile termice

N, B

oy=22-_ V2 _por,
2T 4 24343

N

24 2(2+343)

O-l :03

2.8 Bare cu sectiune eterogena simetrica

Barele cu sectiune eterogend incalzite uniform sunt solicitate doar la
intindere-compresiune dacd sectiunea este simetrica. Ele se comporta ca un sistem
de bare paralele. Exemplul de mai jos este rezolvat cu metoda clasicd din
Rezistenta materialelor.
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Ansamblul simetric din figura 2.11 este compus din trei bare avand fiecare
sectiunea transversald 4, modulele de elasticitate E; si E, > E;, si coeficientii de

dilatare termica liniard o §i a, <. Sub actiunea fortei F, in bare apar tensiuni
de compresiune neegale. Se cere sa se calculeze cresterea temperaturii 7 prin care
se realizeaza egalizarea tensiunilor 1n bare.

gD/ EJA/(I] // I
— @/ Iy A az//l/7- ———

@/ E,A 7o -~

{

Fig. 2.11

Rezolvare

Etapa 1. Fie oy si o, tensiunile in barele 1 si, respectiv 2. Conditia de
echivalenta Intre forte si tensiuni se scrie

_F:2AO—1 +A02.

Rezulta o prima relatie intre tensiuni

20-1 + 0-2 == _Z N
. . .. . (o] 0-2
iar din conditia de deformatie ¢ = ¢,, — = —=, 0 a doua relatie intre tensiuni
1 2
_E
0 =01
E

Se obtin tensiunile produse de forta F :

FE _ FE

S AQE+E) T ARE+E)

N GE T 1| <|o].

Etapa 2. Conditia de deformatie in cazul dilatarii impiedicate

A A

LoyT —
£, £y
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unde N este forta axiala de interactiune intre bara centrala si barele laterale, se mai
scrie sub forma

x x
(al —az)T = —2—11—2—2.
Se adauga relatia Intre forta axiald si tensiunile din etapa a doua
‘0'1* 2A‘=G;A=N,
de unde rezulta si semnificatia tensiunilor notate cu steluta.

Se obtin tensiunile termice

*
1]

Prin suprapunerea efectelor, suma tensiunilor in cele doua stari trebuie sa
fie aceeasi

T(al_a2)El £, O.*ZZT(al_a2)El £, .
2E\+E, =’ 2E, +E,

*_ *
0|1 —01 =0, +52,

_FE  Tl-a)BEE _ FE  2T(a-a)E L
A(2E, +E,) 2E,+E,  AQE +E,) 2E, + E, '

Rezulta cresterea temperaturii necesara pentru egalizarea tensiunilor

_ F(E-E)
3A(0‘1 _aZ)El E2‘

Exemplul urmator se reduce tot la o problema de bare paralele.

Exemplul 2.7

Un surub din otel cu diametrul 6 =10 mm este introdus intr-o teava din
cupru cu d =12mm, D=18mm si fixat cu o piulita fard strangere (fig. 2.12). Sa
se calculeze tensiunile produse prin Incélzirea uniformd a ansamblului cu

T =50°C. Se cunosc modulele de elasticitate si coeficientii de dilatare termica
liniard, la otel E, =208GPa, a;=12-10°grd™ si la cupru E, =100GPa,
a, =17-10%grd ",

Rezolvare

La incélzirea ansamblului, cuprul tinde sd se dilate mai mult ca otelul.
Legatura prin piulitd face ca teava sd fie comprimatd si surubul sa fie intins, cu
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forte egale si de sens contrar N, =—-N,. Teava este comprimatd cu |A€ 2| iar

surubul este intins cu A4/;. Alungirea surubului insumatd cu scurtarea tevii

egaleaza diferenta de dilatare liberd a celor doud piese. Conditia de deformatie se
scrie

(a—a))T = = +i,
EA, E4,
in care

2 2

4, =700 0 g samm?,
4 4

2 2 2 2
Azzﬁ(D4 d ):7[(184 12 ):141’37mm2’

de unde rezulta fortele axiale si apoi tensiunile.

In continuare se prezintd rezolvarea prin metoda lui Duhamel.

Starea 1. Se aplica surubului si tevii fortele de compresiune

care blocheaza dilatarea termica.

( Fr1 TNZ AL
| _
. D5 ¢ @ Q;Nl A
oA R
s .
Fig. 2.12

Starea 2. Se aplica surubului si tevii fortele egale si de sens contrar fata de
cele din Starea 1

Ecuatia de echilibru a fortelor se scrie
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Conditia de deformatie A4/, = A¢, se scrie

N/ Ny _ N/+N;,  E4aT+E4aT

b

de unde rezulta fortele axiale din starea 2

Starea 3. Suprapunand starile 1 si 2, rezulta

N =Ny 4 Nr= Bhe T B dyanT gy EyAy(ay —o)T ’
1+% 1+%
ElAl ElAl
. EAeT+E4a,T E A (ay—ay)T
N2:N2+N2: EA _E2A2a2T:— EA :_Nl‘
1451 1441
+1 +1
E2A2 E2A2
Tensiunile termice sunt
p _N ElEzAz(az_al)T _
P4 E\A, + E, 4,
5 5 _ 106 .
_2,08-10°-10 5141,37 (175 12)-10 50 _ 5412 MPa,
2,08-10° - 78,54 +10° - 141,37
o Z&:_ElEzAl(az—al)Tz
24, E\A, + Ey A,
5 5 -6
_2,08-10°-10°-78,54-(17-12)-10 50 _ _13.4Mpa.

2,08-10° - 78,54 +10° - 141,37

2.9 Dilatarea partial impiedicata

Structurile cu jocuri intre elementele componente, incilzite uniform, intai
se dilata liber, pana la anularea jocurilor, dupa care urmeaza dilatarea impiedicata,
care produce tensiuni termice. Pentru calculul acestora se introduce jocul in
conditia de deformatie.
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Exemplul 2.8
Sa se calculeze tensiunile termice in bara din figura 2.13, cu un coeficient
de dilatare termica liniard « , incalzita uniform cu 7.

Rezolvare. Fata de problema de la Exemplul 2.4, conditia de deformatie
devine

Aglz +A€23 25,

flaT—Hlfl +£2aT+H3€2 =5,
E 4, EA,
unde Hy=F-H,.
A E/Af EA4,
Va L
/ / / L
o} ——=2"~+] ko
2 T F e
Z z
e 4 /2 5
Fig. 2.13
Rezulta
oo H_ (,+0)EaT-ES  F
oA 4y A+ a
+— 17T
1 4 2 ‘, 2
Hy ((,+0,)Eal —ES F
0_23:A_: 1 +£ .
2 A—zzlwz 72A1+A2
1 1

Pentru 6 =0 se obtin rezultatele de la Exemplul 2.4.

Exemplul 2.9

Sa se calculeze tensiunile termice in barele din figura 2.14, incalzite
uniform.

Rezolvare. Se presupune /o T) — (0,15, >0 .

Alungirea tevii 1 este mai mare cu & decat alungirea tijei 2
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Lo Ty + ML

=€2(Z2T2 + NZEZ +5
1441 E2A2

L4, /O‘ITJ By Ao,

2 ”
=X AN F
Ve L
i Il
Y Z
/]
Z Z
4 3
Z
Fig. 2.14

Echilibrul fortelor implica
Nl + N2 = 0 .

Rezulta tensiunile termice

T A
_ 19111 __
o1 = Elal]ﬂl—ElAlfz , O» 9] A2 .
ExAy 0y

2.10 Bare cu sectiunea variabila

Se considera bare cu sectiunea variabila A (x), incastrate la capete si

supuse la o variatie a temperaturii 7(x).

Conditia de deformatie (2.10) devine

.(faT(x)dx——% f%

Rezulta forta axiala si tensiunile termice
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0 l
I T(x)dx Ea J T(x)dx
F=-Eql—r, o,= ro__ 0 . (2.20)

Exemplul 2.10

Sa se calculeze tensiunile termice in teava tronconica din figura 2.15,
pentru o variatie a temperaturii dupa o lege T (x) in lungul tevii.

Rezolvare. In sectiunea x, aria sectiunii transversale este

A(x)z;zh{do—h+%(d1—do)}zﬂh (d, —do)(£+ do —h J

0 d—d,
. h .
/ b’
7 #
A L
do| = |4

= ”
/1
/] M
] X | dx

£ -

Fig. 2.15

Numitorul expresiei (2.20) este

¢ 0
A(x) dx _ X, dy—h dx TN dy—h In dl—h.
Alx) \ 0 di—dy X do—h t dy—d, do—h
0 0 ¢ d —d,

Rezulta tensiunile termice

4

o, =- y EZ jT(x)dx.
f(er 0 Jlndl_h

¢ d-dy ) dy-h °




3.
BARE SOLICITATE LA INCOVOIERE

In acest capitol se calculeaza tensiunile si deformatiile termice in bare
omogene de tip Bernoulli-Euler si lamele bimetalice, in cAmpuri termice stationare.

Se fac urmadtoarele ipoteze: a) sectiunile transversale plane, Tnainte de
incovoierea barei, raiman plane dupa incovoiere si perpendiculare pe axa deformata
a barei; b) razele de curbura ale barei deformate sunt mari in comparatie cu
dimensiunile transversale; c) elemente longitudinale ale barei sunt solicitate doar la
intindere sau compresiune, nu exista tensiuni normale transversale; d) modulul de
elasticitate longitudinal al materialului barei are aceeasi valoare la intindere si la
compresiune. La stabilirea formulelor de baza se considerd ca barele au sectiune
constanta si momentul incovoietor este constant in lungul barei.

Distributia neuniforma a temperaturii in sectiunea transversald a unei bare
omogene §i Incalzirea uniformd a barelor eterogene produc tensiuni termice cu
distributie neuniforma, echivalente cu o fortd axiald si un moment incovoietor.
Calculul tensiunilor si deformatiilor termice se poate face cu relatiile stabilite
pentru Incovoierea fara efecte termice, inlocuind eforturile sectionale produse de
sarcinile exterioare cu echivalentii lor termici.

3.1 Bare drepte omogene

Se considera o bard dreaptd omogend, cu sectiune de forma oarecare,
raportata la un sistem de axe centrale (cu originea in centrul de greutate al sectiunii
transversale) oarecare, in care axele Oy si Oz nu sunt axe principale de inertie.

3.1.1 Bara cu sarcini exterioare
In general, in afara actiunii cAmpului termic stationar, asupra barei pot

actiona sarcini axiale (de ex. forte centrifuge in palete) si sarcini exterioare
transversale.
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Relatii intre deplasari si deformatii specifice

Ca o consecintd directd a ipotezei sectiunii plane, deplasarea longitudinala
a unui punct de coordonate y, z, are forma generala

Uy =U+ZQ=Y Y, (3.1

unde u este o deplasare de translatie a sectiunii in lungul axei Ox, ¢ este unghiul
de rotatie al sectiunii fatd de axa Oy si  este unghiul de rotatie fatd de axa Oz
(fig. 3.1).

Alungirea specifica este

gx:dux:5+/(yz—iczy, 3.2)
X
unde
gzd—u, Ky:d_(p’ KZZd—(//. 3.3)
dx dx dx

In relatiile (3.3), K\,

x0z, respectiv xOy. Indicii corespund axelor fatd de care au loc rotirile respective.

si k. sunt curburile fibrei medii a barei in planele

Relatia intre tensiuni i deformatii specifice
Aplicand legea lui Hooke (2.6), rezulta
0'x=E(€x—aT)zE(g+Kyz—KZy)—EaT, 34

relatie valabild numai pentru materiale liniar-elastice.
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Conditii de echilibru

Daca asupra barei actioneaza forte exterioare, dstributia tensiunilor este
echivalentd static cu momentul incovoietor din sectiune, de componente M o M,,
si cu forta axiala N (fig. 3.2). Relatiile de echivalentd intre tensiunile o, si
eforturile sectionale se scriu considerand forta o, d4 aplicatd in centrul suprafetei
elementare d4 , de coordonate y, z:

N=[o, d, (3.5)
A
M,=[zo,d4, (3.6)
A
M,=-[yo, dd4. (3.7)
A

Pe fata pozitiva a sectiunii (cu normala exterioara in sensul pozitiv al axei
x), eforturile sectionale sunt pozitive cand sunt dirijate in sensul pozitiv al axelor de
coordonate.

Fig. 3.2

Inlocuind expresia (3.4) in relatiile (3.5)-(3.7) rezulta

cE[dd+x,E[zdd-xE [ ydd-E [ aTd4=N, (3.8)
A A A A

¢E [ zdd+x,E[ 2 dA-K.E | yzdA—E [aTzd4d=M,, (3.9)
A A A A

¢E [ ydd+x,E [ yzdd—x.E | y* dA-E [ aTydd=-M,.(3.10)
A A A A
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Eforturile sectionale echivalente tensiunilor termice se noteaza

Ny =E | aTd4, (3.11)
A
My, =Ej aTzdd, (3.12)
A
My, =—E[aTyd4. (3.13)
A

Deoarece momentele statice fatd de axe centrale sunt nule

[zda=0, [yda=0, (3.14)
A 4
inlocuind relatiile de definitie ale momentelor de inertie

I,=[z2da, 1,=[y"da, I, =]yzd4, (3.15)
A A A

in (3.8)-(3.10), rezulta

gEA=N, (3.16)
M
Ky 1, =K, 1, =—", (3.17)
E
M,
Kyl,, -k, I,=— 7 (3.18)
unde
N=N+N;, (3.19)
M,=M,+Mr,, (3.20)
M, =M, +M;_, (3.21)

sunt eforturile sectionale echivalente.

Din relatiile (3.17) si (3.18) se obtin curburile

I. M, +1,. M I. M +I1, M
£z e Z, Kzzi rry J Z, (3.22)
1,1,-1;, E I,1.-1;,

oL
Y E
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Inlocuind expresiile (3.16) si (3.22) in relatia (3.4) se obtine formula
tensiunilor normale fatd de axe centrale neprincipale

0 N LM LM, LM o por 523)
Y4 -2 e ' '
y -z yz y -z yz

Directiile principale de inertie sunt rotite fatd de axele Oy si Oz cu
unghiul 8 (fig. 3.3) dat de

217
tg 20 = 2z (3.24)
-1,
0
¥y
a
¥, ; “
Fig. 3.3

Fatd de axele centrale principale Oy, si Oz;, componentele momentului

incovoietor sunt

M, =M, cos6+M_sinb,

. (3.25)
M, =M_cos6—M,sin0,
momentul centrifugal / vz =0, si relatia (3.23) devine
M M
O'xZE— Ay —A 2 Eal, (3.26)
A 1
2] »1
in care
I,+I1, I,-1
_yTrz  fyTts :
i + 5 cos2«9—[yz sin 20 (3.27)
I,+1, I,-1 )
L= y2 =R y2 ~cos20+1,, sin20 . (3.28)
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3.1.2 Bara libera la capete

Se considera o bara static determinata, asupra careia nu actioneaza forte
exterioare. In acest caz

N=M,=M_,=0. (3.29)
Inlocuind
N =Ny, M,=Mr,, M,=My, (3.30)

in relatia (3.23), se obtin tensiunile termice in bara libera la capete

I, My, +1, M LMy +1,. M
o =Nr_ vz "1y Loyt T FaT. (331)
4 1,1, -1%, 1,1, -1%

Conform relatiilor (3.29), in sectiunile de capat ale barei

[o,d4=0, [zo,d4=0, [yo,d4=0, (3.32)
A A A

in care o, este dat de relatia (3.31).

X

Rezultd ca o, nu este zero in toate punctele sectiunii transversale de capat,

ci are o distributie autoechilibratd care produce fortd axiald si momente
incovoietoare rezultante nule. Pe baza principiului lui Saint-Venant, se apreciaza ca
diferenta se manifestd doar in vecinatatea capetelor barei, pe o lungime egald cu
dimensiunea transversald maxima a barei.

Daca axele y si z sunt axe centrale principale, atunci /,, =0, si relatia
(3.31) devine

M M
axzﬂ—i +—1Y _EaT. (3.33)
A 1. I,
In lungul liniei de ecuatie
My I
Y_TTyz (3.34)
z M. 1,
tensiunile termice sunt
o, =%—EaT. (3.35)

Daca una din axele y §i z este axa de simetrie (/,, =0) si momentul este

dirijat in lungul axei y, M, =0, relatia (3.33) devine
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M
o =Nt Ty par. (3.36)
41,

3.1.3 Metoda lui Duhamel

Pe baza relatiei (3.31) se poate explica utilizarea metodei lui Duhamel
pentru calculul tensiunilor termice in bare supuse la un cdmp neuniform de
temperaturi.

Aplicand barei tensiunile longitudinale
o.=—-EaT, (3.37)
deformatia specifica termica longitudinald a7 este complet blocata.

Deoarece bara se poate dilata liber lateral, trebuie aplicate tensiuni egale si
de sens contrar In sectiunile din capetele barei, echivalente cu o fortd axialda N, si

un moment incovoietor de componente My, si My, care vor elimina orice

dilatare. Acestea produc tensiunile

, Ny E j
oy=—r=—| ald4, 3.38
A
o LMy, I, My I Mgy, +1, My,
O-x = B + 5 Z =
I,1,-1}, 1,11},
1,.E[aTzdA-1,E[aTydd  LE[aTzdA~1,.E[aTydd (-9
A A A A
=" y+ z.
2 2
I,1,-1}, I,1,-13,

Tensiunile finale se obtin suprapunind (insumand) tensiunile de blocare
(3.37) cu cele de deblocare (3.38) si (3.39)

o,=0.+0,+0y. (3.40)

3.1.4 Bare cu sectiunea simetrica

Daca una din axele y si z este axa de simetrie (/ y-=0) si, In plus,

momentul este dirijat In lungul axei y, M, =0, relatia (3.36) devine

Fa
Z

o =—EaT+E% [ 1das+
* A 1
4 y

J' TzdA. (3.41)
A
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3.1.4.1 Bara cu sectiunea dreptunghiulara

La bara cu sectiune dreptunghiulara (fig. 3.4), A=bh, I, = bk’ / 12,
dA=bdz, sirelatia (3.41) devine

) h/2
o, = —EaT(z)+Eh—a J. T(z)dz + lZfa z J. T(z)zdz. (3.42)
) h —h/2

Exemplul 3.1

Sa se calculeze tensiunile termice in bara in consola din fig. 3.4, a, supusa
unei variatii de temperatura

Rezolvare

Starea blocatd este echivalentd cu o preincarcare cu tensiuni de
compresiune longitudinale (fig. 3.4, b)

z Zz

3 2
. =—Eal,| >-Z-2_|.
x g n p?

Bara fiind libera, pentru a suprima blocarea trebuie aplicate o forta axiala
si un moment incovoietor la capatul din dreapta.

b . 2 1
To ! 3 6 1
o =N | F e
- 5 X,E:E == A 1 %
% & % gzﬁ 12 Ealy,
77777777 77:7 B o _1
O 1 6
z z Eal, 6
a b ¢ d e f
Fig. 3.4

Forta axialda N, produce tensiuni de Intindere uniform distribuite (fig.
34, c¢)
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h/2 5
O'":&: EaTO J. Li_i_;_]dzz%EaTo

")
Momentul incovoietor M produce tensiuni normale distribuite liniar (fig.

3.4,d)

: h/2 2
O_;r: 2E?TOZJ. E_E_Z—z zdz:—E(ZTOE.
h 4 h h h

—h/2

Diagrama tensiunilor de deblocare (fig. 3.4, e) se obtine insumand
diagramele tensiunilor produse de intindere si incovoiere.

Distributia finald a tensiunilor termice se obtine insuménd tensiunile de
blocare si cele de deblocare (fig. 3.4, f)

3z Z? 2z 1 z?
oy=Ealy |—|————— |+ ——|=—Ealy| -——= |
4 h K 3 h 12 52

Exemplul 3.2

Sa se arate ca variatia de temperatura
2
z 1
T(z)=T)| ———
e)=n(2-1)

produce in bara libera la un capat tensiuni termice egale si de sens contrar fata de
cele de la Exemplul 3.1.

Rezolvare

Tensiunile de blocare sunt
2
z 1
o.=—Ealy|———| .
X 0 (h 2)

Forta axiald de deblocare produce tensiunile uniform distribuite

/2 5
o' = Nr _ Ealy ‘Hi_lj dz:lEaTO.

Y4 h h 2 3
—h/2

Momentul incovoietor de deblocare produce tensiunile distribuite liniar
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2EaT, ¢ :
or =——%%0 j (i—%j zdz=—EaT0%.

= 7z
h

X h3

Acestea sunt produse doar de componenta liniard —7; z/h din legea de
variatie a temperaturii (aceeasi in cele doua cazuri).

Insumand tensiunile de blocare cu cele de deblocare rezulta
1z Z° 1 z 1z
o, =—Eal, ———t— [+ Eal,-Eal,—=Eal, ——— |
4 h p 3 h 12 5

3.1.4.2 Bara cu sectiunea triunghiulara

La bara cu sectiune triunghiulard (fig. 3.5, a), cu indltime constantd si

grosime variabild liniar, 4=>bh/2 si [ y = bk’ / 36 . Daci se alege

dA:b(z—ijdL
3k

relatia (3.41) devine

2h/3 2h/3
o, = —EaT(z)+2ETa h/3T(z)(§—%]dz + 32?“ 4 ‘}’;3]"(2) z [%—%) dz.(3.43)

Se observa ca valoarea tensiunilor termice nu depinde de b, deci de

raportul b/h.

’-__b.. T, —%
h £ TS
y 34 :
oz ] Y ) 25
\ /4 |
dz 2h
32
_I_
To _% o,
z T EaT,
a b c

Fig. 3.5
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Exemplul 3.3

Sa se calculeze tensiunile termice intr-o bard libera la capete, cu sectiune
triunghiulara (fig. 3.5, a), supusa unei variatii de temperatura (fig. 3.5, b)

T(z):TO[l—ii+4ij.

9 3h p?
Rezolvare

Tensiunile de blocare sunt

2
o ——EaTy| L-2Z 47|
9 3h K

Forta axiald de deblocare produce tensiunile uniform distribuite

2
G;Z&ZE‘ZTOJA l_ii+4z_ dAzEaTO 1A+i1y =1EaTO.
A A 9 3h K2 A 9 K2 3
A

Momentul incovoietor de deblocare produce tensiunile distribuite liniar

2 1
G;'= Ealy ZJ. l_i£+4z_ zdA = Loy z —i—y%—ij‘Z}dA >
I 9O 3 R I 3ho K

4

y ) y
2h/3
o"=EaT,~ —i+@ 222V 4z |=gary 2 -2 2,
AR 3 h nl 315
~h/3

Rezulta tensiunile termice totale (fig. 3.5, ¢)

2
o, =FEFal g+ﬁ£_4z_ .
¥ %Mo 158 B2

3.1.4.3 Bara cu sectiune circulara

La bara cu sectiune circulara (fig. 3.6), A=ra* si Iy =7ra4/4, unde

a=d/2.Daci se alege

dA4=24 a’-z* dz,

relatia (3.41) devine
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a

a
2L I T(z)y a* —z* dz+ SE;Z ZJ‘ T(z)zy a® - 2% dz.

o, =—Eal(z)+ — —
(3.44)

b
N

2Va2-z2

'

Z
Fig. 3.6

3.1.5 Deformatiile termice ale barelor drepte

Intr-o bara omogena supusa variatiei de temperatura 7' =T (x, z), alungirea
specificad totald (2.5) este egala cu suma alungirii specifice la nivelul suprafetei
“neutre”, &, si a alungirii specifice de incovoiere, z/p, unde p este raza de

curbura a suprafetei neutre

€x=&+aT=€0+£. (3.45)
E p
Deoarece
go=Nr_ 1 EaTdA:ﬁj Td4, (3.46)
EA EA A
A A
M
1 E[Ty =LJ EaTszzlﬁj TzdA, (3.47)
P y ye v
rezulta
(3.48)

gx=ﬂj TdA+lesz.
4 I,
A A

Deplasarea axiala este
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X

u:u0+j ¢ dx, (3.49)
0
unde u este deplasarea axialala x=0.

Deplasarea axiala medie este

u,, =l udAzl &dx, (3.50)
A E A
A 0

deci deplasarea capatului liber al barei incastrate este

um(£)=zj\;—Tj. (3.51)

Calculul deplasarilor laterale (sdgetilor) ale barei, w, se bazeaza pe formula
curburii

2
4w (3.52)

Il
[oN
=
%)

1
P

care se scrie

2
dw V;:__ZT -= j Tzdd, (3.53)
dx v
de unde rezulta sigeata
X X MT
A% El,

Constantele de integrare C| si C, se determina din conditiile la limita.

Exemplul 3.4

Sa se calculeze deformatiile termice ale barei in consola de la Exemplul
3.1 (fig. 3.4).

Rezolvare

Deplasarea axiald a capatului liber este

st 2ap,
EA 3
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Pentru bara incastratd la capatul din stanga, C;=C, =0. Deoarece
momentul Incovoietor termic M, este constant in lungul barei, forma deformata
este un arc de cerc, iar sdgeata este

M 7% 2
2EI,

Deplasarea capatului barei este

= . (3.55)

2 2
()=-22—-—
2EI, 2p

3.2 Lamele bimetalice

In forma cea mai simpla, lamelele bimetalice utilizate la controlul
temperaturii sunt formate din doud placute metalice cu coeficienti de dilatare
termicd liniard diferiti, solidarizate intre ele. Prin incalzire (racire), lamela
bimetalica se curbeaza datorita dilatarii diferite a elementelor componente.

R R

|
[ | 2
|
a I
[ ] 2
b |
|
1
| 2
c |
/ \
|
1
2
d
Fig. 3.7

In functie de modul de rezemare, curbarea lamelei produce deplasari
laterale. Intereseaza determinarea variatiei curburii lamelei, pe baza careia se
calculeaza deplasarile termice si, uneori, fortele necesare anuldrii acestora.
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3.2.1 Principiul constructiv

La temperatura de referinta cele doua lamele au lungimi egale (fig. 3.7, ).
Dacd o, > ¢, la cresterea temperaturii cele doud lamele tind sa se dilate diferit
(fig. 3.7, b). Cand lamelele sunt solidarizate, lungimea finala fiind aceeasi, cea cu
dilatare mica este intinsa si cea cu dilatare mare este comprimata (fig. 3.7, ¢).
Fortele axiale F| si F, sunt egale si de sens contrar (fig. 3.8). Ele produc un
moment care este echilibrat de momentele de sens contrar M; si M, care

curbeaza lamela in arc de cerc (fig. 3.7, d), cu concavitatea de partea stratului cu
dilatare mai mica (fig. 3.8).

A
E,a v fy A
E,, 0 $h y
M,
F
a, | P
2
‘zé_l M
2
L!
Fig. 3.8

Tensiunile termice produse de momentele Incovoietoare termice se
insumeaza cu cele produse de fortele axiale, rezultdnd distributii liniare nesimetrice
pe grosimea fiecarui strat, cu valori maxime in suprafata de separatie (fig. 3.8).

3.2.2 Calculul parametrilor termici

In continuare se analizeazi cazul in care cele doua plicute componente au
aceeasi latime b, grosimi A si h,, module de elasticitate E;, respectiv E,, si

coeficienti de dilatare termica a, > ¢ (fig. 3.9).

Lamela bimetalica este Incalzitd uniform de la 7; la 7,, cu o variatie de
temperaturd 7 =T, — T}, rezultdnd o variatie a curburii 1/p =1/p, -1/ p, , egala cu
curbura finald, daca in starea initiald lamela este dreapta.

Daca originea ordonatelor z se alege in planul de separatie (fig. 3.10, a),
atunci tensiunile se exprima sub forma

P

X1
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unde &, este alungirea specifica la nivelul planului de separatie, iar p este raza de
curbura a suprafetei “neutre”, In care tensiunile de incovoiere sunt nule.

al m

Fig. 3.9

Distanta de la suprafata de separatie la suprafata neutrd se noteaza a. Daca

originea ordonatelor z* se alege in suprafata neutra (fig. 3.10, b), atunci
z =z—a,
deformatia specifica la nivelul suprafetei neutre este
f =gyt (3.57)
P
si tensiunile termice au expresiile uzuale

o, =—EaT+E (g(’; —%j+% (z* +a )=

=-EaT+Ezé, +ﬂz*, (3.58)
Yo,

E
_ * 2

Fig. 3.10

Deoarece asupra lamelei nu actioneaza sarcini exterioare, forta axiala totala
si momentul incovoietor total sunt nule
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jadi=o, Iaxszzo. (3.59)
A A

Daca se alege convenabil d4 =bdz, la distanta z de suprafata de separatie,
relatiile (3.59) devin

JQJ dz+ Ia dz=0 (3.60)
—h1
ja zdz+ Ia 2dz=0. (3.61)

_hl

Inlocuind (3.56) in (3.60) rezulta
0

hy
J. ( E1a1T+E1‘90+_Zde+J. [—E2a2T+E250+ﬂszz=O,
Yo
~hy 0

sau
( 1 2 5\ 1
0
Inlocuind (3.56) in (3.61) rezulta
0 hy
El E2
p p
—hy
sau

Eh3 3
%(Ezhzz —Elhlz)go +[%+EZT%J%=%(%TE2@2 —alTElhlz). (3.63)

Ecuatiile (3.62) si (3.63) se mai scriu sub forma
Bgo+Cl=FT, (3.64)
P

1
Cey+D—=My, (3.65)
yo,
unde s-a notat
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C =%(E2h22 —Elhf), (3.67)

3 3

_ E\h I Eyhy
3 3

D , (3.68)

hy hy

Rezolvand sistemul format din ecuatiile (3.64) si (3.65) se obtine

sy~ FID=M:C 571)
BD-C

l:M‘ (3.72)

p  BD-C?

Rezulta alungirea specifica la nivelul suprafetei de separatie

(@ T Eyhy + ayT Eyhy B + Eohd )~ 3(anT Eyh2 - ey TE W2 ) By - Eih2)

0= 2 2)2 2
(E2h2 — Ehj ) +4E b Eyhy (hy + hy)
(3.73)
si curbura lamelei (Y. Villarceau, 1863)
1. 6(a )T . (3.74)
| (B -Eaf
+4 (hl + hz)

EhExhy(hy + 1y )

Tensiunile termice se obtin inlocuind &, si 1/p in relatiile (3.56).

Analizand relatiile de mai sus in spiritul metodei Iui Duhamel, se constata
urmatoarele:

Pentru blocarea dilatarilor termice ale celor doua lamele componente, se
aplicd tensiunile — E\oy T si — Eya,T .

Pentru deblocare se aplica fortele axiale termice (pe unitatea de latime)
Fr =ayTEh §1 Fp, =a,TEyh,, la distantele —h1/2, respectiv h2/2 fata de
suprafata de separatie.

Se stabilesc doud conditii de deformatie: sectiunile din capét ale celor doua
lamele componente trebuie sd aibd aceleasi deplasari longitudinale sub actiunea
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celor doua forte, si aceleasi rotiri, sub actiunea momentelor egale si de sens contrar
momentelor acestor forte fata de linia de separatie.

Alungirea lamelei este produsa de rezultanta F; a fortelor axiale termice,
in timp ce curbarea (indoirea) lamelei este produsa de momentul termic rezultant.

Configuratia optima

Sensibilitatea termicd maxima a lamelei bimetalice se obtine atunci cand
curbura 1/ p are valoarea maximd. Aceasta conditie se realizeaza pentru

E,h3 = E\h} (3.75)
cand
(lj 3y -a)T (3.76)
P max 2 (hl + ]’12)

Pozitia suprafetei neutre se calculeazd din conditia &y =0. Din (3.58)
rezultd &y =—a/p, deci a=—-¢,p, sau

Eyh3 — E\h}
2(E by + Eyhy)

a=

(3.77)

Pentru E,h; = E hi rezulti a =0, deci conditia (3.75) implica situarea
suprafetei neutre la nivelul suprafetei de separatie a celor doud materiale.

Daca a =0, ecuatiile (3.62) si (3.63) se decupleaza, reducandu-se la

ER  Eh
( 1,2 z]lzé(azTEzhzz—alTElhlz),

3 3 Yol

de unde rezulta
En =
0" Eh +Eh,

: (3.78)

1 _3(a-a)T (3.79)

P 2(h+h)
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Configuratia practica

In majoritatea aplicatiilor practice, lamelele din cele douad materiale au
grosimi egale, h; = h, = h/2 . In acest caz curbura are expresia

_ 6 (0 —a)T (3.80)

1
s 2
Yo, h
15 1+ﬂ +3
4 E, E,

Dacé lamela bimetalica este Incastratd la un capat si liberd la celalalt,
atunci deplasarea capatului liber se calculeaza, considerand doar incovoierea, cu
relatia (3.55)

w(f)=-———. (3.81)

3.2.3 Curbura specifica

Daca se noteaza

h E

m=—t, n=—1, (3.82)
hy Ey

variatia curburii lamelei (3.74) se scrie
L 6 (@~ )T (3.83)
2
P 1—nm? h
5 +4

mn(1+m)

Analiza relatiei (3.83) arata cd marimea raportului modulelor de elasticitate
E\/E, =n are o influentd micd asupra curburii lamelei, astfel incat dacd se
considerda n=1 eroarea este sub 3%, valoare in general admisibild in aplicatii
industriale. In acest caz se obtine relatia aproximativa simplificati

l: 6m (az—al)T 384
P (1+m)2 h . (3.84)

Daca lamelele componente au grosimi egale, atunci m =1, iar curbura
(3.84) are expresia aproximativa

() _al)T'
h

l\.)|w

1 (3.85)
P
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In standardul ASTM B388 se defineste flexivitatea egalid cu variatia
curburii unei lamele bimetalice impartitd la variatia temperaturii i inmultitd cu
grosimea lamelei

_1k

k .
pT

(3.86)

In standardul german DIN 1715 marimea k se numeste curburd specificd.

Din relatia (3.85) rezultd ca, pentru lamela bimetalica simpld considerata,
flexivitatea se calculeaza aproximativ cu relatia

k="(oy—a). (3.87)

3.2.4 Alungirea specifica

Cu notatiile (3.82), alungirea specifica la nivelul suprafetei de separatie
(3.73) devine

gy = 4(a1mn+a2)(m3n +21 )—3(a2 —almzn )(l—mzn) T. (3.89)
(l—nmz) +4mn(1+m)2

Pentru m =1 se obtine
o= (Zlnz +7n(0!1 +(Z22)+ (%) T (389)

12n+(1+n)
In acest caz
:M’ 1_ 242n (az—al)T, (3.90)
4(n+1) P (1en?f ri2n h
si

P Liler By o (3.91)

n+1
relatie care se obtine si direct din (3.78), inlocuind A, = h, = /2.
Pentru m=1 si n=1,

_ate o
b

=" (3.92)

care este si alungirea specifica la nivelul suprafetei neutre.
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3.2.5 Sageata termica

Deformatia transversala a lamelei bimetalice se calculeaza in functie de
raza utilizand relatii aproximative.

Lamela simplu rezemata

Relatia intre raza lamelei p si sageata d la mijlocul deschiderii (fig. 3.11)
este data de

2
(p+h)? :(P+h2_d)2+(§j -
Rezulta
2d

1
L. . (3.93)
P 0?+4d* -8dh,

Fig. 3.11

Deoarece, in majoritatea cazurilor practice, sigeata si grosimea sunt mai
mici decat 10% din lungimea lamelei, ultimii doi termeni de la numitor sunt
neglijabili fatd de primul si expresia (3.93) se reduce la

iy

d —. (3.94)
8 p

Configuratia din figura 3.11 este utilizata la determinarea experimentald a
flexivitatii lamelelor bimetalice, conform ASTM B388 si DIN 1715, utilizand
relatia

= 8dh

- (3.95)
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Exemplul 3.5

Sa se calculeze sageata la mijlocul unei lamele bimetalice cu lungimea de
100mm , compusa din doud straturi cu grosimea 0,5mm fiecare, produsa de o
crestere a temperaturii cu 100°C. Se dau E =140GPa, o= 1,7-10 % grd™!
(Invar) si £, =211GPa, a, = 12,1-10_6grd_1 .

Rezolvare. Din (3.83) se obtine 1/ p =0,0015 mm™, apoi din (3.94) rezulta
d=193mm.

pP-d+h, P

Fig. 3.12

Lamela in consola
Relatia intre raza lamelei p si sdgeata d la capatul liber (fig. 3.12) este

(p+h)*=(p+h—d)*+12.
Rezulta

1_ 2d
P (*+4d*-2dh,

Pentru d? << /> si dh, << 0% se obtine (3.81)

d="—. (3.96)



56 TENSIUNI TERMICE

3.2.6 Tensiuni termice

Pentru m=1 si n=1, E, =F,=F, inlocuind alungirea specifica la

nivelul planului de separatie (3.92) si raza de curburd a suprafetei “neutre” (3.85)
in (3.56), rezulta tensiunile termice (fig. 3.13)

o =—EaT+E“1+“2T+§E(“2_“1)Tz,
X1 1 2 h

o, ——Ea,T+EAY% g 3 Ela—a)T
X2 2 7 h

Z,
sau
o _p% % T+§E(a2—al)T

X1 2 2 h z, (397, a)

o) — ¢ T+§ E(az—al)T

=-E : 3.97,b
o 5 - z ( )

X2

-ipkT
N

_1
1
% YEKT

1
gEkT

Fig. 3.13

Inlocuind flexivitatea (3.87), expresiile (3.97) devin

o, =EkT(l+£j, (3.98, a)
! 30k

o, =EkT (—§+%J (3.98, a)

Tensiunile maxime apar la nivelul suprafetei de separatie.
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3.3 Bare curbe omogene

In general, in sectiunea transversali a unei bare curbe actioneazi un
moment Tncovoietor si o fortd axiala. Formulele de calcul se simplifica atunci cand
originea axelor se alege 1n dreptul fibrei neutre de la solicitarea de Incovoiere pura.
Actiunea simultana a tensiunilor produse de intindere deplaseaza axa neutra fata de
pozitia determinati la incovoiere purd. In continuare, pentru simplificarea
calculelor, tensiunile termice produse de incalzirea neuniforma se calculeaza fata
de axa neutrd de la incovoierea purd. Se adopta ipotezele de la studiul Incovoierii
pure, considerand in plus actiunea simultana a fortei axiale si a campului de
temperaturi.

[

Fie un element de bara curba (fig. 3.14, a), delimitat de doua sectiuni plane
(intre care existd unghiul d¢) si solicitat la incovoiere de un moment M', de o

fortd axiala N’ si incdlzit intr-un camp de temperaturi cu o variatie 7 (z) .
Alungirea specifica a fibrei mn, situate la distanta z de fibra ab, este
e _Z Ade +du,

(r + z)d(p
unde alungirea du, se datoreste fortei axiale iar « este coeficientul de dilatare

aT, (3.99)

termicd liniard al materialului barei. Pentru simplificare, in figura 3.14, a s-a
reprezentat numai deformatia produsd de M.

Utilizand legea lui Hooke, se obtine expresia tensiunii normale

oot pAde. v pdu o (3.100)
r+z de r+z dsg
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unde ab=ds, =rde.
Conditiile de echilibru se scriu

N’=J cdd, M':I zodd. (3.101)
A A

Inlocuind (3.100) in (3.101) si punand conditia (forta axiala nula)

j £ _d4=0, (3.102)
r+z

care defineste pozitia axei Oy, deci axa fatd de care se masoard ordonatele z, se
obtine

N’=E%I r dA—Ea_[ Tdd, (3.103)
0 r+z
A A
2
wm=EAde [z dA—Ea'[ Tzd4. (3.104)
do r+z
A A
Deoarece
r 22
I dd=4, J. dA=Ae,
r+z r+z

din relatiile (3.103) si (3.104) se obtin constantele
Eduy N'+Nj; EAdp M'+M)

, , (3.105)
ds, A de Ae
unde
N =Ea.[ Tdd, M, =EaJ. TzdA. (3.106)
A A

Inlocuind constantele (3.105) in expresia (3.100) rezulti formula
tensiunilor normale

z M’JrM’TJr r N'+Np

= —FEaT,
r+z Ae r+z A
sau
o=p| | MMy NANT_p) (3.107)
r+z rEAe EA

De remarcat faptul ca indicele ‘prim’ din formula (3.107) arata ca ordonata
z se masoard fata de fibra neutrd de la incovoierea pura si deci distributia de
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temperaturi utilizatd la calculul ‘eforturilor termice’ (3.106) se calculeaza
corespunzator.

Pentru 7 =0, relatia (3.107) devine

rz M' r N’
—+

—, (3.108)
r+z I)’, r+z A

unde proprietatile geometrice reduse sunt

2
[’y:J rz dA:'[Lzszere, A':IidAzA.
r+z y r r

A A

Tensiunile normale produse de intindere sau compresiune sunt de fapt
constante pe inaltimea sectiunii barei. Al doilea termen din membrul drept al
expresiei (3.108) apare datoritd faptului ca forta N’ definitd de prima relatie
(3.101) nu este aplicata in centrul de greutate.

Daca forta axiala N este aplicatd In G, atunci redusd in fibra neutra de la
incovoierea pura aceasta mai produce un moment M = N e si din (3.108) rezulta

z Ne r N N
—+ — =—=const.
r+z Ae r+z A A

O =

Daca ordonatele z se calculeaza fatd de axa care trece prin centrul de
greutate al sectiunii, formula tensiunilor produse la incovoierea pura contine doi
termeni, ca In formularea originald a lui Winkler.

3.4 Bare si cadre static nedeterminate

Deplasérile barelor solicitate la incovoiere se pot calcula, utilizand metoda
Mohr-Maxwell, cu relatia

5= MM 4 (3.109)
El,
/

In expresia (3.109), M este momentul incovoietor in sectiunea x a barei
solicitate de fortele exterioare, £/, este modulul de rigiditate la incovoiere iar m

este momentul incovoietor in sectiunea x a barei, produs de o fortd egald cu 1
aplicata in punctul si pe directia lui J.

Calculul problemelor simple de bare static nedeterminate se face prin
metoda eforturilor. Sistemul static nedeterminat (s.s.n.) se transforma intr-un
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sistem static determinat (s.s.d.) echivalent, prin suprimarea unui numar echivalent
de legaturi. Fortele (sau momentele) din legaturi se transforma in forte (momente)
exterioare, denumite necunoscute static nedeterminate, care se noteaza distinct cu

X;.

Conditiile de echivalenta intre s.s.d. echivalent si s.s.n. iau forma ecuatiilor
canonice ale metodei eforturilor (2.17), care sunt conditii de deformatie in punctele
si pe directiile necunoscutelor static nedeterminate.

In ecuatiile (2.17) coeficientii au forma

0;=0;= EI, dx, (3.110)
l
Momj
y

4

Rezolvand sistemul (2.17) format din ecuatiile provenite din conditiile de
deformatie, se obtin necunoscutele static nedeterminate, apoi din ecuatiile de
echilibru se determina restul reactiunilor sau eforturilor care actioneaza in sistemul
static determinat echivalent. Astfel, problema se reduce la studiul sistemului static
determinat echivalent.

Exemplul 3.6

Sa se calculeze tensiunile termice in bara din fig. 3.15, a, cu sectiunea
dreptunghiulara, incastrata la un capat si simplu rezemata la celalalt capat, supusa
unei variatii de temperatura cu distributie liniara pe inaltime (fig. 3.15, b)

7(z)=7, +(7, —Tl)%.

Rezolvare

Sistemul static determinat echivalent se alege bara Incastrata la capatul din
stanga si incédrcatd cu forta verticald X, la capatul din dreapta (fig. 3.15, ¢).
Conditia de echivalenta intre s.s.n. si s.s.d. este

010+ X6y, =0,

unde
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1
—=ﬁszdA=ﬁ(Tz—n).
p 1, h
A
T
T, L
T o ‘
Z 1 JX ( % X
TN L =
< > - 7,
z a b
X, 1
. iy x a%@y —————— !
ul L A 2
c 2 d e e
Fig. 3.15
Rezulta
305(T2—T1)E1y
X, ==—2 7
2 ‘h

Momentul incovoietor maxim apare 1n incastrare
3 a(7-1,) £,

Mmax:_Xlgz_E h

unde tensiunile termice sunt
3 z
o=——Fal\T,-T,)—.
* Fa(r,-7}):

Pentru distributia liniard a temperaturii, tensiunile date de expresia (3.41)
sunt nule, deci tensiunile din bara sunt produse doar de reactiunea din reazemul
simplu, adica de forta aplicata in capatul barei care anuleaza sigeata din curbarea

barei libere.

Exemplul 3.7

Sa se calculeze tensiunile termice in cadrul static nedeterminat din fig.
3.16, a supus unei variatii constante de temperatura, T.

Rezolvare
Sistemul static determinat echivalent este ilustrat in fig. 3.16, . Conditia
de echivalentd intre s.s.n. si s.s.d. este
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010+ X6, =0,

unde
503

og=—Yal, O,= ,
10 11 3,

conform figurilor 3.16, ¢ si d.

3aTEL
Y

¢ [TISI]

£ b4
””” M
a e
Fig. 3.16
Rezulta
3 aTEIy
1= 5 (2

Diagrama momentelor incovoietoare termice este redatd in fig. 3.16, e. Pe
baza acesteia se calculeaza tensiunile termice de Incovoiere.



4.

ECUATIILE TERMOELASTICITATII
PENTRU CORPURI IZOTROPE

In acest capitol se considerd corpuri elastice liniare si izotrope, in echilibru
sub actiunea fortelor de suprafatd, fortelor volumice si a unei variatii de
temperatura. Distributia spatiald a temperaturii se presupune cunoscuta. Se prezinta
pe scurt ecuatiile termoelasticitatii pentru cazul tridimensional: ecuatiile de
echilibru, relatiile 1intre deplasari si deformatii specifice si ecuatiile de
compatibilitate, relatiile intre tensiuni si deformatii specifice, si conditiile la limita
pe suprafata corpului. Se descrie rezolvarea in functie de deplasari si rezolvarea in
functie de tensiuni. Ecuatiile generale se particularizeaza pentru starea pland de
deformatii specifice si pentru starea pland de tensiuni. Se prezintd metoda Iui
Duhamel prin care problemele de termoelasticitate se reduc la probleme clasice din
teoria elasticitatii.

4.1 Ecuatiile de echilibru

Se considerda un paralelipiped infinitezimal de dimensiuni dx, dy, dz,
decupat dintr-un corp elastic in punctul O (fig. 4.1). In general, pe fiecare fata
actioneazd o tensiune normald §i doud componente ale tensiunii tangentiale,
paralele cu axele triedrului de referintd. Tensiunile normale au un singur indice,
care defineste axa cu care sunt paralele. Tensiunile tangentiale au doi indici. Primul
indice aratd directia normalei la planul sau fata pe care actioneazi tensiunea. Al
doilea indice arata directia componentei tensiunii.

Tensiunile sunt pozitive in directiile indicate in figura. Pe o fata pozitiva
(cu normala exterioara in sensul pozitiv al axei), tensiunile pozitive sunt dirijate in
sensul pozitiv al axelor de coordonate. Pe o fata negativa, tensiunile pozitive sunt
orientate in sensul negativ al axelor de coordonate.

Pe fetele care nu trec prin punctul O, tensiunile se exprima prin primii doi
termeni ai unei dezvoltari in serie Taylor. Se presupune cd, in general, elementul
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este solicitat de o fortd distribuitd in volum, de componente X, Y, Z (pe unitatea de
volum).

Ecuatiile de momente fatd de centrul elementului conduc la relatiile de

dualitate ale tensiunilor tangentiale

z-xy = z-yx’ z-yz = sz’ Tox = Tz (41)

care sunt complementare doud cate doua.

Din echilibrul fortelor se obtin ecuatiile diferentiale de echilibru (A.
Cauchy, 1822)

0
oo, N Tox N 07, L X=0,
0x oy oz
or oo, Ot
P24 iy=0, 4.2)
ox oy oz
or
Oty Th= (002 7y,
0x oy 0z

Cele sase ecuatii (4.1) si (4.2) contin noud necunoscute, deci problemele de
analiza a tensiunilor sunt static nedeterminate interior.

Fig. 4.1

In cazul unui element situat in vecindtatea suprafetei unui corp elastic,
ecuatiile de echilibru care se stabilesc intre fortele de suprafatd si tensiunile
interioare reprezinta conditiile la limita.
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In fig. 4.2, sarcina distribuita pe suprafati are componentele X, Y, Z (pe

unitatea de suprafatd). Din echilibrul fortelor rezulta
o l+7,m+7,, n=2X,

rxyl+0'ym+rzyn=7, 4.3)

T l+7,m+o, n=27,

unde /, m, n sunt cosinusii directori ai normalei la suprafata.

Fig. 4.2
In cazul problemelor bidimensionale, ecuatiile de echilibru (4.1) si (4.2)

devin

or ot oo
90y Ty xg, Lo 9% Ly o, (4.4)
0x oy

Ty = Ty P oy

iar conditiile de echilibru la suprafata (4.3) se reduc la
axl+ryxm=)?, rxyl+0'ym=)7. (4.5)

4.2 Ecuatiile de compatibilitate

Intr-un corp elastic, deplasarile unui punct, paralele cu axele x, y, z, se
noteazd u, v, w. Deformatiile specifice sunt de doua feluri: alungiri specifice ¢,,

&., sl lunecari specifice 7y, 7., 7z -

£
Intre deformatii specifice si deplasari se stabilesc relatiile

y’
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Ou ov ow
Ex =7 &y =7 &, =7 >
Ox 7oy Oz
8u+87) 8v+8w _6w+6_u’ (4.6)

e te ety T at e
}/Xyzyyx’ }/yzzyzy’ 7/2x=7/xz'

Eliminand deplasarile din relatiile (4.6) se obtin relatii intre deformatiile
specifice, numite ecuatii de compatibilitate (Saint-Venant, 1860)
2 2
N o%e, _ OV sy
oy*  ox*> 0xdy’

2 2
0%, azgz B o

= , 4.7, a
0z° 8y2 0y oz ( )
o’e. e, Oy

V4 + X — zX ,
ox*  9z> 0zox
, e _ 0 O Oy Oy
oyoz 0Ox ox oy oz )
2
2 5% 0 (% Ou Oy (47, b)
0zO0x Oyl\ Ox Oy oz | ’
2 8282 :i ayyz " ﬁyzx _a]/xy )
0x0y 0z| Ox oy 0z

Ecuatiile de mai sus exprimd continuitatea campului de deplasari, care
exclude aparitia de goluri sau suprapuneri (doud puncte diferite nu pot ocupa
aceeasi pozitie in urma deformarii corpului), deci deformatia fiecarui element de
volum trebuie sa fie compatibild cu deformatia elementelor vecine.

4.3 Ecuatiile constitutive

Pentru corpuri din materiale elastice, omogene si izotrope, deformatiile
specifice se exprima In functie de tensiuni prin legea lui Hooke generalizata pentru
efecte termice
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gxzé[ax—v(d +o )]+aT, 7/xy:f(x;y,
£y = }E[O' -v O' +O' ]+aT, )/yzzrcy;, (4.8)
gzzé[o-z—v(ax-kay)]JraT, 7/zx:%a

unde E este modulul de elasticitate longitudinal, v este coeficientul de contractie
transversald, G este modulul de elasticitate transversal, « este coeficientul de
dilatare termica iar T este variatia de temperatura.

Se demonstreaza ca intre constantele elastice £, G si v exista relatia

E

Tl

(4.9)

Daca in relatiile (4.8) se exprimd tensiunile in functie de deformatiile
specifice, se obtine

E EaT
o, ——(1+V)(1_2v)[(l—v)gx-l—v(gergZ)]—l_zV ,
E EaT
O'y—m[(l—l/)gy+V(Sz+€x):|—1_2‘/, (410)
E EaT
O'Z—m[(l—V)EZ'FV(EX'F&'y) _1_21/’
__E E E @1

T Al .\ ’TZ:— Z’TZ :—Z'
) T o) T T ()
Ecuatiile (4.10) si (4.11) se mai scriu sub forma

o, =Ae+2Ge, —(31+2G ) aT
o,=Ae+2Ge,—(34+2G)aT, (4.12)
o,=Ae+2Gs, —(31+2G ) al

z-xy:nyy’ Tyz:nyZ’ sz:Gyzx' (411561)
unde deformatia volumica specifica

1_2V(0'x+0'y+0'2), 4.13)

e=é& té,+e, =
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iar constanta lui Lamé

vE
/1:—(1+v)(1—2v)' (4.14)

Constantele elastice £ si v se exprimd in functie de constantele lui Lamé
A si G sub forma

E_G(3/1+2G) yl

Y "T2G+6) 15

b

4.4 Ecuatiile fundamentale ale termoelasticitatii

Pentru un camp de temperaturi dat, comportarea unui corp elastic
tridimensional este descrisa de 15 marimi: sase tensiuni, sase deformatii specifice
si trei deplasari. Acestea trebuie sd satisfaca 15 ecuatii: trei ecuatii de echilibru,
sase relatii intre deplasari si deformatii specifice si sase relatii intre tensiuni si
deformatii specifice. La acestea se adauga conditiile la limita pentru punctele de pe
suprafata corpului, exprimate in functie de deplasari sau in functie de sarcinile
aplicate. Rezultd ca existda conditii suficiente pentru obtinerea unei solutii. Se
demonstreaza ca in cazul echilibrului stabil aceasta solutie este unica.

Este posibil sa se utilizeze unele ecuatii pentru a elimina din necunoscute si
a obtine un numar redus de ecuatii exprimate numai in functie de deplasari sau
numai in functie de tensiuni.

4.4.1 Ecuatiile fundamentale exprimate in functie de deplasari

Ecuatiile de echilibru (4.2) pot fi scrise in functie de deformatii specifice
utilizdnd ecuatiile constitutive (4.12) si (4.11, a). Apoi relatiile intre deformatii
specifice si deplasari (4.6) pot fi utilizate pentru a exprima ecuatiile de echilibru in
functie de deplasari. Se obtine

(1+6) 2 +6v2u-(32+26 ) L 4 x =0,
Ox Ox

(1+6) 28 +6v?0-(32+26) L vy =0, (4.16)
oy oy

(A+G)%+GVZW—(3/1+2G)aa—T+Z:O,

z 0z
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unde operatorul armonic

2 2 2
v2=82+62+a2 (4.17)
ox° 0y~ Oz
iar deformatia volumica specifica (4.13) se poate scrie
e=u, 00, 0w (4.18)

Tox oy oz
Pentru portiunea de suprafatd pe care sunt date sarcinile exterioare,
conditiile la limita se obtin Inlocuind (4.12) in (4.3) si utilizaind (4.6). Rezulta

del+G| o 0 O G O 00, Y, :)_(+Ml,
x Oy oz ox 0Ox ox

ov, 0Ov ov ou ov ow - FEaT
—n|=Y+
x Oy oz oy Oy oy

/1em+G(—l+—m+—nJ+G(—l+—m+ 2 m, (4.19)
1%

ow, ow ow J+G(au 0v 8—WnJ=Z+ EaTn.

Aden+G|—I+—m+—n —Il+—m+
ox Oy oz 0z Oz oz 1-2v

Pentru portiunea de suprafatd pe care sunt specificate deplasarile, se dau

u zul(x,y,z), vzvl(x,y,z), w:wl(x,y,z). (4.20)
Dupa rezolvarea problemei in functie de deplasari, deformatiile specifice se

calculeaza din (4.6) iar tensiunile din (4.12). De notat ca nu au fost utilizate
ecuatiile de compatibilitate.

Ecuatiile (4.16) 1n care se neglijeaza efectele termice se numesc ecuatiile
lui Lamé.

4.4.2 Ecuatiile fundamentale exprimate in functie de tensiuni

Ecuatiile de compatibilitate (4.7) se pot rescrie in functie de tensiuni
utilizand ntai (4.8) si (4.9), apoi ecuatiile de echilibru (4.2). Daca se noteaza

0=o,+0,+0,, (4.21)

se obtin urmatoarele sase ecuatii
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) 1 0%0 Ea vy y aX or oz) ,oX
Vo, + =—

1+v §x2 1+v l—v ax ay oz Gx

2 1 o2 0 Ea l+v v 8X aY az oY

\% oy + = -2—,

1+v 6y vl 1- v 1-v 6x 6y bz oy

S (1+v - azj v (ax 6_Y+8_ZJ_ az
1t

v 522 1-v 1-vlox oy oz oz’
2 2
. | 0% _ Ea T 1 (oX ov (422)
1+v O0x0y 1+v 0x0y 1+v\dy Ox
5 1 0% Ea 8T 1 or oz
Vir, + =— - =
1+v Oyoz l+v 0yoz 1+v 82 ay
5 0%0 Ea 0T 1 oz ox
Vir, + =-— -
l+v 020x  1+v 0z0x 1+v|ox oz

Ecuatiile (4.22) in care se neglijeaza efectele termice se numesc ecuatiile
Beltrami-Mitchell.

4.5 Probleme bidimensionale

Daca unele dintre componentele tensiunilor sau deformatiilor specifice sunt
nule sau neglijabile in comparatie cu celelalte, ecuatiile teoriei termoelasticitatii se
reduc la probleme bidimensionale, care definesc stari plane de tensiuni sau stari
plane de deformatii specifice. Este cazul celor doud corpuri din fig. 4.3.

Fig. 4.3
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Discul cu grosime constanta din fig. 4.3, a are grosimea mica in comparatie
cu celelalte doud dimensiuni. Discul este intr-o stare pland de tensiuni daca: a) pe

fetele plane nu actioneaza forte de suprafati; b) pe suprafata laterala Z =0 iar X
si ¥ nu depind de z; si c) in interiorul corpului, Z=0 iar X, ¥ si T sunt
independente de z.

Cilindrul din fig. 4.3, b are lungimea mare in raport cu dimensiunile
transversale. Cilindrul este intr-o stare pland de deformatii specifice daca: a)
deplasdrile axiale ale capetelor cilindrului sunt blocate, w=0; b) pe suprafata
lateralda Z =0 iar X si Y nu depind de z; si c) in interiorul corpului, Z =0 iar X,
Y'si T sunt independente de z.

Se reaminteste faptul ca o stare plana de tensiuni conduce la o stare spatiala
de deformatii specifice, si invers, o stare plana de deformatii specifice este produsa
de o stare spatiala de tensiuni.

4.5.1 Starea plana de deformatii specifice

O stare plana de deformatii specifice este definitd de w=0, u = u(x, y)

si U= v(x, y) . Deformatiile specifice sunt functii doar de x si y:

gxza—u, gyza—v, }/xy:%_i_a_v, (4.23)
Ox oy dy Ox

e, =, yyzza—”+a—wzo, yo=w oy (4.24)
oz 0z 0Jy ox Oz

Inlocuind &, =7y =V =0 In ecuatiile (4.12) si (4.11, a), rezulta

expresiile tensiunilor in functie de deformatiile specifice

o, =Ale, +e,)+2Ge, ~(32+2G ) al,
o,=Ale,+,)+2Ge, —(34+2G ) aT, (4.25)
Txy:Gj/xy
si
o, =v(0'x +0'y)—EaT, Ty, =7,=0,7,=Gy,. (4.26)

Ecuatiile (4.25) se scriu in functie de deplasari sub forma
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z(é—%@}ma—”—(smzc)ar,

o, =
ox Oy X

o, =4 Qu v +2Ga—”—(3z+2G)aT, (4.27)
ox Oy oy

Ty =G a_u_'_@ .
oy 0Ox

Primele doua ecuatii (4.25) se mai scriu

7= (eral -5y
oy (1+v)£(?1—2v) [Vngr(l_V)gy]_lE—ava'

Ecuatiile de echilibru devin

0
6&4_&4_)(:0’
ox 0Oy

ot oo
—2 Y iy=0.
0x oy

(4.28)

Singura ecuatie de compatibilitate este

2 2
. o%e, _ OV sy .
dy* ox* 0x0y

(4.29)

Inlocuind deformatiile specifice in functie de tensiuni

1-v? 14
&, = 7 (O'x—mo-yj‘f‘(l““/)aT,

1-v? v
£, = z (Gy—l_vaxj+(l+v)aT,

rezulta conditia de compatibilitate
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v (o, 4o, )+ | X XN EX gap g (430)
I-viox 0y) 1-v

Se obtin astfel trei ecuatii (4.28) si (4.30) cu trei necunoscute, o, o, §i

7, care Impreuna cu conditiile la limita

axl+rxym=)7, Tyl+to,m=Y, (4.31)

permit rezolvarea problemelor de stéari plane de deformatii specifice in functie de
tensiuni.

Inlocuind (4.27) in (4.28) se obtin ecuatiile generale in deplasari

GV + G ia_qu@ __£ aa—TJrX:O,
1-2vox\ox 0y) 1-2v 0Ox
(4.32)
GVl 0| ov) _E OT y_y,
1-2voy\ox oy) 1-2v 0Oy
unde
2 2
v? :a_2+a_2. (4.33)
ox~ Oy

4.5.2 Starea plana de tensiuni

O stare plana de tensiuni este definitd de un camp de tensiuni de forma

o,=0, (x,y), o,=0, (x,y), Ty =Ty (x,y) , (4.34, a)

0,=7,=17,=0. (4.34, b)

Aceasta reprezintd o buna aproximare pentru placi sau discuri subtiri in
directia z, Incdrcate cu sarcini uniform distribuite pe grosime, paralele cu planul
placii.

Deformatiile specifice termoelastice sunt date de legea lui Hooke

1 2(1+
gxzf(ax—vay)+aT, yxy=¥rxy,

1
gyzf(ay—vax)+aT, yyzzyzxzo, (4.35)

v
e, =——\o,+o,)+al.
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Exprimand tensiunile in functie de deformatiile specifice, se obtine

o, = (5 +ve )_EaT
oyt S E
E EaT
o, = g, tve,|-——, 4.36
= ey rve )18 (436)
E

Txyzmyxy’ Oz =Ty, =Tpx =0.

Ecuatiile de echilibru (4.28) si cele de compatibilitate a deformatiilor
specifice (4.29) sunt aceleasi ca pentru starea plana de deformatii specifice.

Ecuatiile de echilibru exprimate in functie de deplasari sunt

LV%LQ(@L@J: E_of o

2(1+v 2(l-v)ox{ox O 1-v  0Ox
(o) " 20) E -
—E Vzv+—E ﬂ 8_u+8_v = E aa—T—Y,
2(1+v) 2(1+v)oylox ay) 1-v ay
iar relatia de compatibilitate a tensiunilor este
V2(0x+0 )+(1+v) X N EavT =0, (4.38)
7 ox Oy
care 1n absenta fortelor volumice devine
V(0. +0, +EaT )=0. (4.38, a)

Conditiile la limita (4.19) se scriu
E 1 (Ou ov 1{0v Ou = EaT
— | — | =—t+v—|l+= | —+—|m|=X+ /,
I+v|l-v\|ox Oy 2\0x Oy 1-v
E 1 (0v  Ou 1({0v Ou = EaT
— | — | —t+v—|m+—| —+—|l|=Y+ m.
I+v|l-v\0dy Ox 2\ 0x Oy 1-v

Relatiile (4.38) si (4.39) permit rezolvarea problemei in functie de
deplasari.

(4.39)
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4.5.3 Conversia ecuatiilor intre cele doua stiri plane

Se poate ardta ca prin transformarea corespunzatoare a constantelor £, v si
a (Tabelul 4.1) toate problemele de stari plane de tensiuni pot fi transformate in
problema corespunzitoare a starii plane de deformatii specifice si vice versa.

Astfel, rezolvand un tip de problemd planda, se poate obtine apoi direct
solutia pentru celalalt tip de problema pland printr-o simpld transformare a
constantelor de material.

Tabelul 4.1
Conversia ecuatiilor E Y “
se inlocuieste cu
de la starea plana de tensiuni E v
la starea plana de deformatii 1-,2 1—v ( 1- V)a
specifice

de la starea plana de E(1+2v) v 1+v

deformatii specifice la starea (1+ V)z l+v 1+2v @
plana de tensiuni

Exemplul 4.1

Sa se calculeze tensiunile termice in bara de la Exemplul 3.1 (fig. 3.4, a),
supusa unei variatii de temperatura

utilizand conditia de compatibilitate (4.38, a).

Rezolvare

In planul xOz relatia (4.38, a) se scrie

o* 07
a—2+a—2 (UX+O'Z+E0!T)=0.
X z

Deoarece 0, =0 s1 0, = ax(z),

dZ
d—2(0'x+EaT)=o,
z
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de unde rezulta
o, =—FEal+cz+c,.

Constantele de integrare ¢ si ¢, se determind din conditiile ca forta axiala
si momentul incovoietor sa fie nule la capatul liber

h/2 h/2
Iaxd2=0, J.axzd2=0.
—h/2 —h/2

Inlocuind expresia lui o, in relatiile de mai sus, rezulta

OE hj2 £ h/2
= 3aITzdz, czz—aJsz,
h h
~h/2 ~h/2

deci se regaseste relatia generala (3.42) de calcul al tensiunilor termice

. h/2 . h/2
o, =Ea| -T+— J Tdz+—z I Tzdz
h 3
~h/2 ~h/2
Pentru distributia data de temperaturi se obtine

3z Z? 2z 1 z?
oy=Ealy |—|————— |+ ——|=—Ealy| -——= |
4 h K 3 h 12 42

4.6 Principiul metodei lui Duhamel

Fie un corp elastic tridimensional supus unui caAmp cunoscut de temperaturi
T=T (x, y,z). Daca dilatarile termice sunt libere, atunci in orice punct

=aT(x,y,z). (4.40)

Se presupune cd miscarea tuturor punctelor corpului este total impiedicata.
Dilatarile impiedicate sunt definite prin deformatii specifice

e.=¢,=¢,=—aTl. 4.41)

x y z

Aceastd blocare se realizeaza aplicand corpului o presiune hidrostatica p,
deci tensiuni normale principale
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0,=0,=0,=-p. (4.42)

Inlocuind tensiunile (4.42) si deformatiile specifice (4.41) in legea lui
Hooke fara efecte termice

&, =%[Gx -V (O'y +O'Z)] ,
se obtine

_EaT
1-2v°

p (4.43)

deci starea de tensiuni care realizeaza blocarea (“bridarea’) este definita de

EaT
axzayzazz—l_zv, (4.44)

Pentru a mentine acest cAmp de tensiuni, trebuie aplicate:

a) un sistem de forte superficiale, normale la suprafata corpului, de
intensitate — EaT/(1-2v) pe unitatea de suprafata; si

b) un sistem de forte distribuite in volum, necesare pentru echilibrul acestui
element.

Deoarece in cazul blocajului total nu pot apare tensiuni tangentiale,
ecuatiile de echilbru fara efecte termice iau forma simpla

oo
x=-99 y__ %% ,__ 00 (4.45)
0x oy Oz
ceea ce, tindnd cont de (4.44), conduce la
:iEaT:Eaa_T,:EaG_T’ :Eaﬁ_T‘ (4.46)
ox\1-2v ) 1-2v Ox 1-2v 0y 1-2v 0z

Prin urmare, rezolvarea problemei termoelastice se poate face utilizand
relatiile clasice ale teoriei elasticitatii (fara efecte termice), suprapunand tensiunile
si deformatiile calculate pentru corpul solicitat prin sarcini de suprafata si de
volum, egale si de sens contrar celor aplicate pentru blocarea deformatiilor
corpului, cu cele obtinute pentru starea initiala blocata.
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Rezumand, in metoda lui Duhamel se parcurg trei etape de calcul:

1) Se presupune ca deformatiile termice sunt blocate de un sistem de forte
convenabil ales. Se evalueaza aceste forte.

2) Se aplica aceleiasi structuri (nesupusa la 7) un sistem de forte egale si de
sens contrar celor calculate la (1) si se calculeaza tensiunile si deformatiile.

3) Se suprapun starile (1) si (2). Deplasarile reale sunt cele calculate la (2).
Tensiunile se obtin prin Insumarea valorilor obtinute la (1) si (2).

4.7 Forma matriciala a ecuatiilor constitutive

4.7.1 Notatii matriciale

Se introduce vectorul coloana al tensiunilor
{ot=loy o, o0 2y 7w |0 4D
vectorul coloand al deformatiilor specifice
{et=le & e 7 7 7 J%, (4.48)
si vectorul coloana al deplasarilor

{u}=lu v w]". (4.49)

Deformatiile specifice produse de dilatarea liberd se reprezintd prin
vectorul deformatiilor specifice termice

{ep =] aT aT aT 0 0 0 |". (4.50)

4.7.2 Relatiile intre tensiuni si deformatii specifice
Relatiile (4.8) se scriu matricial sub forma
{et=[cHoi+{er ), (4.51)

unde matricea compliantei elastice a materialului este
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1 -v —v 0 0 0 |
1 -v 0 0 0
1 0 0 0
[c]:i (4.52)
E 2(1+v) 0 0
sim 2(1+v) 0
i 2(1+v)]
Relatiile (4.10) si (4.11) se scriu matricial sub forma
{oj=[p]({ej-{er }). (4.53)
unde matricea de rigiditate a materialului este
1-v v 0 0 0 |
1-v 0 0 0
E I-v 0 0 0
D|=——— 4.54
0] (1+v)(1-2v) 05-v 0 0 (4.54)
sim 0.5-v 0
| 0.5-v|
In cazul starii plane de tensiuni, relatiile (4.36) devin
1 v O
X X
oy t=——|v 1 0 |]g -E2L (4.55)
1-v 1-v 1-v
xy 00 7 xy 0
2
deci
£ 1 v 0
[D]:1 slv 1 0 |. ‘ (4.56)
_ 1-
“lo o =X

In cazul starii plane de deformatii specifice, relatiile (4.25) devin

oy £ I-v v 0 &y EaT 1

Uy :m |4 1-v i 02 Ey —% 1 (457)
+v —2v — —2v

Ty 0 0 E 7w 0

2
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deci matricea de rigiditate are forma

£ I-v v 0
D|=77——F—— 1- 0 . 4.58
Pl L 439

2

4.8 Consideratii generale

In general, ordinul de marime al tensiunilor termice poate fi reprezentat de
valorile tensiunilor necesare pentru a anula complet dilatarea termica libera. Pentru
cateva cazuri particulare simple, valorile tensiunilor termice se pot calcula direct
din ecuatiile generale ale termoelasticitatii, dupa cum urmeaza:

1. Intr-o bara de sectiune constanta, Incalzitd cu 7, la care dilatarea este
impiedicata la capete (fig. 2.3), se dezvolta tensiuni termice de compresiune de
marime EaT .

2. Intr-o placi plana (in planul x-y) de grosime constanti si de forma
oarecare, incdlzitd uniform cu 7, in care dilatarea este mpiedicatd pe contur, se
produc tensiuni termice de compresiune o, si o, de marime EaT/ (1-v).

3. Intr-un solid de forma oarecare, incalzit uniform cu 7, in care dilatarea
libera este blocatd pe toatd suprafata exterioara (incluzand gaurile) se produc
tensiuni termice de compresiune o, o, si o, de marime EaT /(1-2v).

4. Daca o parte sau intreaga suprafatd a unui solid liber este racita brusc cu
7, initial, Tnainte ca variatia temperaturii sd cuprindd straturile din vecinatatea
suprafetei, in stratul superficial se dezvolta tensiuni de intindere EaT/(1-v).

5. Intr-un solid liber, de forma oarecare, supus la o variatie neuniforma a
temperaturii de forma T(x, y,z)z Ax+By+Cz+D, unde A4,B,C,D sunt

constante sau functii de timp, nu se produc tensiuni termice. Orice distributie
neliniard a temperaturii produce tensiuni termice.
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In acest capitol se studiaza cilindri circulari plini, tuburi cu pereti grosi,
discuri circulare si inele subtiri incércate si/sau incalzite intr-un cdmp termic axial-
simetric. Tensiunile normale si deformatiile radiale intr-un punct depind de o
singurd variabila - raza in punctul respectiv.

Cilindrii plini si tuburile cu pereti grosi au lungimea mare in raport cu
dimensiunile transversale. Se considera cd deplasarile axiale sunt nule, deci
cilindrul este intr-o stare plana de deformatii specifice. Aceastd conditie este
indeplinitd doar de cilindri incastrati la capete sau de lungime infinita. in cilindri
liberi la capete, pentru a impune realizarea unei stari plane de deformatii specifice
trebuie suprapuse tensiuni axiale care sa anuleze fortele axiale la capete. Sectiunile
transversale plane ale cilindrilor raman plane si dupé aplicarea solicitarii, fiind
exclusé incovoierea sau rasucirea tubului.

Discurile si inelele au grosimea micd in comparatie cu celelalte doud
dimensiuni, fiind solicitate la o stare pland de tensiuni. Nu exista tensiuni axiale iar
cele din planul discului (inelului) se considera constante pe grosime. Discurile in
rotatie sunt studiate in Capitolul 6.

Calculul tensiunilor termice in cilindri lungi si discuri subtiri are aplicatii
practice la recipientele cu presiune interioara mare din instalatiile petro-chimice,
cilindrii motoarelor cu ardere interna si ai preselor hidraulice, carcasele turbinelor
si compresoarelor, tevile de racire ale reactoarelor nucleare si ale schimbatoarelor
de caldura, tevile peretilor membrana ai generatoarelor de abur, tevile tunurilor etc.

5.1 Ecuatiile fundamentale

In general, pentru rezolvarea problemelor static nedeterminate este
necesara utilizarea a patru tipuri de relatii: 1) ecuatii de echilibru; 2) ecuatii care
descriu geometria deformatiilor sau compatibilitatea Intre deformatii specifice si
deplasari; 3) ecuatii constitutive intre tensiuni si deformatii specifice; si 4) conditii
la limita, de rezemare sau de solicitare pe contur.



82 TENSIUNI TERMICE

5.1.1 Ecuatia de echilibru

Se considerd un inel cu grosimea egala cu unitatea, taiat dintr-un tub sau
disc axial-simetric, din care se detageaza un element prin doud plane axiale si doua
suprafete cilindrice concentrice infinit vecine (fig. 5.1, a). Datoritd simetriei, pe
fetele acestui element nu actioneaza tensiuni tangentiale (de forfecare).

g, +dor

Fig. 5.1

Fie o, tensiunea normald circumferentiald si o, tensiunea normala

radiald. Aceasta din urma variazd cu raza r si pe suprafata exterioard este
o, +do, . Tensiunea axiald se noteazd o, .

Ecuatia de proiectii a fortelor pe bisectoarea unghiului dé@ (fig. 5.1, a) se
scrie, aproximand sin (d6/2)~d6/2,

do,

a,rd0+20'tdr%—(ar+ er (r+dr)de=0,

dr

— Gi“
o, =0,.+r ,
r

sau

(o, 1)=0. (5.1)

5.1.2 Relatiile intre deformatii specifice si deplasari
Daca u este deplasarea radiala a unui punct de pe suprafata cilindrului de

raza r (fig. 5.1, b), atunci deplasarea unui punct de pe suprafata cilindrului de raza
r+dr este u+ (du/dr)dr.
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Alungirea radiald este egald cu diferenta deplasarilor capetelor segmentului
dr, deci du. Alungirea specificd radiald se obtine impartind alungirea radiala la

lungimea initiala dr
_du

& . =—. 52
r= 4 (5.2)

Cercul de raza r devine cercul de raza r+u, deci alungirea pe directie
circumferentiald este 27r(r+u)—27zr =2z u . Prin Tmpartire la lungimea initiala
27 r se obtine alungirea specifica circumferentiala

u
gt :7. (5.3)

Elimindnd deplasarea u intre relatiile (5.2) si (5.3) se obtine ecuatia de
compatibilitate (continuitate)
d

E(Et”’):gr- (54

5.1.3 Relatiile intre tensiuni si deformatii specifice

Legea lui Hooke cu efecte termice (4.8) se scrie

g,z% [O'V—V(O't+O'Z)]+(lT, (5.5)
gtz% [Jt—v(az+or)]+aT, (5.6)
gzz% [az—v(0,+0t)]+aT, (5.7

unde « este coeficientul de dilatare termica liniara al materialului.

Pentru simplificarea expunerii se neglijeaza variatia lui « cu temperatura.
De asemenea se considera cd modulul de elasticitate E = const., ceea ce la otel este

valabil pentru temperaturi sub 300°C .

Relatiile (5.5)-(5.7) se simplificad in cazul starilor plane de tensiuni si
deformatii specifice, dupa cum se arata in Capitolul 4.

5.1.4 Conditiile la limita

Conditiile la limita dau valorile tensiunilor radiale o, la r =a (sau »=0)
sir=b.
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5.2 Cilindri grosi

Tubul cu pereti grosi este un cilindru lung cu gaura centrald circulara. Se
considera cilindri supusi unui regim termic stationar, in care temperatura variaza pe
grosimea peretelui dar este constantd in orice sectiune transversald in lungul
tubului. Tensiunile termice sunt generate de incilzirea neuniforma. Daca variatia
temperaturii este constantd in lungul razei tubului, nu apar tensiuni termice.
Tensiunile termice 1n tuburi cu pereti grosi au fost studiate prima data de J. M. C.
Duhamel (1838).

Cilindrul lung este intr-o stare plana de deformatii specifice, ceea ce este
strict valabil doar daca este fixat la capete. La un cilindru liber la capete, pentru a
mentine starea pland de deformatii specifice, trebuie aplicate tensiuni axiale la
capete care, conform principiului lui Saint-Venant, produc efecte locale doar la
capetele cilindrului.

5.2.1 Camp termic axial-simetric

In continuare se considera cilindri circulari lungi, supusi la o variatie de
temperaturd axial-simetrica T =T(r). Aceasta se determind prin rezolvarea

problemei specifice de transfer de caldura.

5.2.1.1 Distributie arbitrara a temperaturii

Se presupune ca cilindrul este fixat la capete, astfel incat deplasarile axiale
sunt nule, w=0, ceea ce implicd o stare plana de deformatii specifice, &, =0.

Relatia (5.7) devine
o,=v (o, +0,)-EaT . (5.8)

Inlocuind (5.8) in expresiile (5.5) si (5.6) se obtin deformatiile specifice

g,:”TV (1-v)o,-v o, +EaT ], (5.9)
g;”TV (1-v)o,-v o, +EaT |. (5.10)

Inlocuind (5.9) si (5.10) in (5.4), rezultd a doua relatie intre tensiuni

L
dr ! Tol-v dr’

(5.11)
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Eliminand o, intre relatiile (5.1) si (5.11), se obtine ecuatia diferentiala de
tip Euler
d’c, ,do,  Ea dT

r I 3= 5.12
dr? dr  1-v dr’ (5-12)

sau, intr-o forma usor de integrat

dl1ld Ea dT
o )|l=———. 5.13
dr{r dr( r)} 1-v dr (>-13)
Solutia ecuatiei (5.13) este
.
o, =c1—c—22—E—“ijTrdr, (5.14)
1-v 2
r e
unde C; si C, sunt constante de integrare.
Deoarece
1d{,
o.+to, =——I\r‘o, ), 5.15
g oy dr(r ') ( )
expresia (5.12) se mai scrie
d Ea dT
—(c.+0,)=-=2=2 2 5.16
dr(r 2 1-v dr (.16
de unde se obtine
o, +0, :—lE—aT+2C1. (5.17)
-V

Inlocuind (5.14) rezulti expresia tensiunilor circumferentiale

—C + 2 Ea 1 IT dr—E“T (5.18)
7 1 v r?
Din (5.8) rezulta tensiunile termice axiale
o, =—f0‘T+2vc1 . (5.19)
-V

Pentru a mentine w=0, la capetele tubului trebuie aplicate forte axiale
care sa produca tensiunile axiale (5.19).
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In continuare se calculeaza doar tensiunile termice, produse de variatia
temperaturii, considerand cé presiunile aplicate la interiorul si exteriorul tubului
sunt nule, decila r=a, 0, =0 sila r=>0, 0, =0.

Din (5.14) rezulta

Fa

1lvb2

j Trdr, Cy=d’C,. (5.20)

Inlocuind constantele (5.20) in (5.14) si (5.18) rezulta tensiunile radiale si
circumferentiale in cilindrul lung

7

Ea r2—a2J‘
o, = Trdr—j Trdr]|, (5.21)
(l—v)r2 2 _a?
Ea r?+a?
o, = 5 jTrerrj‘Trdr Tr?|. (5.22)
(1-v)r b?

Inlocuind constantele (5.20) in (5.19) rezulti tensiunile axiale
(longitudinale)

_ Ea

o, =——o Trdr-T |. 5.23
= b2 j (5.23)

Expresia (5.23) este valabila doar pentru cilindri fixati la capete (w = O). in

cazul cilindrilor cu capete libere, trebuie suprapuse tensiuni normale axiale
constante o, = s, astfel incat forta axiald rezultanta la fiecare capdt sa fie nula

b
stoﬁ(bz—az)—J. o, 2zxrdr=0. (5.24)

a

Adaugand s, la tensiunile date de (5.23) rezultd formula tensiunilor axiale

Fa
02:1—1/

b
2
WIT’”dI’—T 5 (525)

relatie care difera de (5.23) prin factorul v din fata integralei.

La cilindrul liber la capete, tensiunile radiale si circumferentiale au aceleasi
expresii (5.21) si (5.22).
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5.2.1.2 Distributie logaritmica a temperaturii
Daca transferul de céldurd prin conductie in peretele cilindric se face cu
flux termic constant, atunci distributia radiala a temperaturii este logaritmica.

Legea conductiei termice (J. Fourier, 1822) se scrie sub forma
A
Q=kZAT, (5.26)

unde Q este fluxul termic, £ este conductivitatea termica a materialului, 4 este aria
suprafetei de conductie, L — lungimea traseului de conductie si A7 — variatia

temperaturii pe traseul de conductie.

Pentru un inel cu grosimea egald cu unitatea, decupat dintr-un tub prin
doud suprafete cilindrice coaxiale de raza r, respectiv r+dr, se calculeaza
A=2rr-1, L=dr,deci formula (5.26) devine

2xr

O=—k

dr . (5.27)

r

In cazul wunui flux termic stationar, Q=const. s atunci cand
conductivitatea termicd nu variaza cu temperatura, k = const., relatia (5.27) se mai
scrie

rd_T:_chonSl‘.ch, dT:Clﬂ’
dr 2k r

de unde rezulta temperatura la raza r
TzcljﬂJrcz:cl Inr+c,. (5.28)
r

Se subintelege ca temperaturile 7 sunt de fapt diferente intre temperatura
reala si o temperaturad de referintd a mediului ambiant.

Daca se noteazd 7; - temperatura peretelui interior si 7, - temperatura

peretelui exterior (fig. 5.2), din conditiile 7 vy =0T, =T, rezulta
ro1+lizley,r (5.29)
a b
In—
b

Pentru studiul tensiunilor termice, primul termen din relatia (5.29) se poate
neglija, deoarece corespunde incélzirii uniforme, care nu produce tensiuni termice.
De aceea, In continuare se va considera urmatoarea distributie axial-simetricd a
temperaturii in lungul razei, exprimata in grade Celsius
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T 7
7T=—2 _1In—, T,=T -T.,. 5.30
1n(a/b) b 0 1 e ( )

Daci fluxul de caldurd este de la interior spre exterior (7 >0), atunci
peretele interior incalzit mai puternic tinde sa se dilate, dilatand straturile exterioare

ale tubului. Peretele exterior se opune, producidnd comprimarea straturilor
interioare ale tubului. Rezulta dilatare la exterior si comprimare la interior.

T4
Ty
1.
0
a V7
b <-4
~ _A r

Fig. 5.2

Daca distributia radiala a temperaturii este (5.30), efectuand integralele in
expresiile (5.21), (5.22) si (5.25) rezulta

In? b 1
2 o
o Lol r_r? (5.31)
2(1-v) | |, ﬁ_l
a a2
2
b
In--1 —+1
EaT, 2
G’__2(1—0) ”b +l’;2 , (5.32)
v In— Y _
a a2
b
2In—-1
o, ———L2Ty L 2 | (5.33)
2(1-v) LA
a a2

Tensiunile circumferentiale si cele axiale au valori extreme egale pe

suprafata interioard i cea exterioard a tubului, unde tensiunile radiale de natura
termica sunt nule
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_ _ _ Eal 1 2
r=b, 0, =0, _2(1—1/) lné % , (5.34)
a 672_1
B2
EaT, )
r=a, 0, =0, = -4 (5.35)
2(1-v) | b b |
a ;2

Relatiile de mai sus au fost stabilite de M. T. Huber in 1904.

Fig. 5.3

In figura 5.3 se prezintd diagramele de variatie ale tensiunilor o, , o, si
o, in lungul razei, pentru 7;, >0. Se observa cd tensiunile maxime apar pe
suprafata interioara a tubului, dar sunt de compresiune locald. Cosurile de fum din

caramidad, piatrd sau beton, incalzite la interior, pot avea fisuri pe suprafata
exterioara, solicitata la ntindere locala.

Exemplul 5.1

Sa se determine tensiunile de la interiorul unui tub cu b=3a, T, =40°C,
E=210GPa, «=12-10%grd™!, v=03.

Rezolvare
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Din relatiile (5.31) si (5.35) se obtine o, =0 si

o~y - Ealy 12
B TA T 2(1-v)| In(b/a)  bE - 4P

deci valori relativ mari, chiar pentru o diferenta relativ mica de temperatura.

} =-96,5MPa,

5.2.2 Camp termic axial nesimetric

Calculul tensiunilor termice produse de campuri de temperaturd axial
nesimetrice depdseste cadrul acestui curs introductiv. In aplicatiile legate de
incalzirea tevilor de la o sursa exterioara laterald de caldura se folosesc programe
de calcul specializate.

In cazul fluxului termic constant, 7T trebuie si fie o functie periodici de
unghiul &, care poate fi reprezentatd prin serii Fourier. Pentru temperaturi care
variaza in lungul conturului exterior si interior, rezolvarea problemei de transfer
termic conductiv stationar conduce la o solutie de forma

T=clnr+c,+

+i [(Anr” +Cnr_”)COSn9+(—Bnr" +D,,r‘")sinn.9], (5.36)

n=1

Tensiunile termice radiale si circumferentiale au doud componente. Prima
componenta corespunde distributiei logaritmice axial-simetrice si are forma (5.31),
respectiv (5.32). A doua componentd depinde doar de coeficientii C; si D, si are

forma
Ea r a? [ b? .
oL =- I-— || =-1|(C,cos@+D,sind), 5.37
r 2(1—V) a2+b2[ 1’2)(7"2 J( 1 1 ) ( )
2,42 2,2
o] =— ta zr 3 3-2 -;b _ai) (Ccos@+D;sind). (5.38)
2(1—V)a +b r r

Tensiunile axiale se calculeaza cu relatia (5.8).

Tensiunile termice tangentiale au forma

Ea r a? [ b?
=— l1-— || —=—-1|(C;sin@—D, cos@ ), 5.39
Fre 2(1-v) a2+b2[ rZJ(rZ J( : : ) 439
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5.3 Tuburi nesolicitate termic

Formulele tensiunilor termice pentru cilindri grosi au fost stabilite
determinand constantele de integrare din expresia (5.14) considerand ca presiunile
la exteriorul si interiorul tubului sunt nule.

In cazul tuburilor solicitate simultan de presiuni radiale si cAmpuri termice,
tensiunile totale se pot calcula fie determinand constantele de integrare in
expresiile (5.14) pentru conditiile la limitd respective, fie aplicand principiul
suprapunerii efectelor, adunand la tensiunile termice cele produse de alte solicitari.
Pentru utilizarea celei de-a doua metode, in continuare se prezintd pe scurt relatiile
de calcul al tensiunilor produse in cilindri grosi de presiuni radiale axial-simetrice.

5.3.1 Ecuatiile lui Lamé

Pentru 7 =0, din relatiile (5.14) si (5.18) se obtine

o =C _C_zz, (5.40)
r

o =C+2 (5.41)
r

Daca o, =0, deformatia specificd longitudinala este constanta

&, = —% (G, +0; ) = const., (5.42)

deci sectiunile plane raman plane si dupa deformarea cilindrului.

Dacd cilindrul este inchis la capete, forta axiald este

N=p,; ra’® - De 7b? , deci tensiunile longitudinale au valoarea constanta

2 2
o= NPl Pl (5.43)

) ﬁ(bz—az) b’ -d’

Conditiile la limita

Constantele C)si C, se obtin din conditia ca pe suprafata interioard si cea
exterioard a cilindrului, tensiunea radiald o, sa fie egald si de semn contrar

presiunilor p; sirespectiv p,:

lar=a, o,=-p;,lar=5b, 0, =—p,. (5.44)

Rezulta
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2 2 242
G = L pb” g, (b p) b bfe)‘; b (5.45)
—a —a
care inlocuite in (5.40) si (5.41) conduc la expresiile tensiunilor
2 2 2,2
a“ —p,b - b
0,0, = Pi® ~Pe o L (pimpe)a’s” (5.46)
b —a? 2 b% —a?

Se observa ca
o, +0,=2C| =const. (5.47)

Spre deosebire de cazul Incdrcarii termice care produce tensiuni
longitudinale variabile pe grosimea peretelui, in cazul incarcarii cu presiuni radiale
acestea sunt constante in lungul razei tubului.

In cazul starii plane de deformatii specifice o, =2vC;.

Deplasarea radiald a unui punct situat la raza r este, conform (5.3),

uzglrzf[og—v(o;-kaz)], (5.48)

sau, tinand cont de relatiile (5.40) si (5.41),

u:CII;vr+C212Vl_ngr, (5.49)
r
u—Piaz_Pebz 1_Vr+(l7i_pe)azb2 1tv1_vo,r (5.50)

Relatiile (5.46) si (5.50), stabilite de G. Lamé in 1833, sunt valabile si
atunci cand presiunile p; si p, variaza liniar in lungul tubului.

5.3.2 Tub cu presiune interioara
Se considera un tub cu pereti grosi, supus numai la presiune interioard p;,
la care tensiunile longitudinale sunt neglijabile.

Inlocuind P. =0 in relatiile (5.46), se obtin expresiile tensiunilor din tub

2 2
a b
O't:Ur:Pi—bQ z{li—z} (5.51)

—a r

Pe suprafata interioard, pentru » = a, tensiunile au valorile
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2
S5, O =pi (5.52)

Pe suprafata exterioard, pentru » =5, se obtine
2
2a

m, O, =0. (553)

Ot, = Pi )

Raportul intre tensiunea circumferentiala maxima si cea minima este

Timee O _B b (554
O-t2 2a2 ‘ ‘

! min

93

Pentru b=11a, cand raportul intre razd si grosimea peretelui este

aproximativ 10:1, diferenta intre tensiunea circumferentiald maxima si cea minima
este aproximativ 10%. Aceasta este baza pentru definitia clasica a unui cilindru cu
pereti subtiri. La cilindri subtiri, raportul intre raza si grosimea peretelui este mai

mare decat 10:1.

N ~
T e
—_ oY

1@3 | oy |

Fig. 5.4 Fig. 5.5

In figura 5.4 se prezinta diagramele de variatie ale tensiunilor o, si o, in

lungul razei. Tensiunile maxime apar pe suprafata interioara a tubului.

Tensiunea echivalentd la interior, conform teoriei a Illa de rezistenta, este

2b2

=7 (5.55)
p? —4?

O-echl :O-tl _O-Vl :pl
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Din conditia ca tensiunea echivalentd sa fie mai mica sau egala cu
rezistenta admisibild o, rezulta relatia de dimensionare

LAS /0— (5.56)
a o,—2p,

Pentru p; =0, /2, raportul razelor b/a — o, tensiunea echivalentd este
mai mare ca rezistenta admisibild o, chiar pentru grosimi foarte mari ale tubului,
deci apar deformatii plastice.

Pentru solicitari in domeniul elastic, conform teoriei a Illa de rezistenta,
presiunea interioard p; nu poate depasi valoarea o./2, unde o, este limita de
curgere a materialului tubului. Fretajul permite cresterea presiunii interioare pana
la valoari apropiate de o,..

Deplasarea radiald a unui punct de pe suprafata interioara a tubului este

2 2
| b7+
ul,_ =L 2 v (5.57)
B E | b2 —q

5.3.3 Tub cu presiune exterioara

Se considera un tub cu pereti grosi, supus numai la presiune exterioard p,,
la care tensiunile longitudinale sunt neglijabile.

Inlocuind p; =0 in relatiile (5.46), se obtin expresiile tensiunilor

2 2
b a
o't,crrz—pe—bz_a2 li—rz . (5.58)

Pe suprafata interioara, pentru » =a, se obtine
2
2b
- 0, =0. (5.59)

Pe suprafata exterioard, pentru » = b, tensiunile au valorile

b2 +a?
—— > O, = Pe- (5.60)
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In figura 5.5 se prezintd diagramele de variatie ale tensiunilor o, si o, in

lungul razei. Tensiunile circumferentiale maxime apar pe suprafata interioara a
tubului si sunt de compresiune locala, ceea ce constituie un avantaj.

Daca se micsoreaza diametrul interior, @ — 0, tensiunile circumferentiale
Oy, > —Pe $1 0, >—=2p,. Pentru cilindrul fard gaurd o, =-p,, deci gaura

lucreaza ca un concentrator de tensiuni.

Deplasarea radiald a unui punct de pe suprafata exterioara a tubului este

2 2
__bre (u—v . (5.61)

u}’:b E b2_a2

5.4 Cilindri subtiri si tevi

Cilindrul cu perete subtire este tubul la care raportul intre raza si grosimea
peretelui este mai mare decat 10:1. In acest caz, ipoteza distributiei liniare a
tensiunilor circumferentiale pe grosimea peretelui conduce la erori neglijabile.

5.4.1 Distributie logaritmica a temperaturii

Se noteaza
2 =1+m. (5.62)
a

Rezulta grosimea peretelui in functie de raza interioara
h=b—a=ma. (5.63)
Cand grosimea peretelui este micd In comparatie cu raza interioard a
cilindrului

2 m3

il —in(1em)zm= T
a 2 3
Pentru valori mici ale lui m se poate considera

ln2 =m. (5.64)
a

Inlocuind (5.62) si (5.63) in (5.34) si (5.35) se obtine
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EaTO m
= =———— | 1+— |, 5.65
o=, =gy (147 (565)
EaT, m
= =—>20_|1-=1. 5.66
Oy, =0z, 2(1_‘/)( 3j (5.66)

La cilindri foarte subtiri se neglijeazd m/3 fatd de 1 i rezultd

EaT
o, =0, =——2(1_‘f) : (5.67)

EaT
O'tz 2022 Zﬁ (568)

iar variatia tensiunilor circumferentiale si axiale pe grosimea peretelui este liniara.

Distributia tensiunilor este aceeasi ca in cazul unei placi plane de grosime
2c¢=b—a, incastratd pe contur pentru eliminarea incovoierii, cand distributia

temperaturii este 7 =T z/(b—a).

5.4.2 Distributie liniara a temperaturii

Pentru o distributie liniara a temperaturii pe grosimea peretelui, de ecuatie

b-r

T:TO b_a )

(5.69)

efectuand integralele in (5.21), (5.22) si (5.25), se obtin urmatoare expresii ale
tensiunilor termice

242
o - EaTy {(a+b)r—(a2+ab+b2)+alg :|7(5'7O)
3(1-v) (62— ) !
212
5 = EaTy {2(a+b)r—(a2+ab+b2)—al; }, (5.71)
3(1-v) (02 - a?) ’

(5.72)

z

_Ealy| b+2a b-r
1-v '

3(b+a)_b—a

Tensiunile circumferentiale si cele longitudinale pe suprafata interioara si
cea exterioard a cilindrului au expresiile
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o o _ _FEal, a+2b (5.73)
TR oy 3(b+a) '
o, =0, = EaTl, b+2a (5.74)

272 -y 3(b+a)

deci tensiunea maxima apare la interior si este de compresiune. Aproximatia liniara
se poate aplica la cilindri cu h<<b.

La cilindri foarte subtiri, pentru b =~ a, relatiile de mai sus devin

_ _ Ealy
K T
EaT,
O, =0, = 5

2772 2(1-v)
fiind identice cu (5.67) si (5.68).

5.4.3 Camp termic axial nesimetric
In continuare se prezintd direct rezultatele studiului tensiunilor termice in
cilindri cu pereti incélziti axial nesimetric (Goodier, 1937).

Fie 6 coordonata unghiularda masurata fatd de o raza oarecare.
Temperatura interioard 7; si temperatura exterioara 7, sunt functii doar de @ si
pot fi dezvoltate in serii Fourier

T, =Ay+ Aycos@+...+ B;sinf
T,=A4)+ AjcosO@+...+ Bsinf .

Tensiunile termice pot fi exprimate doar in functie de cei 6 coeficienti.
Tensiunile circumferentiale (de incovoiere) extreme sunt
o, =t [ 4y - Ay +(4, - 4;)cos 0+ (B, - B) )sin 6],
21-v
de intindere la interior.

Tensiunea circumferentiald maxima este

zlE_“V[AO_A;)i\/(AI—A;)Z +(BI—B’1)2},

Imax 21—

dupd cum A, este mai mare sau mai mic decat A .
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Tensiunile longitudinale extreme, la distanta de capetele libere, sunt

(112 3 (a0 4

cu semnul plus la exterior. A, si A sunt temperaturile medii la interior si

1 1
o =Fa| —\T.+T, )x—
o | S(TT)5S
exterior.

Se observa ca tensiunile sunt independente de diametru si de grosimea
peretelui, depinzand doar de material si de campul de temperaturi.

Ca exemplu, se considera un tub Incélzit la o temperatura exterioara

T, =7}+%TO(1+cos€),

unde temperatura interioard 7, este mentinutd constantd. Rezultd ca 7|, este
diferenta maxima de temperatura la exterior. Distributia este simetricd in raport cu

axa fatd de care se mdsoara unghiul &, pe directia careia temperaturile sunt 7;
(0=r),respectiv T, +T, (0 0).

Tensiunile circumferentiale maxime sunt

in partea cea mai caldi (#=0), de intindere la interior si de compresiune la
exterior.

Tensiunile longitudinale extreme, departe de capetele libere, sunt
o 3 T | A .
aproximativ —ZEaTO la interior si ZEaTO la exterior, in partea cea mai

incalzita (6=0).

5.5 Cilindri plini

Pentru un cilindru fara gaurd centrald, de exemplu un arbore cu sectiune
circulara plind, se inlocuieste limita inferioard a integralelor din expresiile (5.14) si
(5.20) cu a=0.La r=0, deplasarea radiald este nuld, deci C, =0.

Constanta C, se determind din conditia ca la r=b, o, =0. Inlocuind
a =0 in (5.20) se obtine

C = J' Trdr, (5.75)

(1- v)b2
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deci expresiile (5.21), (5.22) si (5.25) devin

b r
2
o, =22 L r—zj.Trdr—J.Trdr , (5.76)
I-ve| b
0 0
5 | 5 b r
O'[—_a—2 r—ZITrdr+jTrdr—Tr2 , (5.77)
-vro| b
0 0
b
U i_[Trdr—T : (5.78)

5.6 Discuri cu grosimea constanta, in repaus

Se considera discuri cu grosimea constanta, fara sarcini radiale exterioare,
pentru care se cunoaste distributia axial simetrica 7 =T (r) a campului termic

stationar. Discurile sunt solicitate la o stare pland de tensiuni. Tensiunile axiale
sunt nule.

5.6.1 Discul cu gaura concentrica

In cazul stirii plane de tensiuni, pentru o, =0, legea lui Hooke se scrie

&, :% (O'r —vat)-l—aT, (5.79)
& —% (at —var)+aT, (5.80)
gzz—% (o, +0,)+aT. (5.81)

Inlocuind deformatiile specifice (5.79) si (5.80) in relatia de
compatibilitate (5.4) rezulta a doua relatie intre tensiuni

d dr
E(O'tr)—a,, =—Ear5. (5.82)

Eliminand tensiunea circumferentiala intre relatiile (5.1) si (5.82), se obtine
ecuatia diferentiala
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2
&0, 349, __po1dT (5.83)
dr2 r dr rdr

sau, intr-o forma usor de integrat,
411 d (25 )| =—£adT (5.84)
dr| rdr dr

Solutia ecuatiei (5.84) este
0, =C-—+-=1 [ Trar, (5.85)

unde C; si C, sunt constante de integrare.
Inlocuind (5.85) in (5.1) se obtin expresiile tensiunilor circumferentiale

Cz

},.

o, =C + +— j Trdr—EaT. (5.86)

5.6.1.1 Discul liber la interior si exterior

a. Distributie arbitrara a temperaturii in discul liber

La discul fara sarcini radiale la interior si exterior, la ¥ =a, o, =0, si la

r=»b, o, =0. Rezultd constantele de integrare

b
Ea Eaa®
Cz—ITrdr, C,=— JTrdr
g 22
care inlocuite in relatiile (5.85) si (5.86) conduc la
Eal| r*-a* J‘
o, =—r Trdr—ITrdr , (5.87)
e
Ea| r*+a®
o =—5 7 ITrdr+ITrdr Tr*|. (5.88)
r
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Comparand relatiile (5.87) si (5.88) cu (5.21) si (5.22) rezulta ca tensiunile
in discuri sunt de (1—v) ori mai mici decat cele din cilindri lungi.

b. Distributie logaritmica a temperaturii

Daca distributia temperaturii este (5.30), pentru flux termic constant,
tensiunile radiale si cele circumferentiale au expresiile

| b 1
nl -
:_EaTO r_r2 (5.89)
r 2 b b2 s .
In— “ _4
a a2
B2
lné—l T+1
o =-Lolo| r : (5.90)
t 2 1 b b2
n— — -1
a 02

Tensiunea radiald maxima apare la

2 b
r=ab.,] ———In—.
b -a*> a

Fig. 5.6
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c. Distributie liniara a temperaturii
Pentru o distributie liniarda a temperaturii de forma (5.69), in care
temperatura descreste cu raza (fig. 5.6)

b-r
b-a’

T:TO

tensiunile termice se obtin din (5.70) si (5.71), inmultind cu (1— v)

2,2
Gr:%{(a+b)r—(a2+ab+b2)+a12) , (5.91)

3(6% - a?) T

EaT, b |
o-t:—o[z(a+b)r—(a2+ab+b2)— 3 (5.92)

3(62-a?) T

[

: Ny
|

AAl'.IIIII

Pentru o distributie liniard in care temperatura scade de la exterior la
interior (fig. 5.7)

Fig. 5.7

, (5.93)

tensiunile termice au expresiile
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2,2
O.r:_&l:(a+b)r—(a2+ab+b2)+aZ;}, (5.94)
3(b2—a2) r
EaT, a’b’

o, =—

—3(b2_a2) {2(a+b)r—(a2+ab+b2)— 2 } (5.95)

deci sunt egale si de sens contrar cu (5.91) si (5.92).

Aceasta se explica prin faptul ca distributia de temperatura (5.69) cu semn
schimbat
b—r r—a

T =-T, =T
Ob—a Ob—a

~T,, (5.96)

produce aceleasi tensiuni termice ca (5.93).

Valorile tensiunilor circumferentiale pe contur sunt

=FaT .
-0 = EaTy 3(a+b) :97)
2a+b
EaT, .
o, a "3arb)’ (5.98)

deci tensiunea maxima apare la interior si este de intindere.

Comparand expresiile deformatiilor specifice (5.79) si (5.80), cu (5.9) si
(5.10), se confirma faptul ca relatiile pentru starea pland de deformatii specifice se
pot obtine direct din cele pentru starea pland de tensiuni (Tabelul 4.1) inlocuind

E—)E/(l—vz), vov/(1-v), a-(1+v)a. (5.99)

Pentru transformarea inversa se inlocuieste

E—E(1+2)/(1+v)*, v 5 v/(1+v), a - (1+v)a/(1+2v). (5.100)

5.6.1.2 Discul fixat la exterior si liber la interior

La discul blocat radial la exterior si liber la interior, la r=b, ¢, =0 si la
r=a, o, =0.Din (5.58) si (5.87) rezulta
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Eal| r*-a* b* a’
O'r:—2 ﬁJ.Trdr—J‘Trdr +(O'r)r:bm(l—r—2 . (5101)

r b —a
Eal| r* +a° J‘ b? a’
o, =— Trdr—i—jTrdr Tr* +o,) 5| 1+— |,
2 b? ( )r_bbz—az[ 2
(5.102)
unde
2FEa J‘
o Trdr , (5.103)
( )7[7 (1-v)p? +(1+v)a?

5.6.1.3 Discul fixat la interior si liber la exterior

La discul blocat radial la interior si liber la exterior, la r =a, ¢, =0 sila
r=>b, 0, =0.Din (5.51), (5.87) si (5.88) rezulta

P _Ea —r2_a2 ~|AbTrdr—J‘rTrdr +(G) L l_ﬁ (5.104)
r b2_a2 "r=a bz—az r ’ ‘

2 2
o—{:& r +a JTrdr+ITrdr Tr? +(O'r)r:aa—£l+b—}

P2 | b2 b* —a? r?
(5.105)
unde
2F 4
e |
o,)_ = Trdr . (5.106)
@)= (1+v)b* +(1-v)
Pentru o distributie a temperaturii de forma
r—a\’
T:TO( ) , (5.107)
b—a
tensiunile termice au expresiile
1+V+ar2
2 T * 2 *
ar:EaTO 1__2 1-v r Iy _ 1_“_2 I , (5.108)
2 b 1+v a T() r T()
7+7

l-v  p?
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1+v a
2 7_72 * 2 *
O‘[:EaTO 1_a_2 1-v 2T 1_a_2 r _2r . (5.109)
2 b’ ) 1+v a* T ro) Ty T
1-v b2
unde
) - 2T o\
T* = 22 | rrdr= O(r “j (””)””, (5.110)
re—a‘J rva\b-a) (n+1)(n+2)
a
b
r-—2 | rrar=2T (n+)b+a (5.111)
rt—a* ] a+b (n+1)(n+2)
a
Tensiunea radiala la interior este
2
" a 1
(0,),., = EaT, (1——2] 5
a
1+v+—2(1—v)
b

Tensiunea circumferentiala la interior este

2
(0,),_, = EaTy (1—2—2] - ,
1+V+Z—2(l—v)

iar tensiunea circumferentiala la exterior este

2
(0,),_ = EaTy (l_b_zJ—l—v e _T_o*

5.6.2 Discul plin

La un disc fard gaurd centrala, C, =0. La r=5, o, =0, deci din (5.85)

rezulta

b
C1=E—?J.Trdr.
b 0
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Tensiunile termice Intr-un disc plin, liber pe contur, sunt

b r
o, =Ea izjrrdr—izITrdr , (5.112)
b 0 r 0
e -
o =Ea| [ Trdre— [Trar-T|.  (5.113)
b 0 r 0
Deoarece
.
1 1
lim —2J-Trdr=—T0, (5.114)
r—0 p 2
0

in centrul discului rezultd valori finite (egale) ale tensiunilor radiale si
circumferentiale

b
J‘Trdr—%To , (5.115)
0

1

ar| at| Ea b_2

r=0 = r=0 =

unde 7|, este temperatura in centrul discului.

La discul fixat pe contur

b r b
1 1 2
o,=Fa —ITrdr——jTrdr——jTrdr 5116
bzo 2 0 bz(l—v)o ., (5.116)

b r b
1 1 2
O'tzEa b—ijrdr+r—ijrdr—T—ijrdr . (5117)
0 0 0

In centrul discului rezulti valori finite (egale) ale tensiunilor radiale si
circumferentiale

O-r|r:() = Gt|r=()

b
1

=Fa —jTrdr—
b20 b (

b
#J‘Trdr—lTo . (5.118)
l—v)O 2

unde 7;, este temperatura in centrul discului.
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5.6.2.1 Distributie data a temperaturii

Pentru o distributie (aproximativa) parabolica, de forma

2
= . (5.119)

din relatiile (5.112) si (5.113) se obtine

2
arzEjTO(l—Z—zJ, (5.120)
o < Ealof (5.121)

== 7| :

Diagramele temperaturilor si tensiunilor sunt prezentate in figura 5.8
Tensiunile de valoare maxima apar la marginea exterioara a discului (7 > 0).

_ Eal,
) T, 2
h J
G?‘
b
S
é T FoTy
4
Fig. 5.8
Exemplul 5.2

Sa se calculeze tensiunile termice maxime Intr-un disc circular plin, pentru

care
T,=700°C, T, =200°C, E=210GPa, a=12-10grd™".

Rezolvare
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Pentru T, =500°C, la exteriorul discului se obtine

_Ealj

Oy max

=630 N/mm? .

Calculul este aproximativ, deoarece peste 300°C modulul de elasticitate
scade cu cresterea temperaturii.

5.6.2.2 Ricire/incalzire brusca pe contur

Dacd discul este initial la temperatura 7; si, din momentul =0,

temperatura pe contur scade (creste) brusc si este mentinutd la 7,,, atunci distributia
temperaturii este (Kaceanov, 1968)

- ry -
T=Ty Y A,Jo| B~ |e ", 5122
0 Z n O[ﬂn bj (5.122)
n=1
in care 7, =7, —T,, B, sunt radacinile ecuatiei J, (ﬂ) =0, coeficientii seriei sunt
A 2 (5.123)
! /Bn Jl (ﬂn) ,
unde J, si J; sunt functii Bessel de speta intaia,
2
Pn =—kﬂ"2 , (5.124)
cpb

k este conductivitatea termica si ¢, este caldura specifica a materialului discului.

Inlocuind (5.122) in (5.112) si (5.113), si tinand cont ca

on(ﬁn %jrdr=%J1 (ﬁn gj (5.125)
0 n

se obtin expresiile tensiunilor termice

r
- e Pnt b Jl (ﬂn bj
o, =2Eal E 1-— , (5.126)

Vim r S (B,)

n=1
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0 _ J ﬂl J, ﬂi
Pat b l(an O(nb)
. =2EaT, ¢ 14— - B, . (5127
I L e anl L

n=1

Tensiunea circumferentiald maxima apare la » =5.

5.6.2.3 Transfer convectiv pe fetele frontale

Intr-un disc cu temperatura constanti pe contur, la » =5, si transfer
convectiv pe fetele frontale, la z =+ 4/2 , tensiunile termice sunt (Kaceanov, 1968)

o, =g | lmb)_1mr) (5.128)
g mb mr |
a,=q{";”;”)ﬁl,i”jf)—lo(mr)} (5.129)
in care
EaQ 2k
= = |2 5.130
T mhmbt,(mb)” "\ Ak (5-130)

unde k este conductivitatea termicd, A este coeficientul de transfer termic
conductiv, Q este fluxul termic care strabate discul spre marginea » = b in unitatea
de timp, iar /; este functia Bessel modificata de speta intdi de argument complex.

Intr-o placd de dimensiuni mari (infinitd) cu o gaurd de raza a, situata
departe de margini, cu transfer convectiv pe fetele frontale, in care la r=a

temperatura 7, este mentinutad constantd, variatia temperaturii este

K, (mr)

T=T
OKO(ma)’

unde K|, este functia Bessel modificata de speta a doua si ordinul zero.

Tensiunile termice sunt (Melan si Parker, 1953)

e R R
T !
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unde K este functia Bessel modificata de speta a doua si ordinul intai iar m este
dat de (5.130).

5.6.2.4 Sursa de cildura in centrul discului

La un disc cu o sursa de céldura Q la interior, la care pe contur se mentine
o temperaturd constantd 7, = 0, tensiunile termice sunt (Kaceanov, 1968)

o*rquné, Gt:q(lné—l) (5.131)
r r
in care s-a notat
EaQ
=—, 5.132
T= 4anh (5.132)

unde 4 este grosimea discului iar A este coeficientul de transfer termic conductiv.

5.7 Cilindri concentrici din doua materiale

Incilzirea uniformd a unui tub compus din doi cilindri din materiale
diferite produce tensiuni termice datoritd dilatarii diferite. Se considera ca cilindrii
au lungimi egale, diametrul exterior al tubului interior este initial egal cu diametrul
interior al tubului exterior, deci nu exista o presiune initiald pe suprafata de contact,
iar coeficientul de dilatare termica liniard al materialului de la interior este mai
mare decat al materialului de la exterior, ; >, .

b
-u b bo,T
a 1 o
-1 : <
=] i [
é I ‘ -
| I ‘ :4—
| i <
| ‘ )
| T T
2 f—b’ :: Fr ‘ :1':
. |
u, I b |l bayr
a b

Fig. 5.9
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Dupa incalzirea cu 7, diametrul exterior al cilindrului interior creste mai
mult decat diametrul interior al cilindrului exterior, interferenta radiald ¢ fiind
egala cu diferenta dilatarilor termice (fig. 5.9)

S=b(ay—a,)T.
La suprafata de separatie a celor doi cilindri apare o presiune de contact
pr , cilindrul exterior este dilatat iar cilindrul interior este comprimat.

Suma deplasarilor radiale ale suprafetelor celor doi cilindri este egala cu
interferenta radiala

—Uuyp +uy =0. (5.133)

Pentru cilindrul exterior, se fac inlocuirile p; = py, a—b si b—>c. Din
relatia (5.57) se obtine

bpr c?+b?
=+ |. 5.134
2%) E2 (Cz_bz 2 ( )

Pentru cilindrul interior, inlocuind p, — p; inrelatia (5.61), se obtine

bpr [ b*+a?
ul :—Tl(m _Vl . (5135)
@
b
a
2 12
| cHb
/ Tcz_b2
L
. 20
i T A p?
2
o) ) bra
\ TbZ_a2
24
P2

Fig. 5.10
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In relatiile (5.134) si (5.135), s-a utilizat indicele 1 pentru cilindrul interior
si indicele 2 pentru cilindrul exterior.

Inlocuind expresiile (5.134) si (5.135) in conditia (5.133), se obtine
formula presiunii de contact

o, —a,)T
pTz%, (5.136)
unde s-a notat
2 2 2 2
K=i|bira e | (5.137)
Er\p? -4? Ey |\ ¢? - p?

In figura 5.10 se prezinta diagramele de variatie ale tensiunilor o; sl o,

in lungul razei tubului din doud materiale, datorite Incalzirii uniforme. Se observa
ca tensiunile maxime apar la interiorul cilindrului interior.

Exemplul 5.3

Peste un tub din cupru cu diametrul interior 60 mm si diametrul exterior
80 mm este montat fard joc un tub din otel cu diametrul interior 80 mm si
diametrul exterior 100 mm . Se cer tensiunile maxime din fiecare tub produse de o

incalzire uniformd cu 7=80°C. Se dau v,=032, FE =100GPa,

a,=1,65-10"grd™" §i v, =0,28, E, =200GPa, a, =1,25-10°grd™" (Umanski,
1973).

Rezolvare. Presiunea de contact (5.126) este pr =5,64 MPa .
Tensiunea circumferentiald maxima in tubul din cupru este

2b
o =—————pr =258 MPa.
£l max b2 _a2 T

Tensiunea circumferentiald maxima in tubul din otel este

B et +b?

=———p;r =25,7MPa.
c? —b? r

t’2mZ.X

Exemplul 5.4

Un inel din otel cu grosimea 15 mm este montat fara joc la exteriorul unui
disc din duraluminiu cu diametrul 600 mm . Se cer tensiunile produse de incilzirea
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uniformd a ansamblului cu 7=55°C. Se dau v,;=032, E =70GPa,
a,=22-10"grd™" si E, =200GPa, a, =1,2-10grd™" (Umanski, 1973).
Rezolvare

Presiunea de contact intre inel si disc este

(-1
=T _5MPa . (5.138)
E  Eyh

Tensiunea de intindere in inel este

o =¥=100MPa.

%)
Tensiunile in disc sunt
o, =0, =—pr=—5MPa.

1l

Exemplul 5.5

Un cilindru din cupru cu diametrul exterior 100 mm si grosimea peretelui
4mm este mentinut la temperatura de 15°C. Un cilindru din otel de aceeasi

lungime, cu grosimea peretelui 1 mm, este incilzit la temperatura de 60°C, la care
diametrul interior este 100 mm, si este montat peste cilindrul din cupru. Dupa

montaj cilindrul din otel se raceste la 15°C. Se cere presiunea de contact si
tensiunile in cei doi cilindri. Se dau E;=100GPa, E,=200GPa,

a, =1,25-107 grd_1 (Umanski, 1973).
Rezolvare

Dupa racire Intre cilindri apare o presiune de contact p; . Cilindrul din otel
(2) este intins cu forta p;D/2. Cilindrul din cupru (1) este comprimat cu o forta
egala si de sens contrar. Conditia de compatibilitate a deformatiilor se scrie

az(Tz—Tl)szTD( b D J (5.139)

Rezulta presiunea de contact
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2“2(T2 _Tl)

Pr= i )
D +
(Ezhz ElhlJ

Tensiunea de intindere in otel este

oy =L _ 75 5 Mpa .
2h,

Tensiunea de compresiune in cupru este

o ==L _ 151 Mpa .
2
1

=15MPa.

TENSIUNI TERMICE

(5.140)



6.
DISCURI Sl CILINDRIiN ROTATIE

In acest capitol se studiazi discuri si cilindri in rotatie cu turatie
constanta, incarcate si/sau incdlzite axial simetric intr-un cdmp termic stationar.
Tensiunile normale si deformatiile radiale Intr-un punct depind de o singura
variabila - raza in punctul respectiv.

Elementele in rotatie sunt solicitate de forte volumice centrifugale.
Discurile turbinelor au grosime variabila cu raza, putind fi solicitate la exterior de
o sarcind centrifugala datorita paletelor, iar la interior de presiunea de fretaj pe
arbore. La turbinele cu gaze se intdlnesc si discuri fara gaura.

Rotoarele moderne ale turbinelor cu abur sunt formate din discuri sudate
intre ele la periferie. Corpurile de naltad presiune §i presiune intermediard au
rotoare monobloc de tip tambur, cu sau fara gaura centrala.

Primele studii asupra tensiunilor in discuri subtiri in rotatie au fost
publicate de A. Stodola (1903) si M. Griibler (1906).

6.1 Ecuatiile fundamentale ale discurilor in rotatie

Ca si In cazul discurilor In repaus, pentru rezolvarea problemei static
nedeterminate este necesara utilizarea a patru tipuri de relatii: ecuatii de echilibru,
conditii de compatibilitate, ecuatii constitutive i conditii la limita.

6.1.1 Ecuatia de echilibru

Se considerd un element de grosime variabila, taiat dintr-un disc axial-
simetric prin doua plane axiale si doua suprafete cilindrice concentrice infinit
vecine (fig. 6.1, a). Datoritd simetriei, pe fetele acestui element nu actioneaza
tensiuni tangentiale (de forfecare).
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Fie o, tensiunea normald circumferentiald si o, tensiunea normald

radiala. Aceasta din urma variazd cu raza r §i pe suprafata exterioard este
o, +do,.

G.hrd6 +d (G, hrdd) T o, hrdt +d (. hrdb)
h+dh

ghrdOdyr

Fig. 6.1

In afara fortelor care rezultd din tensiuni, asupra elementului mai
actioneaza, pe directia razei, o forta centrifuga

dF =qhrd@dr,

unde sarcina volumica ¢ = pa)zr , p este densitatea materialului discului, iar @
este viteza unghiulara (constantd) de rotatie (rad/s).

Ecuatia de proiectii a fortelor pe bisectoarea unghiului dé se scrie,
aproximand sin (d6/2)~d6/2,

do,

dr

arhrd9+20thdr%—[ar + er(rerr)hdH—dF:O,

care se aduce la forma

i(arh)—(ot—Gr)ﬁ+pa)2rh=0 (6.1)
r r
sau
i(rhar)—hatera)zhrz:O. (6.1, a)

r
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6.1.2 Relatii intre deformatii specifice si deplasari

Relatiile intre deformatii specifice si deplasari sunt (5.2) si (5.3). Alungirea
specifica radiala este

du
£ = (62)

iar alungirea specificd circumferentiala este

& =, (6.3)
r

unde u este deplasarea radiala a unui punct situat la raza r.
Ecuatia de compatibilitate (5.4) este
d
—(&,-7)=¢,. (6.4)
dr
6.1.3 Relatii intre tensiuni si deformatii specifice

Legea lui Hooke cu efecte termice pentru starea plana de tensiuni se scrie

8,=l (6,-vo,)+al, (6.5)
E
gtz% (6,-vo,)+al, (6.6)

unde a este coeficientul de dilatare termica liniara al materialului.

In general E, v si o variaza cu temperatura. In lucrarea de fata, aceasta
variatie este luatd in consideratie doar la discuri cu grosimea variabila.

6.1.4 Conditii la limita

Conditiile la limita dau valorile tensiunilor radiale o, la r=a si r=>.
Discurile turbinelor sunt solicitate la exterior de o sarcind centrifugald datorita
paletelor sau bandajului, iar la interior de presiunea de fretaj pe arbore.

Discurile pline sunt solicitate radial doar la exterior. In centru, tensiunile
radiale sunt egale cu cele circumferentiale.

Daca intereseaza doar tensiunile termice, atunci constantele de integrare se
determind din conditiile ca tensiunile radiale sa fie nule la interior si la exterior.
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6.2 Discuri cu grosimea constanta

In continuare se considerd discul cu grosime constantd, % =const., in
camp termic stationar, solicitat de forte masice centrifuge, in care se neglijeaza

eventuale solicitari la rasucire sau la incovoiere.

6.2.1 Solutia generala

6.2.1.1 Rezolvarea in functie de tensiuni

Inlocuind deformatiile specifice in ecuatia de compatibilitate si tinind cont

de (6.1) in care se simplifica /4, se obtine a doua relatie intre tensiuni
d dr

—(at-r)—ar:—vpa)zrz—Ear—. (6.7)
dr dr

Eliminadnd o, intre relatiile (6.1) si (6.7), se obtine ecuatia diferentiala

d*c do 5 dr
r L3 —L=—(3+v)por—-Ea—, 6.8
R (3+v)p P (6.8)
care se mai scrie
d|1d 2 5 dT
— = =—(3+v)pwr—-Ea—. 6.9
dr[r dr(arr )} (3+v)petr—Fa'y (69)

Considerand E, v si a constante, solutia ecuatiei (6.9) are forma
E r
arzcl———klﬂ——;"j Trdr, (6.10)
r a
Inlocuind expresia (6.10) in (6.1) rezulti
,
a,zcl+c—22—k2r2—EaT+E—f‘jTrdr. (6.11)
r r
a

In relatiile (6.10) si (6.11) s-a notat

3+v
k= 2 pa)z, k,

1+3v 2
= " .
8

Constantele de integrare C; si C, se determina din conditiile la limita.

(6.12)

In cazul general, pentru discul cu gauri centrald, tensiunile radiale la

interior si exterior se noteaza
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Oq :O-r| r=a’ O = 0r| r=b"

Inlocuind conditiile (6.13) in (6.10) se obtine

0., =C %—klaz,
a
b
o, =C C—zz—klbz—E—?J.Trdr,
b b /
de unde rezulta
612 b2 2 2 Ea 1
Cl:_bz—az O-erbz—az 0'rb+k1(a +b )+WI Trdr,
a
2,2 2,2 2 b
C, =—b§l ba2 O'm-i-b;l ba2 (o +k1a2b2+l§a—aazj Trdr.
a

Inlocuind (6.16) si (6.17) in (6.10) si (6.11) se obtine

_ a’ 1 b? b? | a’
i) ey LRl B KON

Ea a’ 4 Ea s
+—— l——2 ITrdr——ZITrdr,
b —a r / ree

Fa

+
b* —a®

b b r
[1+a_2j J. Trdr+E—?J. Trdr—-EaT.
r r
a a

(6.13)

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

119

In expresiile de mai sus, primii doi termeni corespund incarcirii cu
presiuni radiale la interior si exterior, al treilea termen este produs de campul

centrifugal, iar ceilalti termeni sunt produsi de cAmpul termic stationar.
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Diagramele tensiunilor o, si o, care apar intr-un disc cu gaura centrala
sunt ilustrate in figura 6.2.

b -
a
O-ral'_ W O
a
o
o) bl a?
Qq,
o, o, 2 Ot b
O-mr"‘\-lhr__'__ xr )
b2+a2/{/_\ 2
a; O. o, 2a
P a2 . ra P
b
3+v a® 1-v
[#2 'UZ - .= —)
G, PRl e
t o, >
/ 3+v a4* 1-v
2f 27" &2,
. ( PR )
v=wh
d
Fig. 6.2

Diagramele din figura 6.2, b corespund primului termen din membrul drept
al expresiilor (6.18) si (6.19), cele din figura 6.2, ¢ corespund termenului al doilea,
cele din figura 6.2, d corespund termenului al treilea, iar cele din figura 6.2, f
corespund celorlalti termeni, pentru o distributie liniard a temperaturii in lungul
razei, ca in figura 6.2, e.

In figura 6.3 sunt prezentate diagramele tensiunilor o, si o, Intr-un disc
plin, solicitat de sarcina radiald periferici o,;,, dupd cum urmeaza: tensiunile

produse de o,; (fig. 6.3, b), tensiunile centrifugale (fig. 6.3, c) si tensiunile termice

(fig. 6.3, e) produse de incélzirea neuniforma cu variatia de temperaturd din figura
6.3,d.
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¥

3+v

“ ‘

6.2.1.2 Rezolvarea in functie de deplasari

Ecuatiile (6.5) si (6.6) se mai scriu
o,—vo,=FE¢. —EaTl, (6.20)
o,-vo,=Es—EaT. (6.21)

Rezolvand sistemul ca in (4.36) si inlocuind deformatiile specifice in
functie de deplasarea radiala, rezulta

o, = EZ {d—u+v£—(l+v)aT}, (6.22)
1-v dr r

o, = E2 [£+vd—u—(l+v)aT}. (6.23)
1-v r dr

Inlocuind tensiunile (6.22) si (6.23) in ecuatia de echilibru (6.1) in care se
simplifica /4, se obtine ecuatia in deplasari
ﬂ ldu u 1-v?

dr
+————=- +(1+ —. 6.24
dr? rdr 2 E 1 ( V)adr ( )

Deoarece
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2
Stmsltel e
ecuatia (6.24) se scrie sub forma usor integrabila
%B%(ur)}—l‘;zq+(1+v)ai—z. (6.26)
Dupa prima integrare se obtine
d . 1=v? ¢
L (ur)=2¢7r -2 rqur+(1+v)aTr. (6.27)

Integrand inca odata rezulta, efectuand integrarea prin parti,

* 2
u=C1*r+C’—1 Y
r 2F

rj qdr—% J. qrzdr +(1+v)%J~ Trdr, (6.28)

unde

fqrzdrz pg’z (r2-a2). fqrzdrz pj’z (-a*). (629

Derivand (6.28) se obtine

7

du . Cr 1-V? J-

qdr+ri2_[qr2dr —(1+v)%jTrdr+(l+v)aT.

dr ' 2 2E

r

a a

(6.30)
Introducéand expresiile (6.28) si (6.30) in relatiile (6.22) si (6.23) rezulta

o, =—1vaf——1fvf—2:—% (1+v)jqdr+(1—v)rizjqr2dr —%JTrdr,
a a a
(6.31)
E E C* 1 r 1 r E r
e I v i (1+V)Jqdr—(1—V)r7Iqr2dr +r—ijrdr—EaT.
a a a
(6.32)

Inlocuind expresiile integralelor (6.29) se obtine
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2

_1+V r2 r2 4 r2 8 r4 8

o E c* E C_: pa)2 1+v£_1—v£_1+3v
ey N aev 2 2 4 2 8 4 8
sau

2 r
o, = _ﬁz_paz) L—E—zaj.Trdr,
r r reoe
2 r
o, =A+5 LY M+E—f‘jTrdr—EaT,
r r ree
unde s-a notat
AziCl*, B_L :,
1- 1+

% 2 .
o:ECI* E Cr+pa){1+va_+1 Va__3+v:|_E—§ZJTVdI",
r
a

(6.37)
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Constantele 4 si B se determind din conditiile la limitd la interiorul si

exteriorul discului.

6.2.2 Discuri fara efecte termice

In cazul general, expresiile tensiunilor radiale si circumferentiale in discuri
cu gaura concentrica (6.18) si (6.19) contin doi termeni care corespund incarcarii
cu presiuni radiale la interior si exterior, un termen produs de campul centrifugal si
un termen produs de campul termic stationar. Diagramele tensiunilor produse de
presiuni radiale sunt date n figurile 5.4 si 5.5, diagramele tensiunilor produse de un
camp termic stationar sunt prezentate in figura 5.3, deci intereseaza diagramele
tensiunilor produse doar de rotirea discului. Tensiunile totale se determind prin

suprapunerea efectelor, insumand cele patru diagrame.
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6.2.2.1 Discuri cu gaura concentrica

La discul fard sarcini radiale la interior si exterior (fig. 6.4, @), la r=a,
o,=0,silar=b, 0,=0.

Rezulta constantele de integrare
Clzkl(a2+b2), Cy =k, a’b?, (6.38)

care inlocuite in relatiile (6.10) si (6.11) conduc la

212
a,:kl(a2+b2—alj —rzj, (6.39)

r

—— (6.40)

272
Gtzkl(a2+b2+ab 1+3Vr2).
r 3+v

Diagramele de variatie ale tensiunilor in lungul razei sunt prezentate in
figura 6.4, b.

2,171 ,2
a“+3,b

2a. 2‘ &
=1
% %
2
é Y
“

Q
S

Fig. 6.4

Tensiunile de valoare maxima apar pe suprafata interioara i au valoarea

g

tmax

:2k1(b2+1_v azj. (6.41)
3+v
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Armarea discurilor de polizor se face prin insertii sau inele de sarma
inglobate in materialul abraziv in vecinatatea gaurii discului, unde tensiunile locale
de intindere au valori maxime.

Viteza unghiulara maxima care produce atingerea limitei de curgere o, pe
suprafata interioara a discului, conform criteriilor Tresca si von Mises, este

4o
= ¢ . 6.42
e \/p[(3+v)b2+(1—v)a2] (642)

Cénd a >0,

o, =2k b, (6.43)

tmax

valoare ce corespunde unui disc cu o gaura centrala foarte mica.

6.2.2.2 Discuri pline

La discurile fara gaura, la »=5b, o, =0, iar in centru, pentru =0,

O-r :O-t'

Rezulta constantele de integrare
C =k b*, =0, (6.44)

care inlocuite in (6.10) si (6.11) conduc la formulele tensiunilor

o, =k, (b*=r?), (6.45)
o =k [p 13,20 (6.46)
! : 3+v

Diagramele de variatie ale tensiunilor in lungul razei sunt prezentate in
figura 6.5.

Tensiunile maxime apar in centrul discului si sunt

o =0 ,:k1b2:3;‘/pa)2b2. (6.47)

Se observa ca pentru valori p si v date, tensiunile depind numai de viteza
periferica a discului v=wb.
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2(1-v)
37 Ot max
K
b
] N
1 & o
e "max  Imax
“
Fig. 6.5

Viteza unghiularda maxima care produce atingerea limitei de curgere o, In
centrul discului este

8o,

Govlp (6.48)

Comparand expresiile (6.43) si (6.47), rezulta ca la discul cu gaurd mica
tensiunile in jurul gaurii sunt de doud ori mai mari decét in centrul discului fara
gaurd, deci gaura actioneaza ca un concentrator de tensiuni. Factorul teoretic de
concentrare a tensiunilor elastice este in acest caz K, =2.

Exemplul 6.1

Sa se determine tensiunile maxime Intr-un disc cu a=150mm,
b=300mm, v=03 si p=7850 kg/m3 , care se roteste cu viteza unghiulara
constantd @ =314 rad/s.

Rezolvare

Tensiunile radiale maxime (fig. 6.2, b) apar la » =212,13 mm si sunt

o =3+—Vpa)2(b—a)2=7,18N/mm2.

rmax 8

Tensiunile circumferentiale maxime apar la interior si au valoarea

3+v 27(.,2 1=v » 2
= ow” | b +——a” |=60,5N/mm~ .
tmax 4 ( 34y J /
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6.3 Discuri cu grosimea variabila

Discurile turbinelor au grosimea variabild deoarece solicitarea prin sarcini

centrifugale scade cu cresterea razei.
Rotoarele turbinelor cu gaze au discuri fara gaura, in consola (fig. 6.6)

Xy
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S
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(S~
=\

e\
=S

<
- S
-

KOZRNTR
SRR
s

=X

S

S

K

o=
N

X

s

a
Fig. 6.6
Solutiile moderne utilizeaza discuri asamblate cu suruburi de strangere

axiala, ca in figura 6.7 (Kostiuk si Frolov, 1985).

a
Fig. 6.7
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Rotoarele turbinelor cu abur au discuri separate, montate pe arbore prin
fretaj (fig. 6.8, a), doar la unitédtile de joasa presiune, cu turatia de 1500 (sau 1800)
rot/ min. Celelalte sunt fie sudate (fig. 6.8, b), fie monobloc, cu sau fard gaura

centrala (Berg s. a., 1981).

00

Fig. 6.8

Un rotor combinat, cu o parte monobloc cu discuri integrate si o parte cu
discuri individuale montate prin fretaj pe arbore, este prezentat in figura 6.9.

UDH_W | , _@

Fig. 6.9

Calculul tensiunilor in discuri cu anumite profile depaseste cadrul acestui
curs. In continuare se analizeazd cazul general al unui disc cu profil oarecare,
simetric fatd de un plan central perpendicular pe axa de rotatie.

Se considerda un disc cu grosimea variabila (fig. 6.10, a) de tipul celor
utilizate la turbine cu abur sau cu gaze (fara palete laterale), avand palete dispuse la
exteriorul obezii si butucul montat pe arbore prin fretaj. Actiunea paletelor se
modeleazd printr-o sarcind radiald centrifugald uniform distribuitd pe suprafata
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obezii, In timp ce montarea cu strangere produce o sarcind radiald uniform
distribuita pe suprafata de contact cu arborele.

Se admite ca discul este supus la o stare pland de tensiuni, repartitia
tensiunilor pe grosimea discului fiind uniforma. Aceste ipoteze sunt valabile pentru
discuri la care raportul intre diametru §i grosimea maxima este mai mare decat
patru (Stodola, 1907).

Calculul discurilor in rotatie se bazeaza pe ecuatia de echilibru (6.1, a)
d 2, 2
—(rho,)-ho,+ po*hr* =0
B
si pe ecuatia de compatibilitate (6.4) exprimata in functie de tensiuni

d [th d (ﬁ}r 4 (or)- o =al) o 6 4

dr\E) dr\ E ) dr Er

Rezolvarea exactd a celor doua ecuatii se dovedeste dificila In cazul
general, atunci cand profilul discului si temperatura variaza dupa o lege oarecare, si
cand modulul de elasticitate £, coeficientul lui Poisson v si coeficientul de dilatare
termica liniard o sunt functii de temperatura.

q v
q,‘_ﬂ. Tf+|-.
Vi
4; ;7
=
a b c d e f g
Fig. 6.10

O metoda convenabild de rezolvare a problemei se bazeaza pe aproximarea
discului real (fig. 6.10, @) prin segmente de grosime constanta, rezultdnd un profil
in trepte (fig. 6.10, b). Se calculeaza variatia in lungul razei a sarcinii radiale
inertiale ¢, pe unitatea de volum (fig. 6.10, ¢). Se considera cunoscute variatia
temperaturii 7 in functie de raza discului (fig. 6.10, d) si variatia coeficientului de
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dilatare liniard « 1in functie de temperaturd, pe baza céreia se traseaza curba
variatiei produsului o7 in functie de razd (fig. 6.10, ). Cunoscand legile de
variatie ale modulului de elasticitate £ si ale coeficientului de contractie
transversalda v in functie de temperaturd, se traseazd diagramele de variatie ale
acestor marimi in lungul razei discului, care se aproximeaza apoi prin variatii in
trepte, cu valori constante pe latimea fiecarui segment (fig. 6.10, f'si g).

Determinarea variatiei temperaturii in lungul razei discului este o problema
complicatd de transfer de cildurd conductiv si convectiv care depdseste cadrul
acestui curs introductiv. In continuare distributia temperaturii se considera data.

6.3.1 Metoda celor doua calcule

Se inlocuieste profilul discului cu un profil in trepte, constand din
segmente de grosime constantd. De obicei grosimile segmentelor se aleg egale cu
grosimile profilului real la razele medii ale segmentelor respective. Numerotarea se
face de la interior spre exterior.

Segmentul 7, cuprins intre raza 7; siraza 7;,;, are grosimea h; (fig. 6.11,

a), iar modulul de elasticitate E; si coeficientul de contractie transversald v; au
valori corespunzatoare razei medii a segmentului.

hf
@ R |
D D B
;. o FTTTT o,
G-D) P ttttttton: f;—
hiil Bl fin @ Ei—lsz-1 .
| By ’
a b

Fig. 6.11

Tensiunile o, ;,; i o, ;. la exteriorul segmentului i se pot exprima in
functie de tensiunile 0:’1. si 0'[*’ ; lainteriorul segmentului prin relatiile
* 2.2
0,1 =0,,;N; +Uz,i(1_Ni)+Ei [(1_Ni) a1 — @, ]—pa) riali,
(6.50)

* % 2.2
Ot i1 =0 (1_Ni)+‘7z,i N; +E; (NiaiTi + @y _ai+1Ti+1)_pa) M,
(6.51)
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unde
2
N =1 1+ |, (6.52)
2 Tin1
2 4
Li=—(1+vi%+1 Vi%_3+‘/ij’ (6.53)
4 Tin 8 lin1 8
2 4
Mi:_(lwi%_l Vir%_l+3vij' (654
4 Tin1 8 i1 8

Inlocuind integrala prin aria trapezului de sub functia liniarizata

Tixl
1 1
Dy =7 J. aTrdrz—z(aHlTiHrH-l _ain’ri)(”iﬂ —If‘[). (6.55)
Tis1 Tis1

Ti
La raza r; se produce un salt de grosime (fig. 6.11, b). Tensiunile o, ; si
o, la exteriorul segmentului (i—1) se exprima in functie de tensiunile o,; si

o, ; la interiorul segmentului urmétor i. Echilibrul axial la nivelul razei r; se scrie

orihi=0,:hi .
Egalitatea deplasarilor radiale si deci egalitatea deformatiilor specifice

circumferentiale la granita celor doua segmente se scrie

(o -vion )= )
E Oi —ViOy _E_ O1i ~Vi-10r,i)»

i i-1
unde deformatiile termice ¢;7; s-au redus fiind egale.

Rezultd urmatoarele doua relatii intre tensiunile din sectiunea cu salt de
grosime

* hi*l
Oy :h_o-r,i’ (6.56)
i
i =V;0,; +_l(6t,i —Vi Ur,i)- (6.57)

i-1

Pentru introducerea conditiilor la limita se poate utiliza metoda celor doua
calcule.
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In primul calcul, se cunoaste o, (=0,, si se dd o valoare arbitrard lui

ra
0,0 =04~ Cu ajutorul formulelor (6.50), (6.51), (6.56) si (6.57) se calculeaza pe
rand tensiunile la exteriorul fiecarui segment panad la exteriorul discului. Rezulta o

valoare a tensiunii radiale la exterior aglb) , diferitd de valoarea exactd cunoscuta
O,p-

In al doilea calcul, se neglijeaza sarcina centrifugala si efectul campului
termic §i se considera tensiunea radiala la interior nuld. Tensiunea radiala astfel
calculata la exterior ag) se inmulteste cu un coeficient k& determinat din conditia

0'£1,7)+k6(%) =0,- (6.58)

7

Tensiunile totale in fiecare segment de disc sunt egale cu suma tensiunilor
determinate in primul calcul si a tensiunlor determinate 1n al doilea calcul inmultite
cu k.

In final, valorile tensiunilor la jonctiunea dintre segmente se calculeaza ca
media aritmeticd a valorilor determinate in cele doud segmente adiacente

o (H)Z%(Gr,i +O_:,i)’ (659)
o, (’?):%(O},i +0'Zl-). (6.60)

In cazul discurilor pline, conditiile la centru sunt o,y =05, §i se
inlocuieste a =0 1n relatiile stabilite pentru discurile cu gaura concentrica.

Pentru usurarea calculelor, in proiectare s-au folosit diagrame Donath, in
care s-a reprezentat variatia sumei si diferentei tensiunilor o, si o, In functie de

turatia masinii.

La un disc fretat pe arbore, dacé deplasarea radiald la interior este impusa
din conditia de fretaj, este convenabil sd se efectueze calculele de la exterior la
interior, cu numerotarea corespunzitoare. in primul calcul se utilizeazi valoarea
corectd a tensiunii radiale o,, din incércarea paletelor si se alege o tensiune

circumferentiala arbitrara la exteriorul obezii. In al doilea calcul, pentru discul in
repaus si fara efecte termice, se incepe calculul cu o sarcina radiald nula in obada si
o tensiune circumferentiala arbitrara in obada. In fiecare caz se calculeaza variatia
razei gaurii centrale si cand se aduna sistemele de tensiuni rezultd o relatie intre
deplasarile radiale similara cu (6.58)

ug)+kugj2) =uy. (6.58, a)
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Exemplul 6.2

Se considera discul de turbind cu abur din figura 6.12, ¢, cu v=0,3 si
p="1850 kg/ m®, care se roteste cu turatia constanti 7 =3000rot/min.
Intensitatea sarcinii uniform distribuite la exteriorul obezii este o,, =70MPa.
=—-15MPa. Variatia

temperaturii §i a produsului £« cu raza discului sunt date in (Malinin, 1959).

Presiunea de contact la interior produce tensiuni radiale o,

Diagramele tensiunilor radiale si circumferentiale sunt prezentate in figura
6.12, b.

70 ,
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390

i 325 / N \Cﬁ
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8l 175 .
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8 [ I | | |
| | I : |
S I |
| | | |
| T [
| | | |
i i o o O |y | | SRR | I | | |
0 50 100 150 200 MPa
o,.0,
a b
Fig. 6.12

Exemplul 6.3

Se considerda un disc de turbind axiald cu gaze, fard gaura centrala (Fig.
6.13, a), care se roteste cu turatia constantd n=11500 rot/min si are

o,, =59,8MPa si p=8000 kg/ m? (Malinin, 1959). Diagrama de variatie a
temperaturii In lungul razei este prezentatd in figura 6.13, b.

Variatia lui «, £ si v in functie de temperatura este data in figura 6.14. Pe
aceastd bazd s-au trasat diagramele de variatie in functie de raza ale marimilor o
(fig. 6.13, ¢), aT (fig. 6.13, d), E (fig. 6.13, ¢), si v (fig. 6.13, /).
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Profilul discului se inlocuieste cu un profil in trepte constand din opt
segmente de latime constanta.

Diagramele de variatie cu raza ale modulului de elasticitate E si
coeficientului de contractie transversala v se inlocuiesc cu diagrame in trepte.

48
| i -
217 2 VA

203 Pf A

P

= i / /
/

/

4

ﬁ § \ 110 [
/ 80
/
50
111
8 ;
z - 350 450 550 650 165175185 5575 85115 1.1 13 15 17 033035037 033
ToC a-10%/¢ af 10* E-10"°MPa v
a b c d e f
Fig. 6.13

Diagramele tensiunilor radiale si circumferentiale sunt reprezentate in
figura 6.15.

EA0° a-10%/°C
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Te°c

Fig. 6.14
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Se constatd cad variatia lui v cu temperatura are o influentd neglijabila
asupra valorii tensiunilor din disc si ca atare poate fi neglijata.

48
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Fig. 6.15

6.3.2 Metoda diferentelor finite

Ecuatia de echilibru (6.1, a) si relatia de compatibilitate (6.49) se pot scrie
in forma cu diferente finite. Daca integrarea se face cu “regula dreptunghiurilor”,
se obtin urmdtoarele relatii

h; Ar; h v hr. )
Orivl = i — O't,i+h ——0,; _#4"? PO T, (6.61)
i+17i+1 i+17i+1 i+17i+1
Ein (1+v;)4r
i1 =Vig10,i41 T 0y £ 1- -
i i
(6.62)

r,i1
E; 7

1 1

E, 1+v;)Ar
~0, ;— |:Vi_( l) ’}—Em(ame—aiTi),
incare Ar, =1, —71;.
O aproximare mai buna se obtine utilizand metoda lui Manson (1947), in

care integrarea se face cu “regula trapezelor”.

De remarcat faptul cé in acest caz discul real nu se mai inlocuieste cu un
disc in trepte. In schimb, in lungul razei se fixeazd un numir de puncte care
definesc valorile discrete ale razei discului la care se evalueazd mdrimile care
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intervin in calcule, lucrandu-se cu grosimile si valorile constantelor fizice la razele
respective. Pentru evitarea confuziilor fata de notatiile din metoda celor doua
calcule, in acest caz se utilizeaza indicele curent » in loc de i.

S 4
= n F
ﬁ_ n-1 | |
s | | =
° | g
£ | | | <
- | | | W&
= l |
rn-l F
Fy=(Fy+r,.)/2
rn
Fig. 6.16

Daca se presupune ca tensiunile in disc au fost determinate, atunci
cantitatile care apar in ecuatiile (6.1, a) si (6.49) sunt cunoscute la fiecare valoare
discretd a razei. De exemplu, daca se cunoaste diagrama de variatie a produsului
rho, in functie de raza r (fig. 6.16), deci se cunosc valorile functiei in punctele

(n—1) si n, atunci valoarea functiei in punctul median 4, de raza

1
ry =E(rn,l +rn), (6.63)
este

(l"hﬂr )A z%(’ﬁn—l hn—l O-r,n—l +rn hn O-r,n) (664)

iar panta tangentei la curba in A4, aproximativ egald cu panta coardei care uneste
punctele (n—1) si n este

r,h o

n'n r,n_rnflhnflo-r,nfl

(6.65)

d
_(rho_r)A ~
r Ty =Tt

In mod asemandtor se evalueazi la mijlocul intervalului valorile celorlalte
variabile din ecuatiile (6.1, @) si (6.49). Inlocuite apoi in aceste ecuatii, se obtine
sistemul de ecuatii cu diferente finite
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"y hn O-r,n s hn—l o-r,n—l _ hn Gt,n +hn—1 O-t,n—l

1, =¥,y 2
6.66
e 2 2 (6.66)
+7 (pn hn Tn + Pn-1 hn—l T ): 0
si
Otn O-t,nfl Vi O_r,n V-1 O_r,nfl
E, E, _ E, E,_ a,T,—a, T, _
| Ty —Th-1 | (6.67)
_l |: (1 +v, ) (O-r,n - Gt,n)_'_ (1 Vi ) (Gr,n—l — 0 n-1 )j| -0
2 En Tn En—l T
care se reduce la
Cn Oy.n _DnGt,n :Fn Oy,n-1 +Gn Otn-1 _Hn > (6.68)
C}!'l O-r,n _D;z Gt,n = Fr;Gr,n—l - G;z O-t,n—l +H;1 s (6'69)
unde
Cn :rnhn , Cz’1 :V_n+ (1+Vn)(rn _rn—l)’
En 2En Ty
Dn :l(rn _rn—l) hna D;; :L‘F (1+Vn)(7’n _rn_l) 5
2 E, 2E,r,
Fn =r hn—l , Fr: — V-1 _ (1+ Vn-1 ) (rn — rn—l) , (670)
Enfl 2’Enfl Tu-1

b

. , 1 1+v,_ ~ i

n—1

2 2
H, =—(I"n _rn—l)(pnhnrn +pﬂ—1h’1—1r”_1)’
H,’, :anTn_anflTnfl'

In ecuatiile (6.68) si (6.69), tensiunile o, , si o,, sunt exprimate in
functie de o, ,_; si o, ,_; . Rezulta ca, prin aplicarea succesiva a acestor ecuatii de

la o raza la alta, tensiunile la o razd oarecare se pot exprima in functie de tensiunile
la orice alta raza, in particular 1n functie de tensiunile la raza interioara a, unde
necunoscuta este tensiunea circumferentiald o, .
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Tensiunile la raza n se exprima in functie de o, prin relatiile liniare

O_r,n = Ar,n Otq + Br,n’ (6 71)
O-t,n = At,n O-ta + Bt,nﬂ

la fel, tensiunile la raza (7 —1) se exprima in functie de o, prin relatiile liniare

Gr,n—l = Ar,n—l Oyt Br,n—l ’ (672)
Gt,nfl = At,nfl O +Bt,n71 >
in care urmeaza a se determina coeficientii
Ar,n = Kn Ar,n—l+ LnAt,n—l >
At,n = K;l Ar,n—1+ L;lAt,n—l > (6 73)
Br,n = Kn Br,n—l+ LnBt,n—l + Mn >
Bt,n = K},’l Br,n—1+ L;tBt,n—l +M}!'l >
unde
— F;;Dn _F;1D}”l K' = Fn,Cn _Fncil1
! C;ID}’I _CnD;z ’ " Cr’an _CnD;'l ’
__G;1Dn +GnD}'1 L =— Cr’an +CnGr’l (674)

" C;an_CnD;z C C;tDn_CnDlg ’

_H,D,+H,D, ., _CH,+C,H,

M, = s = .
! C),1Dn _CnD;z ! C;an _CnDI;

Dacé se cunosc coeficientii 4,, 4,, B,, B, la raza (n—l), din relatiile
(6.73) se calculeaza coeficientii la raza n.
La un disc cu gaurd concentricd, 1n care la interior tensiunile radiale sunt
nule si tensiunea circumferentiala este o,
Ar,a :Br,a =B, ,= 0’

t,a
' 6.75
A, =1 (675)

La un disc plin, la care in centru tensiunea radiald si tensiunea
circumferentiald sunt egale cu o,

Ar,a :At,a: 1’

6.76
Br,a :Bt,a: 0 ( )
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Pornind de la acesti coeficienti la interiorul discului, se pot determina
valorile coeficientilor la celelalte raze, prin aplicarea succesiva a relatiilor (6.73).
In final, deoarece tensiunea radiald la exteriorul obezii o,,, produsd de Incarcarea

centrifugala a paletelor, este
Op = Ar,b O + Br,b >

se obtine

o,,—B
o, =—2 b 6.77)
Ar b

unde 4, , si B, ;, sunt coeficientii tensiunilor radiale la exteriorul discului.

B

Dupé determinarea lui o,, si a tuturor coeficientilor A A s

r,n o t,n >

B

t,n»

din ecuatia (6.71).

se pot determina valorile tensiunilor radiale si circumferentiale la toate razele,

Manson (1947) prezinta o discutie asupra alegerii corecte a temperaturii 7,
la fiecare raza, precum si a valorii coeficientului de dilatare termica liniard «,,, ca

medie Intre valoarea la temperatura cu tensiuni nule si valoarea la temperatura de
lucru a discului.

Simuldri numerice au ardtat ca montarea discului pe arbore prin fretare
poate reduce tensiunile din disc dacd presiunea de contact nu este prea mare.
Asamblarea cu strangere reduce atit tensiunile circumferentiale de intindere din
vecindtatea gdurii centrale cat si tensiunile circumferentiale de compresiune din
obadd. Dacd tensiunile circumferentiale elastice in obadd depasesc limita de
curgere a materialului, apare curgerea plasticdi care produce tensiuni
circumferentiale reziduale de intindere. Deoarece obada este o zond cu
concentratori de tensiuni datoritd prinderii paletelor, este posibil ca tensiuni de
intindere de valori mici sa produca fisuri.

Rezolvarea problemei inverse, determinarea profilului discului pe baza
unor valori date ale tensiunilor, se poate face pe baza echivalentei cu diferente
finite a ecuatiei (6.1).

2r 2.2
n
h O-r,n _Gt,n + 0,071,
n—1 _ |
h 21, 22
" O-r,nfl + O-t,nfl ~ Pn-1@ Ty
Ty =T

Pentru utilizarea relatiei de mai sus se utilizeazd o valoare initiala a
grosimii, deobicei la nivelul obezii, calculatd pentru a rezista smulgerii paletelor
prin efect centrifugal.
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6.4 Cilindri in rotatie

Turbinele cu abur, de presiune inaltd si de presiune medie, precum si
turbine cu gaze de putere micd, in variante constructive mai vechi, au rotoare
monobloc care se modeleaza ca cilindri in rotatie.

Spre deosebire de discuri, supuse la o stare pland de tensiuni, rotoarele
monobloc de tip tambur se modeleaza ca cilindri in rotatie supusi la o stare plana
de deformatii specifice.

H TV/ / ::7/!.!,!!,!,!.!!!,!.!.,.,5 /}

Vwz. === = =

AN

Fig. 6.17
In figura 6.17 se prezinta rotorul de tip tambur, fira gaurd central, al unei
turbine cu abur. Datorita constrangerilor de dilatare, in astfel de rotoare apar
tensiuni termice tranzitorii relativ mari, in special la o pornire la rece a turbinei. In

afara tensiunilor circumferentiale mari, In rotor apar si tensiuni longitudinale.
Starea spatiald de tensiuni mareste sensibilitatea rotorului la ruperi fragile.

T T

Fig. 6.18

In figura 6.18 se prezintd rotorul monobloc al unei turbine cu abur, de
inalta presiune, cu gaurad centrald si discuri integrate (Kostiuk si Frolov, 1985).
Gaura centrala duce la cresterea tensiunilor termice si a celor produse de campul
centrifugal. La capatul cu temperaturd inaltd al rotorului, tensiunile produse de
rotatie sunt diminuate de relaxarea prin fluaj. La capdtul cu temperatura joasa al
rotorului, tensiunile marite datoritd gaurii centrale reduc marimea defectului critic,
deci maresc riscul ruperii fragile.
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Gaura centrald elimina segregatiile si incluziunile nemetalice din centrul
rotorului, permite prelevarea de epruvete pentru determinarea proprietatilor
mecanice §i accesul pentru incercarea cu ultrasunete.

\\\\\‘\ N
AR

N

Fig. 6.19

Pentru inlaturarea inconvenientelor rotoarelor monobloc, in prezent se
utilizeaza rotoare sudate (fig. 6.19). Acestea constau din mai multe discuri sudate
intre ele la periferie, care sunt solicitate la o stare pland de tensiuni. De aici —
tensiuni longitudinale mai mici.

Teoretic, tensiunile termice circumferentiale care apar in aceste rotoare la
pornirea sau oprirea turbinei sunt cu 43% mai mici decat intr-un rotor monobloc.
Intr-adevar, valorile tensiunilor circumferentiale dintr-un cilindru din otel, in stare
pland de deformatii specifice, se pot obtine direct din tensiunile calculate pentru un
disc in stare plana de tensiuni prin inmultire cu 1/(1-v)~1,43.

La turbinele moderne, in care se ating temperaturi de 580—-600°C, se
utilizeaza oteluri cu 10% crom, avand limita de curgere tehnica o, =700 MPa si

rezistenta la fluaj (Ia 100000 ore si 6000C) de aproximativ 100 MPa .
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In figura 6.20 se prezintd rotorul monobloc al unei turbine cu gaze, de mica
putere, care in partea din mijloc nu are gaurd, pentru evitarea tensiunilor mari
datorita efectelor centrifugale (Kostiuk si Frolov, 1985).

6.4.1 Solutia generala

Ecuatia de echilibru (6.1) este
=

o, r) o,=—p . (6.78)
dr

Inlocuind deformatiile specifice (5.9) si (5.10) in ecuatia de compatibilitate
(6.4) si tinand cont de (6.78), se obtine a doua relatie intre tensiuni

E dT
—(Gt-r)—O'rz——p 22— =

6.79
dr 1-v 1—1/ dr ( )

Eliminand o, intre relatiile (6.78) s1 (6.79), se obtine ecuatia diferentiala

2 —
p d“o, +3dar __3 zvpa)zr Ea dT’ (6.80)
dr? dr 1-v 1-v dr

care se mai scrie

dl1d 2 3-2v 2 Ea dT
— —— =— - 6.81
dr{r dr(a,r )} 1-v por 1-v dr ( )

Considerand £, v si a constante, solutia ecuatiei (6.81) are forma

2
o = - 372 w”— Ea 1 Tdr (6.82)
r 1 2
7 1-v 1- Vr

Inlocuind (6.82) in (6.78) rezulta

2
:C1+C—22—3 2v w”—+ﬂijndr EaT.  (6.83)

r 1-v 8 1-vyp

In membrul drept al expresiilor (6.82) si (6.83) primii doi termeni
reprezintd solutia ecuatiei omogene 1n care constantele de integrare se determind
din conditiile la limita, respectiv valorile tensiunilor radiale la interiorul (centrul) si
exteriorul cilindrului. Termenul al doilea este solutia particulard corespunzatoare
incarcarii centrifugale iar termenul al treilea si al patrulea sunt tensiunile termice.
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Rezulta cd valorile tensiunilor se obtin prin suprapunerea diagramelor celor
trei tipuri de tensiuni. Intrucat tensiunile pentru cilindri cu presiune exterioard
(efectul paletelor) sunt prezentate in relatiile (5.58) si figura 5.5, iar tensiunile
termice sunt date de relatiile (5.14) si (5.18) si ilustrate In figura 5.3 pentru o
distributie logaritmica a temperaturii, in continuare se vor analiza numai tensiunile
produse de incércarea centrifugala.

6.4.2 Cilindrul cu gaura centrala

Intr-un cilindru lung in rotatie, cu gaurd centrald, neglijaind efectele
termice, tensiunile au expresiile

G, pa)z(3—2v) 2

o, =C——-—"—F——"27r", 6.84
r 1 7’2 3 (l—V) ( )
2
o, =C +C—§—M 2. (6.85)
y 8(1-v)
Constantele de integrare se determind din conditiile la limita
lar=a,o0,=0 sila r=>b, o,=0.
Rezulta
2(~_ 2,2
o, L0 B2 [0 0 @B ) (6.86)
$(1-v) 2
2(2_ 2,2
o, =Y\ 272Y) (3-2v) [ o, 2, @b 1+2v o) (6.87)
8 (1-v) rr o 3-2v
In cilindrul liber la capete
2
o= LYY (p2 142 -2s2) (6.88)
4(1-v)
Tensiunea tangentiald maxima, la » =a, este
—_— 2 —_—
o, _(3-2v)pa’ (15 1-2v 5 , (6.89)
mx 4 (1-v) 3-2v
iar tensiunea tangentiald minima, la » = b, este
— 2 p—
o, _(3-2v)pa” [ 2 1=2v 1) (6.90)
mn 4 (1-v) 3-2v
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Tensiunea radiala maxima

B 2
@ =% (b-a)’ (6.91)

apare la r =,/ ab .

In cilindrul liber la capete, tensiunile longitudinale maxime sunt

2
__pov 2 2
=10 (l—v) (b a ) (6.92)

Zmax ‘ Zmin

Diagramele de variatie ale tensiunilor in lungul razei sunt prezentate in
figura 6.21.

Fig. 6.21

Pentru b =3a, la un cilindru din otel (v =0,3) in rotatie

272
o, =6972Y"

max

La discul subtire in rotatie, din (6.41) rezulta pentru otel

212
o, =67529"
8

max

deci 1n disc tensiunea maxima este putin mai mica decat in cilindru.

Cand a — 0, deci la cilindrul cu gaura foarte mica

> :(3—21/),0@2172 (6.93)
fmax 4(1-v) '
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6.4.3 Cilindrul plin

In acest caz, constantele de integrare se determina din conditiile la limita

lar=0, 0,=0, sila r=>b, 0,=0.

Rezulta

2
p@ (3—2v) 2 2

=" \b" - 6.94

o= i) (b2 -12), (6.94)
2

o, :M (b2_1+2‘/ ,,2} (6.95)
8(1-v) 3-2v

In cilindrul liber la capete, tensiunile longitudinale sunt

2
_ _povVv 2 5.2
o, = (1) (1—v) (b 2r ) (6.96)

Diagramele de variatie ale tensiunilor in lungul razei sunt prezentate in
figura 6.22.

—
or max Ot max
Fig. 6.22
Lar=0
2,2
o =0, =B3-2)pa’st 697)
max max 8(1_1/)

valori de doud ori mai mici decat la cilindrul cu gaura centrald mica (6.93).

La un cilindru din otel fard gaura centrala

212
o, =343
8

max
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in timp ce la un disc din otel fard gaura centrala (6.47)

272
o, =330220
8

max

Lar=5b

B (1—21/),0(02b2

=) (6.98)

(o}
! min

In cilindrul plin liber la capete, tensiunile longitudinale maxime sunt

2
POV 42
== " pr. 6.99
4(1-v) (6.99)

Zmax :‘ Zmin
6.4.4 Simulari numerice

La rotoarele monobloc cu gaura centrala, tensiunile circumferentiale sunt
teoretic de doud ori mai mari decat in rotoarele fara gaura.

ROTOR MONOBLOC

200 Nfmm?

b 200 Nimm?

100 Nimm?

o — Y ———
: —
A —d

Fig. 6.23

In figura 6.23 se arati distributia tensiunilor circumferentiale in rotorul
monobloc de joasa presiune al unei turbine de 300 MW cu turatia 3000 rot/min .

In figura 6.24 se arati distributia tensiunilor circumferentiale intr-un rotor
sudat, cu acelasi contur §i aceeasi raza exterioara b (Bertilsson si Berg, 1980).
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ROTOR SUDAT

100N/mm?

300N/mm? 200 N/mm?
~

100 Nfmm?

fe—a
Fig. 6.24

In figura 6.25 se comparda diagramele de wvariatie ale tensiunilor
circumferentiale in sectiunile A-A ale celor doud rotoare. Se observa ca in rotorul
monobloc tensiunile maxime sunt de 1,6 ori mai mari decat in rotorul sudat.

r

b SECTIUNEA
{ A-A

1

O, MONOBLOC
05
Oy, SUDAT
lot . [

O 100 200 300 400 o,

Fig. 6.25

O comparatie a tensiunilor ce apar intr-un rotor sudat (a) si un rotor cu
discuri fretate pe arbore (b) este prezentatd in figura 6.26, unde o, este limita de
curgere tehnica, o,- tensiunile circumferentiale elastice §i o,,- tensiunile
circumferentiale elasto-plastice (Bertilsson s.a., 1981).

Se observa ca tensiunile circumferentiale in discurile fretate pe arbore sunt
mai mari decat tensiunile din rotorul sudat.

In figura 6.27 se arati distributia tensiunilor in discul rotorului de joasi
presiune al unei turbine de 1300 MW, la turatia zero si la turatia nominala de 1500
rot/min. Se remarcd valorile mari ale tensiunilor produse de un montaj cu
strangere de 2%o, necesar asigurarii contactului la supraturatii de 35%.
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In figura 6.28 se compari distributia tensiunilor circumferentiale in discul
unui rotor sudat si un disc fretat pe arbore. Se remarcd din nou efectul de

concentrare a tensiunilor in discul cu gaurd centrald, accentuat de presiunea de
contact pe arbore.

/
o-r
- 0-/0_0,2
b
O'tp
o /
\J
o, \\
I O \
1 1
C o .
. - L 0 ]I Lo O—/O-O,Z
Fig. 6.26

Rotorul sudat inlaturd problemele de concentrare a tensiunilor si coroziune
in jurul canalelor de pana. Sudarea discurilor intre ele se face la periferie, in zona
de tensiuni relativ mici, unde efectul oboselii datoritd caracterului ciclic al

tensiunilor de incovoiere este minim, iar pericolul de “explozie” a rotorului este
practic Indepartat.

In figura 6.29 se arata variatia tensiunilor termice masurate in punctele D,

F, J, L, W in timpul pornirii la rece a unui rotor sudat, de Tnaltd presiune, al unei
turbine de 500 MW (Hohn s.a., 1980).

Pe axa ordonatelor s-a reprezentat raportul intre tensiunea echivalenta

Oy =\ o?+4 7% silimita de curgere o, la temperatura de lucru.
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TURATIA
rot/ min 0,

1500

ROTOR SUDAT
i

_O; SUDAT
-

0 200 " 400 O, [N/mm2]

Fig. 6.28
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Fig. 6.29
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Fig. 6.30

Pentru comparatie, in figura 6.30 se prezinta aceleasi valori inregistrate la
un rotor monobloc cu gaura centrald, in punctele L, I, W. Se observa ca in zona
fixarii paletelor (L si I) tensiunile in rotorul monobloc sunt cu 40% mai mari decat
tensiunile corespunzatoare din rotorul sudat (J).



7.
PLACI PLANE SUBTIRI

In acest capitol se studiazi incovoierea plicilor plane subtiri, la care
temperatura variazi pe grosimea plicii. In afara tensiunilor termice de incovoiere,
in placi apar si tensiuni de membrana, tratate in Capitolul 5, si tensiuni produse de
sarcinile exterioare. Se prezintd doar cateva cazuri simple, care permit solutii
analitice Inchise, pentru familiarizarea cu marimile specifice si "efectele de placa".
Problemele practice se rezolva utilizand metoda elementelor finite si programe
adecvate de calcul.

In ingineria mecanica, se intdlnesc componente care se pot modela ca placi
in carcase, recipiente, suporti, corpurile lagarelor, diafragme cu rol de sicane,
atenuatoare de fluctuatii de presiune sau elemente elastice in aparatele de masura si
control.

7.1 Ipotezele teoriei incovoierii placilor subtiri

Placile sunt corpuri plane, marginite de doua suprafete, situate la distanta
mica in comparatie cu dimensiunile acestora. Pe scurt, placile sunt corpuri care au
doua dimensiuni mai mari cu cel putin un ordin de marime decat a treia. Cele doua
elemente definitorii ale unei placi sunt suprafata mediana si grosimea.

Suprafata mediana este egal departatdi de cele doud suprafete care
delimiteaza placa. Grosimea este masuratd perpendicular pe suprafata mediana.
Plicile subtiri au grosimea sub 1/10 din dimensiunile in planul acesteia. In general,

plicile au suprafata mediana plana. Invelisurile au suprafata mediana curba.

Se admite cd materialul placii este omogen, izotrop si elastic liniar.
Grosimea plécii se considerd mica in comparatie cu dimensiunile placii in planul
ei. Sageata se admite ca este micd in comparatie cu grosimea placii. Ca urmare, in
planul median al placii nu apar tensiuni de intindere (de membrand), acesta fiind
astfel o suprafata neutra. Rezultatele obtinute sunt strict valabile pentru plici de
grosime constanta.
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La placi cu nervuri de rigidizare, desi materialul este izotrop, prezenta
nervurilor face ca rigiditatea la Incovoiere sa varieze cu directia. Aceste placi se
numesc anizotrope constructiv, cele mai utilizate fiind placile ortotrope
constructiv, cu nervuri perpendiculare intre ele. Placile din compozite stratificate
sunt studiate in manuale de specialitate.

Teoria inginereascd a incovoierii placilor se bazeaza pe ipotezele lui G. R.
Kirchhoff (1850):

1. Ipoteza normalei rectilinii. Normala la suprafata mediand ramane
dreapta (dupd 1incovoierea placii) si perpendiculard pe suprafata mediana
deformata.

2. Ipoteza independentei actiunii straturilor. Tensiunile normale pe
suprafete paralele cu suprafata mediand sunt neglijabile. Straturile paralele nu
preseaza unul pe celélalt. Deci se considera o stare plana de tensiuni.

3. Grosimea placii nu se modificé in timpul deformarii acesteia.

7.2 Incovoierea axial-simetrica a placilor circulare

In cazul incovoierii placilor circulare, daca incarcarea este axial-simetrica
atunci toate marimile depind numai de raza, deci problema este unidimensionala.

7.2.1 Geometria suprafetei mediane
In figura 7.1, a se aratd suprafata deformati a placii. Originea axelor O se

alege in centrul placii nedeformate, iar axa z coincide cu axa de simetrie. Intr-un
punct de raza r, normala la suprafatd face unghiul ¢ cu axa z.

Fig. 7.1

Pentru unghiuri pozitive de rotire a normalei, @ >0, si pentru o crestere a
razei d» >0, sdgeata scade, dw <0, deci
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dw
=——, 7.1
1 (7.1)
de unde rezulta sdgeata
W=—I(0dr+C. (1.2)

In general, constanta de integrare C se determind din conditia anularii

sdgetii pe conturul rezemat.
Curbura suprafetei deformate in sectiunea diametrala este

P (1.3)
p, dr
sau
2
,=-S (714)
dr
Curbura 1n sectiunea care trece prin normala » si perpendiculara pe planul
rz este
Ky=d =2 (7.5)
Po T
sau
p— (7.6)
r dr

Curburile (7.4) si (7.6) sunt curburi principale, deoarece la incovoierea
axial-simetrica curbura datoritd rasucirii este nula.
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7.2.2 Relatii intre deformatii specifice si deplasari

In figurile 7.2, a si b se prezinti sectiuni prin placa, inainte si dupi
deformare. In ipoteza deformatiilor mici, datorita sagetilor mici, punctele a si b din
planul median se deplaseaza numai pe verticald. Normala in « la suprafata mediana
se roteste cu unghiul ¢, rimanand dreapta si perpendiculara pe suprafata mediana

deformata a placii. Normala in punctul b se roteste cu unghiul @ +de .

Intr-un strat situat la distanta z de planul median, alungirea specifica
radiala este

_ cd,—cd _ A(dr)

&g

b

' cd dr
unde A(dr)=z(p +dp)—zp =zde. Rezulta
do
=—7z. 7.7
&=z (7.7)

Alungirea specificd circumferentiald este egala cu variatia relativi a
lungimii cercului de raza r
2r ( r+¢)z)—27rr

6‘ =
t bl
2xr

& =—72Z. 7.8
t
r

7.2.3 Relatii intre tensiuni si deformatii specifice

Pe baza ipotezei independentei actiunii straturilor, o, =0, iar legea lui
Hooke pentru starea plana de tensiuni (4.36) se scrie

EaT

Gr:l—vz (6,+Vgt)—l_v , (7.9, a)
o, = 5 (£I+V£,,)—EO!T. (7.9, b)
l1-v 1-v

Inlocuind alungirile specifice (7.7) si (7.8) in relatiile (7.9) rezulta

_ Ez d_go_’_vﬂ _EaT’
1—v? 1-v

dr r
_ Ez [Qﬂ/d_(p)_EaT

r

(7.10)

o, = .
R TVER % dr I-v
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Tensiunile normale din placa variaza liniar pe grosime (fig. 7.3). In afara
acestora, 1n placa mai actioneaza si tensiuni tangentiale z,, paralele cu axa Oz, a

caror distributie pe grosime este parabolica, cu valori nule la extremitati

Q

\

LA\ T

Fig. 7.3

7.2.4 Relatii de echivalenti intre momente si tensiuni

Echilibrul intre momentele interioare, datorite tensiunilor normale ce
actioneaza pe fetele elementului, si momentele exterioare se scrie sub forma

12 h/2
M, = Izo,,dz, M, = J.zatdz, (7.11)
_hf2

_h)2

unde / este grosimea placii.
Inlocuind tensiunile din ecuatiile (7.10) in relatiile (7.11) si integrand, se

obtine

M, =D£d—(p+v£J—MT,

dr r
(7.12)

M, :D(fwd—@ j—MT ,

r dr
unde D este rigiditatea la incovoiere a placii
3
Eh
(7.13)

D=— """
121-v?)

iar M, este momentul incovoietor termic echivalent



156 TENSIUNI TERMICE

£y '
My = « szdz. (7.14)
-V
—h/2

Din relatiile (7.10) si (7.12) se obtin relatiile de calcul al tensiunilor

normale
EaT

o, =—123Z (M, +MT)— , (7.15, a)
h 1-v
12z EaT

o =5 (M, +M;)- e (7.15, b)

Acestea au valori extreme la suprafata placii, pentru z =+ /4/2.

Atat momentele cat si tensiunile normale depind de unghiul de inclinare al
normalei ¢, care se determind din ecuatiile de echilibru si conditiile la limita.

7.2.5 Ecuatiile de echilibru

Un element detasat din placa prin doud plane axiale si doud suprafete
cilindrice concentrice infinit vecine (fig. 7.4, a) este 1n echilibru sub actiunea
sarcinii exterioare ¢ i a momentelor si fortelor taietoare distribuite liniar. Datorita
simetriei, pe fetele din planele axiale ale acestui element nu actioneaza forte
taietoare. Fie M,; momentul incovoietor circumferential, A, momentul

incovoietor radial si Q forta tdietoare, pe unitatea de lungime, iar ¢ sarcina
exterioara, pe unitatea de suprafata.

qrdodr Qrdo+d(Qrde)
, M, dé+d(M,r de)
Mrrdt9+d(Mrrd0) Mydr

Qrdo+d(Qrde)

Fig. 7.4

O forta taietoare pozitiva actioneaza pe o fata pozitiva in sensul pozitiv al
axei z. Momentul M, si forta Q variaza cu raza r.
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Ecuatia de proiectii a fortelor pe verticala este
Qrdo+d(Qrdo)-0rdd=qrdodr,

care se mai scrie

d(Qr):qr. (7.16)
dr

Ecuatia de momente fatd de tangenta y la cercul exterior este
d
M, rd0+d(M, rd0)-M, rd6-2M, dr%—Qrderzqrd@dr%.
Neglijand termenul din membrul drept, care este un infinit mic de ordin
superior, dupa simplificari se obtine
d(m, r)
dr
Ecuatiile (7.12), (7.16) si (7.17) formeaza un sistem de patru ecuatii cu
patru necunoscute O, M,., M, si ¢.

—-M,=0r. (7.17)

NI T T T

q

MT‘
CH?H THTT'D
Q

bl
q
Fig. 7.5

Forta taietoare distribuita Q se obtine integrand ecuatia (7.16)
r
Q:qurdr. (7.18)
r
0

Ea poate fi determinata direct daca se scrie echilibrul unui disc de raza r
decupat din placa (fig. 7.5). Pentru o placa incarcata cu sarcina uniform distribuita,
ecuatia de echilibru a fortelor se scrie

q7zr2 -Q2xrr=0,
Q:%. (7.19)

In general
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P

) 7.20
2y ( )
unde P este forta totala aplicatd in perimetrul 27z 7.

7.2.6 Ecuatia inclinarii normalei

Inlocuind momentele (7.12) in relatia (7.17), se obtine ecuatia inclinarii
normalei in functie de forta tdietoare

9 1dp 1 _0
D

dr? rdr r2¢_

: (7.21)

care se mai scrie sub forma mai usor integrabila

df1d, ] o

Solutia generala a ecuatiei (7.22) este

W):AH%ﬁj (ijdFjdf . (7.23)

Al treilea termen din membrul drept depinde de incarcarea placii. Daca in
cercul de perimetru 277 actioneaza o sarcind uniform distribuitd ¢ si o forta
concentrata /', ambele dirijate in sus, atunci

F qr
= +—.
© 2rr 2

(7.24)
Se calculeaza

2
IerzJA L P R S R L Yo
2rr 2 2 4

T

2 2 2
r ilnr+£+€f dr=i D omr-2o +qr4+C1r2+C2,
2r 4 2r| 2 4 16

T

deci in (7.23) termenul al treilea [ = DL J (f IQ d ?j d7 devine
r

I:i(Zlnr—l)+q—B+Qr+&l.
8z D D r
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Ultimii doi termeni se adund cu primii doi termeni din membrul drept al
relatiei (7.23) si se obtine expresia inclinarii normalei sub forma
Fr qr’ '

B
= 2Inr 1)+ F—+A4"r+—. 7.25
¢ 87ZD( ) 16D r ( )

Inlocuind (7.1) in relatia (7.21) se obtine ecuatia sagetii placii

Fw 1dw 1dw_ 0

+ — ==, 7.26
dr* rdr* P2 dr D (7.26)
care se mai scrie sub forma mai usor integrabila
dfraf a0 27
dr|rdr{ dr D

7.2.7 Conditiile la limita

Constantele de integrare 4 si B (A'si B') se determina din conditiile de
incarcare si de rezemare, pe contur sau la interior (daca este cazul):

- Pe o margine incastratad, w=0 si ¢ =0.

- Pe 0 margine simplu rezemata w=0.

- Pe o margine simplu rezemata sau libera, tensiunile radiale o, si

momentele radiale M, produse de sarcini exterioare sunt nule, deci

do,, 2] _Mr (7.28)
dr r)._r D

unde R este raza marginii respective.

La placa plind incarcata axial-simetric, la 7 =0 unghiul ¢ =0, deci B=0.

7.2.8 Placi cu tensiuni de membrana

In studiul incovoierii placilor s-au neglijat tensiunile termice produse de
extinderea planului median (tensiunile de membrand). In continuare, pentru
considerarea acestora, se va utiliza metoda lui Duhamel.

Fie o placa de grosime constanta /4, in care temperatura 7' variazd numai pe
grosime. Deformatia specificd totala este egald cu suma deformatiei specifice
termice si a deformatiei specifice produse de tensiuni.
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Deformatiile specifice produse de tensiuni pot fi scrise

e . =¢,—aT,
' (7.29)
g =¢-al.
Se presupune cad dilatarea termica radiala a placii este complet blocata
aplicand tensiuni radiale de compresiune. Din relatiile (7.29) rezulta

e . =¢ =—al (7.30)

[%

iar din legea Iui Hooke se obtine

_EaT

(el +ve) )= .
—-v

(7.31)

o, =
1—v?

Relatia (7.31) exprimd tensiunile care trebuie aplicate placii pentru a
elimina dilatarea termica radiala.

Tensiunile termice in placa libera, fara actiuni radiale exterioare, se obtin
suprapunénd peste tensiunile date de (7.31) tensiuni radiale egale si de sens contrar
produse de eforturi aplicate la marginea placii. Aceste tensiuni au o forta rezultanta
(pe unitatea de lungime)

h)2
Ny =L£% | rq: (7.32)
1-v
—h/2

si un moment rezultant (pe unitatea de lungime) (7.14)

h/2
M, =ﬂ Tzdz. (7.33)
1-v
—h/2

La o distanta suficienta de marginea placii, eforturile aplicate vor produce
tensiuni de membrana uniform distribuite, de marime

h/2
Ny _1 Ea Isz (7.34)
h hl-v
—h2

si tensiuni de Incovoiere distribuite liniar, de marime

h)2
Myz 12, Fa szdz. (7.35)
B2 no1-v

—h/2



7. PLACI PLANE SUBTIRI 161

Ca urmare, tensiunile termice radiale in placa cu marginile libere vor fi

EaT 1 Ea

o, =-— Tdz 7.36
& 1-v h 1-v J. i (7.36)
sau
EaT NT Mz
o, = + 7.37
rr 1 v h3/12 ( )

7.2.9 Placi circulare pline
Se considera o placad de grosime constanta 4, cu raza b, intr-un camp termic

stationar, in care temperatura variaza doar pe grosimea placii.

7.2.9.1 Placa libera

In lipsa sarcinilor exterioare, relatia (7.23) se reduce la
o=dr+ 2. (7.38)
r

In centrul placii, la » =0 unghiul ¢ =0, deci B=0 si
p=Ar, (7.39)

deci curbura rezultatd din incélzirea neuniforma a placii este

LR — (7.40)
p, dr

Suprafata mediand deformata a placii este o suprafata sferica.

Din (7.2) se obtine expresia sagetii

—j¢dr+C:—Aerr+C:—§r2+C. (7.41)

Dacé originea axelor se alege in centrul placii, la »=0, w=0 (fig. 7.6),
rezultda C =0, deci

w=-a_. (7.42)

2

Deoarece
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.2 M (7.43)
dr r)._, D

inlocuind (7.39) in (7.43) se obtine constanta de integrare

My

A=——~4"—. 7.44
D(1+v) (7.44)
b2
i r
P
w
h
V4
Fig. 7.6
Sageata placii libere pe contur este
2
- My (7.45)
2 D(1+v)
Curbura suprafetei mediane este
1 12 "
—=-Za szdz. (7.46)
Pr i

In cazul unei distributii liniare a temperaturii pe grosimea placii, de forma

T=T,2, (7.47)
h
integralele
h/2 ) h/2
JTzdzzTOil—z, dez=o, (7.48)
—h/2 —h/2

deci tensiunile de membrana sunt nule, iar curbura (7.46) are expresia
1 _, 5 (7.49)
Py h

Tensiunile termice in placa libera sunt nule
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O, =- TO—+—ZTT()E=0, (TtTZO. (750)

7.2.9.2 Placa incastrati pe contur

Se presupune cd marginea placii este astfel rigidizata incat nu se poate roti,
dar planul median se poate extinde liber (incastrare alunecitoare). in acest caz,
incalzirea neuniforma produce un moment incovoietor uniform distribuit de-a
lungul conturului placii.

Inclinarea normalei este (7.39)
p=Ar . (7.51)

In incastrare, la r=5, p=0, rezulta A=0, deci placa ramane
nedeformata si siageata este nula.

Momentul distribuit din incastrare trebuic sia anuleze curbura (7.49)
produsa de incalzirea neuniforma a placii libere

12
M 12, J'Tzdz, (7.52)
D(1+v) »
_h)2
deci
- 12
M=E% I Tzdz, (7.53)
1-v
_h)2

valoare evident egald cu M, (7.33).

Tensiunile corespunzatoare din placa sunt

2 Ea 'f
o, ==, 12 JTzdz. (7.54)
T h3 l—V

2

In cazul unei distributii liniare a temperaturii pe grosimea plicii, de forma
(7.47) curbura are expresia (7.49).

Tensiunile termice in placa incastratd pe contur sunt distribuite liniar pe
grosime
Ea _ z

o, =0, =——1y—. 7.55
T Ty O (7.5
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Tensiunile maxime, la z=% h/ 2, sunt

EaT,

B =i2(1—v)

O,
" max  max

(7.56)

si valoarea lor aparent nu depinde de grosimea placii 4. Totusi acesta influenteaza
diferenta de temperatura 7, care creste deobicei proportional cu grosimea placii.

Rezulta ca la placi groase pot apare tensiuni termice mai mari decét la placi subtiri.

7.2.10 Placi inelare

Se considerad o placd de grosime constanta 4, cu raza interioard a si raza
exterioard b, Intr-un camp termic stationar, in care temperatura variazd doar pe
grosimea placii.

7.2.10.1 Placa libera

In lipsa sarcinilor exterioare, relatia (7.23) se reduce la

¢=Ar+£. (7.57)

r

Deoarece

do,, e _Mr (7.58)

dr r) D

r=a

do, 2| Mo (7.59)

dr r).p D

inlocuind (7.57) in (7.58) si (7.59) se obtin constantele de integrare

M
A= r B=0 7.60
D(1+v)’ ’ (7.60)

M
=Ar=——-1=>L_ 7.61
p=Aar D(1+v)r’ (7.61)

suprafata deformata este sferica.

Din (7.2) se obtine expresia sagetii

WZ_J¢dr+c=_Aerr+c:_§(ﬁ_aﬁ+c. (7.62)
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V4
Fig. 7.7

Dacé originea axelor se alege astfel incatla » =a, w=0 (fig. 7.7), rezulta
C =0, deci

__ (22 Mr
w= 2(r a)D(1+V). (7.63)

In cazul unei distributii liniare a temperaturii pe grosimea plicii, de forma
(7.47) tensiunile termice in placa libera sunt nule (7.50).

7.2.10.2 Placa simplu rezemata la exterior si libera la interior

In placa simplu rezemati la exterior (fig. 7.8) la care planul median se
poate extinde liber, suprafata deformata este sferica si tensiunile termice sunt nule.
Sageata, masurata fatd de conturul exterior, este

w=—%(r2 —bz)L (7.64)

Fig. 7.8

7.2.10.3 Placa simplu rezemata la interior si libera la exterior

In placa simplu rezemata la interior (fig. 7.9) la care planul median se
poate extinde liber, suprafata deformata este sferica si tensiunile termice sunt nule.
Sageata, masurata fatd de conturul interior, este aceeasi ca la placa libera
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_ (2 2\ My
w= 2(r a)D(1+v)' (7.65)
b
i r
P Q.
M\l ¢ y-= 4W
AN
Fig. 7.9

7.2.10.4 Placa incastrata la interior si libera la exterior

La o placa de grosime constantd, incastratd pe conturul interior si libera pe
conturul exterior (fig. 7.10 in care se neglijeaza dilatarea arborelui), supusa unui
camp stationar de femperaturda cu variatie doar pe grosimea pldacii, se calculeaza
separat tensiunile termice produse de incovoiere si tensiunile de membrana.

b

a

Fig. 7.10

Tensiunile de membrana, uniform distribuite pe grosimea placii, sunt date
de relatiile (5.85) si (5.86) fara efecte termice.

Constantele de integrare C; si C, se determind din conditiile la limita.
Pentru o placa cu conturul interior radial blocat si conturul exterior radial liber

lar=a, =0 silar=>b, o.=0. (7.66)

Rezulta

(1—v)cl+(1+v)c—§+EaT=o, Cl—b—2=0, (7.67)
a
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Eliminand C, rezulta

—FEaT
2 b

C =
(1+9) 25 +1-v)

deci tensiunile termice de membrana sunt

b2
2
2
a,z%er, (7.68)
174_1

1-v a2

b2
—+1
2
o-,:—&”—z. (7.69)
h 1+vb
— +1

1-v a

Tensiunile de Incovoiere, distribuite liniar pe grosimea placii, se calculeaza
pornind de la ecuatia inclinarii normalei (7.57)

(/)=Ar+£.
r

Constantele de integrare se determind din conditiile la limita

lar=a, p=0silar=b, |32 ?| -Mr (7.70)
dr r)._p D
Rezulta
2
A—b2 MI;/D , (7.71)
4 (1+v)=5+1-v
a
B=-b* My /D (7.72)

2
( 1+ V)Zz +1-v
Inlocuind (7.57) in (7.12) fara efecte termice

ro(14v) d-(1-v) 2

L=(1+v) d+(1-v)

@‘Sui

r
B

s
1’2

apoi inlocuind (7.71) si (7.72) se obtine
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2
2 (1+v) ;—2+(1—V)
(1+v)a—2+(l—v)
2
b2 (1+V) ?—(1—\/)
MtzMTr—2 5 . (7.74)

(1+V)’a’2+(1_v)

Tensiunile termice se obtin din (7.15). Ele au valori extreme la suprafata
placii, pentru z==+h/2.

7.2.10.5 Placa incastrata la exterior si liberi la interior

La placa Incastratd pe conturul exterior si libera pe conturul interior (fig.
7.11 in care se neglijeaza dilatarea incastrarii), pentru calculul tensiunilor de
membrana, constantele de integrare se determind din conditiile la limita

lar=b, =0 silar=a, o,=0. (7.75)

Rezulta

2
o. = & —r (7.76)

et M — (7.77)

Pentru calculul tensiunilor de incovoiere, constantele de integrare se
determina din conditiile la limita
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b 0=0 silar—a. |32.,2] _Mr
lar=b, p=0 silar=a, (dr+vrl_a_ D (7.78)
Rezulta
2 2
2 (1+v) 5 +(1-v) =
M,=M; — a bza , (7.79)
d (1+v)+(1—v)—2
a
2 B2
2 (lwtl/)r—z—(l—v)—2
M, =Mp — u b2" , (7.80)
g (l+v)+(l—v)—2

apoi tensiunile se obtin din (7.15)

7.2.11 Placi nesolicitate termic

Formulele tensiunilor termice in placi de grosime constanta au fost stabilite
considerand ca sarcinile exterioare sunt nule.

In cazul placilor solicitate simultan de sarcini exterioare si cAmpuri
termice, tensiunile totale se pot calcula aplicand principiul suprapunerii efectelor,
adunand la tensiunile termice cele produse de alte solicitari. in acest scop, in
continuare se prezinta relatiile de calcul al tensiunilor produse in placi incércate cu
sarcind uniform distribuita si cu fortd concentrata la mijloc.

7.2.11.1 Placa incastrati pe contur, incircatd cu sarcini uniform
distribuita

La placa din figura 7.12, a sarcina distribuitd este aplicatd in jos, deci
relatia (7.25) devine

In centru,la r=0, ¢ =0, deci B'=0.

PR’

16D

Pe contur,la r=R, ¢p=0,deci 4' =

Rezulta

o= 1’67; (R2-12). (7.81)
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Se calculeaza

0P dr 16D
P
A3 T T Fiiviy
) a
R n I
i e
a1, LDy ©
My vaZ
B
_(I+v)pR”
16
Fig. 7.12

Din relatiile (7.12) fara efecte termice

M,,=D(d—(p+v£),
dr r

(7.82)
M,=D [f w42 J :
r dr
se deduc expresiile momentelor incovoietoare
M, :£6 [ (1+v)R? —(3+V)r2],
! (7.83)

M, =% [ (1+v)R? —(1+3v)r2].
Pentru o placa din otel, inlocuind v = 0,3 1n relatiile de mai sus, se obtine

7

M =£(1,3R2—3,3r2),
16
.

M, =2 (1387 ~19,2)
16

In figurile 7.12, b si ¢ se prezinti diagramele de variatie ale momentelor
incovoietoare in lungul razei placii.
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Tensiunile normale din placa, la suprafata, au expresiile

o
" 16k
o, =% 6p2 (1,3R2 - 1,9r2)
16
Valoarea cea mai mare o au tensiunile radiale pe contur
3pR 2
O-rmax = —2 .
4h

Inlocuind (7.81) in (7.2) se obtine ecuatia sagetii

2 4
w=- ﬂ(Rz—rz) dr+c=—-"L_|R?_" |ic.
16D 16D 2 4
pR*

Constanta C se obtine din conditiacala » =R, w=0. Rezultd C = e

Ecuatia sagetii devine

p 2 2)?

w= R —r) . 7.84
64D ( ) ( )

Sageata maxima apare in centrul placii unde, pentru » =0, se obtine

pR?

et =

7.2.11.2 Placa simplu rezematid pe contur, incircati cu sarcina

uniform distribuita

La placa din figura 7.13, a ecuatia inclindrii normalei este

in care B'=0, deoarece in centru, la r=0, ¢ =0.
2
Pe contur, la ¥ =R, M, =0, deci A,=3+VpR ‘
1+v 16D

Rezulta
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pr(3+v o 2
=——| —R"—-r"|. 7.85
? 16D(1+v J (7.85)
p
P 4 1 ¢ ¥ 1 3 i ¥
> R | R 2> .
T
M

~

‘% i W’ b
(1-vpR® .
WP
N LL

(3+v)pR°
16

Fig. 7.13

Din relatiile (7.82) se deduc expresiile momentelor incovoietoare
distribuite

r

M :%(3+v)(R2—r2), (7.86)

M,:% [(3+v) R~ (1431)2] (7.87)

Momentul Incovoietor maxim apare in centrul placii unde
R2
M, =M, =L (3+v).
16
Diagramele momentelor sunt prezentate in figurile 7.13, b si c.
Tensiunea maxima apare in centru si are valoarea
3 pR2
O-”max :__2(3+V)'
8 h

Sageata maxima in centrul placii este

pR4 5+v
Wiax = :
64D 1+v
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7.2.11.3 Placa inelara solicitata cu sarcina uniform distribuita

Se considerd o diafragma din otel utilizatd la masurarea debitului fluidelor
(fig. 7.14, a), modelata ca placd incastratd pe contur. Pentru simplificarea
calculelor se considera b =3a (Boiarsinov, 1973).

M v, -0.295pa?  _0,985pa?
L N —
= M, PN *21reg 70, 134pa?
p ~ 3a -1
=2 =17 = M, | M,
—a] b p=x » P
ta a o 0,606pa
3 ]
2 —) ot \
= 3 /0 —
—f —
— —
[as S -
MAZAN =
LER] 7.
a b

Fig. 7.14

Detasand un inel cu raza interioard a si raza exterioara r, din echilibrul
fortelor se calculeaza forta taietoare

b

2r
care se inlocuieste in relatia (7.23).
Se obtine
’ 4
p=A r+£—L I =4  4d%ml ,
r 16D r a

' 4
d—q":A’—i—L(yz + 444 —4a21n1J.
r a

Constantele A" si B’ se determina din conditiile la limita. La r=a,

Mrzojdeci(d—(oJrvﬂJ =0,silar=>b, p=0.
r r
r=a

Rezulta sistemul de ecuatii

A’(1+v)—B’1_2 =0,
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Inlocuind =34 si v =03 pentru otel, se obtine

b

2 4
A =0.2332¢ B =0433P%
D D

Rezulta

2 2 2
o=> ‘; ! (0,233 +0495°--0,0625"—+025 1n1J :

r a a
2 2 2
do _Pa” | 048304959 — 018757 +0.25m " |.
dl" D r2 a2 a

Din relatiile (7.82) se obtin apoi expresiile momentelor incovoietoare, ale
caror diagrame sunt prezentate in figura 7.14, b, pentru cazul particular considerat.

Sageata maxima este

4
W, = 0,962 pg .

7.2.11.4 Placa incastrata pe contur, incircata cu o fortd in mijloc

La placa din figura 7.15, a incércatd in centru cu o fortd F' dirijatd n jos,
ecuatia (7.25) devine

r 8«
in care B'=0, deoarece in centru,la r=0, ¢ =0 si (r 1n”)r:o =0.

Pe contur,la r=R, ¢ =0, deci A'=L(21nR—1).
87D

Rezulta ecuatia inclindrii normalei

Fr R
= In—. 7.88
¢ 47D r ( )

Momentele incovoietoare distribuite sunt

M,zi{(lﬂ/)lnﬁ—l}, (7.89)
4 r
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Mt=4£[(1+v)ln£—v] (7.90)

Fig. 7.15

In centru,la r=0, M ~ — 0. Pe contur, la » = R, momentele sunt

F F
M, =— M, =Y

, =——=vM,.
4 ! 4 g

Diagramele momentelor incovoietoare distribuite sunt prezentate in
figurile 7.15, b si c.
Tensiunile maxime pe conturul placii au expresiile

o = 3F o = 3Fv e
"max 272'h2 ’ Imax 27Z'h2 "max *

Ecuatia sagetii este

PR E ()

w= z (7.91)
8D R 167D

iar in centrul placii, sdgeata maxima are valoarea

_ FR?
167D

Wmax -
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7.2.11.5 Placa simplu rezematid pe contur, incircati cu o forta in
mijloc

La placa simplu rezemata pe contur, ecuatia inclindrii normalei este

¢=A'r+£— Fr

2Inr -1
r 8rx ( nr )’

in care B'=0, deoarece in centru,la »=0, ¢ =0 si (r lnr)rzo =0.

Pe contur,la r=R, M, =0, deci

A=t [omr+ 12V
47 D 1+v

Rezulta ecuatia inclindrii normalei

Fr R 1
= In—+ . 7.92
4 47[D( r 1+v) (752)

Momentele incovoietoare au expresiile

M, =i(1+v) 2, (7.93)
4z r
M,:i[(lw)lnﬁﬂ—v} (7.94)
T r

avand valori infinite in centrul placii.

Fata de cazul precedent, pe contur momentele incovoietoare nu mai sunt
negative. Momentul radial este nul iar momentul circumferential este pozitiv, ca si
in restul placii.

In realitate, forta concentratd nu se aplica chiar Intr-un punct, ci pe o
suprafatd finita, caz in care momentele incovoietoare din centrul placii au valori
finite.

Ecuatia sagetii este

2

we gLy B 3tV(pe 2 (7.95)
87D R 167D l+v

iar in centrul placii, sdgeata maxima are valoarea

W _FR 3tv
M 6xD 1+v




7. PLACI PLANE SUBTIRI 177

Placi cu alte conditii de rezemare si incarcare sunt tratate in (Roark, 1954)
si (Ponomariov, 1964).

7.3 Incovoierea plicilor dreptunghiulare

Calculul plicilor dreptunghiulare este mai complicat decat cel al placilor
circulare deoarece implica doud variabile independente si ca urmare ecuatiile
diferentiale de echilibru contin derivate partiale. Se adopta ipotezele nemodificarii
normalei si independentei actiunii straturilor, si se considera ca sdgetile placii sunt
mici in comparatie cu grosimea. In continuare se analizeaza doar plici de grosime
constantd si, pentru simplificare, se neglijeaza efectele de membrana, adica
eforturile de intindere/compresiune din planul median. Se stabilesc ecuatiile
generale, apoi se trateaza doar cazul placii simplu rezemate pe contur, pentru a
exemplifica complexitatea solutiei analitice.

7.3.1 Geometria suprafetei mediane

Placa de grosime / se raporteaza la un sistem cartezian de coordonate
(fig.7.16) cu axele x si y dispuse in planul median si axa z dirijata in jos.

Fig. 7.16

Conform ipotezei de bazi, normala la planul median rdmane dreapta si
perpendiculara pe suprafata mediand deformatd a placii. Rotirea normalei se
defineste prin unghiurile ¢ si @, cu sensurile pozitive din figura 7.16.

In figura 7.17, a se aratd un paralelipiped de laturi dx, dy, h detasat din
placa, pe care s-a marcat suprafata k/mn la distanta z de planul median abcd.
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178
dx 2y
2 S 2N N T S G i U
LN m K——4—¢
4 c P P+ %?dx —(9+g—9dy} -6
T ————— —;'m < e = - ol
[ —— L.
==
" 7 L j{ C a
k b ="\ dw, _3J6 = b
a "r::’\-F . :‘7&1‘1
ae
. . (p+57ay)z
-6z T — —(9+3;dx}z
1 my
—) \
et Pl
-(0+52dylz |
Y —
L Ky -4"71
o+ 3592
Y
Fig. 7.17

Intr-o sectiune y = const., normala se roteste cu unghiul

ow
S 7.96
= (7.96)
iar curbura este
2
1 _dp_of ow|_ 0w (7.97)
Py Ox Ox\ 0Ox ox?
Intr-o sectiune x = const., normala se roteste cu unghiul
92" (7.98)
oy
iar curbura este
2
L%i[@ja_w (7.99)
o oy oy\ 0y oy

Rasucirea (torsiunea) suprafetei este

2
1 00 _op__0(ow)_0 ow :_Gw‘ (7.100)
Ox0y

Py Ox 0y ox\dy) oy\ ox
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Curburile si rasucirea suprafetei mediane sunt aratate in figura 7.18.

Fig. 7.18

7.3.2 Relatiile intre deformatii specifice si deplasari

Deplasarile unui punct situat la distanta z de suprafata mediana (fig. 7.17)

sunt
u= Z_—a—WZ
7 Pt
ve—0z=-", (7.101)
oy
w=w(x,y).

Deformatiile specifice (4.6) au expresiile

ou O z o*w
& =—=—_—zI=—=—-—312,
Oox Ox Py Ox2

2
g =099,z 0w, (7.102)
oy 0y p, Oy

Y xy
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7.3.3 Relatiile intre tensiuni si deformatii specifice

Deoarece se presupune cd in placa existd o stare pland de tensiuni, se
utilizeaza legea lui Hooke cu efecte termice (4.8) sub forma

& =l(0x—vay)+aT,

X
E
1

‘9y=E(O-y_VO-x)+aT’ (7.103)
T

7xy=%,

sau, exprimand tensiunile in functie de deformatii specifice,

_ ( ) EaT
O-x_l—vz Etve,)- Y
EaT

Gyzl_V2 (gy+vgx)— T (7.104)

E
Txy:myxy:z-yx'

Inlocuind alungirile specifice (7.102) in relatiile (7.104) rezulta

Ez[l v]EaT
o, = + - ,

o e oy ) 1oV

o, =L | L, v | Eal (7.105)
I-vo\ Py Py l1-v

; _Ez 1

S Y Pxy e

sau, 1n functie de sdgeata placii,

o, =—

b

Ez (82w+ 82w]_EaT

X 14
1-v2 | ox? oy? 1-v
2 2
o =L | 0w, 0w Eal (7.106)
1-v° {0y 0x I-v
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S Ez 8%w B
T 14y oxoy

Tyx'

In afara de tensiunile o, o, si 7,,, distribuite liniar pe grosimea placii,
si 7

asupra elementului considerat actioneaza tensiunile tangentiale 7., e s

perpendiculare pe suprafata mediand, care au valori nule la z=+/4/2 si valori

maxime 1n suprafata mediana.

7.3.4 Relatiile de echivalenta intre eforturi si tensiuni

Intre eforturile interioare (pe unitatea de lungime) (fig. 7.19, a) si

tensiunile din placa (fig. 7.19, b) se stabilesc urmatoarele relatii

h/2 h/2
M, = J.zaxdz, M, = Izaydz,
—h/2 —h/2
h/2 h/2
M, = I zryds M, = I 27, dz, (7.107)
2 2
h/2 h/2
0= [redz. 0= [r.c.
—h/2 -h/2
unde / este grosimea placii.
dx
dx A
| G, s
dy ! &) _+/ / z
//,::___é—_—/ x
h _‘___74;’;;1_— _—T'I'— dz
Z /4 xy
h'!_O'x Sy | Tyx— O-'x
7 7 /f
/ / Txz
Y O;; z Yz
b

Fig. 7.19

Inlocuind tensiunile din ecuatiile (7.105) si (7.106) in relatiile (7.107) si

integrand, se obtin expresiile momentelor distribuite
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2 2
MxZD(L+L]_MT=_D[5_W+V5_WJ_MT,
Px

Py ox* 5y2
2 2
M,=D LA VA a—fwa—f ~ My, (7.108)
Py Px oy ox
1-v)D o*w
Mxy:Myx:u:—(l—v)D :
Pxy Ox0dy

unde D este rigiditatea la incovoiere a placii (7.13)

3
p=—FE" (7.109)
12 (1 - vz)
iar M este momentul incovoietor termic echivalent (7.14)
£ h/2
MTzl—“ _[Tzdz. (7.110)
Vi

Din relatiile (7.104) si (7.107) se obtin relatiile de calcul al tensiunilor
normale

12z EaT
op = (MX+MT)—1_V,
7.111
12z (M M ) EaT ( )
Oy =3 Myt M) =

Acestea au valori extreme la suprafetele placii, pentru z=+h/2.

Atat momentele cat si tensiunile normale depind de sdgeata w, care se
determina din ecuatiile de echilibru si conditiile la limita.

7.3.5 Ecuatiile de echilibru

Ca si la bare, 1n teoria inginereasca a placilor, deoarece se impun anumite
deformatii (normala rectilinie), ecuatiile de echilibru sunt exprimate si satisfacute
doar in functie de eforturi si nu local, In functie de tensiuni.

Se considerda un element de laturi dx si dy detasat din placa solicitatda la
incovoiere. In figura 7.20 se aratd fortele si momentele care actioneazd asupra
acestui element (fara efecte de membrand) si sarcina exterioara p (dirijata in jos).
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s 0
7 nydy +a(Mxydy)dx

£ Y Oudy + 20,y d

, Mydy + 2 (M, dy)dx
,/’
/ /< QJ" dx + ('%; (Q y dx)dy
/ ‘]M)’x dx + M, yx dx ) dy

a
/ o'
a
%)dx +a—y (Mydx )dy
Fig. 7.20
Ecuatia de proiectii a fortelor pe verticala este
0
a&+&+p=0. (7.112)
ox oy

Ecuatia de momente fatd de axa x este

oM., oM,

ox oy

~0,=0 (7.113)

iar ecuatia de momente fata de axa y este

oM,, oM
+ X
oy 0x

-0,=0. (7.114)

Inlocuind fortele tiietoare din (7.113) si (7.114) in (7.112) se obtine
ecuatia de echilibru in functie de momente

2 M., *M
aa]{x +2 5 a"y + . =-p. (7.115)
X xoy y
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7.3.6 Ecuatia sagetii placii

Exprimand in (7.113) si (7.114) fortele taietoare in functie de sageti

2 2
0,=-p | 0w, | oMy (7.116)
0x ﬁxz ayz 0x
2 2
0 =-p | LW, Tw| oMy (7.117)
oy |\ ox~ 0oy oy

si Tnlocuind in (7.112) se obtine ecuatia de echilibru in functie de sdgeata placii

2 2 2 2 2 2
o) JCACARY | i ) J AV (7.118)
ox~ 0Oy ox~ Oy ox~ Oy

DVYw=p-VM;, (7.119)

sau

+2 + =——-—
ox* ox*oy? oy D D

4 4 4 2 2
0w , 0w ow_ p_ |1 [aaMzT +—aaMzT]. (7.120)
x y

Daca temperatura variaza numai pe grosimea placii iar diferenta de
temperatura 7 este constantd in toatd placa, al doilea termen in ecuatiile (7.118) -
(7.120) este zero si acestea iau forma corespunzatoare placii fara efecte termice.
Conditia este indeplinita si in cazul variatiei liniare a temperaturii In planul placii.

7.3.7 Conditiile la limita

Pentru rezolvarea ecuatiei diferentiale a placii sunt necesare céte doud
conditii la limitd la fiecare margine. Acestea se pot referi la valorile sagetii sau
inclinarii normalei (pantei), la eforturi in placd sau combinatii ale acestora.

Spre deosebire de bare, in lungul marginilor placilor pot apare momente de
rasucire distribuite. Acestea pot fi inlocuite cu forte verticale echivalente distribuite
care, adaugate fortei tdietoare verticale, produc o fortd verticala efectiva.

Fie doua elemente succesive de lungimi dy pe o margine x =a a placii din
figura 7.21. Asupra elementului din dreapta actioneaza momentul de rasucire

M, dy, iar asupra elementului din stdnga actioneaza [M ot (aM v / Gy)dy ]dy .
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Aceste momente pot fi Tnlocuite prin cupluri de forte verticale echivalente,
care produc doar diferente locale in distributia tensiunilor in lungul marginii x=a.
Distributia tensiunilor la o oarecare distanta in placa nu este influentatd de aceasta
inlocuire, conform principiului lui Saint-Venant.

) oM.,
M,y dy Vedy = (00 + =) dy
ap 0y
/ P+z=dy
ay

M,
M, +—2dy)d
( xy+ By )) y
Fig. 7.21

Asupra elementului din dreapta actioneaza cuplul fortelor P=M,, iar
asupra elementului din stanga actioneaza cuplul fortelor
P+ (GP/ 8y) dy=M,, + (8M xy / 8y) dy. La granita intre cele doud elemente,
actioneazd o fortd verticala P in sus si o fortd verticala P+(6P/ 8y)dy in jos.
Rezultanta acestor doua forte, pe unitatea de lungime, 0P/dy =M, /dy , se poate
aduna la forta tdietoare distribuita O, pentru a produce o forta taietoare efectiva pe
unitatea de lungime a conturului

V.=0, +—2>, (7.121)

X

cunoscuti ca forta lui Kirchhoff.

Pe baza relatiilor (7.107) si (7.116), forta lui Kirchhoff poate fi exprimata
in functie de sdgeata placii

o’w (2-v) Ow | oMy

V.=-D —+ 5
ox 0x0y 0x

(7.122)

Cand temperatura variazd numai pe grosimea placii, al doilea termen din
membrul drept al expresiei (7.122) este zero.
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Conditia a fost stabilita de G. Kirchhoff (1850) din considerente
variationale, iar explicatia fizica a fost data de Kelvin si P. G. Tait (1883).

Pentru o margine x = a pot exista trei feluri de conditii de rezemare:

a. Contur incastrat
In acest caz, sageata si panta sunt nule

ow

la x=a w=0 si —=0, (7.123)
Ox

. 0 . .
dar si 8_W =0, cici marginea este dreapta.
y

b. Contur simplu rezemat

In acest caz, sdgeata si momentul incovoietor sunt nule

2 2
la x=a w=0 si M, =-D 6—V2V+va—2” — M, =0.
ox oy
2
Deoarece w=0 implica ow =0 si 8_v2v =0, conditiile de mai sus devin
oy oy
2
la x=a w=0 si a—”;:—ﬁ. (7.124)
ox D

De remarcat ca pe un contur simplu rezemat momentul de rasucire M, nu
poate fi nul, deoarece conform ultimei relatii (7.108) ar fi trebuit indeplinita
conditia 52w/ 0x0y =0. De aici ar fi rezultat ca unghiul de rotatie ¢ =—0w/dx pe
conturul simplu rezemat nu depinde de y, d¢/0y =0, ceea ce nu este adevarat in

cazul general de incarcare a placii. Pentru ca unghiurile placii sa nu se modifice,
este necesar sd se aplice pe contur momente de rasucire repartizate in mod
corespunzator.

c. Contur liber

Momentul incovoietor M, si forta taietoare efectivd ¥, sunt nule

la x=a +v =—

- . (7.125)
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De mentionat cd pe un contur liber existd de fapt trei conditii la limita

M,=0,0,=0si M, =0,

care nu pot fi indeplinite simultan datoritd adoptarii ipotezei normalei rectilinii.
Contradictia se Inlatura prin combinarea ultimelor doud conditii In una singura,
V,=0.

7.3.8 Reducerea incovoierii plicii la deformarea unei membrane

Ecuatia diferentiald a incovoierii placii (7.118) fara efecte termice se poate

scrie sub forma
2 2 2 2
O O ol P (7.126)
ox~ 0y~ )l ox~ Oy D

Adunénd expresiile momentelor incovoietoare M, si M, (7.107), se

obtine
M. +M,=-D(1+v) O'w | Ow 7.127
T y =" +v 874_? . ( . )
Daca se introduce o noua variabila
M. +M
=2 (7.128)
1+v
relatia (7.127) se scrie
2 2
ow V2V+_5 V;:_M. (7.129)
ox° 0Oy D
Inlocuind (7.129) in (7.126) se obtine
2 2
81\;[_‘_81\24:_1?. (7.130)
ox oy

Ecuatiile (7.129) si (7.130) au forma celor obtinute pentru o membrana
intinsd uniform si incéarcatd transversal. Solutia problemei placii se reduce la
integrarea succesiva a acestor ecuatii (H. Marcus, 1932). Se rezolva intdi a doua
ecuatie (7.130) cautdnd o solutie care satisface conditia M =0 pe contur.
Introducéand aceasta solutie in ecuatia (7.129) si integrand-o se obtin deplasarile w.

Daca n este axa normala la contur si ¢ axa perpendiculara pe n (in general
tangenta la contur) in lungul conturului rectiliniu, atunci tensiunile o, produc
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momentul incovoietor M, dirijat in lungul conturului, iar pe latura perpendiculara

va actiona M, .
Dacd placa simplu rezemata pe contur este Incarcata doar cu momente M,
uniform distribuite de-a lungul conturului, ecuatia (7.130) devine

o°M  O*M
+—=

0, 7.131
ox? 6y2 ( )

iar pe contur

2 2 2
azua»;:a»;:_Mn. (7.132)
ox~ 0y~ On D
Conditia (7.132) si ecuatia (7.131) sunt satisficute daca se alege
M =M, = const. in toate punctele placii. Conform notatiei (7.128) aceasta implica

faptul ca suma momentelor incovoietoare M, si M, rdamane constantd pe toata
suprafata placii. Deplasarile placii se calculeaza din (7.129) care devine
o*w 0w M
n _

N (7.133)
ox*  9y? D

Rezulta ca suprafata deformata a placii simplu rezemate, solicitatd de un
moment M, uniform distribuit pe contur, este aceeasi ca a unei membrane

uniform intinse, incarcata cu o sarcina uniform distribuita, avand acelasi contur.

Aceastd metoda pentru studiul Incovoierii unei placi dreptunghiulare
simplu rezemate poate fi aplicatd si pentru determinarea tensiunilor termice
produse de incalzirea neuniforma, utilizand metoda lui Duhamel.

In starea intdi de incircare, se aplici tensiuni normale fictive care
rigidizeaza placa, deci anuleaza sdgeata, ca la o placa incastratd pe contur. La
marginile placii, In Incastrare, tensiunile fictive sunt echivalente cu un moment
incovoietor uniform distribuit M, care se opune Incovoierii placii.

Incastrarea poate fi inlocuitd cu un reazem simplu pe care actioneazi
momentul M . Deoarece pe reazeme simple momentul distribuit este nul, in starea
a doua de incércare se aplicd un moment egal si de sens contrar —M,, se
calculeaza sagetile produse de acest moment, care descriu deformata reala a placii
(deoarece la prima incarcare sageata este nuld), apoi momentele incovoietoare si
tensiunile din placa. Tensiunile termice finale se obtin prin insumarea tensiunilor
din prima §i a doua stare de Incarcare.
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7.3.9 Plici simplu rezemate incélzite neuniform

Fie o placa dreptunghiulard fara sarcini exterioare, simplu rezematd pe
toate laturile (fig. 7.22, a), incalzitd neuniform pe grosimea #/ astfel incat
temperatura are o variatie liniard 7 =T, z/h , unde T, este diferenta de temperaturd

intre fata de jos si cea de sus ale placii (fig. 7.22, b).
Pentru determinarea tensiunilor termice din placad se utilizeazd procedeul

lui J. I. Maulbetsch (1935) bazat pe metoda lui Duhamel, descris in detaliu de
Timoshenko si Woinowsky-Krieger (1940).

[l

~~
szl

Fig. 7.22

Se aplica prima stare de incdrcare prin care se blocheazd deformatiile de
incovoiere ale placii. Ca urmare se poate admite cd marginile placii sunt incastrate.
Tensiunile care anuleaza deformatiile produse de incalzirea neuniformd sunt
echivalente cu un moment incovoietor uniform distribuit de-a lungul conturului

vy —_ahD(l+v)_ Ealy i* (7.134)
! h 1-v 12~ '

In starea a doua de solicitare, se inlocuieste incastrarea cu reazeme simple
pe care este aplicat un moment incovoietor egal si de sens contrar

M- alyD(1+v) _EaT, h*

= , 7.135
" h l-v 12 ( )

astfel Incat momentul rezultant pe reazeme sa fie nul.

Deoarece de-a lungul unei margini simplu rezemate curbura este nula
M/ =vM,, (7.136)

rezulta ca pe contur
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MMy MM, _alyD(1+v) _EaTy h*

= . (7.137)
1+v I+v h 1-v 12
Ecuatia (7.131)
2 2
8_]\;1+8_]\24:0 (7.138)
ox oy

este satisfacutd pentru M constant pe toata placa, deci egal cu valoarea de pe contur
(7.137).

Ecuatia (7.129) devine

*w  d’w __aTO(1+V)

= (7.139)
ox?  0y? h
Solutia ecuatiei (7.139) se scrie sub forma
w=w;+w, (7.140)

unde w, este solutia ecuatiei omogene iar w; este solutia particulard

corespunzatoare membrului drept constant.

Din analogia cu membrana, se observa cd w; este deplasarea unei fasii

uniform incarcate si solicitate axial astfel Incat intensitatea sarcinii transversale
impdrtitd prin forta axiald sa fie egala cu a7 (1 + V)/ h.

In acest caz, axa deformata a fasiei va fi o parabola

W, zaTO(1+v) x(a—x)

, 7.141
h 2 ( )
sau, reprezentand parabola printr-o serie trigonometrica,
2 o sinY
Ty 1+
sy = 9o (1+v) 4a > a (7.142)
h s m

m=1,3,5,...
unde, datorita simetriei, s-au retinut doar indicii impari m =1,3,5,....
Solutia ecuatiei omogene se poate lua de forma

Wy = Z Y, sin ’";” : (7.143)
m=1,3,5,...
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unde Y,, este functie numai de y. Solutia (7.143) a fost propusd de M. Lévy (1899)
pentru plécile dreptunghiulare simplu rezemate pe doua laturi opuse.

Se observa ca fiecare termen al seriei (7.143) satisface conditiile w=0 si
azw/ dx* =0 pentru x=0 §i x=a. Rimane si se determine functia Y,, astfel
incat sd satisfacd atat conditiile de pe laturile y =+5/2 cat si ecuatia omogena

2 2
o“w, 0w
2 2 _

0. 7.144
ox* 5y2 ( )

Introducéand (7.143) in ecuatia (7.144) se obtine
d’y, 3 m? 7

Y =0,
dx? a’

m

cu solutia generala

My my

Y, =A4,sh

+ B, ch
a a

(7.145)

Deoarece deformata placii este simetrica in raport cu axa, Y, trebuie sa fie

o functie pari de y si deci 4,, =0. In final se obtine

ZOO . 7, (1 2
W=w; +w, = smmﬂx{a o(1+v) 43a 3 +Bmchmﬁy}. (7.146)
a h °m a

m=1,3,5,...

Pentru a satisface conditiile la limitd w=0 pe marginile y =+5/2, trebuie
ca

2
aly(1+v) 4a +B, ch™"0 . (7.147)

h m? a

Introducand valoarea constantei B,, din (7.147) in (7.146), rezulta

m
expresia sagetii placii

) &y sin 2] oMY
W:M a |q_ a_ | (7.148)
3 3
7h m=1,3,5 " cha,

unde
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__mab (7.149)
2a

Inlocuid expresia sdgetii in (7.107) se obtin expresiile momentelor
incovoietoare

w iy MAX L MTY
4DaTy(1-v?) s e
M, = h

mcha
m=135,.. "
© . mMIX | MITy
rEaT. > sin ch
M, =2EoTo I~ E a a_ (7.150)
T 6 mche,,
m=1,3,5,...
. MAX | MTY
2 2 sin ch
Myz—E“TO h”, 2Eady B E a a_ . (7.151)
2 6 V4 6 mcha,,
m=1,3,5,...

Acestea au valorile maxime pe contur

(Mx)y=i§ =(My)x=0,x=a =—DaT°(1_V2) L Lh é. (7.152)

h 2

Se observa ca aceste momente se obtin Inmultind valoarea lui M, din
(7.134) prin (1-v). Acelasi rezultat se obtine dacd se observa ci momentele M,

care se aplicd de-a lungul conturului dau nastere pe directie perpendiculard la
momentele

M =vM! :v%(lﬂ/) (7.153)
care suprapuse peste momentele (7.134) dau valoarea (7.152).
Tensiunile termice maxime apar pe contur si sunt
EaT,
(o)t =(0)) gy =5 (7.154)

In prezent aceste probleme se rezolvi numeric, utilizind programe de
calcul bazate pe metoda elementelor finite.



8.
INVELISURI CILINDRICE

Invelisurile cilindrice cu pereti subtiri se calculeazi cu asa-numita “teorie
cu momente” cand se admit deformatii locale de incovoiere in sectiunile in care se
aplica sarcini exterioare radiale concentrate (fig. 8.1, @) si in zonele de rigidizare
fig. 8.1, b si ¢) sau de asamblare cu alte elemente constructive (fig. 8.1, d).

8.1 Ipoteze de baza

Teoria invelisurilor cilindrice cu pereti subtiri se bazeazd pe urmatoarele
ipoteze, similare ipotezelor Kirchhoff-Love din teoria incovoierii placilor subtiri:

a. Ipoteza nemodificarii normalei, conform careia normalele la suprafata
mediana a invelisului ramén rectilinii si perpendiculare pe suprafata mediana
deformata. Aceasta ipotezd reduce studiul deformatiilor intr-un punct oarecare al
invelisului, la cel al deformatiilor suprafetei mediane.

b. Ipoteza independentei actiunii straturilor, conform careia tensiunile
normale pe suprafetele paralele cu suprafata neutra sunt nule, deci se considera ca
invelisul este intr-o stare plana de tensiuni.

Ipotezele de mai sus sunt valabile cind grosimea invelisului este micad in
comparatie cu raza medie a cilindrului si cand deplasarile punctelor suprafetei
mediane sunt mici in comparatie cu grosimea inveligului.
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Daca se admite o eroare de 5% in calculul tensiunilor, atunci invelisul este
considerat cu pereti subtiri cand grosimea sa nu depaseste 1/20 din raza.

In plus, se va considera ca materialul invelisului este omogen, izotrop si
liniar elastic, deci este valabila legea Iui Hooke.

Se utilizeaza urmatoarele notatii (fig. 8.2): » — raza medie a cilindrului, / —
grosimea peretelui, x — coordonata longitudinald masuratd de la capatul cilindrului,
u $i w — deplasarile unui punct din suprafata mediana pe directie axiald, respectiv
radiala.

8.2 Relatiile intre deformatii specifice si deplasari

In figura 8.2 se aratd un element de lungime dx inainte si dupa deformarea
invelisului.

P @P+d
L« ¢
-
-~ e bl Iy
24 a4 __,w"’ w+dw
- Y Y 4
— | W
u
A E+d’u
R (N0 -~
= o———n O—o - —
Fig. 8.2

Un segment ab situat la distanta z de suprafata mediand (z pozitiv spre
interior) dupa deformatie devine ab,. Punctul a, are o deplasare axiala u +zg,

iar punctul b, are o deplasare u +du + z(go + dgo). Alungirea segmentului ab este

du+zdg , deci alungirea specifica axiala este

o _Qutzde _du dop

8.1
o dx dx dx @1

Unghiul de inclinare a normalei este egal cu panta
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dw
=—, 8.2
o (8.2)
(w pozitiv spre exterior) deci
2
_du dw (8.3)

E. =
Yodx dx?
Alungirea specifica circumferentiala se obtine Impartind cresterea lungimii

perimetrului cercului care trece prin a la lungimea initiala
o = 27r(r—z+w)—27r(r—z) _
! 2z ( r— z)

w

r—z

si deoarece se presupune cd z << r

(8.4)

w
& =—.
r

8.3 Relatiile intre tensiuni si deformatii specifice

Considerand o stare pland de tensiuni, cu o, =0, legea lui Hooke se scrie

EaT

o, = 3 (e, +ve)- , (8.5)
1-v 1-v
EaT

o, = (g, +ve,)- . (8.6)
1-v I-v

Q
Ny
i

S
0

Fig. 8.3
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Inlocuind (8.3) si (8.4) in (8.5) si (8.6) se obtin expresiile tensiunilor in
functie de deplasari

E du d*w w
= —+ +v——(1+v)aT |, 8.7
o l_vz[dx Tty (1) } (8.7)
E w du d’*w
o, = —+vV—tvV —(1+v)aT | . 8.8
: 1_V2[r o Vo) } (8.8)

Tensiunile normale din placa variaza liniar pe grosime (fig. 8.3, @). In afara
acestora, In Invelis mai actioneaza si tensiuni tangentiale 7. paralele cu axa z, a

caror distributie pe grosime este parabolica, cu valori nule la extremitati.
8.4 Relatiile intre eforturi si tensiuni

Intre tensiunile din invelis (fig. 8.3, a) si eforturile interioare (fig. 8.3, b) se
stabilesc urmatoarele relatii de echivalenta

h/2 h/2
N, = j o, dz, N, = j o dz (8.9)
—h/2 —h/2
h)2 h/2
M, = J.O'xzdz, M, = J.Gtzdz, (8.10)
) —h/2
h/2
0= jrxzdz. 8.11)
h2

Se presupune o variatie liniard a temperaturii pe grosimea invelisului,
justificata de grosimea mica, de forma

T=Tm+AT%, (8.12)
unde
Tszl;Te, (8.13)

AT =T, -T,. (8.14)
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Inlocuind tensiunile din ecuatiile (8.7) si (8.8) in relatiile (8.9), (8.10) si
integrand, se obtin urmatoarele relatii intre eforturi si deplasari

N, = Eh2 {ﬂﬁLvﬂ—(lﬁLv)aTm} , (8.15)
1-v~ | dx r
N, = Ehz[ﬂwﬂ—(uv)aTm}, (8.16)
1-v r dx
M_=D (12—W—(1+V)a£ (8.17)
* dx? ho|’ '
2
M,=D vd—v;—(1+v)a£ : (8.18)
dx h
unde D este rigiditatea la incovoiere a invelisului
3
12 (1-v7)
Se stabilesc urmatoarele relatii intre eforturi
M, —-M, d*w
N =D , 8.20
- e (8.20)
N =vN, +E" _Ehart,, (8.21)
r
Relatiile (8.15) —(8.18) se mai scriu
Eh (du w
N, = —+v—|=-Ny, 8.15,a
X 1—V2 de ”J T ( )
Eh (w du
N, = —+v—|=Nr, 8.16, a
t 1—1/2 (I” dxj T ( )
d*w
M,=D—-M; , (8.17, a)
dx
d’w
M,=vD—-M; , (8.18, a)
dx
unde
Ea AT h*
YA L2 m, = LeAlh (8.22)
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8.5 Ecuatiile de echilibru

Un element detasat din invelis prin doud plane axiale si doud suprafete
infinit vecine perpendiculare pe axa longitudinala (fig. 8.4) este in echilibru sub
actiunea sarcinilor exterioare p; si p,, a momentelor si fortelor distribuite liniar.

Ecuatia de proiectii a fortelor pe directia x este

dN, B
dx P

Ecuatia de proiectii a fortelor pe directia razei (z) este

9 N _

dx r P

Ecuatia de momente fatd de tangenta la cerc este

dM,
dx

p] dx rdo

Ordo Pydxrde  Nydx
e
Nyrdo M, dx
F) " X g _-'_
M, dx = A\ (Ny+dNy)rdo
(My+dMy)rde
Nydx Ordo+d(Qrdo)
de
dx
Fig. 8.4

(8.23)

(8.24)

(8.24)

Ecuatia (8.23) fiind decuplata de celelalte, forta N, poate fi calculatad din
ecuatia respectiva sau direct, din echilibrul axial al nvelisului. Astfel, pentru un

vas cilindric inchis la capete

2xrN,=p ar?,
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8.6 Ecuatia deplasarii radiale

Tinand cont de (8.17), din (8.25) se obtine

_ d*w a d(AT)

Inlocuind (8.21) si (8.26) in (8.24) rezultd ecuatia deplasarii radiale

4 2
d—w+4ﬁ4w=ﬂ—v&—E“—Tmh+(1+v)ﬁd(AT), (8.27)
dx? D rD rD ho dx?
unde
31-v?
=4 (8.28
s Py )

8.7 Tensiunile normale

Prin rezolvarea ecuatiei (8.27) se determina w, apoi se calculeaza eforturile
(8.15)-(8.18), pe baza carora se determina tensiunile normale

oMo M,
oh B’
(8.29)
N, M,
o, =—t+—=7—z.
ho R12
Valorile maxime ale tensiunilor apar la z =+ h/2
O = M
b h (8.30)
_ N, +6M,

o-lmax _7 h2 .
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8.8 Solutia ecuatiei deplasarii radiale

Solutia ecuatiei (8.27) se compune din suma solutiei ecuatiei omogene W
si solutia particulard w a ecuatiei cu membrul drept.

Solutia ecuatiei omogene
4~
d—f+4ﬁ4wzo (8.32)
dx

este de forma
w=Cek.
Inlocuind aceasta functie in ecuatia (8.32) se obtine ecuatia caracteristici
kK*+4p% =0 (8.33)
ale carei radacini sunt
ki, =B +ip, kys=Fp-1B. (8.34)
Rezulta solutia generala a ecuatiei omogene
W= e BBl ) e (AR | o e CA-iB)x 4 o o (B-iB)x
sau
W=e (G e 4 Ce v e P (C e P 1 cyehY) (8.35)
unde Cj,...,C, sunt constante de integrare complexe.

Solutia particulara w depinde de legile de distributie ale sarcinilor p; si
p, . In aplicatii practice, aceste sarcini sunt fie constante, fie functii liniare sau
patratice de x. In acest caz, deoarece

4 4 3 4 2
d'p_ &N, g {d pzzo] a7, _o &lar)_,

- s
dx* dx* dx* dx* dx?
se obtine urmatoarea expresie a solutiei particulare

N\ 2
W= —-v—2\—+ral, . 8.36
[pl B th m ( )

Solutia ecuatiei (8.27) se mai scrie

Ww=e F¥ (Al sin fx+ A4, cosﬁx)+eﬁx (A3 sin Bx+ A4, cosﬁx)+W, (8.37)
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unde A4,,..., A, sunt constante de integrare reale.

Primul termen scade repede cu x, deoarece contine e %, in timp ce al

doilea termen, care contine ePx, creste repede cu x. Deoarece valorile deplasarii
radiale trebuie sa fie mici chiar pentru valori mari ale lui x, constantele 45 si 4,

trebuie si fie foarte mici. In zona din vecinitatea originii, termenul al doilea se
poate neglija si considera aproximativ 45 = A, =0, deci

w=e (4 sin fx+ 4, cos fx)+ 7 , (8.38)
unde 4, si A, se determind din conditiile la limitd la x=0.

Daca se admite o eroare de 5% 1in calculul deplasarilor, deoarece pentru
Bx>3 functiile de tipul e #sinfx si e P cosfx, ca si derivatele lor, iau
valori mai mici ca 0,005, rezulta ca un invelis poate fi considerat lung daca
Px=3 (8.39)
sau

0225 rh. (8.40)

Cand conditia (8.40) este indeplinitd, eroarea rezultatd admitdnd solutia
aproximativa (8.38) nu depaseste 5% (Boiarsinov, 1973).

8.9 Conditiile 1a limita

Constantele de integrare in (8.35) se determind din conditiile la limita, cate
doud pentru fiecare capat.

La un capat incastrat rigid (fig. 8.5, a)

dw_

=0.
dx

w=0 i

La un capat simplu rezemat (fig. 8.5, b)
d*w

w=0 si
dx?

= % (deoarece M, =0).

La un capat liber (fig. 8.5, ¢)

d*w M, . dw a d(Ar)
— =L 1 .
dx* D ! dx® ( +V)
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La un capat incarcat cu un moment M, sicu o forta Q, (fig. 8.5, d)

2
Dj—f—MTzMO,
X

Fig. 8.5

In cazul sudarii cilindrului de un alt invelis (fig. 8.5, e si f), trebuie
indeplinite patru conditii (doud pentru fiecare invelis): a) egalitatea deplasarilor
radiale w sau a alungirilor specifice circumferentiale &,, b) egalitatea unghiurilor
de iInclinare a normalei ¢, c) egalitatea momentelor M,, si M, si d) egalitatea
componentelor radiale ale fortelor interioare

( Qsingp—N,, cos go)capac = Qocilindru -

Egalitatea componentelor axiale ale fortelor interioare nu poate fi utilizata
la determinarea constantelor de integrare deoarece este deja folositd la
determinarea efortului N, .

In cazul sudarii invelisului cilindric de un capac plan (fig. 8.5, g), prima
conditie devine wy, =0 (suprafata mediand a placii nu se intinde) iar conditia a
patra devine inutila.
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8.10 Metoda parametrilor initiali
In calcule practice este util si se exprime constantele de integrare 4, si

A, din (8.38) in functie de eforturile M, si Q, in sectiunea din originea
coordonatelor.

Fig. 8.6

Se considera un invelis cilindric semi-infinit, incdrcat cu o presiune
interioara p; uniform distribuitd, cu sarcile axiale p, si N,,, si eforturile M, si

0, (fig. 8.6).

Conditiile la limitd la x =0 sunt

dw_ My, o dw_0

8.41
dx> D ; dx* D (84D
Rezulta constantele de integrare
M M
A =- 02, Ay = 02+ Q03. (8.42)
2Dp 2Dp° 2Dp

Inlocuind (8.42) in (8.38) si utilizand relatiile (8.17), (8.18) si (8.21) fird
efecte termice, se obtin urmatoarele expresii

My —px : 9y -px _
w= e cos fx—sin Bx)+ e rcosfx+w, 8.43
2Dp? (cosp px) 2Dp° d (8.43)
dw My _px Qv -px . dw
=—=——¢ "cosffx——e cos Bx +sin +—, 8.44
=4 pp pr 2Dp? ((cos f+sin fix) dx (849
d’w d*w

M,=D—=M, e Px( cosﬂx+sinﬂx)+&e_ﬂxsinﬁx+D —, (845)
dx p dx
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(8.46)

3 3_
0= Dj—v; =—2M, 8 ¢ P¥sin Bx +Qy e P*(cos fx —sin fx)+ D‘;—V; , (8.47)
X X

Ehw
r

N,=vN,+
(8.48)
=2rp? {MO e Px( cosﬂx—sinﬂx)+Q—ﬁ?e_ﬁxcosﬂx}+plr,

unde w este solutia particulara (8.36).

8.11 Aplicatii numerice

In continuare se prezinti doua exemple de calcul al tensiunilor termice in
invelisuri cilindrice subtiri calculate in teoria cu momente. Pentru simplificare se
considerd cilindri infinit lungi, pentru a elimina efectele de capat. In al doilea
exemplu se aratd ca variatia brusca a grosimii peretelui unui vas cilindric incalzit
neuniform produce tensiuni termice locale relativ mari.

Exemplul 8.1

Se cer tensiunile termice Intr-un invelis de lungime infinita, avand la
interior temperatura 7; iar la exterior temperatura 7, <7;. Temperatura nu variaza

in lungul cilindrului.

Rezolvare. Distributia datd a temperaturii poate fi descompusd 1intr-o
incilzire uniforma cu T, = (7, +7,)/2, care nu produce tensiuni termice si o

variatie liniara simetrica cu diferenta AT =T, -7, (fig. 8.7).

T, ~Jar @ @
(= e v AP 4 §
+?d’1‘ 2E(:x£i}

Fig. 8.7
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Deoarece temperatura nu variaza In lungul cilindrului, solutia ecuatiei
omogene este zero. Pentru p;, =0, N,=0 si 7,=0, este nuld si solutia
particulara (8.36).

Rezulta cd deplasarile radiale w ale punctelor suprafetei mediane si,
conform (8.21), eforturile circumferentiale N, sunt nule.

Totusi momentele Incovoietoare nu sunt nule. Acestea compenseaza
deformatiile produse de incalzirea neuniforma. Conform (8.17) si (8.18)

M, =M,=-M; :—(1+v)%aAT (8.48)
iar tensiunile termice
_6M, 6M EaAT
Xmax =+ 2 =t 2 - ?
h h 2(1-v)
(8.49)
_6M, oM, EaAT
o, =F—t=t—D=4 :
max h h 2(1_V)

Diagramele de variatie ale tensiunilor pe grosimea peretelui sunt date in
figura 8.7.

Exemplul 8.2

Un invelis cilindric cu variatie brusca de grosime (fig. 8.8, a), are la
interior temperatura 7T; =100°C i la exterior temperatura T, =40°C.
Temperatura nu variazd in lungul invelisului. Se dau »=0,5m, A =20mm,
hy=10mm, v=0,3, E=200GPa si a=11- 1076 grd'l. Se cer tensiunile termice
din invelis (Boiarsinov, 1973).

Rezolvare. Temperatura medie 7, =70°C nu produce tensiuni c¢i doar

diferenta AT = 60°C .

Se imparte invelisul in doud parti, fiecare cu grosime constantd. Se
considera ca starea de Incarcare rezultd din insumarea celor doua stari ilustrate in
figurile 8.8, b si c.

In starea 1 (fig. 8.8, b) ambele parti ale invelisului sunt incilzite cu

AT =60°C si solicitate la capete de urmatoarele momente, conform (8.22):

in partea din stanga

h2
EaAr é = 6290 N mm/mm ,

D
MAT =(14v) —Laar =
hl 1-v
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in partea din dreapta

2
EaAT% =1572Nmm/mm.

D
MAT =(14+v) 2@ AT =
h2 1-v

Ambele parti se considera de lungime inifinitd si cu deformatii nule.

M2AT M|AT M1AT M:L,AT

- MAT X +MAT X+MAT
M1AT-: & 2 1 L cht‘i 2

(2 &) E ) G

Y sz

AT_=600 AT_:60°

( ~ [ -4\ 3
(Zzzzz) @% _) (,
L |

a b c

Fig. 8.8

In starea 2 (fig. 8.8, ¢) invelisul este incarcat doar cu eforturi aplicate in

sectiunea de separare, unde X si X, sunt eforturi static nedeterminate, iar M f’T
si M f‘T sunt alese astfel incat s compenseze momentele aplicate In starea 1.
Pentru determinarea eforturilor X, si X, este suficient sd se analizeze

doar starea 2. Se scriu conditiile de compatibilitate a deformatiilor celor doua parti
de invelis. Deformatiile radiale trebuie sa fie egale, wy, = wy, ; la fel unghiurile de

rotire ale normalelor trebuie sa fie aceleasi, @y =—@,, . In ultima egalitate semnul

minus apare deoarece orientarea axei x este inversd pentru cele doud parti de
invelis.

Pentru calculul deformatiilor se utilizeaza relatiile (8.43) si (8.44).
Pentru partea din stanga a invelisului, la x=0, w=0,
My =X, +M;", Oy =-X;,
x M7 X, o = X+ M X,
= — N 01 = - .
2D B 2Dy Dy py 2D,

Analog, pentru partea din dreapta, la x=0, w=0,

Wot



8. INVELISURI CILINDRICE 207

My=X+M;", Oy =X;,

_ XMyt X, PP ¢ +M3T X,
= ’ 02 _ - .
2,87 2Dy Difpy 2D, f53

Inlocuind in ecuatiile de compatibilitate a deformatiilor si tinind seama ca

Wo2

3

hl 8
Dy=————=1,468-10"N mm,
12 (1-v?)
3 D
= £l 20183310 N mm,
12(1-v?) 8
3(1-v? O
B =4 =0,01285 mm™ ",
! r2h%
3(1-v?

b= =2k =2 £,=0,01813mm™",
2

M = 6290 Nmm/mm, MZATziMIAT=1572Nmm/mm,

se obtine sistemul de ecuatii

3X1+(2ﬁ+1)%:0,
1

(4\/E+1)X1+§ﬁ:—(4\/§+4)M2AT’
2 5

de unde rezulta eforturile static nedeterminate
X, =-2770 Nmm/mm, X, =27,9N/mm.
In continuare, pe baza relatiilor (8.43)-(8.48) se calculeaza deformatiile si

eforturile interioare pentru starea 2. Adunandu-le apoi cu cele calculate pentru
starea 1 se obtin valorile pentru starea data (fig. 8.9).

Punctul in care apare tensiunea maxima este situat pe suprafata exterioara a
partii mai subtiri, ladnga sectiunea cu salt de grosime. In acest punct eforturile sunt

M, =-2770 Nmm/mm, M, =-1920 N mm/mm,
N,=0, N,=-111N/mm,

iar tensiunile termice au valorile
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o, = 6]\/? =166,2 N/rnm2 ,
hy
,=&+—6Aff =126,3 N/mm?.
hy  hy
¥  Mx1 M ,Nmm/mm
[ o7 L1
kel T V1575
w5250 |02
M, M,
222 g 111 144
N, N/mm
I
—-119 .
0,413 0421
w, mm
A
aTm r=0,385
T T T T T ’
rroorcr
2 % 4 2
Fig. 8.9

La distantd de sectiunea cu saltul de grosime, in Invelis actioneaza
momentele Incovoietoare M IAT si M ZAT , care produc tensiunile
o,=0,=943 N/ mm? .
Deplasarea radiala la distanta mare de imbinare este (fig. 8.9)
w=¢gr=al,r=0385mm,
in timp ce in punctul cu tensiuni maxime este

=0,421 mm .

Wmax



9.
ANALIZA CU ELEMENTE FINITE

Structura reald, supusd la variatii de temperaturd, se inlocuieste cu un
model in care deformatiile termice sunt blocate si in care se aplicd forte
termoelastice echivalente la nodurile retelei de discretizare. Echivalarea nodala a
acestor forte se face urmand aceleasi reguli ca pentru sarcinile exterioare, deci
depinde de alegerea functiilor de forma care definesc elementul finit.

Fortele termice se asambleaza in vectorul fortelor nodale. Cunoscand
matricea de rigiditate globala, se calculeaza deplasarile nodale. Pe baza acestora,
pentru fiecare element finit, se determina alungirile specifice si apoi tensiunile.

Daca asupra structurii, In afara sarcinilor termice actioneaza si sarcini
mecanice, se obtin tensiunile combinate termice si mecanice.

In acest capitol se considera ca studentul este familiarizat cu procedurile si
detaliile de aplicare ale metodei elementelor finite, insistind asupra
particularitatilor care apar in considerarea efectelor termoelastice.

9.1 Metoda elementelor finite

Metoda elementelor finite (MEF) implicd discretizarea structurii in mai
multe elemente, conectate intre ele la noduri. In cadrul fiecirui element, cAmpul de
deplasdri este aproximat prin interpolare polinomiald, bazatd pe valorile
deplasarilor nodale. Prin interconectarea elementelor, campul de deplasari este
interpolat 1n intreaga structurd printr-un numar de functii polinomiale definite la
nivelul elementelor.

Valorile deplasarilor nodale care corespund echilibrului sunt cele care
minimizeazd energia potentiald totald. Procesul de minimizare conduce la un
sistem de ecuatii algebrice simultane in deplasarile nodale. Prin rezolvarea
sistemului se obtin deplasirile nodale. In continuare, pentru fiecare element, se
calculeaza deformatiile specifice produse de aceste deplasari si, In final, tensiunile
corespunzatoare.
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9.1.1 Discretizarea

Structura este Tmpartita in elemente finite (fig. 9.1) care constituie reteaua
de discretizare. Elementele sunt definite prin coordonatele nodale, functiile de
forma si unele proprietati fizice.

Fig.9.1

Intrucat metoda opereazi cu mirimi calculate in nodurile retelei de
discretizare (temperaturi nodale, deplasari nodale, forte nodale echivalente), pentru
calculul tensiunilor termice se poate utiliza acelasi model cu elemente finite ca
pentru calculul temperaturilor nodale, aplicand fortele termoelastice, de blocare a
deplasdrilor termice ale nodurilor, ca forte exterioare in nodurile retelei.

9.1.2 Functiile de forma

Pentru fiecare element finit, cdmpul de deplasari este exprimat in functie
de deplasarile nodale prin functii de interpolare, numite functii de forma

u N, | 0 0 0°
vi=l 0 |N,] 0 ¢ (¢, 9.1)
w 0 0 [N,]]105

sau

(u}=[Nn]{0}. 9.2)

unde [N ] este matricea functiilor de forma si {Qe} este vectorul deplasarilor
nodale ale elementului.

Alegerea corespunzatoare a functiilor de formd asigurd continuitatea
campului de deplaséri pentru intreaga structura. La elementele conforme aceasta
este asiguratd nu numai la noduri, ci si in lungul laturilor (nu se admit suprapuneri
sau goluri).
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9.1.3 Compatibilitatea deformatiilor specifice cu deplasarile
nodale

Rezumand expunerea la starea plana de tensiuni, relatiile de compatibilitate
intre deformatii specifice si deplasari (4.23) se scriu sub forma

2
£, ox
e e
oy || v
ol o o
| Oy  Ox |

sau condensat

te}=[o]{u} 9.3)
unde [ 8] este matricea operatorilor diferentiali.

Inlocuind forma bidimensionali a relatiei (9.2) in (9.3), rezulta

(e)=[o){u}=[o][Nn]{o° |- [B]{0" }. 9.4)

unde [B ] este matricea derivatelor functiilor de forma.

9.1.4 Energia de deformatie

La materiale elastice liniare, energia de deformatie specificd (pe unitatea
de volum) este

Uy =3 lof ({e}-ter =3 (e} {er ) o}, ©9)

2

unde vectorul tensiunilor (4.53) este

{oi=[p]({e}-{er ). (9:6)

in care [D] este matricea de rigiditate a materialului (4.54).

Inlocuind (9.6) in (9.5) rezulta

Uy = ({e}-{er DT (D] (fe}-{er ). ©.7)

2

Pentru un corp elastic, energia de deformatie totala este
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U= j Uy,dr,
4
sau, inlocuind (9.7)

U:

N | —

[Uel-ter ) ID1 e} ter v, 08

14

Relatia (9.8) se mai scrie

v=3 [ (el [p)e)-2le} [0 er J+{er ) [D)er })ar. ©09)

14

9.1.5 Vectorul fortelor termoelastice

In continuare se considera energia de deformatie a unui element

v =3 [ ey oY e}ar = (e} [0 er Jar e [ o T[] {or Jav

Ve Ve Ve

Utilizand relatia intre deformatii specifice si deplasarile nodale (9.4)

(e}=[81{0°},

expresia (9.9) devine

ue:lj loe {81 D] (8]0 fav -

2
(9.10)

j {180 e a3 [ {er VD) er Jar.

Ve Ve

Ultimul termen din (9.10) este constant si nu intervine 1n procesul de
minimizare a energiei potentiale totale, care conduce la ecuatiile de echilibru.

Primul termen din membrul drept are forma

Ao [lsriolis) ar{or |- 2o ke Jler} o
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unde

[k - [ 18V [p] (5] 0¥ ©.12

este matricea de rigiditate a elementului.

Al doilea termen din membrul drept are forma

v =={ o} [ B[] ter yar = o ' | 9.13)
unde -
e b= [ BT 0] e yar ©.14

este vectorul fortelor termoelastice coerente.

Se observa ca expresia (9.13) are forma potentialului fortelor exterioare,
egal cu lucrul mecanic al fortelor exterioare luat cu semn schimbat.

Rezulta ca efectul cadmpului de temperaturi poate fi considerat aplicand
fortele termice echivalente (9.14) in nodurile retelei de discretizare.

9.1.6 Ecuatiile de echilibru

In absenta sarcinilor exterioare, energia potentiald totala este egald cu
energia de deformatie.

La sisteme conservative, conform principiului minimului energiei
potentiale totale, dintre toate cAmpurile de deplasari cinematic admisibile, cel care
satisface echilibrul (la noduri) corespunde unei valori minime a energiei potentiale
totale. Considerand un singur element, conditia se mai scrie

_oU° _,, 9Ur_, 0Ur _, (9.15)
oo} ol ole]
in care
U _[ke|{oe), QYr_ o gl (9.16)
o{ o} olo]

In absenta sarcinilor exterioare, conditia de echilibru este

& {0 }=1{Fz ). 9.17)
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Daca exista si sarcini exterioare, conditia de echilibru este

[Ke]{Qe}= {Fz& }+{Fz?}={Fe}. (9.18)

9.1.7 Asamblarea matricii globale de rigiditate si a vectorului
global al fortelor nodale

Elementele individuale sunt asamblate impreuna astfel incat deplasarile sa
fie continue pe laturile elementelor si conditiile la limita sa fie satisfacute.

Conectivitatea cinematicd se exprima prin relatii intre deplasarile nodale
ale fiecarui element si deplasarile globale

toc =7 ]{a}. 9.19)

unde {Q} este vectorul deplasarilor nodale ale intregii structuri iar [f ¢ ] este 0

matrice de conectivitate (de localizare) care are elemente egale cu 1 la gradele de
libertate ale nodurilor si zerouri in rest.

Prin asamblarea matricilor de rigiditate si a vectorilor fortelor nodale se
obtin ecuatiile de echilibru globale nereduse

[K{o}={F}. (9.20)

unde matricea de rigiditate globald este egald cu suma matricilor de rigiditate
expandate ale elementelor

(%12 [ 7] [xe][ 7] 21

iar vectorul fortelor nodale globale este egal cu suma vectorilor expandati ai
fortelor nodale ale elementelor

(Fi=>"[7]"{Fe}. 9.22)

e

Aplicand conditiile la limita, se obtin ecuatiile de echilibru condensate

[k ]{o}={F}. (9.23)

Procedura expusa mai sus nu este utilizata ca atare in programele de calcul,
unde asamblarea se face direct, plasand elementele matricii de rigiditate si ale
vectorului fortelor nodale direct in locatiile respective, pe baza conectivitatii
elementelor.
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9.1.8 Calculul tensiunilor

Dupa rezolvarea sistemului liniar de ecuatii (9.23) in functie de deplasérile
nodale, tensiunile se calculeaza pentru fiecare element cu relatia (9.6)

(o)=[p]([8ll0° |-{er }). (9.24)

9.2 Calculul tensiunilor termice prin MEF

In analiza cu elemente finite, tensiunile termice se calculeaza urmand
procedura descrisd mai jos, valabila pentru toate tipurile de elemente finite.

1. Pentru fiecare element supus unei variatii de temperatura, se blocheaza
deplasdrile nodale si se calculeaza fortele aplicate de element asupra nodurilor sale
datorita variatiei de temperatura (egale si de sens contrar fortelor aplicate de noduri
asupra elementelor).

2. Se asambleazd matricile de rigiditate ale elementelor si fortele
termoelastice echivalente calculate in etapa 1. Rezultatul este o structurd
discretizatd cu elemente finite, deocamdata nedeformata, ale cérei forte nodale sunt
produse de variatiile de temperatura.

3. Se calculeazd deplasérile nodale, deformatiile specifice produse de
aceste deplasari si tensiunile termice corespunzatoare. Procedura este aceeasi cu
cea folositd pentru calculul tensiunilor produse de sarcinile (mecanice) exterioare.

4. Tensiunile calculate in etapa 3 se suprapun cu tensiunile “initiale” de
blocare.

La asamblarea din etapa 2 se pot suprapune sarcini mecanice peste
sarcinile termice.

9.3 Structuri plane din bare solicitate axial

In continuare se studiaza bare drepte si sisteme de bare solicitate doar la
intindere si/sau compresiune.

Un caz aparte sunt structurile de tip grinda cu zabrele, compuse din bare
articulate la capete. Principala ipoteza simplificatoare la grinzi cu zabrele considera
ca toate barele sunt conectate prin articulatii fara frecare si nu transmit momente
intre ele. In practici, asamblarea barelor se face prin nituire, sudare sau cu
suruburi. Totusi, modelul simplificat cu bare articulate la capete reprezintid o
aproximatie inginereasca surprinzitor de bund. Barele articulate la capete pot
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prelua doar solicitari de intindere sau compresiune. In programele de analizd cu
elemente finite, bara articulata la capete se numeste truss.

La o grinda cu zabrele, fortele exterioare si reactiunile se aplica doar la
articulatii iar barele au rigiditate axiald constantd, fiind deci elemente finite
naturale. Pentru a tine cont de orientarea spatiald a barelor, se utilizeaza coordonate
locale si un sistem de coordonate globale. Matricile de rigiditate ale elementelor si
vectorii fortelor nodale se calculeaza intéi in coordonate locale, apoi in sistemul de
coordonate globale. Matricile si vectorii definiti in sistemul global pot fi expandati
la dimensiunea sistemului si apoi adunati pentru a obtine matricea globald de
rigiditate si vectorul global al fortelor nodale care sunt utilizate in rezolvarea
ecuatiilor de echilibru si la calculul tensiunilor.

9.3.1 Calcule in coordonate locale

Se considerd un element cu doud noduri, articulat la capete, in sistemul de
coordonate local, cu axa x in lungul elementului (fig. 9.2). Nodurile sunt
numerotate convenabil 1 si 2, deplasarile nodale sunt ¢,, ¢,, iar fortele nodale

sunt f,, f,.Elementul este supus variatiei de temperatura 7,.

—>»(1 O——>
X
— —>
9 Le 9,
Fig.9.2

Tensiunea axiald o = f/4,, unde

f=h=-h, (9.25)

produce alungirea mecanica A(,,, deci alungirea specificdi mecanicd este
&y = Al /l,. La aceasta se adaugi alungirea din dilatarea liberd Al =/ a,T,,
deci alungirea specificd termicd &7 = Al /¢, =a,T,. Deformatia specificd totald
(2.5) este

- o
e=2"% =gy +tér=—+c,7T,,

- (9.26)

e e

unde E, este modulul de elasticitate si o, — coeficientul de dilatare termica liniara
ale materialului.

Inmultind cu E, A, se obtine (2.13)
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p— (q2 —q ) = O-Ae + EeAeaeTe = f . (927)

e

Relatiile (9.25) si (9.27) se scriu matricial sub forma

Al Ny -1l _EA4, [ 1 -1]fq
{fz}_{sz}+EeAeaeTe{l}_ l, [—1 1“‘12}. 29

sau

e ) ae = e e 1= e (9.29)
unde matricea de rigiditate a elementului este
[k ] EKA {_11 _11 } , (9.30)

h e‘"e"ere 1 > ( : 1)

vectorul fortelor exterioare (mecanice)

Ll { o } , 9.32)

iar vectorul deplasarilor nodale In coordonate locale

{4 }:{ 4 } (9.33)

9>

9.3.2 Transformarea din coordonate locale in coordonate globale

In figura 9.3 este reprezentat un element de bari articulati la capete, in
pozitia initiala si In pozitie deformata. Deplasarile nodale sunt notate cu litere mici
in sistemul de coordonate local xOy si cu litere mari - in sistemul de coordonate

global XOY.

In sistemul de coordonate global, fiecare nod are doud grade de libertate.
Un nod al carui index global este j are gradele de libertate 2;7—1 si 2/, si

deplasarile O,;_ si O, ;.
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In figura 9.3 se observi ci deplasarea ¢, este egali cu suma proiectiilor

deplasarilor O, si O, pe axa x. Astfel

q,=0,c0s6,+Q,sind,.
Similar
q,=03c086,+0,sinb, .

deformat @

Fig. 9.3

Relatiile (9.34) se pot scrie matricial sub forma

o)

q1| _ |cosé, sing, 0 0 0,

q, 0 0 cosd, sind, O;

e

: on
deplasari matrice de #
locale transformare deplasari
globale

sau condensat

taej=[re]{ e}

[Te]— cosf, sind, 0 0
1o 0 cosf, sind,

unde

este o matrice de transformare.

(9.34, a)

(9.34, b)

(9.35)

(9.36)

(9.37)

In figura 9.4 sunt reprezentate fortele nodale in coordonate locale, f; si f; ,

si In coordonate globale, F,....,Fy.
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Fig. 9.4

Componentele fortelor in sistemul de coordonate global sunt

F = ficosé,, F; = f; coséb,,

. ) (9.38)
F, = f,sind,, F, = f,sinb,.
In forma matriciala
F cosd, 0
F, _ sind, 0 h ’ (9.39)
F; 0 cost,| (f2),
Fyf, 0 sind,
%/—J
forte matrice de forte
globale transformare locale
sau
e e T e
trej=lre et (0.40)
9.3.3 Matricea de rigiditate in coordonate globale
Inlocuind ecuatia (9.29) in (9.40), apoi ecuatia (9.36), se obtine
e e T e e e
tref=[re] e ][] for: ©41)
sau
{Fefz[Ke]{Qe} (9.42)
unde

[ Jelre ][] ©0.4)

este matricea de rigiditate a elementului in coordonate globale.
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Inlocuind [T e] din relatia (9.37) si [ke] din relatia (9.30) se obtine

2 es —c* —cs
[K@]zEeAe cs st —cs —s? (9.44)
l, —? —es A es |
2 2

—Ccs —S CcS N
e

unde s-a notat ¢ =cosé, si s =sinb,.

9.3.4 Vectorul fortelor termoelastice in coordonate globale

Din (9.31) si (9.40) se obtine
{Fe }: {FA‘} }+ {F; }: [Te]T {fj} }+ E, Aa,T, [T‘f]T{ _11} (9.45)

de unde rezulta

-1 —s
{Ff }: E AT, { : }zEeAeaeTe o (9.46)

©nu o O O

S O wm

e e
9.3.5 Asamblarea matricii globale de rigiditate si a vectorului
fortelor nodale
Matricea globald de rigiditate si vectorul global al fortelor nodale sunt
asamblate pe baza matricilor si vectorilor elementelor, utilizand informatia privind
conectarea elementelor, aga cum s-a prezentat in § 9.1.7.

9.3.6 Fortele axiale in bare si tensiunile

Din (9.28) si (9.35) se obtine vectorul fortelor mecanice

9
fiu | _Eede| 1 —1||cosf, sing, 0 . 0 0| Edar]” 1
S ), -1 0 0 cosf, sind, || O; 1

Oy

e
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pentru fiecare element, din care se calculeaza forta axiald in bara

Sy | =N
{ o } _{ N, } (9.48)

In final, rezulta tensiunile totale

o, =—¢. (9.49)

Exemplul 9.1

221

Sa se calculeze tensiunile termice in bara cu sectiunea variabild in trepte

de la Exemplul 2.4 (fig. 9.5), incalzita uniform cu diferenta de temperatura 7.

Rezolvare

Se va da o rezolvare analiticd, impartind bara Tn doud elemente finite.

Vectorii fortelor termoelastice (9.31) sunt
{ ‘}—EA o[-1 [~ E4aT
Jrj=EAaTy =y pyor [0

21 -1| | -EAaT
¥ }_EAZO’T{ 1 }_{ EdyaT }

Ve €A1 EAZ

% l~

I /b
0 7 - Q7 @_/ ©)
Ql 5 F ._QZ j Q3

47 g

1

7 4 2,

Fig. 9.5

Ecuatiile (9.28) se scriu

EAT 1 -1](0) [F,| [-EdeT
-1 1o T By, [T Eer [
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E_AZ 1 -1 Q2 _ F2M n —EAZOCT
0, -1 1]1o) | By, EdyaTl |

Dupa asamblare se obtine sistemul liniar

EA B4
fl fl Q F —FA,aT

| 1y 1@
EA E4  E4H E4 0, (=1F,, 1+1 EdaT + EAyaT

fl gl £2 £2
. "p, 4 |19 B — EAyaT

2 )

M

Conditiile la limita sunt
0 =0;,=0, FzM =—F.

Eliminand prima si a treia ecuatie, se obtine

(%+%J 0, = —F + EAjaT + EAyaT
Kl EZ

de unde rezulta deplasarea

_EaT (4 —4)-F

E ﬂ_ké
gl 62

Fortele axiale mecanice in elemente sunt (9.27)

0,

EA
N, =€—1Q2 — EAaT, N2, =—T2Q2 — EAyaT .
1 2

Tensiunile totale sunt

Ny Ny

o =—=, Oy =—".
A A
1 2

Rezultatele coincid cu cele de la Exemplul 2.4.
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Exemplul 9.2

Se cer tensiunile in barele sistemului din figura 9.6, daca bara verticala este
incélzita cu 7. Se dau: ¢/, =2m, /,=25m, A= 400 mm?> , E=200GPa,
a=12-10"grd™", T =40°C.

Rezolvare

Deplasarile nodale se noteaza Q,,...,0 ca in figura 9.6.

Fig. 9.6
Se calculeaza i—A =40000, f—A =32000, EAaT =38400.
1 2

La elementul 1, 6,=90°, cos® =0, sinf =1. Matricea de rigiditate a
elementului (9.44) este

(=]

[Kl ]:40000 0

-1

S O O O

oS O O O

,_o|
—_

iar vectorul fortelor termoelastice (9.46) este
{F}=38400 [0 -1 0 1]7

La elementul 2, 6, =-53]13°, cos6, =0,6, sind, =—0,8. Matricea de
rigiditate a elementului este
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0,36 -0,48 -0,36 0,48
-0,48 0,64 048 -0,64
-036 048 036 -048 |

0,48 -0,64 -0,48 0,64

[K2 ]:32000

iar vectorul fortelor termoelastice este nul, bara nefiind incalzita

{F?}={0}.

Dupa asamblarea matricii globale de rigiditate si vectorului global al
fortelor nodale, se obtine sistemul de ecuatii neredus

0 0 0 0 0 0 1[g F

0 125 0 -125 0 0 0, F, —38400
3000] © 0 036 —048 036 048 |} O | _ F

0 —125 -0,48 189 048 -0,64 |]0, 38400

0 0 -036 048 036 —048|]|0Os F;

|0 0 048 -0,64 -048 0,64 ||0O Fy

Inlocuind conditiile la limita
0=0,=0;=0s=0=0,
rezulta o singura ecuatie
32000-1,89-0Q, =38400
deci singura deplasare nenula
0, =0,635mm.

Pentru fiecare element se calculeaza vectorul fortelor mecanice (9.47).

Pentru elementul 1

0
f1M _ 40000 1 -1{/0 100 0 38400 -1 _ 13000 .
sz -1 11]/0 0 0 1 0 1 -13000
0,635
Rezulta tensiunile 1n bara 1
o= —Mz -32,5MPa.

400
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Pentru elementul 2

0
flM 132000 1 -1]1]0,6 -0,8 0 0 0,635 _ -16256 ‘
sz -1 1 0 0 06 —-08 0 16256
0
Rezulta tensiunile 1n bara 2

oy = 10256 _ 46 6anpa
400

9.4 Placi subtiri cu sarcini coplanare

Cel mai simplu element finit pentru modelarea starilor plane de tensiuni
sau de deformatii specifice in elemente plane solicitate de sarcini coplanare este
triunghiul cu deformatii specifice constante, cunoscut sub prescurtarea in limba
engleza CST (constant strain triangle).

9.4.1 Modelarea cu elemente CST

Elementul CST are trei noduri si laturi rectilinii. La elementul izolat din
figura 9.7, b , nodurile se numeroteazd convenabil (local) 1, 2, 3, In sens
trigonometric. Geometria elementului este definitd de coordonatele nodale x;, y;

(i=1,2,3).

Os

Fig. 9.7

Fiecare nod are doua grade de libertate — deplasarile in directiile x si y.
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Vectorul deplasarilor nodale ale elementului este

loc=lo 0. 0 o 05 0" (9.50)
Campul de deplasari este definit prin interpolare fata de deplasarile nodale
9
0,
ul_ N 0 N, 0 N; O 0O, ©.51)
v 0 N O N, O N3 ||Oy
0Os
Os
sau
{up=[N1{0° ). 9.52)
In (9.51) functiile de forma au expresiile
Nizi(ai+ﬂix+7iy), (i=1,2,3) (9.53)
unde
Qi =XV =Xk ﬂi:yj_yk’ Vi=Xp —X; (9.54)
iar aria triunghiului
1 Ly »n 1
A= 5 L xy »|= 5[(352)’3 —x332)+ (o — 03+ (y, - )] (9.59)
I x3 3

In (9.55) determinantul este pozitiv dacd nodurile sunt numerotate in sens
trigonometric.

9.4.2 Matricea [ B |

Deformatiile specifice se exprima in functie de deplasarile nodale prin
relatia (9.4)

(e)=[o][N o =[]0},

in care matricea derivatelor functiilor de forma este
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(A0 B 0 B0

[B]:ﬂ 0 7 0 o 0 y5 |, (9.56)

nBor B b

sau

Y2=)3 0 Y3—M 0 =) 0

[B ] = i 0 X3 _.X2 O xl _X3 0 x2 _xl . (957)
X3 =Xy Vo—JV3 X =X3 V3=V Xo—X V=W

Se observa cd matricea este o constanta pentru un element finit dat.

9.4.3 Matricea de rigiditate a elementului

Matricea de rigiditate a elementului (9.12) este
[Ke]=j[B]T[D][B] v =[B]|"[D][B]4 (9.58)
VG

unde ¢° este grosimea elementului iar [D] este matricea de rigiditate a
materialului, datd de (4.56) pentru o stare planad de tensiuni, si de (4.58) pentru o

stare pland de deformatii specifice.
9.4.4 Vectorul fortelor termoelastice al elementului

Vectorul fortelor termoelastice (9.14) este
{Fre }= I [B)[D]{e;}dv =[B]T[D]{e;} 4. (9.59)
Ve

Pentru o stare plana de tensiuni

Exp aTl
lerf=4¢, t=1al ;. (9.60)
7/Xy7‘ 0

Pentru o stare pland de deformatii specifice

aT
{ept=(1+v){aT }. (9.61)
0
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Pentru o stare plana de tensiuni, expresia (9.59) devine

{FTe }:%Lﬂl n P ora B 73JT- (9.62)

9.4.5 Asamblarea matricii globale de rigiditate si a vectorului
fortelor nodale
Matricea globald de rigiditate si vectorul global al fortelor nodale sunt

asamblate pe baza matricilor si vectorilor elementelor, utilizdnd informatia privind
conectarea elementelor, asa cum s-a prezentat in § 9.1.7.

9.4.6 Calculul tensiunilor

Din relatia (9.24) rezultd vectorul tensiunilor pentru fiecare element. In
cazul unei stari plane de tensiuni se obtine

O
o Voo A0 B 0 p 072
E 1 Os
O'y=210—07/107/207/3 —
l1-v 1—-v | 24 Oy
Xy 0 — n b Py B
2 Os
Os
1 v O aTl
E
- 5 1 0 aTl +. (9.63)
1-v 0 1-v 0
2
Exemplul 9.3

O placa patrata de grosime ¢ =5 mm si laturi a =500 mm este incastrata in
lungul unei laturi si libera pe celelalte trei laturi (fig. 9.8). Se dau £ =210GPa,

a=12-10"° grd_1 si v=0,3. Se cer tensiunile termice produse de o incalzire cu
T =50°C (Craddock, 2006).
Rezolvare

Placa este impartita in patru elemente CST. Se adoptd numerotarea
nodurilor si a elementelor din figura 9.8.
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Aria elementelor este 4 =0,0625 m?.

Matricea [ D] este

2,1-10"
[D]-=

1—

b

Elementul 1

03 0 23077 0,6923 0
1 0 |=10"]0,6923 23077 0

0 035 0

Coordonatele nodurilor sunt

0 0,8077

xlzo, X2=0,5, X5:0,25, ylzoa yZZOa y5:0,25-

Matricea [B] (9.57) are forma

[B

]

-025 0 0,25

0 0

0 -025 0 -025 0 05
-0,25 -0,25 -0,25 0,25 05 O

Matricea de rigiditate (9.58) este

[K1]=109

10,3894 0,1875 —0,1875 —0,0144 —0,2019 —0,1731 |

0,3894 0,0144 0,1875
0,3894 -0,1875
0,3894

sim

Vectorul fortelor termoelastice nodale (9.62) este

-0,2019 -0,5769
-0,2019 0,1731
0,2019 -0,5769
0,4038 0
L1538

229
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(1 21-10'"412:107-50-5-107
{FT }_

= ~025 —-025 025 -0,25 0 05 |7
2(1_0,3) \_ B B B B ’ J B

{F; }:112500L—1 -11-10 2]".

Elementul 2
Coordonatele nodurilor sunt

X, =05, x3=05, x3=0,25, », =0, y3=0,5, y5=0,25.
Matricea [ B] are forma

0,25 0 025 0 -05 O
0 -025 0 025 O 0,5
-0,25 0,25 025 025 0 -05

(8]

T 0125

Matricea de rigiditate se scrie

[ 0,38904 —0,1875 0,1875 —0,0144 —0,5769 0,2019 |
0,3894 10,0144 -0,1875 10,1731 -0,2019

[k2]=10° 03894 0,1875 —0,5769 —0,2019
03894 0,731 —0,2019
sim 1,1538 0
0,4038 |

Vectorul fortelor termoelastice nodale este

{FT2 }:112500L1 -111-20]".

Elementul 3
Coordonatele nodurilor sunt

=05, x=0, x=025, =05, y,=05, y5=0,25.
Matricea [ B] are forma

025 0 -025 0 0 0
0 025 0 0,25 0 -05
0,25 0,25 0,25 -025 -0,5 O

(8]

T 0125
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Matricea de rigiditate este

[0,3894 0,1875 —0,1875 —0,0144 —0,2019 —0,1731 |
0,3894 10,0144 0,1875 -0,2019 -0,5769

[K3 ]: 10° 0,3894 -0,1875 -0,2019 0,1731
0,3894  0,2019 -0,5769
sim 0,4038 0
L1538

Vectorul fortelor termoelastice nodale se scrie

{FT3 }:112500@ 1-110 -2]".

Elementul 4
Coordonatele nodurilor sunt

X4=0, x1=0, X5=O,25, y4=0,5, y1=0, y5=0,25

Matricea [B ] se scrie
-025 0 -025 0 05 O

0 -025 0 -025 0 O
-0,25 -0,25 -0,25 -0,25 0 0,5

(8]

0,125

Matricea de rigiditate este

10,3894 —0,1875 0,875 —0,0144 —0,5769 0,2019 |
0,3894 0,0144 -0,1875 01731 -0,2019

[K4]:109 03894 0,1875 —0,5769 —0,2019
03894 —0,1731 —0,2019

sim 1,1538 0
0,4038 |

Vectorul fortelor termoelastice nodale se scrie

{FT“}:nzsooL—l 11 -120]".
Conditiile la limita sunt
0=0,=0;,=0=0.

Matricea de rigiditate globala redusa este
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10,7788 —0,3750 01875 —0,0144 —0,7788 03750 |
0,7788 0,0144 -0,1875 0,3750 -0,7788
0,7788 0,3750 -0,7788 —0,3750

[K]=10°
0,7788 —0,3750 —0,7788
sim 3,154 0
31154 |

Vectorul global redus al fortelor termoelastice nodale este

{F, J=225000[1 -1 110 0],

Rezolvand sistemul redus al ecuatiilor de echilibru se obtin deplasarile
nodale (m) Vectorul expandat al deplasarilor nodale globale este

{0}=10%[0 0 03327 -01911 03327 01911 0 0 02123 0.

Tensiunile (N / m? ) se calculeaza cu relatia (9.63).

Elementul 1

o, 1,8001 1.8 0,0014
o, p =10°1 13427 (-10°{18 =10"1 -4,5734
Ty |, ~0,1602 0 ~1,6025
Elementul 2
o 1,6406 18 ~1,5942

X

o, b =10842,0974 L —10%{ 1,8 L =107 { 2,9742

Txy )

Elementul 3

o, ¢ =10%413427 1 -10° 1 1.8 { =107 { —4,5734

Ty |, 0,1602 0 1,6025
Elementul 4

o, 1,9597 1,8 0,1597

o, b =10840,5879 L —108 1,8 L =107 { —1,2121

o, { 1,8001 1.8 0,0014

v, 0 0 0

Tensiunea maxima este 45,73 N/ mm? .
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9.5 Structuri axial-simetrice incarcate simetric

Calculul corpurilor tridimensionale axial-simetrice solicitate de sarcini
si/sau campuri termice axial-simetrice (fig. 9.9) se reduce la probleme
bidimensionale, in care nu mai intervine unghiul de rotatie in jurul axei de simetrie.
In acest fel, problema se reduce la studiul suprafetei generatoare in rotatie.

‘l p
|
|
|
|

)
{r, 2),

r ~|— —r

9.5.1 Relatiile intre deformatii specifice si deplasari

Se considerda un element de volum (fig. 9.10) detasat din corp prin doua
plane axiale si doua plane perpendiculare pe axa de simetrie.

| dV=rdf dr dz
i~ =rdf dA
!‘“‘*::ﬂq.f

|o‘8 -

e
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Sub actiunea sarcinilor exterioare si a cAmpului de temperaturi, elementul

se deformeaza ca in figura 9.11.

\
\
N7 | \
. - {r +u)db |
-7 a8 r |
_____ _f___- e r
|_“._
u-l-%:idr
z u+%i"—dz
dw
+ v
w azd‘z

. L/
w+ %"df

Fig. 9.11

Se stabilesc urmatoarele relatii intre deformatii specifice si deplasari

_Ou _ow ou oOw thZ. (9.64)
,

=—4 —

=75 E: =75 Viz >
or 0z oz Or

Se defineste vectorul deformatiilor specifice mecanice

lef=le & 7. & 1" (9.65)
Vectorul deformatiilor specifice termice este
ler }=|aT aT 0 aT |", (9.66)

unde o este coeficientul de dilatare termica liniara si 7" este variatia temperaturii.

9.5.2 Relatiile intre tensiuni si deformatii specifice

Se defineste vectorul tensiunilor

{ot=lo, 0. 7. o ]". (9.67)

Relatiile intre tensiuni si deformatii specifice se scriu matricial sub forma

(9.6)
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{o}=[D]({e}-{er }), (9.68)

in care [D] este matricea de rigiditate a materialului

I-v v 0 v

E v 1-v 0 v
D|=r——~— - . 9.69
[P] (e )(i=2)| o o =2 ©-69)

9.5.3 Energia potentiala totala

Pentru elementul din figura 9.10, energia de deformatie este

v=3 [ [ Gelter DT (D] ({e}={er })radae .

sau

v=2r |5 [ (e} 01 {e}=2{e ) (D e} +ler) (D) or) ) ran .

A
(9.70)

Daca asupra corpului axial-simetric actioneaza sarcini volumice si sarcini
distribuite liniar in lungul generatoarei si razei sectiunilor din capete, energia
potentiala totala este

T=U-27 j{u}T{f}rdA+I{u}T{p}rd€ .71

A

) oz} ) om

9.5.4 Modelarea cu elemente CST axial-simetrice

unde

Suprafata generatoare (hasurata in figura (9.9)) este impartita in elemente
triunghiulare, ca in figura 9.12 (Chandrupatla & Belegundu, 1991). Desi fiecare
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element este complet definit de suprafata din planul »z, elementele sunt de fapt
inelare, obtinute prin rotirea triunghiului in jurul axei z (fig. 9.13).

Fig. 9.12 Fig. 9.13

In continuare, elementele triunghiulare sunt elemente CST (cu deformatii
specifice constante) asa cum au fost prezentate in §9.3, cu deosebirea ca se
inlocuiesc coordonatele x si y prin 7 si z. Pentru a inlesni generalizarea la elemente
cu mai multe noduri, se va utiliza formularea izoparametrica.

9.5.5 Coordonate naturale

Se considera elementul triunghiular din figura 9.14, b. Nodurile locale se
noteaza convenabil 1, 2, 3, numerotate in sens trigonometric. Coordonatele nodului

i in sistemul de coordonate global sunt (7;,z;).

Fiecarui element triunghiular i se poate atasa un sistem de coordonate
naturale, care pot fi reprezentate in coordonate carteziene in planul {9‘, n }, numit
plan de referintd. In planul de referinti coordonatele & si 7 variazi de la 0 la 1
(fig. 9.14, a) iar elementele triunghiulare devin un triunghi dreptunghic isoscel,
numit element de referintd. Se poate considera ca fiecare element triunghiular din
planul {r,z } este generat de elementul de referinti din planul {&,7 }.
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(0,0

a

9.5.6 Functiile de forma

Coordonatele unui punct din interiorul elementului pot fi exprimate in
functie de coordonatele nodale prin relatiile

I”=N1}"1 +N27"2 +N3}’3,

(9.73)
Z:lel +N222 +N3Z3
In forma matriciala
Ul
r:LNj{re }:LN1 N, N;|{n =LNj{re } (9.74, a)
&
2]
z:LNj{ze }:LN1 N, N;|{ z, =LNj{ze}. (9.74, b)
z3
In relatiile (9.73) si (9.74) functiile de forma au expresiile
leé:a N2:77a N3:1_§_77' (975)

9.5.7 Campul de deplasari

In formularea izoparametrici, deplasdrile unui punct din interiorul
elementului se exprimd in functie de valorile deplasarilor nodale prin aceleasi
functii de interpolare ca cele care definesc geometria elementului. Daca u si w sunt
componentele deplasarii unui punct situat la (r,z) , atunci (fig. 9.14, b)
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u=N; Q0+ N,0;5+ N;0s,

(9.76)
w=N 0 + Ny Oy + N30s.
Matricial, relatiile (9.76) se scriu sub forma (9.52)
fu)=[n 1o ). ©.77)
unde vectorul deplasarilor nodale ale elementului (9.50) este
o f=la o 0 0 o 0.  Om
deci relatia (9.77) are forma
o)
0,
w 0 Nl 0 N2 0 N3 Q4
0Os
Os

Deformatiile specifice se exprima in functie de deplasarile nodale prin
relatia

(e)=[e][Nn]{ o |=[B]{0° }. (9.80)

unde matricea [ B ] contine derivatele functiilor de forma in raport cu coordonatele
fizice r §i z. Aceasta necesitd o transformare de coordonate.

9.5.8 Transformiri intre coordonatele naturale si coordonatele
fizice

Transformarea operatorilor diferentiali este definita de relatiile

o) [er (2] (2
o | | a¢ ae||ar|_ or
EAR A R e R ©80
on on On || 0z Oz

unde matricea Jacobiana
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0 0
o& S
(=19 e z)=1 % v ) v {e ) )
on an
7 778 (9.82)
—v]
0 e e
= a(f Hr } {Z }J’
a—l_NJ
n
1o -1 M3 n=r 21—z | _| N3 413
[7]= 01 1|2 2|7 non 2oz | |ry 2n | ©-83)
27 T4 23 I3
I3 z3
Analog, relatia inversd este
O |% |l 0
or | | Or Or |JO0& | .1) 0¢&
o017 as on 1o ("W Gt (9:84)
Oz 0z 0z n on
unde [ j]=[J ]_1 este inversa matricii Jacobiene
. 1 Z3 I3
= 9.85
[]] det[J] {—”23 i3 } 05
in care
det[J |=ri3203 =13 215. (9-86)

Valoarea absolutd a lui det [ J ] este egald cu dublul ariei elementului iar

drdz=det[J]d&édn. (9.87)

9.5.9 Matricea [ B]

Inlocuind in (9.64) si utilizand (9.76)

u=EQ +nQ0y+(1-£-n)0s,

9.88
w=E0, +n 0, +(1-E-7) 0, ©-59)

se obtine
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223(Q1—Q5)—213(Q3—Q5)
det[J ]

_’”23(Q2—Q6)+’”13(Q4—Q6)
det[J]

—”23(Q1—Q5)+”13(Q3—Qs)"‘Zzs(Qz—Qa)—213(Q4—Q6)

TENSIUNI TERMICE

.(9.89)

det[J]
Nigi+Nygy + Nags

7

In forma matriciala, relatia (9.89) se poate aduce la forma (9.80), unde
matricea care exprimd deformatiile specifice in functie de deplasarile nodale ale

elementului este

223 231 212
det [J] det [J] det [J]
i Bty I 1
det|J det|J det|J
[8]- 32 723 "3 731 1 Zn | ©-90)
det [J] det [J] det[J] det[J] det [J] det [J]
N, 0 N, 0 N; 0
L r r r |
9.5.10 Energia de deformatie a elementului
Inlocuind (9.80) in (9.70) se obtine
e 1 e T e
v =223 [ {o* | [V (01810 |raa-
Ae (9.91)

{ter YT[D | {er | rdd).

e

_J. {Qe }T[B]T[D]{gT}rdA+%

A

e

Ultimul termen din (9.91) este constant §i nu intervine in procesul de
minimizare a energiei potentiale totale.
Primul termen din membrul drept are forma
e 1 e T e 1 e T e e
UF=5{Q } ZnI[B]T[D][B] rdA{Q }=E{Q } [k ]{Q } (9.92)
Ae

unde
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[ke]=27rj[B]T[D][B] rdA (9.93)
Ae
este matricea de rigiditate a elementului.

Al doilea termen din membrul drept are forma

U =—{ Qe}T2ﬁI [B]"[D]{sr } rdAz—{ Qe}T{Ff } (9.94)
unde )

{F; }:ZﬁI[B]T[D]{gT}rdA (9.95)

e

este vectorul fortelor termoelastice coerente.

9.5.11 Matricea de rigiditate a elementului

In expresia (9.93)

[ke]:zﬂj[g]f[p][g] rdd

AC’
sub integrala apare r i In plus linia a patra a matricii [B] are termeni de forma
N;/r.
In centrul de greutate al triunghiului

1

N1:N2=N3:§ (996)
iar raza centrului de greutate este
7=%(1f1+r2+r3). 9.97)

Daca se noteaza [E e] matricea de legatura intre deformatii specifice si

deplasdrile nodale calculatd in centrul de greutate al triunghiului, atunci matricea
de rigiditate (9.93) devine

i 2er 5 T 01 [F] [ s
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sau
(k¢ |=2274¢[B¢]"[D][B¢]. (9.98)
in relatia (9.98)
A° =% | det[J]| (9.99)

iar coeficientul 277 A° reprezintd volumul elementului inelar din figura 9.13.

O metodad mai laborioasa consta in inlocuirea razei in (9.93) prin expresia
r= N11’1 +N21’2 +N31”3 .

9.5.12 Vectorul fortelor termoelastice

Inlocuind (9.97) si notatia [E e] in expresia (9.95) evaluatd in centrul de
greutate al triunghiului, rezulta

{Fel=2nrac[Be ] D] {5} (9.100)

unde { &f } se calculeaza pe baza variatiei temperaturii In centrul de greutate.

9.5.13 Asamblarea si calculul tensiunilor

Matricea globala de rigiditate si vectorul global al fortelor nodale se
asambleazd asa cum s-a prezentat in § 9.1.7, pe baza matricilor si vectorilor
elementelor, utilizdnd informatia privind conectarea elementelor.

Tensiunile se calculeaza apoi cu relatia

{a}:[D][Ee]{Qe }—[D]{E; } (9.101)

9.6 Pereti membrana la cazane de abur

Peretii membrana din constructia cazanelor de abur moderne sunt formati
din tevi paralele si platbenzi imbinate prin cordoane de sudura (fig. 9.15). La
peretii membrand suspendati (cazane atarnate) cu tevi in spirald, inclinarea tevilor

este de maximum 15°. La constructiile autoportante, tevile sunt rezemate jos intr-
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un tambur colector. In interiorul tevilor circula apa sau aburul, in timp ce suprafata
exterioara este incalzita asimetric, prin radiatie si convectie, de la gazele de ardere.

Fig. 9.15

Intr-un cazan tipic de peste 1000 tone abur/ori tevile lucreaza la presiuni

interioare pand la 200 at si temperaturi de supraincilzire a aburului de 540°C.
Tevile au diametrul exterior d,=50mm (32mm) si diametrul interior

d; =26 mm ( 23 mm ) , ar platbenzile au grosimea 4 =6 mm .

Fig. 9.16
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In continuare se redau cateva rezultate obtinute de Di Pasquantonio si
Macchi (1975) pentru un perete membrana format din tevi cu diametrul interior

d; = 20,5 mm, din material A213 ASTM, strabatute de apd la 395°C cu presiunea
25,5 MPa.

Analiza a fost efectuatd pentru o jumatate din sectiunea unei tevi si a
platbenzii, considerdnd o stare pland de deformatii specifice. Conditiile de
rezemare au fost alese astfel incat, in stare solicitatd, linia de sectionare a platbenzii
(axa de simetrie a membranei, perpendiculara pe planul ecranului) sd ramana
paralela cu pozitia initiala.

Distributia temperaturii obtinutd prin calcul este redata in fig. 9.16. Se
remarcd asimetria campului de temperaturi care face dificila orice abordare
analitica.

In figura 9.17 sunt reprezentate curbele de valori constante ale tensiunilor
termice echivalente (von Mises). Pentru comparatie, in figura 9.18 se prezinta
curbele de valori constante ale tensiunilor echivalente produse numai de presiunea
interioard. Se observd cd tensiunile termice sunt mai mari decat tensiunile
mecanice.

760 ;g
130 o8
130 70
i 20
, 130
100
100 20MPa
70
130 &
40
Fig. 9.17 Fig. 9.18

In figura 9.19 se redau curbele de valori constante ale tensiunilor
echivalente totale (termice + mecanice). Se observa ca aceste tensiuni sunt aproape
identice cu cele termice, deci contributia tensiunilor produse de presiunea
interioara la valoarea tensiunilor totale este mica.
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190
160

160

135,5 MP,
1076 40 MPa

107.6
1355 MPa

130

Fig. 9.19 Fig. 9.20

In figura 9.20 se prezinti tensiunile termice echivalente la o teava fira
aripioare. Distributia acestora este foarte apropiatd de cea din peretele membrana.

Fig. 9.21

In figura 9.21 se redau curbele de valori constante ale tensiunilor termice
longitudinale. Aceste tensiuni au valori absolute mai mari decét celelalte, dar sunt

de compresiune.
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In figura 9.22 se redau diagramele tensiunilor circumferentiale termice
intr-un perete membrand din tevi cu d, =60 mm, d; =50mm, si platbenzi cu

grosimea & =6 mm (IPB, 1981).

Fig. 9.22
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Tensiunile maxime o, =625MPa apar la interior, in lungul
generatoarei dinspre sursa de caldura.

In alt exemplu de simulare numerica (Effenberger, 2000), pentru un perete
membrana din tevi cu d, =38 mm s§i d; =28 mm, s-au calculat tensiunile termice

circumferentiale. In figura 9.23 se prezintd diagramele de variatie ale acestor
tensiuni in functie de pozitia unghiulara, la interiorul si exteriorul tevii.

08

o
o

o
S

=
n

=]

0® 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70°
Unghiul a

Fig. 9.23

In figura 9.24 se arata aceleasi diagrame raportate la sectiunea transversala
a unui modul de perete membrand. Diagrama din partea de jos corespunde de fapt
variatiei pe grosime a tensiunilor in sectiunea diametral opusa.




248 TENSIUNI TERMICE

Intr-un studiu relativ recent (Sarma, Pawel & Singh, 2005) tevile si
platbenzile au fost modelate cu elemente de invelis patrulatere cu 8 noduri, iar
sudurile intre platbenzi si tevi — cu elemente prismatice triunghiulare pétratice cu
15 noduri (fig. 9.25).

"c 'F’?F-z' *
'?ii‘l"'-u\:"tq,# %h"

STy,
I“H“L:'i 25:’-"::!‘/ 4

s

Fig. 9.25

Calculele se efectueazd conform recomandarilor Codului ASME pentru
cazane §i recipiente sub presiune, sectiunea 8, partea 1 si a subparagrafului NB
3200 referitor la proiectarea prin analiza (spre deosebire de proiectarea prin
formule).
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