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Prefata

Lucrarea este o traducere a cursului Finite Element Analysis predat
studentilor anului IIT al Facultatii de Inginerie in Limbi Straine, Filiera Engleza, la
Universitatea Politehnica Bucuresti, incepand cu anul 1992.

Continutul cursului s-a largit In timp, fiind predat din 1992 si studentilor de
la facultatea de Transporturi, favorizat de aparitia retelelor de calculatoare si de
includerea sa in planul de invatamant al facultatilor cu profil mecanic. Programa
cursului, care prevede 28 ore de curs si 28 ore de seminar/laborator, a fost
structuratd in conformiatate cu recomandarile NAFEMS publicate in numarul din
Octombrie 1988 al revistei BENCHmark. Cursul reprezinta doar o introducere in
analiza cu elemente finite, pentru care am scris programe simple, cu un singur tip
de element finit, care sa fie utilizate de studenti la rezolvarea unor teme de casa. Nu
se trateaza invelisuri si elemente tridimensionale. In anul III, planul de invatimant
de la F.I.L.S. contine cursul Computational Structural Mechanics, la care studentii
aprofundeaza modelarea cu elemente finite si utilizeaza un program de firma.

La structurarea cursului am avut in vedere necesitatea formarii unor
studenti capabili: a) sd inteleagd baza teoreticd, b) sd desluseascd structura
programelor cu elemente finite pentru eventuale corectii si dezvoltari, c) sa ruleze
programe si sa recunoasca limitele acestora, d) s poata verifica rezultatele si €) sa
inteleagd mesajele de eroare si sa gaseascd modalitati de corectare a erorilor.

Programa cursului a fost limitatd la structuri elastice liniare
bidimensionale. S-a considerat potrivit sd se prezinte analiza cu elemente finite n
doua etape: intai procesul de asamblare fara nici o aproximare (aplicat la grinzi cu
zabrele), apoi modelarea cu elemente finite, care presupune aproximarea caimpului
de deplasari, de la triunghiul cu deformatii specifice constante la elemente
patrulatere izoparametrice, incluzand integrarea numerica. S-a urmarit ca studentii
sd dobandeasca: a) familiaritate cu metodele matriciale si calculul matricilor de
rigiditate; b) intelegerea utilitatii coordonatelor locale si globale; c) abilitatea
folosirii principiului energiei potentiale minime si a principiului lucrului mecanic
virtual; d) trecerea de la coordonate naturale la coordonate fizice si necesitatea
integrarii numerice; ) o vedere de ansamblu asupra rezolvarii sistemelor algebrice
liniare (eliminarea Gauss, metoda frontala etc.) si f) utilizarea celor patru tipuri de
ecuatii — echilibru, compatibilitate, constitutive si conditii la limita.

In cursul original, predat unor studenti a caror limba materna nu este limba
engleza, au fost reproduse expresii si fraze din carti si articole scrise de vorbitori
nativi ai acestei limbi. Aceastd traducere este o Incercare de introducere a
terminologiei corecte a Analizei cu elemente finite in limba romana.

Mircea Rades
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1.
INTRODUCERE

Analiza cu elemente finite (A.E.F.) aplicatd structurilor este o metoda
multidisciplinard, bazatd pe cunostinte din trei domenii: 1) Mecanica structurilor,
incluzand teoria elasticitatii, rezistenta materialelor, teoria plasticitdtii, dinamica
structurilor etc, 2) Analiza numerica, incluzand metode aproximative, rezolvarea
sistemelor de ecuatii algebrice liniare, probleme de valori proprii, etc, si 3) Stiinfa
aplicata a calculatoarelor, care se ocupa cu dezvoltarea si implementarea unor
programe mari de calculator.

A.E.F. este utilizatd pentru rezolvarea unor probleme analitice de mari
dimensiuni. Obiectivul acesteia este modelarea si descrierea comportarii mecanice
a structurilor cu geometrie complexa. Metoda este un procedeu de discretizare:
forma geometrica §i cadmpurile deplasarilor, deformatiilor specifice si tensiunilor
sunt descrise prin cantitati discrete (de ex. coordonate) distribuite in toata structura.
Aceasta impune o notatie matriciald. Uneltele sunt calculatoarele numerice,
capabile sa memoreze liste lungi de numere si sa le prelucreze.

1.1 Obiectul A.E.F.

Obiectul A.E.F. este inlocuirea sistemului cu numar infinit de grade de
libertate intdlnit in aplicatiile referitoare la continuum printr-un sistem finit care
poseda aceeasi baza intr-o analiza discreta.

Scopul este gasirea unei solutii aproximative la o problema cu conditii la
limita bilocale sau cu parametri intiali prin impartirea domeniului sistemului in
mai multe subdomenii de dimensiuni finite, interconectate intre ele, avand
dimensiuni si forme diferite, si prin definirea variabilelor de stare necunoscute,
printr-o combinatie liniard de functii de aproximare. Subdomeniile se numesc
elemente finite, totalitatea elelementelor finite formeaza o refea (mesh) iar functiile
de aproximare se numesc functii de interpolare. Impunand compatibilitatea
functiilor definite individual pe fiecare subdomeniu in anumite puncte numite
noduri, functia necunoscuta este aproximata pe intregul domeniu.
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Principala diferentd intre A.E.F. si alte metode aproximative pentru
rezolvarea problemelor cu conditii la limitd (diferente finite, reziduuri ponderate,
Rayleigh-Ritz, Galerkin) constd in faptul cd in A.E.F. aproximarea se face pe
subdomenii relativ mici.

A.EF. este o versiune localizati a metodei Rayleigh-Ritz. in loc sa se
gaseasca o functie admisibild care sd satisfaca conditiile la limitd pe Intregul
domeniu, ceea ce adesea este dificil, daci nu imposibil, in A.E.F. functiile
admisibile (numite functii de formda) se definesc pe domeniul unor elemente cu
geometrie simpla si nu tin cont de complicatiile de la frontiere.

Deoarece intregul domeniu este divizat in mai multe elemente si functia
este aproximata prin (in functie de) valorile ei la nodurile elementelor, evaluarea
unei astfel de functii necesitd rezolvarea unor ecuatii algebrice simultane. Acest
lucru este posibil doar cu ajutorul calculatoarelor. Succesul incontestabil al metodei
elementelor finite trebuie atribuit In mare masurd aparitiei acesteia la momentul
potrivit. Dezvoltarea metodei elementelor finite s-a facut in paralel cu cea a
calculatoarelor numerice de mare capacitate, ceea ce a condus la automatizare.
Calculatoarele sunt capabile nu numai sa rezolve ecuatiile de echilibru discretizate,
ci si sa ajute la formularea ecuatiilor, prin decizii privind rafinarea retelei de
discretizare, si la asamblarea matricilor de rigiditate.

Dar cel mai important este cd metoda elementelor finite poate fi aplicata
unor sisteme cu geometrie complexa si distributii complicate ale parametrilor.
Larga utilizare a metodei clasice Rayleigh-Ritz a fost limitatd de imposibilitatea
generarii unor functii admisibile adecvate pentru un mare numar de probleme
practice. Intr-adevir, sistemele cu conditii la limitdi complexe sau cu geometrie
complicatd nu pot fi descrise adecvat prin functii admisibile globale, definite pe
intregul domeniu, care tind sa aibd expresii complicate, dificil de utilizat iIn mod
sistematic. In schimb, in A.E.F. se construieste o solutie aproximativa pe baza unor
functii admisibile locale, definite pe subdomenii mici ale structurii. Pentru a
descrie un contur neregulat sau o distributie neuniforma a unor parametri, A.E.F.
poate modifica nu numai dimensiunea elementelor finite ci §i forma acestora.
Aceastd versatilitate extremd, combinatd cu dezvoltarea unor programe de
calculator performante bazate pe aceastd metoda, unele distribuite gratuit ca sursa
deschisa (open source), au facut ca A.E.F. sd fie adoptatd ca metoda preferata
pentru analiza structurilor.

in A.E.F., ecuatiile de echilibru se obtin din principii variationale care
implica stationaritatea functionalei definite de energia potentiali totala. In timp ce
rezolvarea ecuatiilor diferentiale cu conditii la limita complicate este dificila,
integrarea, chiar aproximativa, a unor functii polinomiale este mai facild. Din punct
de vedere matematic, a rezolva [A4]{x}={b} este echivalent cu a minimiza

P(x)= % {x }T [ A ]{ xp—{x }T {b}. Aceasta este esenta A.E.F. aplicatd structurilor
[101].
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1.2 Metoda deplasarilor in analiza cu elemente finite

In modelarea cu elemente finite, o structurd este discretizata (ipotetic) in
elemente finite. Pe conturul si in interiorul acestora se definesc puncte numite
noduri. Deplasérile nodurilor se aleg ca variabile discrete primare. Deplasarile in
interiorul elementelor se exprima in functie de deplasarile nodale prin functii de
interpolare denumite functii de forma. Elementele finite sunt atdt de mici incat
forma campului de deplasari poate fi aproximata cu eroare relativ micd, urmand a
se determina doar intensitatea acestuia. “Formele” sunt polinoame, putand fi
utilizate si functii trigonometrice.

Elementele sunt asamblate astfel incat deplasarile sa fie continue (intr-un
anumit fel) la traversarea frontierei, tensiunile interne sa fie in echilibru cu sarcinile
aplicate si conditiile la limita si fie satisficute. In final, ecuatiile de echilibru sunt
generate printr-o metoda variationala.

Prima parte a procesului de modelare cu elemente finite consta in alegerea
unor elemente corecte si adecvate, intelegerea “pedigree-ului” acestora si
interpretarea rezultatelor incorecte generate de utilizarea unor elemente nepotrivite.
Partea a doua a procesului constd in asamblarea elementelor si rezolvarea ecuatiilor
de echilibru a structurii. Aceasta implica recunoasterea mesajelor de eroare, cand
acest proces este intrerupt, sau cand devine ineficient datoritdi modelarii
necorespunzatoare a structurii.

In A.E.F. se parcurg urmitoarele sase etape principale: 1) discretizarea
continuumului; 2) alegerea functiilor de interpolare; 3) definirea proprietatilor
elementelor; 4) asamblarea proprietatilor elementelor; 5) rezolvarea sistemului de
ecuatii si 6) retrocalculul pentru determinarea unor marimi suplimentare.

Principalele surse de aproximare sunt: 1) definirea domeniului (fizica sau
geometricd); 2) discretizarea domeniului (taierea colturilor, inlocuirea liniilor curbe
cu linii drepte si a elementelor curbe cu elemente plane), si 3) algoritmii de
rezolvare a ecuatiilor. Modelarea imbindrilor si a contactului intre partile
componente ale unei structuri, §i modelarea amortizarii in probleme dinamice, sunt
cele mai dificile. Rafinarea retelelor (si generarea automata a acestora) nu conduce
neaparat la o crestere a preciziei calculelor. O retea mai find conduce la matrici de
rigiditate mai mari, la un numar mai mare de ecuatii de rezolvat, deci necesita o
memorie mai mare a calculatorului si un timp mai lung de rezolvare.

Printre motivele pentru care A.E.F. a capatat o acceptare atat de largd se
numard: 1) alegerea facila a functiilor de forma, 2) usurinta generarii matricilor de
rigiditate (si a vectorilor fortelor nodale), prin simpla asamblare a unor matrici
specifice fiecarui element si 3) versatilitatea. Dezvoltata initial ca o metoda pentru
analiza tensiunilor in structuri aeronautice, A.E.F. a evoluat intr-o metoda care
poate fi aplicatd unui numar mare de probleme ingineresti liniare si neliniare,
statice, de stabilitate si dinamice.



4 ANALIZA CU ELEMENTE FINITE
1.3 Istoric

Ideea reprezentarii unui domeniu dat prin elemente discrete a aparut
inaintea metodei elementelor finite. In antichitate, matematicienii au estimat
valoarea numarului 7 aproximénd circumferinta unui cerc prin perimetrul unui
poligon regulat inscris in cerc. Recent, ideea a géasit aplicatii In analiza structurii
avioanelor, unde aripile si fuselajele sunt tratate ca ansambluri de longeroane, lise,
panouri, nervuri i elemente de rigidizare.

Aproximarea unei functii necunoscute printr-o functie continud definita
diferit pe subdomenii a fost utilizata inca din 1943 de Courant in studiul problemei
torsiunii (Saint-Venant), impartind sectiunea unei bare in elemente triunghiulare
mici si folosind principiul minimului energiei potentiale totale. Motivul pentru care
articolul lui Courant nu a atras atentia poate fi atribuit aparitiei acestuia Intr-un
moment nepotrivit. La inceputul anilor 1940 nu existau calculatoare capabile sa
rezolve sisteme mari de ecuatii, astfel cd metoda a aparut a fi nepractica.

Baza teoreticd a A.E.F. o reprezintd metodele energetice din Mecanica
structurilor si metodele aproximative de calcul. Primele teoreme energetice au fost
formulate de Maxwell (1864) si Castigliano (1875). Metodele aproximative au fost
dezvoltate de Rayleigh (1877), Ritz (1908) si Galerkin (1915). Prima carte despre
metoda deformatiilor a fost publicata de Ostenfeld (1926).

Dupa cel de-al doilea rizboi mondial, Metoda fortelor (metoda
matriciald a deplasarilor (metoda rigiditatii) a fost utilizatd de Levy (1953) in
analiza aripii sdgeatd a avioanelor. Turner a formulat si perfectionat Metoda directa
a rigiditatii la Boeing (1959). Dezvoltarea Metodei fortelor a incetat in 1969.

Dezvoltarea aripilor delta ale avioanelor a revigorat interesul pentru
metoda rigiditdtilor. Modelarea acestora necesitdi elemente de panou
bidimensionale cu geometrie arbitrard. Dupa o prima incercare facutd de Levy
(1953) cu elemente triunghiulare, intr-o serie de articole publicate de Argyris in
patru numere ale revistei Aircraft Engineering (1954, 1955), colectate apoi intr-o
carte de Argyris si Kelsey (1960), se prezinta dezvoltarea matricii de rigiditate a
unui panou dreptunghiular plan utilizind functii de interpolare biliniare ale
deplasérilor. S-a constatat insd cad elementele dreptunghiulare nu sunt adecvate
pentru modelarea aripilor delta.

Prezentarea formald a metodei elementelor finite este atribuitad lui Turner,
Clough, Martin si Topp (1956), care in perioada 1952-1953 au reusit sa calculeze
direct rigiditatea unui panou triunghiular la Boeing. Termenul “element finit” a fost
utilizat pentru prima data de Clough (1960).

Prima carte dedicata A.E.F. a fost scrisd de Zienkiewicz si Cheung (1967),
urmata de cartile lui Przemieniecki (1968) si Gallagher (1973). Articole importante
au fost publicate de Fraeijs de Veubeke (1964), Argyris (1965), Irons si
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colaboratorii (1964, 1966, 1970). Cercetari in domeniu s-au facut cu deosebire la
Civil Engineering Department, Berkeley, conduse de Clough, la Washington
University, conduse de Martin, si la Swansea University, sub conducerea lui
Zienkiewicz. Incepand din 1963, programele de calculator bazate pe metoda
elementelor finite au fost raspandite gratuit in afara comunitatii aerospatiale.

Contributii majore au adus B. M. Irons, care a inventat elementele
izoparametrice, functiile de forma, algoritmii de rezolvare frontald a ecuatiilor
liniare si testul “peticului” (1964-1980), R. J. Melosh, care a sistematizat calculul
pe baze variationale al matricilor de rigiditate si a recunoscut ca A.E.F. este o
metodd Rayleigh-Ritz aplicatd pe elemente de mici dimensiuni (1963), J. S.
Archer, care a introdus conceptul de matrice de masa coerentd (1963), si E. L.
Wilson, care a studiat metode de asamblare a matricilor rare si de rezolvare a
sistemelor liniare aferente (1963), a dezvoltat algoritmul de condensare statica
(1974) precum si trei programe de calculator SAP (prima sursd gratuitd de
software in A.E.F.). Mai tarziu i s-a alaturat K.-J. Bathe impreunda cu care a
dezvoltat programele SAP4 (1973), SAP5 si NONSAP.

Incepand din 1965 sistemul de analizi cu elemente finite NASTRAN a fost
dezvoltat de COSMIC, MacNeal Schwendler, Martin Baltimore si Bell Aero
Systems sub contract cu NASA, completat in 1968 si revizuit prima data in 1972.
Alte programe cu elemente finite sunt ANSYS, dezvoltat de Swanson Analysis
Systems (1970), STRUDL - de Civil Engineering Department la Massachusetts
Institute of Technology si McDonnell Douglas Automation Company (1967),
STARDYNE — de Mechanics Research Inc, ADINA — dezvoltat de K.-J. Bathe la
M.LT. (1975), SESAM — de catre Det Norske Veritas, NIS4 — de Engineering
Mechanics Research Corporation, MARC — de Marc Analysis Research
Corporation, ABAQUS — de Hibbitt, Karlsson & Sorensen, Inc. (1978), COSMOS-
M — de Structural Research & Analysis Corp. (1985), SAMCEF — de SAMTECH
(1965), IDEAS-MS, PATRAN, ALGOR etc.

Programele de uz general permit analize dinamice, incluzand calculul
frecventelor proprii, analiza raspunsului liniar si neliniar, raspunsul la soc, calculul
stabilitatii statice si dinamice, precum si calculul la solicitari termice. Dupa 1967
A.E.F. a fost aplicatd cu succes la rezolvarea problemelor de mecanica fluidelor,
campuri electromagnetice si transfer de caldura.

1.4 Etapele A.E.F.

A.E.F. implica trei etape distincte: 1) preprocesarea, 2) procesarea si 3)
postprocesarea datelor.

Preprocesarea include introducerea si pregatirea datelor, coordonatele
nodale, conectivitatea elementelor, conditiile la limita, proprietatile materialelor si
incarcdrile. Introducerea datelor se poate face fie interactiv, printr-o interfata user-
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friendly, sau prin citire dintr-un fisier de date. Unele date de intrare pot fi importate
din alte programe C.A.D. sau de A.E.F.

Generarea automatd a retelei de discretizare poate fi utilizatd pentru
definirea coordonatelor nodale, numerotarea optimd a nodurilor si definirea
conectivitatii elementelor. Afisarea desenului retelei este un mod util si simplu de
verificare a datelor de intrare. In acest fel se pot pune in evidenti nodurile
amplasate incorect sau blocarea gresita a nodurilor de pe contur.

Fig. 1.1

Doud retele de discretizare tridimensionale, obtinute cu programul
SIMPAT dezvoltat de 1.T.L.Italia, reprezentate cu afisarea doar a liniilor vizibile,
sunt date in figura 1.1, pentru o biela si in figura 1.2, pentru un piston de motor de
automobil.

Fig. 1.2
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Modelul cu elemente finite al cadrului cabinei unui autoturism, obtinut cu

programul MSC/NASTRAN, este aratat 1n figura 1.3.
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Fig. 1.3

In etapa de procesare, programul cu elemente finite prelucreaza datele de
intrare si calculeazd mai intdi variabilele nodale, cum sunt deplasarile si
temperaturile (rezolvarea ecuatiilor), apoi marimi ca tensiunile si derivatele

variabilelor primare (retrocalculul).
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Fig. 1.4

In analizele dinamice, procesarea include rezolvarea unei probleme de

valori proprii sau determinarea raspunsului tranzitoriu prin metode incrementale.
Costul analizei dinamice, masurat in functie de resursele calculatorului, creste cu
puterea a treia a dimensiunii problemei. In analizele statice, costul rezolvarii
sistemului de ecuatii algebrice liniare creste doar liniar cu dimensiunile problemei.
In principiu, in analize dinamice pare a fi convenabila utilizarea aceluiasi model cu
elemente finite ca cel construit pentru analiza staticd. Totusi adesea modelul static
contine mai multe detalii decat sunt necesare in analiza dinamica, astfel cd se face
apel la condensare sau substructurare dinamica pentru a reduce ordinul problemei

dinamice inaintea etapei de procesare.
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Postprocesarea se ocupd cu prezentarea rezultatelor. Programele de calcul
mai vechi utilizau listarea tabelard. Majoritatea programelor actuale reprezinta
grafic configuratia deformatd, formele modurilor proprii de vibratie si distributia
tensiunilor. Figura 1.4 arata reteaua initiald si forma deformata a unui turn de racire
sub actiunea vantului, obtinute utilizand programul ALGOR SUPERSAP.

Fig. 1.5

Variabilele nodale scalare, cum sunt temperaturile si presiunile, se prezinta
sub forma de linii contur de parametru constant, ca izotermele si izobarele.

Programe cu elemente finite mai recente oferd reprezentari animate ale
configuratiei deformate, ca cea din figura 1.5 pentru un arbore cotit.

Fig. 1.6

Figura 1.6, a prezinta reteaua initiald bidimensionald pentru analiza unui
dinte de roatd dintatd, constdnd din 1174 elemente triunghiulare cu 6 noduri.
Figura 1.6, b aratd reteaua optimizatd obtinutd cu postprocesorul ESTEREF,
constand din numai 814 elemente si care a condus la o eroare de discretizare
globala de patru ori mai mica.



2.
METODA DEPLASARILOR

La rezolvarea problemelor static nedeterminate trebuie utilizate patru tipuri
de relatii: ecuatii de echilibru, relatii Intre deformatii specifice si deplasari, relatii
intre tensiuni si deformatii specifice, si conditii la limita. Pentru a ilustra metoda
analitica uzuala, se va utiliza un sistem de trei bare articulate. Variabilele care
intervin in calcule sunt reactiunile si fortele interioare din bare, deplasarile
capetelor barelor si alungirile acestora. Daca se elimina fortele si alungirile, si
primele variabile calculate sunt deplasarile articulatiilor, atunci procedeul este
denumit metoda deplasarilor. El este aplicabil dacd structura este static
determinatd sau nu. Dupa determinarea deplasarilor, acestea sunt inlocuite in
ecuatiile de compatibilitate pentru a obtine alungirile, deci deformatiile specifice,
apoi se calculeaza tensiunile din relatiile intre tensiuni si deformatii specifice.

2.1 Ecuatiile de echilibru

La sistemul din figura 2.1 [74] se presupune ca toate barele sunt solicitate
la intindere si se scriu ecuatiile de echilibru pentru fiecare articulatie. Se noteaza
1, T,, T; fortele in bare si F,, F,, F,, F5 —reactiunile in reazeme.
f 9F

e

X
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Pentru Nodul 1 (fig. 2.2, a), ecuatiile de echilibru pe orizontald si pe
verticald sunt

T, +TyN2/2+F =0,

Ty\2/2+ F, =0. @D
La Nodul 2 (fig. 2.2, b), ecuatiile de echilibru se scriu

6F —T, —T372/2 =0, 02

T2 /2+F, =0. '
In Nodul 3 (fig. 2.2, c)

T2/2+ F —Tyr2/2 =0, 03

9F —Tyx2/2-Ty2/2=0.

Cele sase ecuatii (2.1) — (2.3) contin sapte necunoscute. Sistemul este static
nedeterminat. Rezolvarea nu este posibila folosind doar ecuatiile de echilibru,
trebuie utilizate si conditiile de deformatie.

T,
2 3
F, @ 45°
e i
I
K
a b c

Fig. 2.2

2.2 Conditiile de compatibilitate geometrica

Ecuatiile de compatibilitate exprima alungirile barelor A¢ in functie de
deplasérile capetelor.

Se considera o bari articulata la capete /-2, fig. 2.3, inclinata cu unghiul 6
fata de axa X a sistemului de coordonate globale.

Deplasdrile in sistemul de coordonate locale x(Oy pot fi exprimate in
functie de deplasdrile in sistemul de coordonate globale sub forma

u,=U,;cos@+V,sind,
. 2.4)
uy,=U,cos0+V,sind.

Alungirea barei este
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A =uy—u; =(U, Uy cos@+(V,-V;)sin@. (2.5)

@ deformatd @

Fig. 2.3
Scriind relatia (2.5) pentru fiecare bara a sistemului considerat, se obtine
Al =U,-Up, (2.6)
V2 V2
A€13=(U3—U1)7+(V3—Vl)7, 2.7
V2 V2
Alyy =(Us =U,) [—7 +(V3—V2)7- (2.8)

Cele trei ecuatii (2.6) — (2.8) contin noud necunoscute, sase deplasari si trei
alungiri. Deci avem 9 ecuatii cu 16 necunoscute.

2.3 Relatiile forta/alungire

Barele articulate la capete sunt fie intinse, fie comprimate. Utilizand legea
lui Hooke pentru solicitari uniaxiale, relatiile fortd/alungire se scriu

V2 V2

,—1¢ L—

Mu:—Tl ! 513=—2 A€23=—2

EA’ 2E4 J2EA4

sau
T ¢ T ¢ T, ¢

Al == Al =2 Al = 2.9
125 % by Y (2.9)

S-au adaugat astfel incd trei ecuatii, deci existd acum 12 ecuatii cu 16
necunoscute. Mai trebuie stabilite 4 ecuatii.
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2.4 Conditiile la limita

Cele 4 ecuatii necesare sunt conditiile la limita
U =V=V,=U;=0, (2.10)

care completeaza sistemul de 16 ecuatii algebrice liniare.

2.5 Rezolvarea in functie de deplasari

Relatiile (2.9) pot fi utilizate pentru transformarea ecuatiilor de
compatibilitate (2.6) — (2.8) 1n relatii fortd/deplasare

EA EA
T 274%12 ZT(UZ_Ul)r

2EA EA
L=— =40 27\5(% ~U+V5-1),
I3 :MTAMB :ET;q\/E(_% +Uy +V3=V3).

Inlocuind expresiile fortelor T, — T; in ecuatiile de echilibru (2.1) — (2.3),
rezultd urmatoarele 6 ecutii

F/
QU+ —U, —Uy —Vy =——,
1 1 2 3 3 EA
Fyl
U+ —Us -V =—2—,
1 1 3 3 EA

6F (
—U, +2U, —Vy —Us +Vy =——,
1 2 2 3 3 EA

F.
U, -V, =U, +V, +2U, =EL£

AJ
9FY
—Uy =V +Uy —Vy 42V =——.

1 1 2 2 3 EA

Tinand cont de conditiile la limita (2.10), acest sistem de sase ecuatii se
poate scrie in forma matriciala
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2 1 -1 0 -1 -1][0 K
1 1.0 0 -1 -1(]60 F,
EA|-1 0 2 -1 -1 1| |U 6F
= 2= . (2.11)
¢10 0 -1 1 1 =-1](0 Fy
-1 -1-11 2 0 0 F
-1 -1 1 -1 0 2||V]| |9F]
A treia si a sasea ecuatie pot fi decuplate
EA |2 1| |U,| |6F
¢ |1 2| || |9F
rezultand deplasérile necunoscute
Fr Fr
=—, V;=4——0. 2.12
2= 3=427 (2.12)

Inlocuind U, si V; in cele patru ecuatii neutilizate, se obtin reactiunile
F,=—5F, F,=—4F, F,=—-5F, F;=—F . (2.13)

Inlocuind reactiunile in ecuatiile de echilibru (2.1) — (2.3) rezulta fortele
interioare in bare, care sunt egale si de sens contrar cu fortele care actioneaza
asupra articulatiilor. Impartind fortele interioare la aria corespunzitoare a sectiunii
barei, se obtin tensiunile in bare.

2.5 Comparatie Intre metoda fortelor si metoda deplasarilor

Problema Iui Navier. Fie sistemul de 7 bare articulate din figura 2.4. In
articulatia § actioneazd o fortd de componente F, si F, . Se cere sd se determine

fortele din bare si deplasarea articulatiei &.

Metoda fortelor

Notand 7; (i =1,.., 7) fortele aplicate de bare asupra articulatiilor de la
capete, ecuatiile de echilibru ale articulatiei 8 se pot scrie

7
F, —Z T; cosd, =0,
"jl (2.14)
F, =Y T;sing, =0.
i=1
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Acesta este un sistem de doud ecuatii cu sapte necunoscute, deci este static
nedeterminat. Se aleg X, =73, X,=T,, X3=T1;, X,;=I;, si Xs=T,
necunoscutele static nedeterminate.

Energia de deformatie este

1 2 2 ° 2
U=— | TVl +T5/0, + E X/, , 2.15
ZE[[ 1 %1 242 P ivi ( )

unde 7; si 7, sunt functii de X,....., X5, conform (2.14).

Deoarece deplasarile in reazeme sunt nule, cele cinci conditii de
deformatie se pot scrie utilizdnd teorema lui Menabrea,

oU
—=0, i=1..,5 2.16
ox ( ) (2.16)
sau
oT, oT.
0T =L 40T —=24/0.X.=0. i=1,...,5 2.17
1 18X 2 28X- i (l ) ( )

i i

Acesta este un sistem de cinci ecuatii liniare prin rezolvarea caruia se
calculeaza cele cinci forte hiperstatice X ,...., X5.

Componentele deplasarii articulatiei 8 se obtin din a doua teorema a lui
Castigliano

U o

OF, T oF, @19

ug
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In metoda fortelor, cu cat numarul barelor este mai mare, cu atdt mai mare
este numarul fortelor static nedeterminate, deci numarul ecuatiilor (2.16).

Metoda deplasarilor
Ecuatiile de compatibilitate intre alungiri si deplasari (2.5) se scriu

Al =ugcosf, +vgsinb,. (i=1..7)  (2.19)

Lungimile barelor sunt

0 =—2. (i=1..7)  (2.20)
sind,

Inlocuind (2.19) in relatiile intre forte si alungiri

—ry !

1

=1..7) (221
se obtin relatiile intre forte si deplasari

Ezﬂ(ugcosei+vg sinHl-)sinHi. (i=1,..,7) (2.22)
a

Inlocuind (2.22) in ecuatiile de echilibru (2.14) ale articulatiei 8 rezulta

7 7
éFx —ug Z coszé’i sind; —vg z sinzé’i cosd; =0,

- - (2.23)
éFy —ug Z cosd; sin26?,- —0Ug z sin3€i =0,

i=1 i=1

din care se calculeaza ug si vg.
Independent de numarul barelor concurente, se obtin doar cele doud ecuatii

din care se calculeazd componentele deplasarii articulatiei comune. In forma
matriciald acestea se pot scrie

F, :{Kn K12i| ug (2.24)
r, Ky Ky || Vs '

unde coeficientii de rigiditate sunt
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7
Ky, =E7A Z cos’6, sin6), = 1,409%,
i=1
FA ¥
Kip=Ky=—"> Z cos6}; sin%6, =0, (2.25)
i=1
7
i=1

Rezolvand (2.24) rezulta

F a
g =0,7007 x4 5 —0219 20 (2.26)
EA EA

Procedeul folosit in metoda deplasarilor este acelasi indiferent daca
structura este static determinata sau nu.



3.
METODA RIGIDITA'!'ILOR

Metoda elementelor finite (M.E.F.) s-a dezvoltat ca o extensie a metodei
rigiditatilor sau a metodei deplasdarilor. In metoda rigiditatilor aplicata structurilor
din bare, se considerd cd elementele structurii sunt interconectate prin elemente de
asamblare discrete. Relatiile intre fortele si deplasarile capetelor elementelor se
exprima printr-o matrice de rigiditate a elementului.

Se poate imagina ca structura este realizatd adaugand elementele unul cate
unul, fiecare element fiind plasat intr-o pozitie predeterminatd. Pe masurd ce
elementele sunt adaugate structurii, se mareste capacitatea acesteia de a prelua
sarcinile exterioare, deci se adaugd ceva matricii de rigiditate a structurii, care
exprimad legatura Intre fortele la capetele elementelor si deplasarile acestora. Daca
elementele structurii sunt bare articulate la capete, acestea sunt componente
distincte care nu necesitd nicio aproximare. Ele sunt elemente finite naturale. in
acest caz, intereseazd in primul rind asamblarea matricilor de rigiditate ale
elementelor i rezolvarea ecuatiilor de echilibru in functie de deplasari.

Pornind de la grinzi din bare articulate la capete, se poate explica usor
procesul de asamblare si prezenta o introducere in metoda rigiditatilor in formulare
matriciald. In continuare se prezintd etapele principale ale Metodei directe a
rigiditdtilor, utilizand o grinda cu zabrele plana.

3.1 Matricea de rigiditate a unui element de bara

In M.E.F., denumirile de “articulatie” si “bard” sunt inlocuite prin nod si
respectiv element. Se considera un element cu doua noduri, articulat la capete, in
sistemul de coordonate locale (fig. 3.1), definit prin lungimea /,, aria sectiunii

transversale A

., si modulul de elasticitate longitudinal E,. Nodurile sunt

numerotate convenabil / si 2. Asupra elementului actioneaza fortele nodale f,

f> . Deplasarile nodale sunt q,, ¢, .
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In general, se considerd ci elementele de bard au modul de rigiditate

constant (EAe = const.), sunt articulate la capete, liniar elastice , Incdrcate axial (nu
sunt indoite) si solicitate prin forte aplicate doar la capete.

s @ EA, @ f

—>Q D—>—>
x
—> —>
9 Le 9,
Fig. 3.1

Deplasarile nodale q,, q, si fortele nodale f,, f, sunt pozitive in
sensul pozitiv al axei x . Ecuatia de echilibru a elementului de bara se scrie
Si+f2=0. (3.1)

In continuare, se utilizeaza relatiile forta/alungire, care includ relatiile de
compatibilitate si relatiile intre tensiuni §i deformatii specifice. Daca se fixeaza

capatul / si capatul 2 se poate deplasa liber, atunci pentru ¢, =0, ¢, = % s
e e
E A
fi=-f=—"Fq,. (3.2)
Ee
Similar, daca se fixeaza capdtul 2 si capatul / se poate deplasa liber,
il )
= O, = —e 1
D) q1 E. A $
E A
fi=—/fr= ; “q, . (3.3)

e

Combinand ecuatiile (3.2) si (3.3), se obtine

{ﬂ} =E6A{1 ‘1} {‘“} (3.4)
f2 e ge -1 1 12 e

forte matricea deplasari
nodale de rigiditate nodale

ref=lre et (3.5)

unde matricea de rigiditate a elementului in coordonate locale este

J EA[1 -1
[k ]:T{—l 1] (3.6)
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3.2 Transformarea din coordonate locale in globale

Intr-o grindd cu zibrele, barele au diferite orientari in spatiu. Definirea
rigiditatii acestora trebuie facutd fatd de un sistem global de coordonate, atasat
intregii structuri. Fortele si deplasarile capetelor barelor au cate doud componente
la fiecare nod, astfel ca fortele nodale si deplasarile nodale pot fi grupate in vectori
coloanad cu 4 elemente, legati printr-o matrice de rigiditate patrata de ordinul 4.

3.2.1 Transformarea coordonatelor
In figura 3.2 este reprezentat un element de bara articulati la capete (russ)

in pozitia initiald si In pozitia deformata. Deplasdrile nodale sunt notate cu litere
mici In sistemul de coordonate locale xOy si cu litere mari - in sistemul de

coordonate globale XOY.

Y

/ He

@ Oy X

Fig. 3.2

Bara este inclinatd cu unghiul 6, fatd de axa X a sistemului de coordonate
globale. De fapt, 6, este unghiul intre directia pozitiva a axei X si directia pozitiva
a barei (definita de la / la 2).

Deplasdrile in sistemul de coordonate locale xOy pot fi exprimate in

functie de deplasarile in sistemul de coordonate globale ca 1n (2.4)
q :Qxl COSBe-i-le Sil:lee, (37)
q,=0,,co0s0, + 0,, sind,.

Relatiile (3.7) se pot scrie matricial sub forma
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Qxl
6, siné 0 0
a1 _ | cosf, sing, . Oy (3.%)
q, 0 0 cos#, sind, O
deplasari matrice de £{L€
locale transformare deplasari
globale
sau
Lo f=[re]{ o} (.9
unde
. cosd, sind, 0 0
[7¢]-= | (3.10)
0 0 cosf, sind,

este o matrice de transformare a coordonatelor.

Utilizand datele referitoare la coordonatele nodale, notand (X 1,Yl) si

(X 2, Y5 ) coordonatele nodurilor / si 2, se calculeaza

X,-X Y,-Y
cosd, =%, sing, = 2 1
e e

=y X, P, 1)

Marimile definite mai sus intervin in elementele matricii (3.10).

3.2.2 Transformarea fortelor

Fie bara articulata la capete (fig. 3.3) solicitata de fortele f; si /> aplicate la
capetele / si 2.

Componentele fortelor in sistemul de coordonate global sunt
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Fy = fcosd,, F, = f,cosb,,

. . (3.11)
F, = fysind,, F, = f,sing,.
In forma matriciala
Fy cosd, O
F, _ sind, 0 N ’ (3.12)
Fy, 0 cosb,| |f2),
F,, . 0 sind,
_
componente matrice de forte
ale fortelor transformare locale
globale
sau
T
)=l 4} a1y

Ecuatia (3.13) poate fi obtinutd direct din expresiile lucrului mecanic.
Acesta este 0 marime scalara, avand aceeasi valoare indiferent de sistemul in care

este calculat
{fe}T{qe}={Fe}T{Qe}. (3.14)

Inlocuind deplasirile locale din expresia (3.9), ecuatia (3.14) devine

Ueflet=lref e e =t o).
e lrel=trey

care prin transpozitie devine (3.13).

deci

3.2.3 Matricea de rigiditate a unui element in coordonate globale

Inlocuind expresia (3.5) in (3.13), apoi expresia (3.9) in produsul matricial,
si comparand cu (3.13)

tref=lre ] rej=lre ] e Jae =[] e e ] o]

rezulta

{Pef=]x]{ 0] (3.15)

unde

(ke )=[re] [ke] [<]. (3.16)
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Efectuand inmultirile matriciale si utilizdnd (3.10) se obtine matricea de
rigiditate a elementului in coordonate globale

C2 CcS —C2 —CS

2

, (3.17)
e - —es  c? cs

[Ke]:EeAe cs st —es —s
L
—-cs - cs s
unde ¢ =cosé, si s =sind,.
Matricea de rigiditate a elementului este un factor de proportionalitate intre
vectorul fortelor aplicate de noduri asupra elementului si vectorul deplasarilor
nodale in coordonate globale

Fy ? es —c® —cs| [Ou
F 2 )
sl E A, s gs T Oy, ‘ (.17, a)
Fyy l, c cs Oy2
Fy sim 52 0,2

e

3.2.4 Proprietati ale matricii de rigiditate a unui element

Matricea de rigiditate a elementului este simetrica, cu elemente diagonale
pozitive, singulara (de rang 1 si ordin 4) iar suma elementelor de pe fiecare coloana
(linie) este zero.

3.2.4.1 Matrice simetrica

Matricile de rigiditate sunt simetrice
kel

Expriménd deplasarile in functie de forte se obtine

torf=lxe] {rej=l o] {re).
de unde rezulta ca inversa matricii de rigiditate este matricea de flexibilitate
-1
k] < [5]. 618)
Conform teoremei reciprocitatii formulate de Maxwell, matricea de

flexibilitate [56] trebuie sa fie simetricd fatd de diagonala principala. La fel
trebuie sa fie inversa acesteia, matricea de rigiditate.
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La acelasi rezultat se ajunge din considerente energetice. La structuri
liniare, deplasarile sunt proportionale cu sarcinile aplicate. Cand fortele cresc de la
zero la valorile finale, lucrul mecanic total al acestor forte este

Wezé o { Fel. (3.19)

In lipsa efectelor dinamice, acest lucru mecanic este absorbit de structura
sub forma de energie de deformatie. Inlocuind (3.15) 1n (3.19) se obtine energia de
deformatie care este 0 marime scalara

U, =% Lol [k<]{ o). (3.20)
Aceasta este egala cu transpusa produsului matricial
Ue=% Lo} [k<]m{ o) (3.20, a)

kel

ceea ce defineste simetria.

3.2.4.2 Matrice singulara

Matricea de rigiditate a elementului este de ordinul 4 si rang 1. Deficienta
de rang este 3 ceea ce corespunde cu cele trei forme independente de miscare de
corp rigid in plan pentru bara liberd: doua translatii si o rotatie.

O bari libera (nerezemata) poate fi deplasata in spatiu ca un corp rigid, fara
sa fie deformatd, deci cu energie de deformatie nuld. Rezulta ca existd un numar de
o . . . e e e T e e
deplasdri de corp rigid { 0 } pentru care 2U° = { (0] } [K ] { (0] }: 0
deci [K e]{Qe }= {0}. In acest caz determinantul matricii [K e] este zero. Se

spune ca matricea |K€ | este singulard. Modurile de corp rigid sunt definite de
vectorii proprii corespunzatori valorilor proprii nule.

Anularea determinantului presupune existenta unor relatii liniare intre
coloanele (liniile) sale. Rangul unei matrici este egal cu ordinul celei mai mari
submatrici principale cu determinant diferit de zero. Se poate verifica in acest caz

ca determinantii de ordinul 3 si ordinul 2 sunt zero, deci matricea de rigiditate are
rangul 1.

3.2.4.3 Elemente diagonale pozitive

Fiecare element de pe diagonala matricii [K e] este pozitiv. In caz contrar,
forta si deplasarea corespunzitoare ar fi orientate in sensuri contrare, ceea ce este
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fizic imposibil. Mai mult, matricea [K ¢ ] este pozitiv semidefinita. Cu alte cuvinte,
forma patratica ce reprezinta energia de deformatie (3.20) este pozitiva sau zero.

3.2.4.4 Suma elementelor de pe fiecare coloana (linie) este zero

Fie un element de bara cu capatul 2 fix (sz =0 = O) si capatul / avand

o deplasare egala cu 1 in lungul axei globale X (Qxl =1 Oy, = O) ca in figura 3.4.

@ k31

Our! ks

Fig. 3.4

Ecuatia (3.17, a) se poate scrie

Fxl kl] e Qxl =1
F ky . . . =0
Mt Jon (3.21)
FxZ k31 ce . Qx2 =0
Fyaf Lk - o ] [©2=0
de unde se obtine
Fo=hky, Fji=ky, Fuo=ksyy, Fyp =ky. (3.22)

Rezulta ca prima coloand a matricii de rigiditate reprezintd fortele care
trebuie aplicate elementului pentru a-1 mentine in echilibru cand Q,; =1 si toate

celelalte deplasari sunt nule.
Deplasarea Q,; =1 produce o scurtare axiala Qcosé, =cosé,, care

. . E 4, . .
corespunde unei forte de compresiune Tcosﬁe , ale carei componente trebuie

e
echilibrate de fortele exterioare ky;, k,;, k3, si k4 . Ecuatiile de echilibru al
fortelor orizontale si al celor verticale sunt

kyy+ k3 =0, ky + kg =0,
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deci suma elementelor de pe prima coloand este zero. Acelasi lucru se poate
demonstra si pentru celelalte coloane.

In matricea de rigiditate a elementului de bara, fiecare coloani reprezinti
un sistem de forte nodale in echilibru, produse de o deplasare egald cu unitatea pe
unul din gradele de libertate.

3.3 Modelul lui Link

Pentru a ilustra asamblarea matricii de rigiditate globale din matricile de
rigiditate ale elementelor, se considera grinda cu zébrele analizatda de Link [74] din
figura 3.5, studiata deja in Capitolul 2, fig. 2.1.

L

191«*

)
— ITI oF
K 0,4 :
t 5 b,
Fig. 3.5

Grinda are 3 elemente si 3 noduri; este simplu rezemata in 2 si 3, articulata
in /, si incarcatd cu fortele 6/ si 9F. Deplasarile globale si fortele nodale sunt
evidentiate in fig. 3.6. In nodul i deplasarile si fortele au indicii (21' —1) si 2i.
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Datele despre elemente si informatii utile In calcul sunt prezentate in
Tabelul 3.1. Primele trei coloane definesc conectivitatea elementelor, adica

localizarea acestora in cadrul structurii. Numerotarea elementelor este arbitratra.

Tabelul 3.1
. EA
Bara | -Nodurile 0, | cosf, | sind, | ¢* | s* | cs l, EA, / .
i e
Lol 2] o0 o |1 ]o]o| ¢ | E4a| 4
/
2 1|3 fas | A2 |2 L] L1 Qe V2Ed 2E4
B 2 2 2 2 2 14
3 2 |3 s | V2| N2 [ L1 1 Q( J2EA B4
2 2 2 |2 2| 2 ¢

3.4 Metoda asamblarii directe

Utilizand datele din Tabelul 3.1, se calculeazd matricile de rigiditate ale
elementelor (3.17)

[«

1

1
_E4| 0
l1-1
0

1

1
El
¢ -1

S O O O N

-1
-1

-1
-1
1
1

S O O O AN
AN W N~

-1
-1
1
1

AN N N~
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si

-1 1 1 -1
]2

o LA W
\2

Deasupra si in dreapta matricilor de rigiditate ale elementelor se indica
numerotarea coordonatelor in matricea de rigiditate globala, conform Tabelului 3.2.

Tabelul 3.2
Nodul
] | 2
Directia
X | r| x| v
Coordonata nodala locala

I 213 4
Elementul | Coordonata nodala globala
1 1 2 3 4
2 ) 2 5 6
3 3 4 5 6

Asamblarea matricii de rigiditate globale nereduse (3.28) se face
sistematic, plasand fiecare coeficient al matricilor de rigiditate ale elementelor in
locul corespunzator din matricea globald 6x6 (pentru acest exemplu), asa cum se
indicd prin puncte negre, eventual adaugandu-l coeficientilor deja acumulati in
pozitia respectiva. Acest procedeu se numeste mefoda matriciala directd.

De exemplu, elementul 2 este situat in structurd intre nodul din stanga
i=1 si nodul din dreapta j=3 (indicii nodali i si j pot fi arbitrari). In matricea
globala, cele doud componente ale fortelor si deplasarilor (in lungul axelor X si Y)
pentru nodul i =1 sunt numerotate 2i—1=1 si 2i =2, iar cele pentru nodul j=3

sunt numerotate 2j —1=5 1 2j=6.

Simpla adunare a coeficientilor de rigiditate dintr-o locatie se bazeaza pe
faptul ca ecuatiile modelului cu elemente finite sunt de fapt ecuatii de echilibru ale
nodurilor, astfel ca daca un nod este comun mai multor elemente, atunci fiecare
element va contribui cu o fortd pentru mentinerea echilibrului intr-o configuratie cu
anumite valori ale deplasarilor nodale. O altd explicatie algebricd a procesului de
asamblare a matricilor de rigiditate ale sistemului este prezentatd in continuare.
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3.5 Compatibilitatea deplasarilor nodale

Compatibilitatea deplasarilor nodale ale unui element, cu deplasarile
nodale ale intregii structuri, poate fi exprimata prin ecuatii de forma

loej=[7]{a}. (3.23)

unde {Qe} este vectorul deplasarilor elementului in coordonate globale, {Q}

este vectorul tuturor deplasarilor structurii de bare si [JN” e] este 0 matrice de
conectivitate sau de localizare, care are elemente egale cu unitatea la deplasarile
nodale ale elementului.

Pentru sistemul de bare din fig. 3.5, aplicand ecuatia (3.23) celor trei
elemente se obtine

O

o) [1 0000 0]|0
N ol o100 0 0|0 []1=
{Q}_Q3_001000'Q4_[T“Q]’

041 0001 0 0f |0

Os

o)

o) [1 000 0 0]|0
O 10100 0 0] |0] [~r][=
{QZ}: os[looo o1 0|g Z[TZHQ]’

Os] (00000 1]]|0s

Os

O

o) [oo1 00 0]|0
31 J0s| |00 0 1 0 005 [][A
{Q}_Q5_000010 Q4_[T“Q

Os] 00000 1]]|0s

Os




3. METODA RIGIDITATILOR 29
3.6 Matricea de rigiditate expandata a unui element

Energia de deformatie a unui element in coordonate globale poate fi
exprimata in functie de vectorul deplasarilor globale inlocuind (3.23) 1n (3.20,a)

v.= Lo} |7 [k ]l fe)

v.-Hoy & ]g)

unde matricea de rigiditate expandata a unui element

(ko] =l7e]rlxe ] 7] 624

are dimensiunile matricii globale a sistemului.

Pentru sistemul de bare din fig. 3.5, din ecuatia (3.24) rezulta

(1 0 0 0]
0100 1 0 -1 0]t 000 0 O
1 =117 ~ 110 0 1 0 00 0 O0/|01 0O0O0O0O
k=7 ] e - “ - ,
000 1|/7|-10 1 0[|00T100O0
00 00 00 0 O0/|0OO1UO00O
0 0 0 0
sau
(1 0 -1 0 0 O]
00 0 00O
[El]_EA—lo 1 000
/100 0000
00 0000
| 000 00 0 O]
(1 0 0 0]
0100 1 1 -1 =1][1 0 0 0 0 0
- o 1T ~ 0000 1 1 -1 =1/|/0 1 0 0 0 0
k2= (7] [« ]l72 ] £ . ,
0000/ 7|-1 -1 1 1/]/0000T10
0010 -1 -1 1 1/]/0 0 0 0 0 1
0 0 0 1)
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sau
1 1.0 0 -1 —1]
1 100 -1 -1
[1?2]=ﬂ 0 000 0 0
(10 000 0 0
-1 -1 00 1 1
-1 -1 00 1 1]
si
[0 0 0 0]
0000 1 -1 -1 1][0 0 1.0 0 0
[E3]:[T3]T[K3][T3]:1 0 0 0/E4[-1 1 1 —1/]0 0 0 1 00
01 0O0/¢|-1 1 1 —-1//0 0001 0f
0010 1 -1 -1 1//0 00 0 0 1
0 0 0 1]
sau
000 0 0 0 O]
00 0 0 0 0
~ 00 1 -1 -1 1
[K3]:E_A ]
(100 -1 1 1 -1
00 -1 1 1 -1
00 1 -1 -1 1]
3.7 Matricea de rigiditate globala neredusa
Energia de deformatie a intregii structuri
L {\T[+1 A
U:E{Q} [K]{o}]. (3.25)

poate fi calculat prin simpla insumare a energiilor de deformatie ale elementelor
v-Yu.-y oV [k Jlo)-S el Ylre] o) 620
eCompar;md expresile (3.25) i (3.26) se ob:ine
[E]:Z[Ee] . (3.27)

Matricea de rigiditate globala este egala cu suma matricilor de rigiditate
expandate ale elementelor.
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Matricea de rigiditate neredusa [I? ] este simetrica, singulara, cu elemente

pozitive pe diagonala principalad si cu suma elementelor din fiecare coloana egala
cu zero. Ea corespunde structurii fard reazeme. Matricea de rigiditate a structurii
rezemate se obtine condensand aceastda matrice, utilizind conditiile la limita.

Efectul reazemelor elastice modelate ca arcuri discrete poate fi inclus
addugand rigiditatile acestora in locatiile respective pe diagonala principala a
matricii de rigiditate.

Pentru structura din fig. 3.5, ecuatia (3.27) se scrie

2 1 -1 0 -1 -1]

1 1 0 0 -1 -1

1 [~ - - -1 0 2 -1 -1 1
[K]:[K‘]+[1<2]+[1<3]:ﬂ . (328)

¢l 0 0 -1 1 1 -1

-1 -1 -1 1 2 o0

-1 -1 1 -1 0 2

Matricile de rigiditate expandate ale elementelor au fost folosite mai sus
doar pentru a descrie algebric asamblarea matricii de rigiditate globale; in practica
acestea nu sunt utilizate. Produsul matricial (3.24) este costisitor si nu este calculat
niciodatd. Asamblarea matricii de rigiditate globale se face prin amplasarea
coeficientilor nenuli ai matricilor de rigiditate ale elementelor direct in locatiile lor
din matricea de rigiditate globala, impuse de conectivitatea elementelor.

3.8 Ecuatiile de echilibru ale fortelor la noduri

Asamblarea matricii de rigiditate globale s-a ficut pe baza unor
consideratii energetice. In continuare se face o prezentare diferitd, bazata pe
ecuatiile de echilibru ale fortelor la noduri, utilizand structura de bare din fig. 3.5.

Ecuatiile de echilibru ale elementelor (3.1) utilizate pana acum, contin doar
fortele aplicate de noduri asupra elementelor. In continuare se utilizeazi ecuatiile
de echilibru ale nodurilor, in care apar fortele aplicate de elemente asupra
nodurilor.

In fig. 3.7 se prezinta structura desficuta in elemente componente. In afara
fortelor exterioare si a reactiunilor din reazeme, asupra nodurilor actioneaza forte
egale si de sens contrar celor aplicate elementelor. Pentru claritatea expunerii,
fortele egale au aceeasi notatie.

Descompunéind fortele nodale In componente orizontale si verticale, se
obtin sase ecuatii de echilibru.
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Fi:F)cll+F2 F3:Fxl2 +F31, F5:Fx22 +F32’

x1» x

1 2 1 3 2 3
F2=Fy1+Fy1, F4:Fy2 +Fy1, F6:Fy2 +Fy2.

In forma matriciala

S O = O O O
- o O O O O
-_ o O O O O
!
=

S O O = O O

S O O o o =

S O O O = O
S O O = O O

I
S O O O O =

~
—
3

1]

)
—
3

si prin partitionare, ca suma de produse scalare

(Fr=lm ekl e e ]
{F}:;[TQ]T{FE}. (3.29)

sau in general
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Inlocuind (3.15) si (3.23), relatia (3.29) devine

{F}=Z[T’6]T[Ke]{96}=ze: [7e] &l 7] dah a0

e

apoi, utilizand relatiile (3.24 si (3.27), se poate scrie

(F}=>"[&] {o}=[x]{a}. (3.31)

Matricea de rigiditate globald neredusa [1? ] exprimd vectorul neredus al

fortelor nodale { F } in functie de vectorul neredus al deplasarilor nodale { 9] }

3.9 Matricea de rigiditate globala redusa

Structura din bare trebuie rezemata corespunzator si nu trebuie sa contina
vreun mecanism interior. Conditiile la limita elimina posibilitatea ca structura sa se
miste ca un corp rigid.

Un tip general de conditii la limita sunt deplasdarile impuse ale nodurilor
din reazeme, de forma Q; =q; (i=1 la n,), unde n, este numarul reazemelor.
Deobicei deplasdrile nodale ale reazemelor sunt zero, O, =0. Un alt tip sunt

legaturile multiple, cum sunt cele din reazemele Inclinate rigide sau cu role, de
forma b;Q0; +b;Q; =by, unde b;, b; si b, sunt constante date.

Pentru o structurd cu N grade de libertate, ecuatiile cu elemente finite
(3.31) au forma

Kll K12 KIN Ql Fi
K21 K22 K2N . Q2 _ FZ
KNI KNZ KNN QN FN

Presupunem ca existd o singura conditie la limitd, O, =q,. Deoarece Q,

este cunoscut, ecuatiile cu elemente finite in cele N —1 necunoscute rimase sunt
Ky Ky - K| [ Iy =Ky a
Ky Ky Ky | |G - K314

(3.32)

Ky, Kyz - Kyy Oy Fy —Kya
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Matricea de rigiditate de ordinul (N —1) se obtine prin simpla eliminare a
primei linii §i a primei coloane din matricea originala de ordinul M.

Ecuatia (3.32) se poate scrie condensat sub forma
[K[{o}=1{F}, (3.33)

unde [K] este o matrice de rigiditate redusd, obtinuta prin eliminarea liniilor si
coloanelor corespunzitoare gradelor de libertate ale “reazemelor” sau cu miscare
impusa, {Q} si {F} sunt vectorul redus al deplasarilor si vectorul redus al fortelor
nodale globale.

Pentru o grinda cu zabrele cu mai multe reazeme, matricea de rigiditate
globala redusa se obtine Inlaturand un numar de linii si coloane egal cu numarul
deplasdrilor impuse. Ecuatiile finale (3.33) se pot rezolva in functie de vectorul
{ O } prin eliminare gaussiani. Matricea [K ] este nesingulara.

Este instructiv sd se considere structura din fig. 3.5. Odatd asamblata
matricea de rigiditate globald neredusd, dupd inlocuirea conditiilor la limita
0,=0,=0,=05=0 si a valorilor fortelor exterioare F; =6F si Fy=9F, se
obtine urmatorul sistem de ecuatii liniare

2 1 -1 0 -1 -17[0] [R
1 1 0 0 -1 -1{|0]| |FR
EA[-1 0 2 -1 -1 1|10s| |6F| 334
10 0 -1 1 1 -1/]0]| |F
-1 -1 -1 1 2 of|lo0] |F
-1 -1 1 -1 0 2||g]| |9F

Se observd ca acolo unde se dau deplasarile, fortele nodale sunt
necunoscute, si acolo unde se cunosc fortele, deplasarile nodale sunt necunoscute.
Ecuatiile (3.34) se pot rearanja in forma

2 1(-1 0 -1 -1
1 2|-1 -1 -1 0

EAl-1 -1 | 2 1 0 -1|

oo oo
©
=

== = ) (3.35)
Clo 1] 1 1 0 -1 F,

-1 -1} 0 0 1 1 Fy

-1 0 f-1 -1 1 2/LY] | F5 |

Primele doua ecuatii se pot scrie

21 aHel
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avand solutiile

F/ F/
=L —4- L
Os 4 O A

In general, pentru conditii la limita nenule, ecuatiile (3.33) se pot scrie in

forma partitionata
[Kaa] [Kab]:| {{Qa}} {{Fa}}
: = , (3.36)
[[Kba] (K] {05} {5}
unde { F,} este vectorul fortelor cunoscute, { Oy} este vectorul deplasarilor

cunoscute si [ K, |=[K ]T.

Ecuatiile din partitia superioara se pot scrie

Rt =KL Qb+ Kl 0, ) (3.37)
Dupa inmultire la stdnga cu [Kaa]’1 se obtin deplasdrile necunoscute
{Qa}:[Kaa]_l({Fa}_[Kab]{Qb})' (3'38)

3.10 Reactiunile si fortele interioare

Fortele necunoscute, care 1n acest caz sunt reactiunile exterioare, sunt date
de partitia inferioara

(R =[Ka]" {0+ (K] { 00} (3.39)
La structura din figura 3.5, deplasarile reazemelor sunt nule, deci
F -1 -1 -5F

B _EA| 0 —1| JO5| |-4F
B ¢ |-1 =1| 0] |-5F[
Fs -1 0 -F

Alungirea unui element (2.5) este
Age =441 = ( Qx2 - Qxl) COSHe + (QyZ _le) SinHe ’ (340)
deci poate fi calculata dupa ce s-au determinat toate deplasarile.

Forta axiala intr-o bara articulata la capete este



36 ANALIZA CU ELEMENTE FINITE

Qxl
E A E A 0,
T,=—tA0 =—E|—¢c -5 ¢ &§ Y 3.41
= = lig (341
Qy2 e
La structura din fig. 3.5, fortele din bare sunt
O
EA O, | E4
T)==2|-1 010 =220, =F,
1= | ] 0; ; 03
Oy
O
2EAN2 0, | 2E4
Ty="2"2-1 -1 101 = =4y2F
257, ZL JQS 7 Os \/_ ,
Os
A3
r 22y O BB g o
v 2 Os
Os

Tensiunile se calculeaza Impartind forta axiald la aria sectiunii
transversale.

3.11 Sarcini si tensiuni termice

Tensiunile termice se calculeaza cu metoda “bridarii” dezvoltata de J. M.
C. Duhamel (1838).

Se presupune intdi ca deplasarile nodale sunt complet blocate (structura
este “bridatd”). Rezultd deformatiile specifice termice ¢ =—aT , unde o este

coeficientul de dilatare termicd liniard si 7" este diferenta de temperaturd. Starea
bridatd este echivalentd cu o pretensionare cu tensiunile de compresiune
or =—aET , unde E este modulul de elasticitate longitudinal al materialului.

Restrangerea produce in element o fortd axiald de compresiune o EAT ,

unde A este aria sectiunii transversale. Corespunzator, elementul actioneaza asupra
nodurilor cu forte egale si de sens contrar

{Fpl=aEAT |-c -s ¢ s|T, (3.42)
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sau, in coordonate locale
{fri=aEar|-1 1]". (3.42, a)

Aceste forte trebuie incluse in vectorul fortelor nodale (adaugate fortelor
exterioare, dacd este cazul). Dupa determinarea deplasdrilor produse de aceste
forte, alungirile elementelor se determind din (3.37) iar tensiunile se calculeaza cu
relatia

Al

o,=E, £ —aT |, (3.43)
é@

adica adaugand la tensiunile produse de sarcinile termice (si exterioare), tensiunile

initiale produse de bridare (constrangere). Este ca si cum fortele de deconstrangere

se aplica la capetele elementului pentru a-1 elibera de constrangerea initiala.

3.12 Numerotarea nodurilor

Matricile de rigiditate sunt simetrice si slab populate. Ele pot fi si matrici
banda, cu elementele nenule grupate intr-o banda in lungul diagonalei principale.
Aceasta este evident la structurile unidimensionale si se poate realiza si la alte
structuri prin numerotarea rationala a nodurilor.

Fie matricea de rigiditate globald neredusd de ordinul 12 a structurii din
fig. 3.8, a, la care elementele nenule din triunghiul superior s-au notat cu X

<« B -
_XXXXXX )
X X X X X 0
X X X X X X
X X X X X
X X X X X X
= X X X X X (344)
[x]-
X X X X X X
X X X X X
X X X X
X X X
X X
s imetrica x |

Matricea fiind simetrica, au fost retinute doar intrarile diagonale si cele
situate de o parte a diagonalei principale. Datoritd slabei populari, in triunghiul
superior existd multe zerouri. Latimea semibenzii este notata B.
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Deoarece intereseazd doar elementele nenule, informatia din matricea
patrata (3.44) poate fi memorata in matricea 12 x 6 de mai jos

1 2 B
NS J
[x x x x x x|
X X X X X
X X X X X X
X X X X X
X X X X X X (3.4, a)
— X X X X X
[Kb:
X X X X X X
X X X X X
X X X X
X X X
X X 0
X

Prima coloana contine elementele de pe diagonala principald a matricii
(3.44). A doua coloani contine elementele de pe a doua diagonala. In general,
diagonala m a matricii originale este memorata in coloana m a matricii compacte.
Numarul coloanelor in matricea (3.44, a) este egal cu B — semibanda matricii
originale. Eficienta stocarii in forma de banda creste cu ordinul matricii.

) @) ® ® ® @

Fig. 3.8

La structurile din bare articulate, B este egal cu 2 plus dublul diferentei
maxime intre indicii nodurilor unui element. Pentru numerotarea nodurilor din
figura 3.8, a , B=6. Pentru numerotarea din fig. 3.8, b, B =12, deci cu ordinul
matricii initiale.

Ca reguld generald, o litime de banda mica se poate obtine numerotand

nodurile In lungul dimensiunii mai mici a structurii, inaintdnd apoi in lungul
dimensiunii mai mari.
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Latimea semibenzii este determinatd automat in programul cu elemente
finite pe baza numerotirii elementelor. in afara economiei de memorie, se folosesc
algoritmi de eliminare gaussiana conceputi special pentru matrici banda care permit
reducerea timpului ruldrii pe calculator.

Pentru matrici de rigiditate slab populate de ordin mare, o reducere
eficientd a memoriei ocupate si a duratei de calcul se poate obtine prin stocarea sub
formad de linie de orizont (skyline) si utilizarea unui algoritm adecvat de rezolvare a
sistemului liniar de ecuatii. In acest caz, coloanele triunghiului superior al matricii
sunt memorate pe rand, concatenate intr-un vector {KS } . Daca 1n partea superioara

a coloanei existd zerouri, trebuie stocate doar intrarile dintre elementul diagonal si
primul element nenul. Linia de separatie a zerourilor superioare de primul element
nenul din fiecare coloana se numeste /inie de orizont.

Se considera urmatoarea matrice

Inaltimea
coloanei

[ few k|0 [Kw| O 0 0 0O
kp by kuy| O 0 0 0
k33 k34 kﬂﬁ 0 00 Linia de
k44 00 kﬂ k4a [ orizont
ks | O 0
0

Coloanele active sunt stocate in vectorul coloana {K . ( si se construieste

)
un vector {ID} care contine indicii elementelor diagonale din {K P }

@ «1
ki
kﬁ <3 !
ka3 3
— | <5
k 9
(k)= (1D}~
koy 12
ksy 13
kya 17
<9
22
kg
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Indltimea coloanei j este ID(j)—ID(j—1). La rezolvarea ecuatiilor

metodei elemente finite se utilizeaza eliminarea Gauss folosind un program de
rezolvare bazat pe stocarea sub forma de linie de orizont.

Mai jos se prezinta o schema generala a metodei matriciale a deplasarilor.

Metoda matriciald a deplasarilor

Datele de intrare

Datele geometrice (coordonate nodale)

Proprietdtile ~ materialelor +  Ariile  sectiunilor | |
transversale ale elementelor

Tabloul conectivitatii elementelor
Conditiile la limita

s

Matricea de rigiditate a elementului in coordonate P
locale

Transformarea in coordonate globale

A

Asamblarea matricii de rigiditate globale 3

\
Introducerea conditiilor la limita 4
\

Rezolvarea sistemului de ecuatii liniare 5

s

Retrocalculul
Reactiunile exterioare
Fortele din bare (si tensiunile)
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Probleme

E3.1. La grinda cu zabrele din figura E3.1, a, se cere sa se determine: a)
deplasarea nodala maxima si nodul in care apare, b) tensiunea maxima si bara in
care apare si ¢) reactiunile din reazeme. Sa se deseneze structura deformata.

Fig. E3.1,a

Raspuns. a) Modelul cu elemente finite are 8 noduri si 13 elemente.

Considerand pentru simplificare /=1, A=1, E =1 si F =1, rezulta:

Date despre noduri

Nodul | Blocaj Blocaj | Coord Coord | Deplasarea Deplasarea

nr X Y X Y X Y

1 1 1 0 0 0 0

2 0 0 4 0 64 -361,1

3 0 0 4 3 208,3 -361,1

4 0 0 8 0 128 -391,8

5 0 0 8 6 127,6 -343,7

6 0 0 12 0 176 -339,7

7 0 0 12 3 62,9 -339,7

8 0 1 16 0 224 0

Date despre elemente

Elementul  Nodurile ~ 1€0SIUNI | Elementul ~ Nodurile ~ Tensiuni
nr normale nr normale
1 1, 2 16 8 4,6 12
2 1, 3 -10 9 4,7 -4,16
3 2, 3 0 10 5,7 -10,83
4 2, 4 16 11 6,7 0
5 3, 4 -9.16 12 6.8 12
6 3, 6 -10,83 13 7,8 -15
7 4, 5 8
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Reactiunile din reazeme sunt Rj =—8, R, =6 si R; =9 . Forma deformata
este prezentata in figura E3.1, b.

Fig. E3.1, b

E3.2. La grinda cu zabrele din figura E3.2, a sd se determine: a) deplasarea
nodala maxima, b) tensiunea maxima si c) reactiunile din reazeme. Sa se deseneze
forma deformata.

Fig. E3.2,a

Raspuns. Modelul cu elemente finite constd din 7 noduri si 11 elemente. a)

Deplasarea verticala a nodului 7 este v, = —219,787% . b) Tensiunea normala in

elementul 7 este N; =—6F/A . c) Reactiunile din reazeme sunt R, =—R; =5,4F,
Sl R2 = 6F .

Forma deformata este prezentata in figura E3.2, b.
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=l
I

— O

Fig. 3.2, b

E3.3. Fie grinda cu zabrele din figura E3.3, a. Sa se determine pozitia si
valoarea: a) deplasarii nodale maxime, b) tensiunii maxime; c) sa se calculeze
reactiunile. Sa se deseneze forma deformata.

ra

-

1,67
1.4¢
&) 2
Y -
X
/
R3
oo 26 . e o

Fig. E3.3,a

Raspuns. Modelul cu elemente finite consta din 6 noduri si 9 elemente. a)

Deplasarea verticald a nodului 3 este v; = —137,83F—j. b) Tensiunea normala in

elementul / este N, =-7,25F/A. c) Reactiunile sunt R, =0, R,=34Fsi
R3 = 2,6F .

Forma deformata este prezentata in figura E3.3, b.
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Fig. E3.3, b

E3.4. La grinda cu zdbrele din fig. E3.4, a sa se determine: a) deplasarea
nodala maxima, b) tensiunea maxima si c) reactiunile. S& se deseneze forma
deformata.

Fig. E3.4,a

Raspuns. Modelul cu elemente finite are 4 noduri si 5 elemente.
Considerand pentru simplificare /=1, A=1, E =1 si F =1, rezulta:

Date despre noduri

Nodul | Blocaj Blocaj | Coord  Coord Deplas Deplas
nr X Y X Y X Y
1 1 1 0 0 0 0
2 1 1 0 1 0 0

3 0 0 1 0 -1,3294  -3,2095

4 0 0 2 1 2,6705  -9,0896
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Date despre elemente

Elementul . Tensiunea
nr Nodurile normala
1 3,4 - 0,940
2 1, 3 - 1,329
3 2,3 0,940
4 2, 4 1,335
5 1, 4 -0,749

)

a) Deplasarea verticala a nodului 4 este v, =—9,09 F//E A. b) Tensiunea
normald in elementul 4 este N, =1,335F/A. ¢) Reactiunile sunt R, =—R; =2F,
R, =0,335F si R, =0,665F . Forma deformata este prezentata in figura E3.4, b.

Fig. E3.4, b

E3.5. Fie grinda cu zabrele din fig. E3.5, a la care nodul 6 este deplasat cu
Vg =—5 . Sa se determine locul si valoarea: a) deplasdrii nodale maxime; b)
tensiunii maxime. Sa se deseneze forma deformata.
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Raspuns. Modelul cu elemente finite are 14 noduri si 25 elemente.
Considerand pentru simplificare /=1, 4=1 si E =1, deplasirile verticale ale
nodurilor 7 si § sunt v; =vg =-4,538, iar tensiunea normald in bara /5 este

N5 =0,366. Forma deformata este prezentata in figura E3.5, b.

Fig. E3.5, b
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BARE S| ARBORI

In acest capitol se studiazi elemente structurale unidimensionale, cu un
singur grad de libertate pe nod. Deplasarile in interiorul elementelor se exprima in
functie de deplasarile nodale utilizdnd functii de forma. Deobicei, campul de
deplasari necunoscut din interiorul unui element este interpolat printr-o distributie
liniara. Aceastd aproximare devine tot mai precisd pe masura ce modelul contine
mai multe elemente. La o bard fard sarcini Intre noduri interpolarea liniard este

exactd. Compatibilitatea elementelor adiacente impune doar o continuitate c’.
Deplasdrile trebuie sa fie continue la granita dintre elemente.

La bare cu sarcini distribuite, deplasdrile corecte sunt descrise de
polinoame de grad superior. Utilizarea acestora implicd addugarea unor noduri
interioare. Totusi, in practica se utilizeaza functii de forma liniare si elemente cu
doua noduri, fara sarcini intre noduri. Aceasta implica Inlocuirea sarcilor distribuite
prin forte echivalente aplicate la noduri. Aceste forfe cinematic echivalente se
determind, folosind functii de forma corespunzdtoare, din conditia sd efectueze
acelasi lucru mecanic ca si sarcinile reale. In continuare se stabilesc expresiile
matricii de rigiditate a unui element si vectorilor fortelor nodale.

4.1 Elemente de bara in plan

Barele sunt elemente de structurd utilizate pentru modelarea grinzilor cu
zabrele, cablurilor, lanturilor si franghiilor. Dimensiunea longitudinald a acestora
este mult mai mare decat dimensiunile transversale. Barele sunt solicitate doar de
forte axiale. Ele sunt modelate local cu elemente cu un grad de libertate pe nod.

4.1.1 Ecuatia diferentiala de echilibru

Intr-o bara subtire, cu aria sectiunii transversale 4 si modulul de elasticitate
E, apar deplasari axiale u =u(x) produse de sarcini axiale p(x). Dimensiunile lui
p sunt fortd/lungime. In sectiunea x +dx deplasirile sunt u +du .
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Alungirea specifica axiald este egala cu derivata deplasarii

&, =du/dx. 4.1
Tensiunile normale se calculeaza din legea lui Hooke

o, =Edu/dx, (4.2)

unde E este modulul de elasticitate longitudinal al materialului.

p(x)

N+dN
e ~ —_— —> —> —> —
* &= u+du
—u—>
] p(x)
dx+du
Fig. 4.1
Forta axiala interioara este
du
N=A4oc,=EA—. 4.3)
X

Ecuatia de echilibru a unui element de bara de lungime infinit mica dx (fig.
4.1)este dN + pdx =0,

S pl)=0,
dx
sau, inlocuind (4.3),
d*u
EA— =—-p(x). (4.4)
dx

4.1.2 Coordonate si functii de forma pentru elementul truss

Se considera un element de bard cu doud noduri, articulat la capete, in
sistemul de coordonate local, cu axa Ox in lungul elementului. Nodurile sunt
numerotate convenabil / si 2, coordonatele lor in sistemul de referintd fizic
(cartezian) fiind x, si respectiv x, (fig. 4.2, a).

Se defineste un sistem de referintd intrinsec sau natural care permite
precizarea pozitiei unui punct din interiorul elementului printr-o coordonata

adimensionala

X;+x

P (x— ! 2}, (4.5)
X2_xl 2
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astfel incat » =—1 lanodul / si » =+1 lanodul 2 (fig. 4.2, b).

@ E4,r @ 5D E4ac @ 5
Q —= O—
(7x1_" . J —, r ‘—52
} x
r=-1 F=+1
a b
Fig. 4.2

Expriménd coordonatele fizice in functie de coordonatele naturale rezulta
x=N,(r) x; + N, (r) x5, (4.6)
unde
1 . 1
Nl(r):E(l—r) si Nz(r)=5(1+r) 4.7

pot fi considerate functii de interpolare geometrica. Graficele acestor functii sunt
prezentate in figurile 4.3, a, b. Functiile au valoarea / la nodul cu acelasi indice si
valoarea zero la celalalt nod.

Fig. 4.3

4.1.3 Bara fara sarcini intre capete

Pentru o bard de sectiune constantd neincarcatd iIntre capete, p=0,

d?u / dx? =0, du /dx = const., campul de deplasri in interiorul elementului poate

fi exprimat printr-un polinom liniar
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u(x)=a+bx. (4.8)

Cele doud constante de integrare pot fi determinate in functie de
deplasdrile nodale si geometria elementului. Cu ¢, =a+bx; la nodul I si

g, =a+bx, lanodul 2, expresia (4.8) devine

92 — 41 Y4 q1X — 92X . (4.9)
Xy =X Xy =X

u=

Relatia (4.9) se mai scrie

—-X+Xx, X—Xx

U= q+ q;,
Xy =X Xy =X
sau, utilizand (4.5),
" -7 N 1+7
5 q91 —2 q,-

Deplasarea unui punct din interiorul elementului poate fi exprimata in
functie de deplasdrile nodale ¢, si g, sub forma

u=N,(r) g+ N>(r) g, (4.10)
unde N, (r)=—(1-r) si N,(r)=—(1+r) sunt functiile de forma ale elementului.
; ;

Forma polinomiala (4.6) este mai simpld, dar constantele de integrare, a si
b, nu au semnificatie fizica directd. Dezvoltarea nodala (4.10) este mai complicata,
insd constantele de integrare, g, si g, , sunt deplasari nodale.

In forma matriciala

2
=Y Ng=n]{s}, (@.11)
i=l1

unde
V=M M) s et t={a @) (4.12)

In acest mod, deplasarea oricirui punct din interiorul unui element poate fi
calculatd Tnmultind matricea functiilor de forma cu vectorul deplasarilor nodale.

In relatia (4.11), { q° } este vectorul deplasarilor nodale ale elementului si
\_N J este vectorul linie al functiilor de interpolare a deplasarilor, denumite si
functii de forma. Se poate verifica usor cd u =q, lanodul /, u=¢q, lanodul 2 iar

deplasarea u variaza liniar (fig. 4.3, ¢).
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Relatiile (4.6) si (4.10) aratd ca atat geometria elementului cat si cAmpul de
deplasari sunt interpolate utilizand aceleasi functii de forma, procedeu denumit
formularea izoparametrica.

4.1.4 Matricea de rigiditate a unui element in coordonate locale

Alungirile specifice pot fi exprimate prin functiile de forma

s~ =SV g =18 o) (4.13)

unde
[8)=-|v] (4.14)
dx

este vectorul linie al derivatelor functiilor de formd, denumit in general matricea
deformatii specifice - deplasari a elementului. Acest vector reprezintd alungirea
specifica 1n orice punct produsa de o deplasare nodala egala cu unitatea.

Transformarea de la x la  In expresia (4.5) conduce prin derivare la

Xo =X
dx=

drz%dr, 4.15)

unde —1<r <+1 iar lungimea elementului este ¢, = ‘ Xy —X, ‘ .

Energia de deformatie a elementului U, este

Uezljaxgdezleegde. (4.16)
2 2

e e
Inlocuind (4.13) in (4.16) se obtine

U, =% (g [18)7E|B]av {ge]. 4.17)

Expresia de mai sus are forma

ve=5te ) e T e, @.18)

unde matricea de rigiditate a elementului [ke ] este
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[k¢]= [ L) & BJav (4.19)

Aceasta forma arata ca matricea [ke ] este simetrica.

Exprimata prin functiile de forma

T
[ke]zEeAeJ. N | dN dx. (4.20)
dx dx
ée
dN dNdr 2 dN .
Deoarece — =———=———, se poate scrie
dx drdx (¢, dr
2E,4, [ | av || an
[k, ]===e eJ' — | |=ldr . (4.21)
l, | dr dr
Inlocuind Ny = L si N, = +l , expresia (4.21) devine
dr 2 dr 2
2EA T (-12]] 1 1
[ke]: — J.{ }L—— —Jdr
l, 4 1/2 2 2
sau
EA | 1 -1
k¢ |=—=¢ 4.22
e 5 @22

care are forma (3.6).

4.1.5 Bara cu sarcini intre capete

La o bard cu sectiunea constantd, incarcata cu o sarcind uniform distribuita,
p =const., d’u / dx?* = const. campul de deplasari in interiorul elementului poate
fi exprimat printr-un polinom de gradul doi

u(x)=a+bx+cx2. (4.23)

Cele trei constante de integrare, a, b si ¢, trebuie determinate din trei
conditii la limitd. Aceasta se poate realiza utilizind un element cu trei noduri,
adaugand un nod la mijlocul elementului (fig. 4.4, a).
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In cazul unei sarcini axiale distribuite liniar (de ex. la o bari in rotatie cu
viteza unghiulard constanta in jurul unui capat, solicitatd de o sarcina centrifugala
proportionala cu distanta la centrul de rotatie), cdmpul de deplaséri este descris de
un polinom de gradul trei, care contine patru constante de integrare (Exemplul 4.8).

Pentru o solutie exactd, trebuie utilizat un element cu patru noduri (prin
adaugarea a doud noduri interioare). In practicd se adopti un camp de deplasiri
liniar, adicd un element cu doud noduri, inlocuind sarcina reala distribuita liniar
prin forte nodale echivalente. Rezultd un element farda sarcini intre noduri care
poate fi descris prin functii de forma liniare.

) ©) @ ©) )

[@] O

@

__T EA,, ! 7

xJ erte —
r=-1

| —
X

T

X > r=
a b
Fig. 4.4

0 F=+]

Fie elementul patratic cu trei noduri din fig. 4.4, a, cu nodul 3 la mijloc.
Coordonatele nodale sunt x;, x,, x3, iar vectorul deplasdrilor nodale ale

T
elementului este {qe } :{ q 9 G }T. Sistemul de coordonate x este transpus
in sistemul de coordonate r, prin transformarea

po2lrmn) (4.24)
XX

Rezulta ca r=-1,0, si +1 lanodurile /, 3, si 2 (fig. 4.4, b).

Deplasérile in interiorul elementului pot fi exprimate in functie de cele trei
deplasari nodale g, q,, 51 g3

u=N,(r) g, +Ny(r) g, +N3(r) g3, (4.25)

unde functiile de forma patratice N; (i =1,2,3 ) au forma

N, (r)z—%r (l—r), N, (r)z%r (1+r),

Ny (r)=(1+7)(1-7).

Graficele functiilor de forma (4.26) sunt prezentate in fig. 4.5. Ele au
valoarea 1 la la nodul cu acelasi indice si valoarea zero la celelelte noduri.
Aceasta este o proprietate generala a functiilor de forma.

(4.26)
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Expresiile functiilor de forma pot fi scrise direct, dupd cum urmeaza. De
exemplu, deoarece N; =0 la =0 si » =1, functia N, trebuie s& contind produsul

r (1— r) in care apare membrul stdng al ecuatiilor liniilor verticale care trec prin
nodurile 3 si 2. Deci N, are forma N, =C r(l—r). Constanta C se obtine din
conditia ca N, =1 la r=-1, de unde rezultd C =—1/2, ceea ce conduce la
expresia din (4.26).

N A5
N4 r(i-r) Ny=4r(4r)
1
I 1
1! |1
v @ © L,
@‘ I @ Ol @
r=0
¥F=-] r=+1
a b
Ny
Ny=I+r)¥(1-7)
1
| L,
©) ©) ©)
¢
Fig. 4.5
Campul de deplasari din interiorul unui element se scrie matricial
3
u=z Niq,:LNJ{qe } (4.27)
i=1
unde

IN]=IN, N, N s {qe}:{fh P %}T- (4.28)

Deplasarea axiald in orice punct din interiorul elementului se poate obtine
inmultind vectorul linie al functiilor de forma cu vectorul deplasarilor nodale, ca in
(4.27). Este usor de verificat cd u=¢g,; la nodul /, deoarece N;=1 si
N, =N;=0. Similar, u =g, lanodul 2, si u=gq; la nodul 3. Astfel, u este un
polinom de gradul doi care trece prin punctele de ordonate ¢, g, si g; (fig. 4.6).
Acesta se obtine prin interpolare, utilizdnd functii de forma de gradul doi.
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Vectorul linie I_BJ din relatia (4.14) este

d d dr 2 1-2r 1+2r
Bl=" - = —_Z|_ -2r] . 4.2
L J deNJ erNJ dx EEL 2 2 I”J *29)

M=N1611+]\72q2+N3q3

u

q; e
%
r
@ (6) @
Fig. 4.6
Matricea de rigiditate a elementului (4.19) este
+1
B
-1
sau, inlocuind (4.29),
7 1 -8
[ke]zM 17 -=8. (4.30)
37
-8 -8 16

4.1.6 Vectorul fortelor nodale ale unui element

Se considerd o sarcina axiald p(x), avand unitati de fortd pe unitatea de

lungime, distribuita in lungul elementului de bara. Lucrul mecanic al unei astfel de
sarcini este

W:J'updxzjqudx. 4.31)
/ /

e e

Inlocuind (4.11), ecuatia (4.31) devine

w={q} [IN] pax. (4.32)
z@
Aceasta are forma
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=g | {re) (4.33)
unde vectorul fortelor nodale echivalente al elementului este
+1
e l,
i }ZJ.LNJTPdX=7.[|_NJTpdr. (4.34)

ly -1

Pentru un element liniar cu doua noduri, daca sarcina axiald este uniform
distribuita, p = const., atunci

+1
{fe }=%p‘[ [N ]| dr (4.35)
-1
sau, inlocuind (4.7),
el_ple ]!
{f }— 5 {1} (4.36)

rt, <
——¢ egala cu
> g

In procesul de echivalare, in fiecare nod se aplica o forta
jumatate din forta totala care actioneaza asupra elementului.

Pentru un element patratic cu trei noduri, daci p =const., inlocuind
functiile de forma (4.26) 1n (4.35), rezulta

{f‘“’}=pzeL1/6 /6 2/3|". (4.37)

4.1.7 Asamblarea matricii de rigiditate si a vectorului fortelor globale

Asamblarea matricii de rigiditate globale la structuri unidimensionale
modelate cu bare se face asa cum s-a aratat in § 3.4 - § 3.7 pentru grinzi cu zabrele.

Fie modelul cu elemente finite cu cinci noduri din fig. 4.7, a. Fiecare nod
are un singur grad de libertate in directia x. Deplasarile nodale sunt Q;, O,,...,0O;s

(fig. 4.7, b). Vectorul global al deplasarilor nodale este
{oj<la 2 o o ol

Fortele nodale sunt F, F,,..., F5. Vectorul global al fortelor nodale este
= T
\Fl=lr B /R F R

Matricea de rigiditate globald neredusa [I? ] joacd rolul unui factor de
proportionalitate Intre cei doi vectori globali
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EA4, EA, EA, EA,

R; 4 \ -ngr
Jo e e -
O @ 0, ® ‘, @£4

1
@ @ 0 @06
0,.r,

QZ’Fz Qa’FS Q4’F;J QJ’F5

o

b

Fig. 4.7

Asamblarea matricii [I? ] din matricile elementelor poate fi explicatd
energetic. Se considerd, de exemplu, energia de deformatie a elementului 3

Us =% e} [#]1e]

sau
1 Edy | 1 —1]] 0O
Uy=— -3 .
=50 ol [_1 1HQ4}
Aceasta se mai poate scrie In functie de vectorul global al deplasarilor
00 0 0 0]
00 0o 0o o4
. 0 o0 I _E4 0,
Us=2la o 0 o 0] 0 0 0
0 _Edy  E4y 0 O
£ £ Os
100 0 0 0|
sau
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unde [I? 3 ] este matricea de rigiditate expandatd a elementului 3. Aceasta are
dimensiunea matricii de rigiditate globale, iar elementele matricii [k3 ] sunt plasate

in liniile si coloanele trei si patru ale matricii [1? ] .

Energia de deformatie a intregii structuri poate fi calculatd prin simpla
insumare a energiilor de deformatie ale elementelor

v=Yu.-Y oV [kl ol Y[k ]{a)

astfel ca, la fel ca in (3.27), matricea de rigiditate globald este egald cu suma
matricilor de rigiditate expandate ale elementelor

k-3 [
e
Aceasta este o explicatie algebrica convenabild a procesului de asamblare,

niciodata aplicatd in practicd. Coeficientii matricilor elementelor [ke] sunt

amplasati in pozitiile corespunzitoare din matricea globala [[? ] prin asa-numita

metoda directd, pe baza conectivitatii elementelor. Coeficientii care se suprapun
sunt adunati direct, dupa cum s-a aratat in § 3.4 pentru grinzi cu zabrele. Baza
fizicd o reprezintd adunarea energiilor de deformatie ale elementelor.

Matricile elementelor pot fi scrise

1 2 2 03
EA[ 1 -1]1 E4[ 1 -1]2
[kl]zé_l{—l 1} 2 [kz]:z_;[—l 1} 3
3 4 4 5
[k3]=%{ 1 —1} 3 ’ [k4]=%[ 1 —1}4'
0, -1 1] 4 0, -1 1|5

Deasupra si la dreapta matricilor de rigiditate ale elementelor se indica
numerotarea coordonatelor in matricea de rigiditate globala, pe baza tabloului de
conectivitate din Tabelul 4.1

Tabelul 4.1

Nodul

Elementul

AN =
AIWIN|—|~
DB W[ [~.
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Rezulta matricea de rigiditate globala neredusa

A _A 0 0 0
gl El
4 4 4 A 0 0
El gl EZ €2
_ A A
[K]=| 0 -2 2.4 4
£2 £2 63 63
0 0 A4 4 A A
ly 0y L,
0 0 0 A A
| l, l,

Vectorul global al fortelor nodale este
(Fl=|-R, B 0 0 R

Ecuatiile finale de echilibru se stabilesc, asa cum se aratd in § 3.5, utilizdnd
conditia la limitd Q; =0. Matricea de rigiditate redusd (nesingulard) se obtine

elimindnd prima linie §i prima coloana ale matricii nereduse, iar vectorul redus al
fortelor — elimindnd primul element. De fapt, acestea nu sunt inlaturate ci
memorate pentru calculul ulterior al reactiunii R;. Tensiunile se determina apoi

din fortele axiale, utilizand relatia (3.41).

4.1.8 Efectul pretensionarii

Fie o alungire specificd initiala ¢, produsa intr-un element de bara.

Aceasta poate proveni din actiuni termice sau prin montarea cu prestrangere a
barelor datorita erorilor de fabricatie.

Relatia ‘tensiune — alungire specificd’ in prezenta lui &, are forma
oc=E(s-¢y). (4.38)
Lucrul mecanic al fortelor nodale exterioare aplicate pentru anularea
preincarcdrii initiale datorite lui &, este
szagOdejaTgodV:goEeAeIgde. (4.39)
Ve Ve le

Inlocuind (4.13), expresia (4.39) devine
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w={q° eE, 4 J'LBJT (4.40)

Aceasta are forma (4.33), unde vectorul fortelor datorite prestrangerii
initiale este

(e feome | LBJde=eoEeAe%ILBJTdr @41

f@
sau
+1 d T ’ +1 1
N —
Ci1=¢gE, A — | dr=¢gyE A,—=& dr,
{f}SOeeJ.\‘er rgOeezj{l}r
—1 -1
deci
-1
{fe}zgoEeAe{ 1 } (4.42)

Rezolvand in functie de deplasarile nodale, rezulta tensiunile

=g, 27N (_E,¢,). (4.43)
ge
In cazul incarcarii termice,

g=aT, (4.44)

unde o este coeficientul de dilatare termicd liniard §i 7 variatia medie a
temperaturii elementului.

4.2 Elemente plane de arbore

Din Rezistenta materialelor se stie ca un arbore cu diametrul d si lungimea
¢, dintr-un material avind modulul de elasticitate transversal G, solicitat de un

4
moment de torsiune M, se rasuceste cu unghiul 6= ,unde /, = este
P
momentul de inertie polar al sectiunii transversale a arborelui. Rigiditatea
. . M, GI
torsionala a arborelui este K =—L = fp

Un element finit de arbore cu doud noduri, cu lungimea ¢ si modulul de
rigiditate G/,,, este prezentat in fig. 4.8. Momentele de rasucire nodale M, si

M, pot fi exprimate in functie de rotirile nodale 8, si @, utilizdnd ecuatiile de

echilibru si relatiile intre momente si unghiurile de rasucire
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M,=-M,=K6, pentru 6,=0,

(4.45)

Ecuatiile (4.45) se pot scrie matricial sub forma
= (4.46)
M2 - K K 92
L =l | e,

[ke ]: G;” {_11 ﬂ (4.47)

sau, condensat,

unde

este matricea de rigiditate a unui element de arbore.

Fig. 4.8

Stabilirea expresiei matricii de rigiditate a arborelui este in principiu
identicdi cea a matricii de rigiditate a unui element de bard solicitat axial.
Similaritatea apare datoritd faptului ca ecuatiile diferentiale de echilibru pentru cele
doud probleme au aceeasi formd matematica. Ecuatia diferentiald a deplasarii la
rasucire este

46 _ M, , (4.48)
dx GI,

in timp ce pentru deplasarea axiala este (4.3)
du N (4.49)
dx FEA

Unghiul de rasucire al unei sectiuni oarecare din interiorul elementului de
arbore poate fi exprimat in functie de rotirile sectiunilor nodurilor 8, si 6,

0 =N,(r) 6, + N,(r) 6, (4.50)



62 ANALIZA CU ELEMENTE FINITE

unde
Nl(r)zé(l—r) si Nz(r)=%(1+r) (4.51)

sunt functiile de forma ale elementului de arbore, aceleasi ca cele ale elementului
de bara solicitat axial.

La fel ca 1n (4.20), matricea de rigiditate a elementului de arbore se poate
calcula din relatia

T
dN dN
kK |=G.I —_— —|d 4.52
[ ] ePedexJ |‘de X ( )
sau
+1 T
2G,1
[k, ]=—Le j AN ANy, (4.53)
l, dr dr
—1 -
de unde rezulta
G, I 1 —1]
ke |=—Fe : 4.54
-] 7 454

Matricea (4.54) este utilizata pentru a descrie comportarea la torsiune a
elementelor finite de grilaj, dupa cum expresia (4.22) este folositd pentru a descrie
comportarea axiald a elementelor finite de grindd inclinatd. Cand sectiunile
transversale nu sunt axial-simetrice, momentul de inertie polar 7, se inlocuieste

prin momentul de inertie la torsiune 1, .

Exemplul 4.1

La bara din fig. E4.1, avind d =5mm, /=0,2m, E =200GPa, Incarcata
cu o fortd axiald F' =2kN, sa se determine: a) deplasarea sectiunii 2, b) tensiunile
din bare si c) reactiunile in incastrari.

©
™
R, 4 %y T 2R4
—— T —— F— —'—"""—f'@‘)—
OEER! Q 4
6

Y
)

Fig. E4.1
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Rezolvare. a) Bara este modelata cu trei elemente finite.

Ariile sectiunilor transversale sunt

_ﬂdz

2
4= =19,62mm?>, 4, = 4, _7(14d)"

=38,47 mm®.

Matricile de rigiditate ale elementelor sunt

105. 1 -1 1 -1
[kl]zz 10 19,62{ _981.10° N |

400 -1 1 I 1| mm
5
-10° - 1 -1 1 -1
[kz]:[p]zw =38,47-10° l

200 -1 1 -1 1| mm

Matricea de rigiditate globala neredusa este
9,81 -9,81 0 0
[E]—103 -9.81 9,81+38,47 —38,47 0
- 0 —-38,47 38,47+38,47 -3847|
0 0 —38,47 38,47

Tinand cont de conditiile la limita (gradele de libertate / si 4 sunt blocate),
ecuatiile de echilibru se pot scrie

981 -9,81 0 0 0 -R
103 -981 48,28 -3847 0 0, _ 0
0 38,47 7694 -3847|| O 2-10°
0 0 -38,47 38,47 0 —-Ry

Retinand numai a doua si a treia ecuatie, rezulta sistemul
103 48,28 38470, | _ 0
~38,47 7694 || 0y [ |2-10°

0, =3442mm, 0; =43,21mm.

cu solutiile

b) Reactiunile se obtin din prima si a patra ecuatie
R, =9,810, =981 10’ -34,42=3378N,

R, =38,47 Oy =38,47-10°-43.21=1662,2N.

¢) Tensiunile sunt
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oy =Fep,=EL2 A g _5gs 382 175 N

‘ 20 400 mm
0y = E &5, _pSh 59O 5587 _gq9 N
£, l 2 mm?
034=Eg34=EM=—E%=—2-105@=—43,2 Nz .
4y l 200 mm
Exemplul 4.2

Un suport, constdnd dintr-o bara de otel / montatd fara joc in interiorul
unui tub de fontd 2, este solicitat de o fortd axiald de 60kN, ca in fig. E4.2. Se

considera 4 =200mm?, 4, =800mm?, E; =210GPa, E,=120GPa,
£=0,2m. Sa se determine: a) scurtarea ansamblului, b) tensiunile din fiecare
material si ¢) fortele interioare din bara si tub.

oy

0.2m

TR

Fig. E4.2

Rezolvare. a) Utilizand un model cu doua elemente finite, matricile de
rigiditate ale elementelor sunt

105. 1 -1 1 -1
[kl]zz,l 10 200{ }2,1.105{ }i

200 -1 1 1 1| mm

10° - 1 -1 1 -1
[kz]zl,z 10° -800 _48.10° i.

200 -1 1 -1 1| mm

Matricea de rigiditate globald neredusa este

[1?]:105 21+48 —-21-438 69105 I -1 N
-2,1-48 21+48 ’ -1 1| mm’
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Daca punctul / este blocat, ecuatiile de echilibru au forma
1 -1/| 0 R
6,9-10° =1 Tt
-1 1|0 -6-10

0, =-0,087mm,

deci

deplasare egala cu scurtarea barelor.

b) Tensiunile sunt

o' =E ¢ =E1M=E1&=2,1-105ﬂ=—91,3 lz’
4 4 200 mm
o’ =E, &’ =E2M=E2&=1,2-105ﬂ=—52,l4 Nz .
l 200 mm

c¢) Fortele axiale au valorile
N, =c'4,=-91,3-200=-18,26kN ,

N, =c%4, =—52,14-800 = —41,74kN .

Exemplul 4.3

Bara din figura E4.3 este incalzitd uniform cu 80°C . Dacd E =130GPa si

a=17-10"° grd'1 , se cere sa se determine tensiunile termice.

R, 4D @k, =,
> — — -
g
1800 2
Fig. E4.3

Rezolvare. Intai se determina daca prin incalzire bara atinge peretele din
dreapta. Daca peretele n-ar exista, atunci deplasarea punctului 2 ar fi

Al =(aT =1800-17-107°-80 = 2.448 mm > 2 mm

deci bara atinge peretele.

Notand cu A aria sectiunii transversale, fortele (4.42) sunt
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-1 -1 -1
{fT}zaTEA{ | }=17-10_6-80-1,3-105-A{ | }:176,8-A{ | }N.
Matricea de rigiditate este

[k]:m{ 1 —1} N

1800 | -1 1| mm

Deoarece punctul / este fix, ecuatiile de echilibru au forma
13-10°-4 [ 1 -1][0] [R,-17684
1800 |-1 1 [|2) |R,+17684]’
de unde se obtin reactiunile

R, =17684-144,44=3244, R,=-3244.

Tensiunile normale sunt

o=fo_ 34 N
A mm?

Exemplul 4.4

O bara de sectiune constantd este fabricatd din doud materiale diferite, ca

in fig. E4.4. Daca temperatura partii centrale 2-3 creste cu 7T 9C, se cer tensiunile
care apar 1n bara.

R, 9 E, E: 'R,
— —— — —«é»
o
2 3
! Q 2/ ! @
Fig. E4.4

Rezolvare. Bara este modelata cu trei elemente finite fruss. Matricile de
rigiditate ale elementelor sunt

I -1 1 -1
ol 2] ] e
¢ |-1 1 20 -1 1
Pentru elementul 2, vectorul fortelor nodale termice este

{rl=arEa|-1 1]
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Utilizand conditiile la limitd Q, =0, =0, ecuatiile de echilibru pot fi

scrise
E, -E 0 0 |
I N B
A 2 2 2 2 Q2 _ —aTElA
‘ _E 5+E2 _E || 9 aTE A
2 2 0 R,
| 0 0 -E, E, |

E E
E2 +—1 - -1
4 2 2 |12 —aTE A
(| _E E || o 1
2

Ey+=t

are solutiile

0, =—aT/ £y , Oy=aTl b
E +E, E +E,
Alungirile specifice ale elementelor sunt
51253:&:_&:_QT—E1 , 82:Q3_Q2:aT El .
1 1 E +E, 20 E +E,
Tensiunile au expresiile
0'120'3=E281:—0{Tﬁ, 0'2:E182—E16¥T=—C(Tﬁ=0'1.
E E L E

Exemplul 4.5

Un surub din otel, cu lungimea activd ¢ =100mm si diametrul § =10mm,
are filet simplu cu pasul 1,6 mm. Surubul este montat in interiorul unui tub din
cupru cu diametrele d =12mm si D =18mm (fig. E4.5, a). Se roteste piulita pana
se opreste, apoi se stringe un sfert de rotatie. Sa se determine tensiunile din surub
si tub, daca la otel E; =208GPa sila cupru £, =100GPa.

Rezolvare. Ansamblul este modelat cu doua elemente finite de bara, ca in
fig. E4.5,b. Ambele elemente sunt blocate in punctele / si 4, deci O, =0, =0.

Problema are o constrangere
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In general, astfel de conditii se programeaza prin metoda penalitatilor. In
continuare se da o rezolvare directd mai simpla.

q
a0 @,}F @ |9
7h —+ fo.s
Z\n \
2//D e i Q3
d ‘
1 | \
LD olr rR{@
a b
Fig. E4.5

Ariile sectiunilor transversale sunt

2 2 2
A, = ”f =78,54mm?, 4, =dD4—d)=141,37 mm? .

Matricile de rigiditate ale elementelor sunt

[kl]_2,08-105-78,54 -1 o5l V-1 N

B 100 -1 1] " ~1 1| mm
N
mm

,] 10°-14137[ 1 —1 s[1 -1
[k ]z— BN L R G

100 1

Ecuatiile de echilibru se scriu

1,63 -163 0 0 0 R
10° -1,63 1,63 0 0 0, _ -F
0 0 41 -141|| -0 -F

0 0 -141 L4l 0 Ry

Sistemul format din a doua si a treia ecuatie

LIV I et
0 141]]-0; -F

are solutiile
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F F

Q: T 163-10°° Qs = 141-10°

Inlocuind aceste valori in relatia de constrangere rezulta

Fl—! —+ 15 =04,
1,63-10°  1,41-10

sau
F =30314N.
Tensiunile au valorile
o :£:30316 186 N2 ’
4, 7854 mm
o, =—i=— 30316 =-214,5 N2 .
A, 141,37 mm
Exemplul 4.6

La bara din figura E4.6, cu sectiunea transversala variabila liniar
A(x)= 4, [1+2—x£j , sd se calculeze deplasarea capatului liber sub actiunea fortei

F, utilizand doua elemente finite de bara cu sectiune variabila.

0% ,_J@%+ 9 L
ATg 010 Os
D £ 24,

Fig. E4.6

Rezolvare. Matricea de rigiditate a unui element de bard cu sectiunea
transversala variabila este

[} o

e
La bara din fig. E4.6, Impartita in doud elemente finite de lungime egala,
matricile de rigiditate ale elementelor sunt
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4
1 -1 1 -1
[k1]=£2 4y (1+1de:% ,
/=) —1 1 20 4/ | -1 1

0

2
I -1 1 -1
[kz]:£2 AOJ‘(IJFiJ _TEA _
-1 1 20 4¢ (-1 1
/

Inlocuind Q, =0, ecuatiile de echilibru pot fi scrise

5 -5 07[0 R,
Ehl 5 1n _7]lg l=l0
0 -7 71|60 F

Rezolvand sistemul format de a doua si a treia ecuatie
EAy |12 =710, | |0
4 |-7 7 || O F|’

4 F/ 48 F1
0=t 0=t
5 E4, 35 EA4,
Deoarece s-a admis o variatie aproximativa liniard a cAmpului de deplasari,
elementele finite au deformatii specifice constante, deci rezulta o variatie in trepte
a tensiunilor in lungul barei.

se obtine

Exemplul 4.7

Sa se stabileascd matricea de rigiditate a barei din fig. E4.7, condensand
(O pe baza conditiei /53 =0. Sa se modeleze bara cu: a) doud elemente liniare cu
doud noduri; b) un element patratic cu trei noduri. Sa se comenteze rezultatele.

@ O

= e O — - —— — — )
0,.F, O,.F; 0,,F,
£ £
- 2 2
Fig. E4.7

Rezolvare. a) Fie bara modelatd cu doud elemente liniare. Matricile de
rigiditate ale elementelor sunt
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il 1)

Matricea de rigiditate globala neredusa este
1 -1 0
-1 2 -1

0 -1 1

k-2

Ecuatiile de echilibru se pot scrie
1o -1](a) (A

-1 -1 2 ]lo) (A

2FA

Pentru F; =0, din ultima ecuatie rezulta

0,-24% | yo 1/2J{g;}

ceea ce presupune un camp liniar de deplasari in interiorul barei.

Primele doua ecuatii au forma

2EA{1 OHQI} 2EA{—1} {F]}
Ji— 4+ — Q3:
¢ 10 1|0, ¢ ] -1 F,

si dupa Inlocuirea lui Q; devin

o Mak 5o v g}

ceea ce se mai poate scrie

EAl L LI JO | R
cl-1 110 F|’
unde membrul stdng contine matricea de rigiditate a elementului liniar cu doud

noduri.

b) Fie bara modelata cu un singur element de bara patratic cu trei noduri.
Ecuatiile de echilibru se pot scrie
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7 1 -8](a) (A

8170 (=1 F
-8 -8 16 || 0;] |A

Condensand Q; din conditia F5 =0 rezulta

0, =%:L 12 1/2 j{g;}

Primele doua ecuatii se scriu

EA[7 17(0) E4([-8 F
301 7o [T s [@ Tk
2 2

si dupa inlocuirea lui O,

a7 ALy e gl 0)- ()

ceea ce se poate rescrie
EA L -1\ O | |A
Cl-1 1100, F|’

unde matricea din membrul stang este chiar matricea unui element de bara stabilita
cu ajutorul unor polinoame liniare.

30

¢) Observatie. Inlocuind
(@) 1 0
gl o)
0, (=] 01|40
0, /2 12 |72

in expresia energiei de deformatie (4.18) rezulta

7 1 -8](0
1 EA
U==l0, 0, Os]==| 1 7 -8110,¢,
2 37
-8 -8 16 || 0

I -8 1 0

7
v.=5la sz{é X ﬂf—j 17 =80 {Ql},
/ -8 -8 16 || 1/2 1/2 Q>



4. BARE §SI ARBORI 73

v.=5L0 szEA{l ‘IHQI}.

-1 1]]0

Pentru p = const., lucrul mecanic al fortelor nodale este

F 1/6
we=lo 0, & [ R =la & o ]yV6 L.,
F 2/3
1 0 12 e 1| pr
we= o QZJ{O | 1/2} 16+ pt, =[O QZJ{I}%-
2/3

Se poate trage concluzia ca introducerea termenului de gradul doi in
ecuatia (4.23) nu modificd matricea de rigiditate si vectorul fortelor utilizate in
mod curent. Totdeauna cand functiile admisibile, utilizate la descrierea campului
de deplasari, formeazd solutia omogena completd a ecuatiei diferentiale de
echilibru (4.4), matricea de rigiditate rezultatd si vectorul fortelor echivalente sunt
exacte. Aceasta deoarece, asa cum se aratd In capitolul urmator, doar partea
omogena solutiei contine parametrii independenti in raport cu care se minimizeaza
energia potentiala totald . Parametrii care apar in solutia particulara sunt prescrisi si
nu intervin in procesul de minimizare.

Deoarece matricea de rigiditate si vectorul fortelor sunt exacte, rezulta ca si
deplasdrile nodale sunt exacte. Totusi, deplasarile in interiorul elementelor depind
de solutia generala (omogena plus particulard). Formularea conventionala bazata pe
un polinom liniar conduce la valori exacte ale deplasarilor 1n interiorul elementelor
numai atunci cand p =0. In cazul cand p = const. , deplasirile exacte in interiorul
elementelor se pot obtine din relatia (4.25). Totusi, inaintea utilizarii relatiei (4.25),
variabila (Q; trebuie determinatd pe baza deplasarilor nodale (calculate pentru

elementul liniar conventional), dintr-o ecuatie de legaturd intre Q5 si celelate

variabile nodale, obtinutd prin minimizarea energiei potentiale totale in raport cu
05 lanivelul elementului.

Exemplul 4.8

Se considera un brat de robot cu sectiunea constantd, care se roteste cu
viteza unghiulard constantd @ =30 rad/s (fig. E4.8, a). Sa se determine distributia

tensiunilor normale din bara datorite sarcinii centrifugale utilizdnd: a) doua
elemente patratice, si b) trei elemente liniare.

Rezolvare. Asupra barei actioneaza o sarcina centrifugala axiald distribuita
liniar
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a) In fig. E4.8, b se prezinti un model compus din doud elemente finite
patratice. Modelul are patru grade de libertate.

Matricile de rigiditate ale elementelor sunt

QEnES

-8 16 -8
1 -8 7

Matricea de rigiditate globala neredusa este

7 -8 1 0 0 |

. -8 16 -8 0 0

[K]==25] 1 -8 747 -8 1
30

0 0 -8 16 -8

0 0 1 -8 7|

Sarcina axiald care actioneazd asupra celor doud elemente poate fi
descompusa ca in fig. E4.8, c. Fortele nodale, echivalente cu o sarcind distribuita
liniar, se calculeaza cu relatia (4.34)

L((-28)(1-¢) 0
{f@}=jLNJTpdx=poﬁe_[ ~£(1-28) +EdE=pol A1/6,
7, 0 | 4&(1-¢) 1/3

unde &=x/¢, si functiile de forma (4.26) sunt definite pe un interval [0, 1]. in
cazul incarcdrii cu o sarcind uniform distribuita acestea sunt date de (4.37).

Sarcinile distribuite din fig. E4.8, ¢ sunt inlocuite prin fortele nodale
echivalente aratate in fig. E4.8, d. Vectorii fortelor nodale ale elementelor sunt

{fﬂ:%ﬂo 112", {fz}:l;—(f\_l/z 3 1",

Utilizand conditia la limitd Q; =0, ecuatiile de echilibru pot fi scrise

2FA
3/

7

-8
1
0
0

-8

16

-8
0
0

1
-8
14
-8

1

0
0
-8
16
-8

0]

0
1
-8
7

0

0,
Os
on
0Os

Ry
pot/12
pol[24+ pyl/24
3pel /12
pot/12
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Eliminand prima linie si prima coloand, se obtine matricea de rigiditate
globala redusa si vectorul redus al fortelor globale, care conduc la solutia

88 pol*

_ 47 pt?
384 EA’

384 EA

117 pyt?
384 E4

128 pyt?
384 EA

) > Q3 = O, > QS

Deplasarile nodale pot fi comparate cu solutia exacta

2
u(x):M(i_’i]. (a)

2EA\ ¢ 373
Se obtine
2 2 2 2
Y P " Y R ' U (= R -/ Y 1) L -/ Ly
4) 384 2EA 2) 48 2EA 4 384 2EA 32E4

Valorile deplasarilor nodale calculate cu metoda elementelor finite sunt
exacte. Aceasta se datoreste echivalarii nodale a fortelor. In timp ce deplasarile
nodale sunt exacte, deplasarile in interiorul elementelor sunt aproximative deoarece
distributia cubica exacta (a) este Inlocuita printr-o lege patratica.

Vectorul linie \_BJ care exprimd deformatiile specifice in functie de
deplasari in (4.29) este dat de

LBJ:iLszlL—3+4§ —1+4& 4-8Z).
dx Y4

Alungirile specifice sunt

2 b4
el =2 (V3 0y + N5 0y) = R0 (25 6¢).

 48E4
£ =2 (V{0 + N3 05 + N5 0,) =20 (19-182),
14 48FA
de unde rezulta urmatoarele valori nodale

25 py!t 22 pot 19 pyt 10 py? 1 pot
81:——, 2:——, 83:——’6‘4:——, 6‘5:——

48 EA 48 EA 48 EA 48 FA 48 EA
Tensiunile normale corespunzatoare sunt

25 pol 22 po! 19 pot 10 pot 1 pol
o =20 P s P P s o Po

48 A 48 A 48 A 48 A4 48 A4

Tensiunile pot fi comparate cu solutia exacta
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o(x)=2t

2
24 (1_2_2]’ ®)

din care se obtin urmatoarele valori la noduri

5(0)= 24 20t ,U(EJZEM

b

48 4 4 48 A
o L)ool (30 105pL oy o
2) 48 A4 4 48 A

In fig. E4.8, e se prezinti o diagrami a distributiei tensiunilor.

b) In fig. E4.8, f se prezinti un model compus din trei elemente finite
liniare. Modelul are patru grade de libertate.

Matricile de rigiditate ale elementelor sunt

el 2] L)

Sarcina axiald care actioneazd asupra celor trei elemente poate fi
descompusa ca in fig. E4.8, g. Fortele nodale, echivalente cu o sarcina distribuita
liniar, se calculeaza cu relatia (4.34). Daca p, si p, sunt intensitdtile unei sarcini

distribuite liniar la nodurile / si respectiv 2, atunci

p(&)=pi+(pr-p )¢,

1

- j N pas=r, j I RO e e s

Pr+2p;

unde & =x/¢, si functiile de forma (4.26) sunt definite pe un interval [O, l] . Pentru
p| = p, = p, fortele nodale se calculeazd din relatia (4.36).

Sarcinile distribuite din fig. E4.8, g sunt inlocuite prin fortele
nodale echivalente din fig. E4.8, 4. Vectorii fortelor nodale ale elementelor sunt

{fl}=1;—‘fb 2", {f2}=1;—‘fL4 5|7, {f3}=1;—<ﬂ7 8]

Utilizand conditia la limitd Q; =0, ecuatiile de echilibru pot fi scrise



78 ANALIZA CU ELEMENTE FINITE

1 -1 0 0 0 1+54R1
Pof

3EA| -1 2 -1 0 (|0 | _pot]| ¢

1o -1 2 -1(|o[ 54
0 0 -1 1]|o,

12
8

Din ultimele trei ecuatii se obtine

13 pyl? Q_23p0f2
2 0y ==

Pl 21 plt 1pt?
81 EA 81 EA

81 EA 3 EA’

Q2 > Q4

Vectorul linie LBJ , care leagd deformatiile specifice de deplasdri in
(4.29), este dat de

MF%WFiblw

Alungirile specifice sunt

13 pof
27 EA’

4 pof

3 10 pyt 3
& =z(Q3 ~0,)=—L0 :Z(Q4‘Q3):Eﬁ’

13
g = — = b
/& 27 EA
fiind constante in interiorul fiecarui element.

Tensiunile normale corespunzatoare sunt

g =Bl 2 10t 5 4 pol
27 A4 27 A4 27 A

In fig. E4.8, i acestea sunt comparate cu cele calculate din relatia (b).

Exemplul 4.9

Sa se arate cd functiile de forma pentru un element de bara cubic cu patru
noduri, in coordonate locale, au forma

W)= (=) 347 )57 )
Nz(r)=f—g (1+r)(1—r)(%_,,j,

N3(r)—£(l+r)(l—r)[l+rj,

16
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Cadrele sunt structuri din elemente interconectate rigid, de tipul barelor
incastrate la capete sau grinzilor. In programele de analiza cu elemente finite, acest
tip de bard este denumit beam. Grinzile sunt bare solicitate prin sarcini
transversale, interconectate prin legaturi rigide, care au rotiri determinate si care, in
afara fortelor, transmit momente incovoietoare de la un element la altul.

Modelele matematice unidimensionale ale grinzilor drepte (denumite
uneori gresit bare) se bazeaza pe doud teorii: teoria Bernoulli-Euler, in care se
neglijeazd deformatiile transversale de forfecare, si teoria Bresse, care considerd o
distributie aproximativa liniard a unghiurilor de lunecare specificd din sectiunea
transversala. Comportarea grinzilor este descrisd de ecuatii diferentiale de echilibru

de ordinul patru iar deplasdrile au continuitate de tip C'. Accasta presupune
continuitatea deplasarilor transversale si a pantelor in interiorul elementelor si, mai
ales, intre elementele adiacente. Modelul de grindi cu forfecare se aplica

elementelor din clasa C°. Se adoptd ipoteza cad sectiunile rdman plane dar nu
neaparat perpendiculare pe suprafata deformatd neutrd. Aceasta conduce la
introducerea unei lunecdri specifice medii, constante pe indltimea sectiunii
transversale.

In acest paragraf, intai se prezintd elementul finit de grinda pland (beam)
Bernoulli-Euler, definit in coordonate locale, apoi elementul finit de cadru (frame)
care modeleazi o grinda inclinata si elementul finit de grilaj. In final se descrie
elementul finit de grinda cu forfecare.

5.1 Discretizarea cu elemente finite

Un cadru plan este impartit in elemente finite, ca in fig. 5.1. Fiecare nod
are trei grade de libertate, doud deplasari liniare si o rotire. Gradele de libertate ale
nodului 7 sunt (O3, , — deplasarea in lungul axei X, Q;;_; — deplasarea in lungul

axei Y'si O,; —rotirea fatd de axa Z.
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Nodurile sunt localizate prin coordonatele lor in sistemul de referinta
global XOY iar conectivitatea elementelor este definita utilizand indicii nodurilor.
Elementele, modelate ca grinzi cu sectiunea constantd, fara deformatii de forfecare
si fard sarcini aplicate intre noduri, au modulul de rigiditate la incovoiere E/ si

lungimea /.
Q11 Q14 Qai—1
T-!-—Q'r @T—D—Qm /T@ Q 1@
3 A 4 g ¢ ("'—"“,Qaf-z
12 Qs 0
5 $Q17 A
@ L] +Q15
o
6 O
0 T 20
f Uyt 0
_‘i: Q.
Fig. 5.1

In continuare se stabilesc functiile de forma pentru elementul de grinda
plan Bernoulli-Euler, apoi se calculeaza matricea de rigiditate a unui element, intai
in sistemul de coordonate locale, apoi in sistemul global. Matricile sunt apoi
expandate la dimensiunea structurii si insumate pentru a obtine matricile globale
nereduse. Impunand conditiile la limitd, se calculeaza matricea de rigiditate globala
redusd, care impreund cu vectorul fortelor nodale sunt utilizate in analiza statica.

qs.f5 s f; g,
N ¥ /f4 r
’ +1
EA
0
ql/
54
a b c
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Se considera un element de bara inclinat, ca in fig. 5.2, a, In care se arata
deplasarile nodale si axele sistemelor de referinta. In sistemul de coordonate fizice
locale, axa x, orientatd in lungul barei, are originea in capatul din stinga al barei si
este inclinatd cu unghiul @ fatd de axa globala X. Se mai poate folosi §i un sistem
de coordonate intrinseci (naturale).

Vectorul deplasarilor nodale ale elementului in coordonate locale este

{qe}=qu 7 a3 a1 a5 q6)" (5.1
iar vectorul fortelor nodale (se includ si momentele) ale elementului poate fi scris
Uel=ln nonon 5o 56l (5:2)

Fortele (si momentele) f,, f5, f5, f¢ si deplasdrile corespunzatoare
45, 93, 95, 9¢ descriu Incovoierea elementului (fig. 5.2, b), In timp ce fortele
f1, fa, sideplasarile g, g4, descriu efectele axiale (fig. 5.2, ¢). Actiunea lor

este decuplata astfel ca matricile respective ale elementului pot fi calculate separat.

5.2 Analiza statica a unei grinzi cu sectiunea constanta

In continuare se considera grinzi cu sectiunea transversala simetrici fati de
planul sarcinilor aplicate (fig. 5.3). Deformatiile transversale de forfecare se
neglijeazd, ca in teoria clasicd a grinzilor Bernoulli-Euler. Asupra grinzii
actioneaza doar sarcini transversale, fortele axiale fiind neglijate.

¢

Fig. 5.3

Deplasarea axiala a unui punct din sectiunea transversala, situat la distanta
v de axa neutra, este aproximativ

do
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unde v este sdgeata axei barei in sectiunea x si @ =7v" este rotirea sectiunii
transversale (sau panta) in x . Alungirile specifice sunt

Cdu d*v

£, =—= =—yy, 54
* T oy dxy Xy (5.4)

unde y =~ v" este curbura axei deformate a barei.
Tensiunile normale din sectiunea transversala sunt date de legea lui Hooke

2
o-szgxz—E%y, (5.5)

in care £ este modulul de elasticitate longitudinal al materialului.

Momentul incovoietor se calculeazd pe baza distributiei tensiunilor pe
inaltimea sectiunii transversale
a2 v
M(x J’a yU=EL- 5 =Fly (5.6)
X

unde /. este momentul de inertie al sectiunii transversale fatd de axa neutra z.

Semnul minus este introdus deoarece momentul M pozitiv este dirijat In sensul
negativ al axei z (pe fata cu normald exterioard negativd) si produce o curbura
pozitiva. Produsul E1, este modulul de rigiditate la incovoiere al grinzii.

Forta taietoare este data de

dM d*v
T(x): dx _—E] ﬁ_—EIZUIH. (57)

Sarcina transversald pe unitatea de lungime a barei este

4
p(x)z—d—TzE[ U _pr o (5.8)

z

Ecuatia diferentiala de echilibru se scrie

d4

Configuratia de echilibru se obtine din o ecuatie diferentiald de ordinul
patru, avand ca solutie un polinom de gradul trei care contine patru constante de
integrare. Acestea se determina din patru conditii la limita, cate doua la fiecare
capat al grinzii. Existd conditii la limitd geometrice sau cinematice, implicand
deplasarea transversala si panta, si conditii la limitd fizice, implicind momentul
incovoietor si forta taietoare.



5. GRINZI, CADRE SI GRILAJE 83

5.3 Grinda fara sarcini intre capete

La o grindd cu sectiunea constantd, neincircata intre capete, p =0 si din
ecuatia (5.9) rezulta d4v/ dx*=0. Integrand de patru ori, se obtine deplasarea
transversala (sdgeata) v descrisd de un polinom de gradul trei

v(x)=a, x> +a,x* +asx+ay . (5.10)
In (5.10), cele patru constante de integrare a,,a,,a;,a, pot fi

determinate din conditiile la limitd geometrice, care includ sageata si panta la cele
doua capete (fig. 5.4):

la x=x;, v=v,=¢,, si dv/dx=¢, =¢5; (5.11, @)
la x=x,, v=0,=¢s, §i dv/dx=p, =¢,. (5.11, b)

Se obtine
@ x5 x|l 4
o |3xf 2x 1 0| |a
I 2
02 x2 X2 X2 1 a3
?s 3x3 2x, 1 0| |ay

Prin inversare, constantele de integrare a,,a,,as,a, pot fi calculate In

functie de deplasdrile nodale v,, ¢;, v,, @,, astfel incat sdgeata grinzii se exprima
in functie de deplasarile nodale.

5.3.1 Functiile de forma

Deplasarea transversald (sdgeata) poate fi exprimati in functie de
deplasarile nodale sub forma
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o(x)=|~ ]|}, (5.12)

unde \_N J este vectorul linie al functiilor de forma, care sunt polinoame de gradul
trei, numite polinoame hermitiene cubice si

(¢ )=lor o v 0" (5.13)

Utilizand coordonate naturale, cu » =—1 lanodul / si » =+1 la nodul 2,

+
po 2 (x—xl xzj, (5.14)

Xy — X 2

deplasarea transversala poate fi scrisé sub forma

v(r):Nl(r)vl+N2(r)(j—7:l+N3(r)vz+N4(r)[%] . (5.15)

2

Deoarece transformarea coordonatelor se face conform relatiei (5.14)

x1+x2 Xy — X
= +
2 2

X r

si deoarece ¢, = x, —x; este lungimea elementului

1

dx=—%dr. (5.16)
2
Calculand derivata
do_f.do (5.17)
dr 2 dx
relatia (5.15) devine
o(r)= Ny () o, + Ny ()22 [ 92 ] 2N, (1) v, + N, (r) | 42 (5.18)
2 dx1 2 {dx 5
sau
l, l,
U(T)=N1~q2 +7N2'q3+N3'q5 +7N4'q6 . (519)

In expresia (5.12) vectorul linie al functiilor de forma este

/ /
\_szLNl 76N2 N, 7“N4 J . (5.20)
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Functiile de forma de tip Hermite sunt polinoame cubice care satisfac
conditiile la limita date in Tabelul 5.1, unde semnul “prim” indicd derivarea in
raport cu variabila 7.

Tabelul 5.1
N, N N, N’ Ny N N, N,
r=-1 1 0 0 1 0 0 0 0
r=+1 0 0 0 0 1 0 0 1

Impunénd conditiile de mai sus unor polinoame de gradul trei cu patru
constante arbitrare, se obtin expresiile functiilor de forma ale elementului beam in
coordonate naturale (5.21), reprezentate grafic in fig. 5.5:

Nl(r)=%(1_r)z(2+r):%(2_3r+r3)’

Nao(r)= 2= 21 )= (1 =2+ 7), (5:21)

V()= (L) (2=r)= 1 (243r-7),

N4(r)=—%(l+r)2(l—r)=—%(l+r—r2 —r3).

Panta=0
4

T N,
Panta=0 Panta=0
L @ | JL@ ) ®/\ )

r=-1 r=0 r=+l Pcmta 1 ©

Panta=0 Panta=1

o 1 \®

Fig. 5.5
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Se poate verifica usor ca la nodul /7, v=¢, si ? =%’q 3, iar la nodul 2,
r

.do [,
U=¢s §l E=7‘]6-

5.3.2 Matricea de rigiditate a unui element de grinda
Energia de deformatie U, a unui element de grinda este

2
EL ((d%v
U =—¢||—|dx. 5.22
e== I[dxz] x (5.22)

e

Din relatia (5.17) se obtine

do_2do o d'w_4d%
dx ¢, dr ° dx? 2 dr?

Inlocuind (5.12) rezulta

2 2
sl e

e

Ridicand la patrat se obtine

2 T T
d?v| (d?v) (d%v _{qe}Tlé d’N | | d®N {qe}
dx? dx? ) (dx? 4 dar? | | dr? ’

care se mai poate scrie

(d—zﬁj Lt | SV e ) (524)

dx E

Inlocuind (5.16) si (5.24) in (5.22) se obtine energia de deformatie a
elementului

+1

v.=2{af Sff jl ANAr Py (5.29)

care are forma
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Uezé{qe kg [{ae ). (5.26)

Comparand (5.25) cu (5.26) se obtine matricea de rigiditate a elementului
pentru incovoiere

+1
e 8E1e " "
[k3]=7j Ly Ty Jar (5.27)
€ -1

sau

N (N{Y  N{N3 N{Nj NNj
8EI, J‘ N3Ny (N3} N3NP NN
o NIN{ NNy (N3Y NiNG
NINT NGN3 NGNT o (NG)

dr.  (5.28)

[kB

Inlocuind functiile de forma (5.21) si rezolvand integralele se obtine
matricea de rigiditate a elementului pentru incovoiere in coordonate locale

12 60 -12 6/
[e]z% 60 407 —60 207
PImp 12 60 12 60

60 20° —60 407

(5.29)

O metoda diferita de calcul al matricii (5.29) se bazeaza pe relatia generala
(4.19)

k)= j |B|"E,|B|dr. (5.30)

Curbura y (5.23) se poate exprima in functie de deplasarile nodale

e Bt et 1 BIETL PO SR

dx? d

unde vectorul LBJ este

|B|]=— {6— 3r-1 —6% 3r+lJ. (5.32)

e e

Inlocuind (5.32) si d¥ = 4, dx in (5.30) se obtine matricea (5.29).
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5.3.3 Semnificatia fizica a elementelor matricii de rigiditate

Matricea de rigiditate a unui element (5.29) exprimd vectorul fortelor
nodale in functie de vectorul deplasarilor nodale

£ 12 6 -12 6/ [q

5| _EL,| 6! 407 —60 20% | | ¢5 (5.3%)
Ve B|-12 —60 12 -6 |gs| '
fol, 60 20 —60 407 |qq],

Fie un element de grinda cu capatul 2 fix (q5 =g = 0) si capatul / avand

o deplasare egald cu unitatea in lungul axei globale Y si rotire nula
(¢2=1, g3=0), cain figura 5.6.

9,=0
i 1N5/= 45=0
@* 7 @
k2]
>
! by
k
11 /ll;\
v
L Kk,
Fig. 5.6
Relatia (5.33) se poate scrie
g knp - o |42=
ky, . . . =0
S| _[ka )43 (5.34)
Js kyp .. . |g5=0
J6 kyy - - ] 46=0

de unde se obtine

fo=ki, fi=ky, [fs=ky, Sfo=ka. (5.35)

Rezulta ca prima coloana a matricii de rigiditate reprezinta fortele si
momentele care trebuie aplicate elementului de grindd pentru a-l mentine in
echilibru cand ¢, =1 si toate celelalte deplasari sunt nule.

Ecuatiile de echilibru al fortelor verticale si momentelor sunt

k11+k31=0, k21+k41+k31€=0. (536)
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5.4 Grinda cu sarcina distribuita intre capete

La o grinda incarcata intre capete, p #0, d4v/ dx*#0 in ecuatia (5.9) si
forma deformata a grinzii nu mai este descrisa de un polinom de gradul trei. Totusi
acesta reprezintd solutia omogena a ecuatiei diferentiale. Utilizdnd polinoamele
cubice ca functii de forma, deplasirile nodale calculate sunt exacte. In interiorul
elementelor, deplasarile, momentele incovoietoare si fortele tiietoare sunt eronate.

Cand sarcina transversald este uniform distribuitd, p =const., solutia
generala a ecuatiei (5.9) este un polinom de gradul patru. Cele cinci constante de
integrare trebuie determinate din cinci conditii la limitd. Problema se rezolva
adaugéand un nod interior in mijlocul elementului si desemnand sageata in mijloc
drept a cincea deplasare nodala.

In cazul unei sarcini transversale distribuite liniar, v(x) este un polinom de

gradul cinci cu sase constante arbitrare. Acestea pot fi determinate, adaugand
deplasarilor nodale deplasarea transversala si panta la mijlocul elementului. Asa
cum s-a aratat in Capitolul 4, cresterea gradului functiei care descrie deplasarea in
interiorul unui element este echivalenta cu introducerea de noduri interioare.

Cu toate acestea, in practica se preferd utilizarea unor functii de forma
aproximative de grad inferior, care sd asigure satisfacerea conditiilor minime de
convergentd. Functiile de formad cubice rezolva problema. Acestea pot fi insa
utilizate doar daca elementul are modul de rigiditate la incovoiere E/, constant si

nu este incarcat intre noduri. La barele cu sarcini transversale, solutia constd in
inlocuirea sarcinii distribuite reale prin forte nodale echivalente.

5.4.1 Vectorul coerent al fortelor nodale

Se considerd o sarcina transversala p(x), distribuita in lungul elementului
de grinda. Lucrul mecanic al sarcinii distribuite este

szvpdxzjvadx. (5.37)
le 0,
Inlocuind (5.12), expresia (5.37) devine
T
W:{q } ILNijdx. (5.38)
/‘6’

Aceasta are forma

w={q)" {1} (5.39)

unde vectorul fortelor nodale echivalente este
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{fe}= I LNJTp(x)dx=%j [N p(r)dr. (5.40)

Pentru elementul hermitian cu doua noduri, daca sarcina transversala este
uniform distribuitd, p = const., vectorul fortelor nodale coerente este

+1
el_ L,

{r }z?pILNJTdr (5.41)

-1
sau, inlocuind (5.18),
T
(rel-|ple pLc ple _pLe (5.42)
2 12 2 12 | '

In fig. 5.7, a se observa ca f, este o fortd taietoare si f3 este un moment.
Acestea se numesc forte nodale “cinematic echivalente” deoarece inlocuiesc o

sarcind distribuita p(r) ponderati cu functiile de forma N,(r) astfel incét

efectueaza acelasi lucru mecanic. Ele sunt ‘coerente’ deoarece se calculeaza
utilizand aceleasi functii de formé ca pentru matricea de rigiditate.

p p
Pttty Ptttttts
£, Le
PL, pL, pL, " pt,
22_ 2 , 2 2
%e @ |T ) l;_ge T| |T
a b
/:/ﬂ/f/ﬂ/rr g 1 ﬂﬂ??
£, £,
3%@ 7pL, P4, e,
20 4 7
HE D e 1)-224
c d
Fig. 5.7

Fortele cinematic echivalente sunt cele care, daca sunt aplicate in sensuri
contrare drept constrangeri, mentin toate deplasarile nodale nule in prezenta
incarcdrii reale. Inlocuirea sarcinii p=const. cu forte echivalente static (fig. 5.6,

b) ar fi incorecta deoarece elementul de grinda este incastrat la capete, adica este
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incastrat in elementele de grinda adiacente. Pentru a asigura continuitatea C! intre
elemente, fortele nodale trebuie sa includd momente Incovoietoare, nu numai forte
taietoare. Fortele nodale echivalente pentru sarcini distribuite liniar sunt date in
figurile 5.6, c and d.

Fortele cinematic echivalente produc deplasdri care nu coincid cu cele
produse de incarcarea realda (v. Exemplul 5.1). A considera o forma deformata
aproximativa 1n locul celei adevirate este similar cu a presupune existenta unor
incarcari fictive care forteaza grinda sia aiba forma deformatd aproximativa
respectivd. Aceasta echivaleazd cu aplicarea asupra grinzii a unor constrangeri
suplimentare, deci cu rigidizarea ei. Deformatiile acestui model cu elemente finite
suprarigid sunt mai mici “in medie” decat deformatiile structurii reale.

Sursa erorii provine din alegerea arbitrara a functiilor de forma. Chiar daca
acestea sunt astfel construite incat sa satisfacd la capete conditiile la limita
geometrice, echilibrul 1n interiorul elementelor nu este realizat, datorita diferentei

intre sarcina aplicata p(x) si rezistenta EIZUIV care produce un fel de forta

reziduala neechilibrata.

Cu cat elementul este mai mic, cu atdt mai mica este eroarea, deci se
asteaptd o crestere a preciziei prin cresterea numarului de elemente cu care se
modeleaza aceeasi structura, deci prin rafinarea retelei. O solutie corectd ar trebui
sa tindd monoton spre valoarea adevéarata prin valori crescatoare ale deplasarilor.
Se spune cé solutia cu elemente finite reprezintd o /imita inferioard. Aceasta se
aplica doar energiei de deformatie si nu deplasarilor sau tensiunilor intr-un punct.
Tensiunile locale pot fi mai mari decat cele adevarate.

Utilizarea functiilor cubice pentru campul de deplasari implicd momente
incovoietoare (deci tensiuni) cu variatie liniara, desi se stie cd pe portiunile cu
sarcini uniform distribuite momentele incovoietoare variaza parabolic.

Exemplul 5.1

Sa se calculeze sdgeata la mijlocul grinzii simplu rezemate din fig. ES.1,
incarcata cu o sarcind uniform distribuita.

p
(LN N S S

<= ElL¢ =
Pt pt?
12 (_\ /-)12
<= =
1)
% T‘ZZ s (T qs

Fig. E5.1
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Rezolvare. Modeland grinda cu un singur element finit, sarcina distribuita
este Inlocuitd cu doud momente concentrate la capete.

Utilizand conditiile la limita si fortele nodale echivalente, ecuatiile de
echilibru se pot scrie

pt
2
12 6/ —-12 6/ ||q,=0 pl?
2 2 —
EI_| 60 407 —60 2/ 3 |_] 12
Pl-12 -6 12 -6/|]|qs=0 ol
60 20 —60 407 ]| g 2
_pt
12
Sistemul de ecuatii in deplasarile necunoscute este
El pl?
—(4g5 +2q4 )=—,
(403 +295 )= 22
2
pt
—(2g;+4 -
(245 +495 ) ==
avand solutiile
3
L
R Y T

Sageata la mijlocul grinzii este

¢ / ¢ pt?
v = =Ny = g+ Ny | = | gg =2
(2J 2(2)‘13 4(2j% 96E1

Solutia adevérata este

I 5p€4
adev— ’
384E1

deci solutia aproximativa obtinuta cu elementul finit este, cum era de asteptat, mai
mica
) 4
0 E = gvadev .

5.4.2 Functii de interpolare de grad superior

In continuare se analizeazi posibilitatea aproximarii deplasarilor unui
sistem de ordinul patru printr-un polinom de gradul patru de forma
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v(x)=a1x4+a2x3+a3x2+a4x+a5 . (5.43)

Cele cinci constante de integrare a,,a,,as,a,,as din (5.43) pot fi

determinate in functie de deplasarile si pantele la capete, si de deplasarea nodului
interior de la mijlocul elementului (fig. 5.8):

la x=x;, v=0,, si do/dx=¢,
la x=x,, v=0v,, si dov/dx=¢,, (5.44)

la x=x;, v="03,

de unde rezulta deplasarile nodale in functie de coeficientii polinomiali

1 0 0 0 |
v as
o 01 0 O 0 u
1 4
e 2R
02 (= 2 3B
o 0 1 2¢ 3¢ 4o g
y) 2
A
U3 1 —_ —_— —_— al
L 2 4 8 16 ]
Prin inversare se obtine
[ 0 0 0 0 |
as 0 10 0 0 o,
as _1 _i _i l E %
54 A T T U T >
2 73 /2 3 /2 3 2
“a) 1 8 2 8 2 161
Lot 3t B3 s

Sageata grinzii este data de o expresie de forma (5.12)

&
D
v(x):LNj{qe }:LN1 N, Ny N, Ns|iv,¢, (5.45)
(%)
U3

unde functiile de forma de gradul patru sunt
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Nl(r)z—%(l—r)zr(3+2r),
Nz(r):—%(l—r)zr(lﬂﬂ)f,
N3(r)=%(3—2r)r(1+r)2, (5.46)
N4(r):—%(1—r)r(l+r)2€,

N5(r)=(1—r)2(1+r)2.

/
? &
v, |
v]
@
Xy ‘ X3 . X, @ x
l 0
+ 9
F=-1 .l r=+1
Fig. 5.8

Inlocuind functiile de forma (5.46) in relatia (5.27) si calculand integralele,
se obtine matricea de rigiditate a elementului

(316 94¢, 196 -34¢, 512 ]
o 3602 340, —602 1280,
[k§ =5€§ 316 —94¢, —512 |. (5.47)
2
e 3602 128,
| sim 1024 |

Pentru p = const., vectorul coerent al fortelor nodale (5.41) este

T

(5.48)

{relo| TpLe pl2 Tpt, _ple 8pl,
30 60 30 60 15
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5.4.3 Momentul incovoietor si forta tiietoare

Utilizand expresia momentului incovoietor (5.6) si relatia (5.12) rezulta

d*v 4 d*v

M=EILSY=EI. > —EI—N"
7 dx? : ZE, L J{ }

M = Br-1)¢, —6r (3r+1)£ej{qe } (5.49)

Forta taietoare se obtine din relatia (5.7)

d*v 8 d’v _

T=-El, —=—FE[ ———=— N"
dx’ 3 dr L J{ }

6E1 e

L— —0, 2 —zej{q } (5.50)

Pentru elemente incarcate cu
echilibru de la capete sunt date de

R, 12 6/ -12 6/
Ry | EI| 60 4% —60 207
Rs [~ 3 |-12 =6t 12 -6t
R 60 207 —60 407

Primul termen din membrul drept este

sarcind uniform distribuitd, fortele de

_ple
22
© pld
q3 12
+ 5.51
qs _rte -3
2
q
e | pr?
12

:kg]{qe } Termenul al doilea

consta din elemente denumite reactiuni la capete fixe.

Fortele taietoare la cele doud capete sunt 7

incovoietoare la capete sunt M
inlocuind » =—1 si » =+1 in (5.49) si (5.50).

Cand p =const.,
taietoare 1n interiorul elementului sunt date de

2
M, _m Pl pﬁf(ﬂ);’

12 2 2

=-R, si T, = Rs. Momentele

=—R; si M, =R,. Pentru p =0, acestea se obtin

valorile exacte ale momentului Incovoietor si fortei

2

K4 (r+1)2,
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_ Pl
TP_T— =

r

b

unde M si T sunt date de expresiile (5.49) si respectiv (5.50), valabile pentru
p=0.

5.5 Conditii de convergenta minimale

Pe masura ce dimensiunile elementelor sunt reduse, secventa de solutii la o
problema structurala trebuie sd conveargd monoton spre rezultatul corect, cu
conditia ca functiile de aproximare a deplasarilor sa satisfaca urmatoarele criterii:

1. Un element trebuie sa descrie exact migcarile de corp rigid.

Desi echilibrul nu este satisfacut exact in orice punct interior si la granitele
intre elemente, elementul in ansamblu trebuie sa fie in echilibru, deoarece structura
in ansamblu trebuie sd fie in echilibru. Dacd se dau deplasdrilor nodale valori
corespunzatoare unei miscari de corp rigid, deformatiile specifice rezultate trebuie
sd fie nule, la fel fortele nodale, iar deplasdrile punctelor interioare trebuie sa
corespunda deplasarii de corp rigid impuse.

a. Translatie. Daca nodurile au deplasari egale cu unitatea in lungul axei y
(fig. 5.9, a), din relatia (5.12) se obtine

v(x)=[N]

=N, +N; :%(2—3r+r3)+%(2+3r—r3)=1=const.,

S = O =

deci tot elementul se deplaseaza in lungul axei y ca un corp rigid .

b. Rotatie. Daca rotirile la noduri sunt egale cu 1, nodul / fiind fix si nodul
2 avand o deplasare 7/, in lungul axei y (fig. 5.9, b), din relatia (5.12) rezulta

=%N2+feN3+%N4 :% (1+r)=liniar,

v(x)=[N]

—_— = O

deci elementul are intr-adevar o rotatie ca un corp rigid in sens antiorar.
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1
1 1 }/F /(-\
‘, ‘, U

a b c

Fig. 5.9

2. Un element trebuie sa simuleze stari de deformatii specifice constante.

In cazul grinzilor, cand dimensiunile elementelor tind spre zero, acestea
trebuie sa aiba cel putin curbura constanta. Presupunand deplasari la capete nule in
directia y si rotiri egale cu 1 1n sensuri contrare (fig. 5.9, ¢), sdgeata are expresia

0
1 l l l
o()=IvJ] | =t Len = Le(1-02),

-1
deci derivata a doua (curbura) este constanta

v"=-1/2=const.

5.6 Elementul de cadru plan

Asa cum se arata 1n fig. 5.2, un element de grinda inclinat fatd de axe are si
deformatii longitudinale deoarece, in afara momentelor incovoietoare si fortelor
taietoare, acesta este solicitat de forte axiale. Deoarece deplasarile de incovoiere si
cele de intindere-compresiune sunt decuplate, cele doua matrici de rigiditate pot fi
adunate respectand amplasarea elementelor acestora.

5.6.1 Eforturi axiale

Fortele nodale axiale se exprima in functie de deplasarile axiale prin relatia

)

in care matricea de rigiditate (4.22) este

(k¢ |- Eg 4 {_11 _ﬂ . (5.53)

e
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5.6.2 Matricea de rigiditate si vectorul fortelor in coordonate locale

Combinand expresiile (5.53) si (5.29) prin amplasarea elementelor in
pozitia corespunzitoare, se obtine matricea de rigiditate a unui element de cadru
plan

/ )4
0 12E1 6E1 0 12EI  6FE]
3 2 T3 2
Y4 Y4 / Y4
6FE1 4F] 6E]1 2F1
o === == 0 -== =
- 0 0 —_— 0 0
14 14
0 12E1 6FE1 0 12E1 6E]1
) T2 3 T
/ / l l
6E]1 2FE1 6E]1 4FE1
i ¢ / ¢ ¢ ],

In expresia (5.54), raportul intre elementele care descriu incovoierea si cele
care descriu intinderea este de ordinul (i// )2 , unde ‘7’ este raza de inertie. La bare
zvelte, acest raport poate fi intre 1/20 si 1/50, deci matricea de rigiditate poate fi
rau conditionatd numeric.

La elemente incarcate cu o sarcind transversala uniform distribuita,
vectorul fortelor nodale coerente este

¢ /2 ¢ 2|
{fe}:opepeope_pe‘
2 12 2 12

(5.55)

5.6.3 Transformarea coordonatelor

In fig. 5.10 se prezintd un element de cadru plan in starea initiald si cea
deformata. Pentru nodul /, deplasarile liniare locale g, si g, sunt exprimate in

functie de deplasdrile liniare globale O, si O, prin relatiile

q,=0,cos8+Q0,sinb,

5.56
q,=—0;sinf@+0,cosb. (5:36)

Relatiile (5.56) pot fi scrise matricial sub forma
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91 c s| |
= 5.57
{612} [—S C} {Qz} 437
unde c¢=cosf si s=sinf.

Deplasdrile unghiulare (rotirile) sunt aceleasi in ambele sisteme de
coordonate

q3=0;. (5.58)

q31Q3

deformatdii

Fig. 5.10

Adaugand relatiile similare scrise pentru nodul 2

qe| | ¢ s |]Q4 B
{qs}—[_s C}{QS}: 96 =0¢> (5.59)

taj=lr o). (5:60

unde {q ¢ } este vectorul deplasarilor elementului in sistemul de coordonate locale,

rezulta

0° } este vectorul deplasarilor elementului in sistemul de coordonate globale si

(¢ s 0 0 0 0]
-s ¢ 0 0 0O
[Te]: 0 01 0 0O (5.61)
0 00 ¢ s O
0 00 —-s ¢ O
10 0 0 0 0 I]

este matricea de transformare din coordonate locale in coordonate globale.



100 ANALIZA CU ELEMENTE FINITE

5.6.4 Matricea de rigiditate si vectorul fortelor in coordonate globale

Utilizand acelasi procedeu ca in § 3.7 se obtine matricea de rigiditate a
elementului de cadru plan in coordonate globale

[Ke ]:[Te ]T [ke HT] . (5.62)

Fortele nodale care inlocuiesc o sarcind uniform distribuita p sunt date de

{F@}:[T@]T{ﬂ}. (5.63)

Fortele {F ¢ } se adauga vectorului global al fortelor.

5.7 Asamblarea matricii de rigiditate globale

Matricea de rigiditate globala, [I? ], este asamblatd din matricile

elementelor [K e] utilizdnd matricile de conectivitate ale elementelor [ T ], care

stabilesc legitura intre deplasarile nodale la nivelul elementelor si deplasarile
nodale la nivelul intregii structuri, prin relatii de forma

{oe}=|7]{a} (5.64)

Matricea de rigiditate globald neredusa este egala cu suma matricilor de
rigiditate expandate ale elementelor

[1?]=Ze: [&e]. (5.65)
unde
[EE]z[TE]T[KE][TE]. (5.66)

Utilizand conditiile la limita, se calculeazd matricea de rigiditate globala
redusd si vectorul global redus al fortelor nodale, care intervin in ecuatiile de
echilibru [K |[{ Q}={F}.

Dupa rezolvarea sistemului ecuatiilor de echilibru, deci cunoscand toate
deplasdrile nodale, se pot calcula deformatiile specifice la nivel de element, pe baza
relatiilor (5.4), (5.12) si (5.60)

=y =y [V){gt =y ] [ Jloc ) Gen

Din legea lui Hooke se calculeaza apoi tensiunile.



5. GRINZI, CADRE SI GRILAJE 101

Deformatiile specifice, si deci tensiunile, sunt eronate. Deformatiile
specifice sunt derivate ale unor deplasari aproximative, iar derivarea scade

inevitabil precizia.

Exemplul 5.2
Sa se calculeze sageata in capatul liber al grinzii in consola cu sectiunea in
trepte din fig. ES.2.

- £ ’!_ £
Qzﬁ\ Q4(\ Qép
@ TQg }Qj
Fig. E5.2

Rezolvare. Se imparte grinda in doud elemente hermitiene cubice.
Matricile de rigiditate ale elementelor sunt

12 6/ —12 6/ 12 6/ —12 6/

[ 1]_2191 60 4> —60 207 [kz]_EI 60 40 —60 207
o -12 —6r 12 -6/ SR =12 -6 12 -6/
60 2% —60 407 60 20% —60 447

Matricea de rigiditate globald neredusa este

24 120 -24 12¢ 0 0
120 802 —12¢ 4> 0 0
24 —12¢ 36 -6/ -12 6/
120 40 —6r 1202 —60 20°
0 0 -12 -6/ 12 -6/
0 0 60 207 —60 407

e

Utilizdnd conditiile la limitd in incastrare Q, =0, =0, si eliminand
primele doua linii si coloane , se obtin ecuatiile de echilibru
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36 —60 —12 60 (0 0
EI|-60 120> —60 20°||04| | ©
Bl-12 -6 12 -e|los| |-F

60 20 —60 407 || O 0

Cele trei ecuatii cu membrul drept zero pot fi scrise sub forma

36 -6/ 6/ 1[0 12
—60 1207 20% |10, +=160}0;.
60 20% 4* || Qg 6/

de unde prin inversare rezulta

O . 1er 90 210 |(12 . 60/

= 9/ 27 =27 6/ =——~=<108 .
Q4 21662 QS 2167 QS
Os =21/ =27 99 6/ 180

Inlocuind cele trei deplasari in ecuatia cu membrul drept diferit de zero

EI
7(—12Q3 —6(0, +1205 -6/ 05)=—F

se obtine sdgeata in capatul grinzii

Fr
U3 = Q5 = —l,SE.

Exemplul 5.3

Sa se calculeze sageata in punctul 2 si reactiunile in reazeme la grinda din
figura E5.3.

Rezolvare. Se modeleaza grinda cu doua elemente finite de tip Bernoulli-
Euler. Asambland matricile de rigiditate ale elementelor de forma (5.29), se obtine
matricea de rigiditate globala neredusa

(12 6 -12 6/ 0 0
60 40> —6/ 20> 0 0
[E]:ﬂ —12 -6/ 24 0 -12 6

e 202 0 8% —6r 207
0 0 -12 -6/ 12 —6¢
0 0 6/ 20 —6r 40
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In incastrare Q; =0, =0; in capitul simplu rezemat Qs =0 . Eliminand
liniile si coloanele corespunzatoare se obtin ecuatiile de echilibru

24 0 60 [0 ~F
E—f 0 8% 202110,t=1 0
60 20% 4% || O 0

Ultimele doua ecuatii se scriu
87 207 [0 [0 0
202 4% || Qg 60 )=

3 12
Q4—%Q3, Qs——7€Q3-

de unde rezulta

M, D I
— ) e —— @
1 @ s
V}f_ f . E AI/;
0, Q o
)
QI TQ3 Qj
Fig. E5.3

Inlocuind Q, si Qg in prima ecuatie, se obtine

3/7¢ Fr?
240, +| 0 6/ =
0+l J{—12/7€} T EI
deci
7 F/3
Uy=0Q3=——"—.
2=05 96 EI
Rotirile sunt
3 F/? 12 F¢?
0y =0y = 9% EI° (/’3—Q6—96 ITa

Reactiunile din reazeme se obtin din ecuatiile eliminate
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-12 6/
E—SI —60 207
-12 -6/
de unde rezulta
V= F
16
Exemplul 5.4

0 Os
0 Oy
=60 | | O

ANALIZA CU ELEMENTE FINITE

4
Ml
V3

V= F
16

Sa se calculeze sageata in punctul 2 si reactiunile la grinda dublu incastrata

din figura E5.4.

M, (D F @
o I oy
A @ A
h v
el

Fig. E5.4

Rezolvare. Se modeleaza grinda cu doua elemente finite de tip Bernoulli-
Euler. Utilizand conditiile la limitd Q) = 0, = 05 = Qs =0, ecuatiile de echilibru se

scriu sub forma

(12 60 -12  6f 0 0 0 |4
6/ 40> —60 202 0 0 0 M,
EI|-12 -6/ 135 -450 -15 150 |]Q5| |-F
B 60 207 —450 6 —150 ¢ |[lof |0 [
0 0 -15 -15/ 15 -15/[]0 A
L0 0 L5 2 -5 207 || 0] | My
A treia §i a patra ecuatie
EI[ 135 -4501(0,| [-F
Bl -450 62 [lo, ] 1o
au solutiile
8 Fr? 2 Fi?
VH = ==, = =
22O = w2t Ty
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Inlocuind aceste deplasiri in celelalte patru ecuatii rezulta
-12 o/ 8 14
EI| -6t 202 | |7t PR M,
B -15 —-1se|| 2 | EI | Vs
1,50 02 27 M,

Reactiunile din incastrari au valorile

4 =2F, M, =iF£, 8 =lF, M, =—2F£.
27 9 27 9
Exemplul 5.5

Sa se calculeze rotirile pe reazeme si reactiunile la grinda continua din fig.
ES5.5 la care pe deschiderea din dreapta actioneazi o sarcind transversala uniform
distribuita.

VA ’ 48 , VJT
Fig. E5.5

Rezolvare. Se modeleaza grinda cu doua elemente finite de tip Bernoulli-
Euler. Utilizdnd conditiile la limita QO =(0;=0;=0, sistemul ecuatiilor de
echilibru se scrie matricial sub forma

12 60 —-12 6/ 0 0 |[0O 14

6/ 4> —6r 20 0 0 ||0, 0
EIl-12 -6/ 24 0 —12 6/ || 0| |Vy—pt)2
Pler 200 0 8t -6t 202 |)0, [ |-prth2f

0 0 —12 —6/ 12 —6/||0| |V3-pt)2

0 0 60 202 —60 4% |0 pt*/12

Inlaturand prima, a treia si a cincea linie i coloana se obtine

402 202 0 [0, 0
Ell 2 2 2 2
E2 20 82 202 |0, t={-p?/12

3
“lo 2 a2 |, pr* 12
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Din prima ecuatie se obtine deplasarea
0

0, = -1/2 OJ{ ’ (a)
03

care este inlocuita 1n sistemul format de a doua si a treia ecuatie

EIf |20 0, + 80> 20° [0y ]| _pl? {—1}
Al o T2 ]2 a2 |0 2 1]
ale carui solutii sunt rotirile
pl’

(/’3=Q6=32E1- (b)

.
4A8E1’

Py =04 =

Inlocuind rotirile (b) in expresia (a) se obtine rotirea

pt’
96E1
Reactiunile se calculeaza din ecuatiile omise

»=0,=

o[ 6 6 0 (0 4
=Sl =60 0 60 |10, 1=V, pl)2
0 —60 —60||0 Vy—pt)2
rezultand

p! 5 7

e — , V = — E ’ V = g .
REY: 27%”P 37167
Exemplul 5.6

Sa se calculeze sageata si rotirea (panta) in punctul 2 al grinzii incarcate cu
o sarcina triunghiulara din figura ES.6.

A T e

: T—
O —=——===—30

2/ £

Fig. E5.6
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Rezolvare. Se modeleaza grinda cu doua elemente finite de tip Bernoulli-
Euler. Utilizdnd conditiile la limitd Q; =0, =05 =0, sistemul ecuatiilor de
echilibru se scrie matricial sub forma

(1,5 15¢ -15 152 0 0 ][0 V,-0,7po!
L5¢ 20 —15¢ ¢ 0 0 [|0] |M—-02p,l*
EI|-15 -15¢ 135 450 —-12 6/ |05 | -03p,t
AL 2 450 607 —60 207 |10, ] 01333p,¢?
0 0 -12 -6/ 12 —60]|0 Vs
L0 0 60 20% -6 4070 0

Inlaturand prima, a doua si a cincea linie si coloana se obtine

13,5 4,50 60 ][0, ~0,3 py!
=450 607 207 |40, =1 01333 pyl?
e 202 a2 || o 0

Din ultima ecuatie se obtine deplasarea

3 1
O = —2—€Q3 —5Q4

care este inlocuitd in sistemul format din primele doua ecuatii
3 2 9,2 (% |= 2(>
1 450 o/ Oy 20 0.1333 py¢

ale carui solutii sunt

4 3
v, =05 :—0.084%, ¢2:Q4:0.0518%.

Exemplul 5.7

Sa se determine expresiile functiilor de forma pentru elementul de grinda
cu 3 noduri din figura E5.7, apoi s se reprezinte grafic.

Raspuns.

Nl(”):i r? (4—5}’—21’2 +3r3), Nz(r)z r? (1—r—r2+r3),

N
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£ £
ey B e 2
0, 0, O
T
QI TQ.? Qj
) . a o
Fig. E5.7,a

Functii de forma pentru elementul de grinda cu trei nodur

— [ 4 Mgl fo._. E _______ [0 T =2 IR SRR R
Z 0.5f--f--e- o) : L 06
0 0 . 1]
1 0 1 -1 0 1 1 0 1
r r r

Fig. E5.7, b
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Exemplul 5.8

109

Bara cotita plana din fig. E5.8, a este articulata la capete si Incarcata in 2
cu o forta orizontald F =1000 N . Se cunosc £=2-10"" N/m?, 4=1600 mm? si

I1=2-10°mm®*. Si se determine deplasérile nodale si sd se traseze diagramele

fortei axiale, fortei tdietoare si a momentului incovoietor.

Rezolvare. Bara este modelata cu 6 elemente si 7 noduri.

Date referitoare la noduri

Nodul | Blocaj Blocaj Blocaj | Coord Coord | Deplasareca Deplasarea  Rotirea

nr X Y Z X Y X Y Z

1 1 1 0 0 0 0 0 -1.232¢-2
2 0 0 0 0 1 0,010 8.500e-7  -5.531e-3
3 0 0 0 0 2 1.0699¢-2 1.700e-6  2.353e-3
4 0 0 0 0.5 2 1.0698¢-2 1.309¢-3 2.592¢-3
5 0 0 0 1.4 2 1.0697e-2 2.321e-3  -1.260e-3
6 0 0 0 2 2 1.0696e-2 -8.500e-7  -6.889e-3
7 1 1 0 2 1 0 0 -1.260e-2

Forma deformata este prezentata in fig. E5.8, b.

Diagramele fortei axiale N, fortei tdietoare
incovoietor M sunt date in figurile E5.8, ¢, d, e.

)

e
1,0
@
a b
= am [ 2 1
()] &)

N 456 T 456
@®
544

c d

Fig. E5.8

T si a momentului
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Exemplul 5.9

Cadrul plan din fig. E5.9, a este incastrat in punctele 7, 5, 10, 13 si solicitat
de un moment M5 = 2:10° Nmm si de doud forte concentrate Fy = —2-10*N si
F, =-10*N. Considerind E=2-10° N/mm?, 4=400mm?, =2-10* mm*,
l_, =100mm si ¢g_jg =09_1; =200 mm, sa se calculeze deplasarile in punctul

6 si sa se traseze forma deformata.

Raspuns. Cadrul este modelat cu 12 elemente beam si 13 noduri.

2-100 g 9 11
2-10° l .
2 O : p 7 12---:ﬂ
Jh SJ, 10 # 13
Fig. E5.9, a

Deplasarile in punctul 6 sunt

hg=0,2476 mm, v =-0,9673 mm, ¢4 =-0,00623 rad .

Forma deformata este prezentata in figura ES.9, b.

<
-

Fig. E5.9, b
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5.8 Grilaje

Grilajele sunt cadre plane solicitate de forte perpendiculare pe planul
acestora. Ele sunt cazuri speciale de cadre tridimensionale in care fiecare punct are
doar trei deplasari nodale, o translatie si doud rotiri, rezultate din actiuni de
forfecare (neglijabile), Incovoiere si rasucire.

Fig. 5.11

5.8.1 Discretizarea cu elemente finite

Grilajul este impartit in elemente, ca in exemplul din fig. 5.11. Fiecare nod
are trei grade de libertate, doud rotiri si o deplasare liniara, perpendiculard pe
planul grilajului. Gradele de libertate ale nodului i sunt Q5;_, — rotatia fata de axa

X, Qy;_; —rotatia fatd de axa Y si (;; —deplasarea in lungul axei Z.

Nodurile sunt localizate prin coordonatele lor in sistemul de referinta
global XOY iar conectivitatea elementelor este definitd prin indicii nodurilor.
Elementele sunt modelate ca bare cu sectiunea constanta, solicitate la incovoiere si
rasucire, fara deformatii de forfecare si fard sarcini intre noduri. Proprietatile
caracteristice sunt modulele de rigiditate la incovoiere EI si la rasucire G/,, si

lungimea ¢. Se considerd doar bare cu sectiuni al céror centru de forfecare
coincide cu centrul de greutate.
5.8.2 Matricea de rigiditate a elementului de grilaj in coordonate locale

Se considera un element de grilaj inclinat, ca in fig. 5.12, 4, in care se arata
deplasarile nodale in coordonate locale si in coordonate globale.
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In sistemul local de coordonate fizice, axa x, orientatd in lungul barei, este
inclinatd cu unghiul o fatd de axa globald X. Axa z a sistemului local de
coordonate este coliniard cu axa Z a sistemului global. Alternativ, se mai poate
folosi un sistem de coordonate intrinseci (naturale).

Fig. 5.12

Vectorul deplasarilor nodale ale elementului este

{qe }=Lq1 4> 43 44 9s QGJT (5.68)

iar vectorul corespunzator al fortelor nodale ale elementului se poate scrie

Lred=ln o fs fo 15 1o ™. (5.69)

in (5.69) f 5, [ sunt forte taietoare, iar f,, f5 sunt cupluri care
produc incovoiere (fig. 5.12, b). In (5.68) deplasirile ¢ 3, 4 sunt translatii, in
timp ce ¢,, g5 sunt rotiri. Vectorii coloand corespunzitori sunt legati prin

matricea de rigiditate la incovoiere.

Rearanjand matricea (5.29) rezulta

/s 40% —60 20% 60 | (492
fi| _EL|-60 12 -6/ —12| |43
[ B 202 —6r a® 60 | |as
Js 60 —12 60 12 | (46

(5.70)

Fortele nodale axiale f|, f, sunt cupluri de rasucire iar deplasarile nodale

41, 94 sunt unghiuri de rasucire. Deoarece descriu efecte torsionale, actiunea lor
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este decuplatd de incovoiere. Matricea de rigiditate respectiva poate fi calculata
separat. Ea se calculeaza la fel ca matricea de rigiditate pentru solicitari axiale.

Unghiul de rasucire, exprimat prin functiile de forma (4.51)

0(r)=N,(r) g, + N, (r) g4, (5.71)
poate fi inlocuit In expresia energiei de deformatie
2
GI
U,=—!¢ j AP (5.72)
2 ox

e
Dupa trecerea la coordonate naturale se obtine matricea de rigiditate pentru
torsiune

+1
[kf]:%jw;jﬂzv;jdr : (5.73)
c 0

Datorita acestei analogii, fortele nodale pot fi exprimate in functie de
deplasérile nodale prin relatia

)

in care matricea de rigiditate pentru torsiune este

[ke]—Gl’e bl 5.75
t—fj_l 1] (5.75)

In expresia (5.75), G este modulul de elasticitate transversal iar 1,, este

momentul de inertie la rasucire al sectiunii transversale. In cazul sectiunilor axial-
simetrice, aceastd constanta este momentul de inertie polar.

Pentru elementul de grilaj, combinand elementele matricilor de rigiditate
(5.70) si (5.75), se obtine matricea de rigiditate in coordonate locale, care exprima
fortele nodale (5.69) in functie de deplasarile nodale (5.68)

(¢ 0 0 —-a 0 0
0 4% —6¢ 0 20* 6f
CEIL| O -6/ 12 0 -6/ -12
B l=a 0 0 a 0 0
0
0

[k@ (5.76)

0 20> —6/ 40% 6/
0 6/ —12 6/ 12

L de

unde a=GI fz/EIe.

te-e
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5.8.3 Transformarea coordonatelor

Inaintea asamblarii in matricea globald a grilajului, este necesarid
transformarea matricii (5.76) din sistemul local in sistemul global de coordonate.
Deoarece directia z a axelor locale coincide cu directia Z a axelor globale, trebuie
transformate doar rotirile.

Transformarea coordonatelor este definitd de relatia
{qe}=[Te]{Qe}, (5.77)

in care {qe} este vectorul deplasdrilor elementului (5.68) in sistemul de
coordonate locale,

{Qe }:Ll 0, O3 04 Us Q6JT

este vectorul deplasarilor elementului 1n sistemul de coordonate global (fig. 5.12) si

c s 0 0 0O

-s ¢ 0 0 0O

. 0O 01 0 0O
[T ]: , (5.78)

0 00 ¢ s O

0 0 0 —-s ¢ O

L0 0 0 O 1]

in care c=cosa si s=sina, este matricea de transformare de la coordonate
locale la coordonate globale.

Aceeasi matrice (5.78) este utilizata pentru transformarea fortelor nodale din
coordonate locale in coordonate globale.

5.8.4 Matricea de rigiditate a unui element in coordonate globale

Matricea de rigiditate a unui element de grilaj in coordonate globale se
obtine la fel ca pentru elementele de cadru, pe baza relatiei

[Ke ]:[Te ]T [ke HT] . (5.79)
Aceasta este utilizata la asamblarea matricii de rigiditate globale nereduse
[1? ], folosind matricile de conectivitate ale elementelor [T ¢ T, care exprima

legatura intre deplasarile nodale ale fiecarui element si deplasdrile nodale ale
intregii structuri, prin relatii de forma (5.64).
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La sisteme sprijinite pe reazeme, matricea neredusa [1? ] este condensata
utilizand conditiile la limita.
Efectul reazemelor elastice poate fi luat in considerare adaugand

rigiditatile acestora direct in matricea de rigiditate globala, 1n locatia
corespunzatoare de pe diagonala principala.

Exemplul 5.10

Grilajul din fig. E5.10 este incastrat in punctele / si 2, are £ =210 GPa,
G=81GPa, /=1m si diametrul barelor d =20mm. Se cere sd se calculeze

deplasarea verticala a punctului 7 sub actiunea fortelor F; = Fg =—-500N si sa se

traseze forma deformata.

Fig. E5.10

Raspuns. Grilajul este modelat cu 14 elemente si 8 noduri, avand in total
18 grade de libertate. Forma deformatd este prezentata in figura ES5.10, b.
Deplasarea cerutd este w,; =—0,436 m.

Exemplul 5.11

Grilajul din fig. E5.11, a este incastrat In punctele / si 2, si are /=1m,
1=0,785-10m*, 1,=157-10° m*, E=210GPa si G=81GPa. Se cere sa
se calculeze deplasarea verticala a punctului 5 cand grilajul este incarcat cu o forta
Fs= ~10°N. Si se deseneze forma deformatd si diagramele momentelor
incovoietoare si de rasucire.
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0.4m

-542

102

Fig. E5.11

Raspuns. Grilajul este modelat cu 5 elemente si 5 noduri, avand 9 grade de
libertate. Deplasarea maximd este ws =—0,4 m . Forma deformata este prezentata

in fig. ES.11, b. Diagrama momentelor incovoietoare este aratatd in figura E5.11, c
si cea a momentelor de rasucire — in figura E5.11, d.

5.9 Elementul de grinda cu forfecare

Deformatiile de forfecare devin importante la grinzi relativ groase, la care
ipoteza lui Bernoulli nu mai este valabild. Distributia neliniard (parabolicd) a
tensiunilor tangentiale pe inaltimea sectiunii produce deplanarea acesteia.

Se adoptd o ipoteza simplificatoare (Bresse, 1859) prin care se considera
un unghi de lunecare specifici medie constant pe toatd sectiunea transversala.
Sectiunile transversale plane raman astfel nedistorsionate (plane) dar inclinate fata
de axa barei. Ipoteza std la baza formularii elementului de grindd Timoshenko
utilizat in studiul vibratiilor.
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5.9.1 Analiza unei grinzi cu lunecari specifice constante pe grosime

Se considera grinzi cu sectiunea transversald simetrica fatd de planul
sarcinilor aplicate (fig. 5.13, a). Asupra grinzii actioneaza doar sarcini transversale,
fortele axiale fiind neglijate.

N o ar bttt ppras

W T T+dT

Fig. 5.13

Deplasarea axiald a unui punct din sectiunea transversala, situat la distanta
y de axa neutra, este aproximativ

ulx,y)=-yo(x), (5.80)

unde ¢ este rotirea sectiunii transversale la distanta x .

Deformatiile specifice &, si y,, au urmatoarele expresii

du de
e =S __ 4o o 5.81
Y odx ydx e -8
ou ov dv
T Tex . Pl 7 (82

unde v’ este panta axei deformate a grinzii.

Se observa cd panta v nu mai este egald cu rotirea ¢, ca in teoria
Bernoulli-Euler.

Tensiunile normale din sectiunea transversalad sunt date de legea lui Hooke
o =Ec,——E (5.83)

in care £ este modulul de elasticitate longitudinal al materialului.

Momentul incovoietor se calculeazd pe baza distributiei tensiunilor
normale pe inaltimea sectiunii transversale
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Mﬁﬁwj%yMzﬂﬁﬁzﬂM' (5.84)
A

unde /., este momentul de inertie axial al sectiunii transversale.

Se adopta conventia de semne (fig. 5.13, ) conform careia fortele taietoare
si momentele Tncovoietoare pozitive actioneaza in sensul pozitiv (negativ) al axelor
de coordonate pe sectiunile transversale cu normala exterioara pozitiva (negativa).

Forta taietoare este data de
dm
T(x)=———. (5.85)
dx
Sarcina transversald pe unitatea de lungime a grinzii este

z%ﬂ=—%z- (5.86)
X

Unghiul de lunecare specifica mediu este

T T

L1 5.87
GA, kAG (>-87)

Vxy

unde G este modulul de elasticitate transversal, x este un factor de forfecare si
A este ‘aria suprafetei de forfecare efective’ calculatd cu relatia

[Jraa]

= ) (5.88)
j 72 d4
Din relatiile (5.82) si (5.87) rezulta
T=GA(v' -¢). (5.89)

Pentru o grindd cu sectiunea constanti neincircata intre capete (p =0),
prin eliminarea lui M si T se obtin ecuatiile diferentiale de echilibru

GAV' -GAp =0, (5.90)
GAv +EI.¢"-GAp=0. (5.91)

5.9.2 Functiile de forma

Fie un element de grinda (fig. 5.14) de lungime ¢ (se omite indicele e)
neincdrcata intre capete (p = 0). Utilizand coordonate naturale, r = 2x// .
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Fig. 5.14

Eliminand ¢ si v pe rand in (5.90) si (5.91) se obtine

4 3
L i 22 (5.92)
dx dx
Trecand la coordonatele 7 rezulta
4 3
d—Zzo si d—fzo. (5.93)
dr dr

Solutiile generale ale acestor ecuatii sunt
v(r)=a4r3+a3r2+a2r+a1 , (5.94)
@ (r)=bsr* +byr+b, . (5.95)

Cele sapte constante de integrare nu sunt independente deoarece solutiile
de mai sus trebuie sa satisfaca ecuatia (5.91) care, in noua variabila », devine

2 do d2¢
S BT —p=0, 5.96
7 dr ﬂdrz @ (5.96)
in care
4E1
= £ (5.97)
p GAl*

Inlocuind (5.94) si (5.95) in ecuatia (5.96) rezulta

6 4 2 12
by=—a,, b, =—a,, by=—a,+f—a,. 5.98
3=, % 2 =4 1=% B ;G (5.98)
Raméan astfel numai patru constante independente care se determina

calculand (5.94) si (5.95) la » = 1. Rezulta urmatoarele expresii ale deplasarilor
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Uthl gNz N3 §N4J{qe}=|_NJ{‘]e}, (5.99)
(p:ﬁﬁl N 2R, MJ{q@HﬁJ{qe}, (5.100)

unde
la =0 o1 v o] (5.101)

Functiile de forma au expresiile

M) =g (23 vor)

Malr)= gy e+ (7))

Na()= gz 23+ e8]

Na(r)= (1+—3/3[ lr 2 43p (<142)],
ﬁl(r)=4(%3ﬂ)(—3+3r2)a (5.102)
¥, (r)= (1+—3ﬂ[ 1-2r 432 465 (1-1)).
mw@(s—sﬂ),

N, (r)= [ 14204372 464 (147)).

(1+3ﬁ

Pentru £ =0, primele patru functii (5.102) devin polinoamele hermitiene
de gradul trei (5.21) iar ultimele patru functii satisfac relatiile

]vi (I’) 2 6N

e (i=1,.,4). (5.103)

Pentru calculul matricii de rigiditate a unui element este utila introducerea
unor functii de forma definite astfel
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\.N}LW—EV—NJ- (5.104)
| dr
Acestea au expresiile

Y Y . $ 3 1

Ni(r)= Ny (r)==N5(r) = Ny(r) = —2— - (5.105)

1+38 ¢

5.9.3 Matricea de rigiditate

Energia de deformatie a unui element de grinda cu efecte de forfecare
incluse este

02 ) 42 2
Ue:EIZ J' do| 4+ G4 J- (p_d_v dx . (5.106)
2 dx 2 dx
—£/2 -1/2
Deoarece
dp _2de g gl (5.107)
dx (dr 2

contributia datorita incovoierii este

+1

2
Usz[ZzI LA (5.108)
2 7 dr

-1

iar contributia datorita forfecarii este

+1 2
GA, ¢ 2do
US =""s— —Z== | dr. 5.109
c 2 2,[((” Edrj (>-109)
-1
Inlocuind (5.100) in (5.108) rezulta
+1
1 e \T 2 =~ 7| %5 e
vt =3 o} 52 [ W19 )or {o} (5.110)

-1

de unde se obtine matricea de rigiditate a elementului datoritd incovoierii

[ ]zEIz%T 7|~ ar . (5.111)
|

Inlocuind (5.100) si (5.99) in (5.109) rezultd
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+1
1 T l AT -
oMV oat[[Wlior fa)  am
-1
de unde se obtine matricea de rigiditate a elementului datorita forfecarii

+1

ke l=Ga L L]\A/JTL]QJdr. (5.113)
-1

Inlocuind functiile de forma (5.102) si (5.105) si calculand integralele se
obtine matricea de rigiditate

12 6/ -12 6/
2 _ 2
[ke]: 1 EL| 60 (4+3B8)0° —60 (2-3p)¢ | 5114
1+38 3 |-12 -6/ 12 —6/

6/ (2-3p)0* —60 (4+3p)0°

Vectorul fortelor nodale coerente este identic cu vectorul corespunzitor
(5.42) calculat pentru o grinda subtire.



6.
ELEMENTE DE ELASTICITATE LINIARA

In acest capitol se prezinti concepte fundamentale din teoria liniard a
elasticitatii, cu accent pe problemele bidimensionale. Cele patru grupe mari de
ecuatii sunt scrise in forma matriciala specificd A.E.F.: a) ecuatiile de echilibru, b)
ecuatiile de compatibilitate sau relatiile intre deformatii specifice si deplasari, c)
relatiile intre tensiuni si deformatii specifice sau legea lui Hooke si d) conditiile la
limita.

6.1 Notatia matriciala pentru sarcini, tensiuni si deformatii
specifice

In fig. 6.1 se aratd un corp tridimensional cu forma arbitrara si volum V, in
echilibru sub actiunea sarcinilor exterioare si a reactiunilor din reazeme. Suprafata
totald S a corpului are doud parti distincte: S, , portiunea de frontiera pe care sunt

prescrise deplasdrile, si S, portiunea pe care sunt prescrise sarcinile de suprafata.

In interiorul corpului, punctele sunt localizate prin coordonatele x, y, z.
Orice punct de pe suprafatd are o normala exterioard n a carei orientare este
descrisa de cosinusurile directoare dn/dx, dn/dy, On/oz .

In general, se disting trei feluri de sarcini aplicate: a) sarcini volumice, b)
sarcini de suprafata si c) forte concentrate.

Sarcini distribuite in volum

Sarcinile interioare distribuite in volumul V' pot fi forte de inertie, cum
sunt fortele centrifuge, sau greutatea proprie. Intensitatea lor pe unitatea de volum
este definitd prin componentele p,., p,,, P, . Matricial, acestea sunt descrise

convenabil printr-un vector al sarcinilor volumice

{pv}:vax Poy pszT' (6.1)
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Sarcini de suprafata

Pot exista de asemenea sarcini de suprafatd (nu neapéarat presiuni normale)
distribuite pe suprafata S, , definite prin intensitatea pe unitatea de suprafata,

avand trei componente
{ps}=bsx Psy pszJT' (6.2)

Forte concentrate

Fortele concentrate se definesc prin cele trei componente
T
(r=lr, &, AT (6.3)

Orice sistem de sarcini are componente din cel putin una din cele trei categorii
(6.1)—(6.3).

Fig. 6.1

Deplasari

Se formeaza un vector al deplasarilor
{u}=|u o wJT, (6.4)

in care u,v,w sunt componentele deplasdrilor in interiorul corpului sau pe
suprafata S cu deplasari nespecificate.

Tensiuni si deformatii specifice

Tensiunile din volumul ¥ au doua tipuri de componente, tensiuni normale

o, sl tensiuni tangentiale 7,7 Este convenabil sa se reprezinte atat

0y, 0 Xy’ yz’sz'

s
tensiunile cat si deformatiile specifice prin vectori coloand. Astfel, vectorul

tensiunilor este

{O-}:Lo-x Oy Oz Tyy Ty szJT' (6.5)
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In probleme bidimensionale, in planul xOy,

{o)=lov o w7 (6.5,a)
Vectorul deformatiilor specifice se scrie
{ed=le. & & 7o 7 72 IT (6.6)
In probleme bidimensionale, in planul xOy,
eh=ley & 7y 7. (6.6, a)

6.2 Ecuatiile de echilibru in volumul V

In figura 6.2 se prezintd tensiunile care actioneaza asupra unui element
infinitezimal in planul xOy. Sarcinile volumice sunt echilibrate de cresterile
incrementale liniare ale tensiunilor de pe fetele elementului, ceea ce conduce la
urmatoarele ecuatii de echilibru, in care 7,, =7,

or
%+i+pvxzo)
Ox oy 6.7)
or,, 0o, 0 '
+—=—+p,, =0.
Ox Oy Poy
o+ e a
1 w
Tt W dy
P 7T
N
| L
Ux .+ dx
r j ox
xy dx
4 T
yx Uy
X
Fig. 6.2

In forma matriciala, ecuatiile (6.7) pot fi scrise
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2 (e o,
ox Oy vx
o, r=— (6.8)
o 9|7 {pyy}
oy Ox Ly
sau, introducand matricea operatorilor de derivare
2
ox
[0]=| o 2|, (6.9)
y
o 9
[y Ox |
si utilizand notatia (6.1)
[o]{o}+{p, }=10]}. (6.10)

6.2 Ecuatiile de echilibru pe suprafata s,

Se considera un element elastic situat langa frontiera S, . Ecuatiile de
echilibru pe directiile axelor de coordonate se scriu
o+ Ty = Py,

(6.11)
Tyl+o,m=pg,.

Fig. 6.3

In relatiile (6.11) cosinusurile directoare ale normalei exterioare n sunt
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l= cos(n,x)za—n =n,,
* (6.12)
m=cos(n,y)=" = n
oy 7
In forma matriciala, ecuatiile (6.11) se pot scrie
0 Ox
Mo Ty ) g Loy P L (6.13)
0 n, n, y Psy
T
xy
sau, in forma condensata
[n]"{o}={p:}. (6.14)
uneori scrisd sub forma
(00 ]{c}=1{p, }. (6.15)

U v . T . . .
unde 07 n aratd ci operatorii din [ ]” actioneaza asupra lui 2.

6.3 Relatiile intre deformatii specifice si deplasari

In figura 6.4 se prezinti deformarea fetei dx —dy in ipoteza deplasirilor
mici.

Ecuatiile de compatibilitate au forma familiara

5x:a—u; 5y:a—v, 7xy:@+a—u. (6.16)
Ox oy ox Oy
in forma matriciala
9
£, Ox
0 u
&y = 0 —{ }, (6.17)
oy || v
wla @
| Oy  Ox |

sau condensat

tef=[o]{u}. (6.18)
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3
M+%d}f
&y -t
- - - - — I
3 du !
U+—Ud_}? -I."T]_}? - )
Y _ ?_yxy f
1 /
|
du}r F 5
| FE_U t}+a—ﬂdx
,U Bx | o
— M+§—de .
I ax 5L
Fig. 6.4

6.4 Relatiile intre tensiuni si deformatii specifice

Pentru materiale elastice izotrope liniare, relatiile iIntre tensiuni si
deformatii specifice rezulta din legea lui Hooke generalizata

{e}=[cl{o}, (6.19)

in care matricea de complianta elastica a materialului este

1 -v -v 0 0 0 |
1 -v 0 0 0
1 1 0 0 0
[C]_E 2(1+v) 0 0 (6:20)
sim 2(1+v) 0
_ 2(1+v),

Relatia inversa este

toj=[c]{e}=[D{e}. (6.21)

Inversa lui [C | este matricea de rigiditate a materialului
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1-v v 1% 0 0 0
1-v v 0 0 0
1-v 0 0 0
E 1
Dl=——+—— —-v 0 0 6.22
=) 2 (622)
sim —v 0
2
1
——v
L 2

Starea plana de tensiuni

Un corp plan subtire, solicitat de sarcini coplanare, se spune ca este intr-o
stare pland de tensiuni. Dacd se anuleazd tensiunile o, 7,., si 7., eliminand

liniile si coloanele 3, 5 si 6 in (6.20), legea lui Hooke se poate scrie

&, . 1 —v 0 o,
& =g v ! 0 o, ¢ (6.23)
Yy 0 0 20+v)||r,

Prin inversare se obtine

o, I v 0 £,
E
v = slv 1 0 &y (s (6.24)
1-v 1-v
Tyy 0 0 - Vxy

relatie utilizata sub forma condensata {o }= [D ] {e}.

Starea plana de deformatii specifice

Daca un corp lung, cu sectiunea transversala constantd este solicitat de o
sarcind transversald distribuitd pe lungime, atunci un element de grosime micé din
zona solicitata poate fi considerat intr-o stare pland de deformatii specifice. Daca se
anuleaza deformatiile specifice ¢, 7., sl 7., utilizdnd (6.21) si eliminand liniile

si coloanele 3, 5 si 6 in (6.22), se obtine

o, £ I-v v 0 &

o, r=——+—| Vv 1-v 0 & (6.25)
Y 1 1-2 _ Y

Txy ( +V)( V) 0 O 1 ZV yxy
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care se poate scrie si sub forma {o }=[D]{&} in care [ D] are o expresie diferita
de cea din relatia (6.24).

6.5 Efecte termice
Deformatiile specifice termice sunt considerate ca deformatii specifice
initiale
leo}=l aT aT aT 0 0 07, (6.26)

unde T este diferenta de temperaturd si o este coeficientul de dilatare termica
liniara al materialului.

Relatiile intre tensiuni si deformatii specifice devin
{o}=[D]({e}-{s}). (6.27)
In starea plana de tensiuni
leo)=laT aT 0o]T. (6.28)
In starea pland de deformatii specifice

{eg}=(+v)|aT aT 0]T. (6.29)

6.6 Energia de deformatie

La materiale elastice liniare, energia de deformatie specifica este

Up=2{o) {e}=1 ()" (o). (6.30)

U=—j{g}T{a}dV. (6.31)

Inlocuind (6.21) se obtine energia de deformatie in functie de deformatiile
specifice

U:%J‘ (A [D]e}ar. (6.32)

14
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METODE ENERGETICE

Metoda elementelor finite aplicatd structurilor poate fi consideratd o
variantd a metodei Rayleigh-Ritz.

Metoda Rayleigh-Ritz clasicd este un procedeu variational prin care un
sistem continuu este aproximat printr-un sistem discret, prin alegerea unei solutii a
problemei diferentiale cu valori la limitd sub forma unei serii finite de functii
admisibile. Din pacate, la sistemele cu geometrie complexa sau cu conditii la limita
complicate nu se pot genera usor functii admisibile globale.

In metoda elementelor finite, solutia aproximativa se construieste utilizand
functii admisibile locale, definite pe subdomenii de dimensiuni reduse ale
structurii. Aproximari suficient de bune se pot realiza cu polinoame de grad
inferior. Deplasarile se calculeaza cu metode bazate pe principiul lucrului mecanic
virtual si/sau pe principiul minimului energiei potentiale totale.

In loc si se rezolve ecuatii diferentiale cu conditii la limitd complicate, in
metoda elementelor finite se calculeaza integrale din functii polinomiale relativ
simple. Metodele variationale impun conditii mai putin stricte pentru functiile care
aproximeaza cadmpul de deplasari decdt metodele analitice bazate pe ecuatii
diferentiale.

7.1 Principiul lucrului mecanic virtual (PLMY)
PLMV este o formulare a echilibrului static al unui sistem mecanic. in

continuare se va utiliza forma cunoscuta ca principiul deplasarilor virtuale (PDV),
asa cum este aplicat corpurilor elastice.

7.1.1 Deplasarile virtuale

Prin definitie, deplasarile virtuale sunt:

a) arbitrare (fictive, virtuale);
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b) infinitezimale (se supun regulilor calculului diferential);
¢) necorelate cu deplasdrile reale sau cu fortele care le produc;
d) continue in interiorul §i la suprafata corpului;

In general, la bare si in probleme de elasticitate este necesara o continuitate
de tip C,in timp ce pentru grinzi, placi si Invelisuri se impune o continuitate de
tip C'. Desigur exista exceptii.

Se reaminteste cd o functie de mai multe variabile are o continuitate C"

intr-un domeniu V dacad functia si toate derivatele partiale pand la ordinul m
inclusiv exista si sunt continue in domeniul V.

e) cinematic admisibile, deci satisfac conditiile la limita
geometrice ale sistemului (constrangerile geometrice).

Daca ecuatia diferentiald a problemei este de ordinul m =2n, functiile

admisibile trebuie si aiba continuitate C"™', deci conditiile la limitd geometrice
trebuie satisfacute pana la derivata de ordinul (n—1) . La bare, m =2 si functiile

. . o 1o . . 0
de aproximare trebuie s aiba continuitate C~ .

La grinzi m =4 si functiile de aproximare trebuie sa aiba continuitate C r

Deoarece continuitatea necesard este redusa de la C? in ecuatia diferentiala la !
in ecuatia variationald, functionala se spune ca are o “forma slaba”.

O deplasare virtuald se va nota cu ‘9’ inaintea unei litere, de exemplu du .

Simbolul ‘&’ a fost introdus de Lagrange pentru a sublinia caracterul virtual al
variatiilor, spre deosebire de simbolul ‘d’ care denota diferentierea.

Notand

{”}:L” & wJT’

vectorul deplasdrilor (6.4) in interiorul corpului sau pe suprafata S, cu deplasari
neprescrise (fig. 6.1), vectorul deplasarilor virtuale se scrie

{su}=| su &v sw T 7.1
Vectorul deformatiilor specifice virtuale corespunzatoare va fi

{ 8¢ }=[B]{ou}. (7.2)

unde [B] este matricea care exprima deformatiile specifice In functie de deplasari.
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7.1.2 Lucrul mecanic virtual al sarcinilor exterioare

La o bara solicitata la intindere (fig. 7.1, a), lucrul mecanic virtual al fortei
exterioare F este

Wy =F-8u. (7.3)

Acesta are aceeasi valoare dacd materialul barei este liniar elastic (fig. 7.1,
b) sau neliniar elastic (fig. 7.1, ¢). De notat ca lucrul virtual este egal cu produsul
fortd x deplasare, deoarece forta se mentine constantd pe deplasarea virtuala, ultima
fiind arbitrara, deci independenta de forta

In cazul general al incarcarii cu sarcini volumice (6.1), sarcini de suprafati
(6.2) si forte concentrate (6.3), lucrul mecanic virtual al sarcinilor exterioare este

o =[ (ou}! (o v + [ {ou} (p.Jaa+ 3 fou [ {5 ). 0

4 Sy
De exemplu, produsul scalar de sub prima integrala este

{8u T {py =81 pyy +80 p,, +8w- p,..

F .
liniar

/ elastic lini
= / e
X -
u I r
/78W6=F8u /—SWE:FSM
7 I 7
I

R

F
x i o o,
3| /// /
u Su e u Su g
a b c
Fig. 7.1

De notat lipsa factorului 1/2 care apare in expresia lucrului mecanic al
fortelor elastice, deoarece fortele exterioare rdman constante in timpul actiunii lor

pe deplasarile virtuale.
7.1.3 Lucrul mecanic virtual al fortelor interioare

Pentru un corp continuu tridimensional, lucrul mecanic virtual al
tensiunilor interioare este

6W1=I{68}T{a}dV, (1.5)
14
dupa cum se aratd in fig. 7.2 pentru cazul uniaxial .
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O |
/
c 7)) a6m)
/ v
7
7
& . de &

Fig. 7.2

Tensiunile raman constante in timpul actiunii pe deplasarile specifice virtuale.

7.1.4 Principiul delasarilor virtuale

In cazul corpurilor elastice, principiul deplasarilor virtuale se enunta astfel:

Daca un sistem este in echilibru, atunci pe o deplasare arbitrard din
pozitia de echilibru, lucrul mecanic virtual al fortelor exterioare este egal cu lucrul
mecanic virtual al fortelor interioare

De asemenea: Un corp este in echilibru daca Ilucrul mecanic virtual

interior este egal cu lucrul mecanic virtual exterior pentru orice cdmp de deplasari
cinematic admisibil

[18 ¥ (o}ar - [ {3ul {1y Jav = [ {u ) {p, JaA=Y (o, ¥ [} =0,
v v Sy i
(7.6, a)
In (7.6) 8Wy este lucrul mecanic al sarcinilor exterioare pe deplasirile

virtuale {3u | care sunt independente de incarcare si cinematic admisibile.

Daca tensiunile se exprima in functie de parametrii care definesc complet
campul de deplasari — de exemplu deplasarile nodale, atunci se pot obtine ecuatiile
de echilibru si se pot determina deplasarile. Deplasarile nodale nu permit realizarea
configuratiei de echilibru total, PDV asigurand doar un echilibru aproximativ.

Lucrul mecanic virtual al reactiunilor din reazeme este zero. Deoarece
principiul deplasarilor virtuale este o conditie de echilibru, acesta este independent
de comportarea materialului, adica daca materialul este elastic sau neelastic. El se
aplica doar incarcérilor cu forte conservative, care nu 1si schimba directia in timpul
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actiunii pe deplasdrile virtuale. Lucrul mecanic exterior este independent de
traiectoria fortelor.

Exemplul 7.1

La sistemul cu trei bare articulate din fig. 7.3, incércat cu forta F, se cere sa
se calculeze fortele din bare si deplasarea punctului 4.

Fig. 7.3

Rezolvare. Se considera trei stari diferite ale sistemului analizat:

1. Starea initiala, In care barele nu sunt incarcate cu forte exterioare si nu
sunt pretensionate (fig. 7.4, a).

2. Starea finald de echilibru static, in care forta exterioarda F, de
componente F} = Fsina si F, = F cosa, produce o deplasare a articulatiei 4, de

componente u, $i u, (fig. 7.4, b).
Asupra articulatiei 4 actioneazd fortele exterioare F;, F, si fortele

interioare 7}, T,, T; (fig. 7.4, c¢). Asupra barelor actioneaza forte egale si de sens
contrar care produc alungirile 4,, 4,, 45 (fig. 7.4, d).

3. O stare imaginara, in care se da articulatiei 4 o deplasare virtuala de
componente du; si ou, (fig. 7.4, e), care produce In bare alungirile virtuale 94,

34, , 645 (fig. 7.4, f), fortele aplicate rimanand constante.

Deplasdrile virtuale du; si du, si alungirile virtuale ale barelor 64, 84, ,

845 satisfac relatiile de compatibilitate (2.19)
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84, =du, sinf + du, cosb,
8A2 :87/{2 , (77)
843 =—du, sinf + du, cosf.

Pentru cele trei bare, relatiile forta-alungire (2.21) se pot scrie

It T, £ cos@ ;0
== Ay=—2—"""" Ay=——. 7.8
1 Y Sl (7.8)

EA

Fig. 7.4

Egaland lucrul mecanic virtual interior cu lucrul mecanic virtual exterior
(7.6) utilizand produsele dintre fortele reale si deplasarile virtuale rezulta

n8A1+T2 6A2 +T35A3=F18u1+F28u2. (79)

Inlocuind (7.7) in (7.9) si grupand coeficientii lui duy si du, se obtine
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Suy (T, sin@ — Ty sin@ — Fy )+ du, (T, cos@ + Ty + Ty cos — F,)=0.  (7.10)

Deoarece du; si du, sunt relativ independente, se poate anula oricare
dintre ele. In ecuatia (7.10) membrul drept trebuie sa fie zero indiferent de valorile

lui duy si du, . Pentru aceasta coeficientii lor (parantezele) trebuie sa fie zero
T, sin@ -T5sinf = Fy,

(7.11)
T,cos@+T,+T3cos0 =F, .

Acestea sunt de fapt ecuatiile de echilibru. Se confirmd cid principiul
lucrului mecanic virtual este echivalent cu conditiile de echilibru static.

Inlocuind (7.8) in forma finita a relatiilor (7.7), apoi in (7.11), rezulti
relatiile de mai jos din care se determind componentele deplasarii punctului 4

2FEA4

(7.12)

E—A (2 cos’0 +
/ cosd

7.1.5 Proba ca PDV este echivalent cu ecuatiile de echilibru

Se considera o forma a ecuatiei (7.6, a) fara forte concentrate
[ {8} {o}dv = [ {ou)"{p, v+ [ {ou}{p, }da. (7.6, b)
4 4 Sy

Se transforma {8¢ | in {8u | utilizind integrarea prin parti

ou 0
.[axégde—J.GXS(a] dxdydz = | O'xa(Su)dedA—
v v Sy
= [ o, d(ou) rda= [ o surda-| su 9% drdydz,
Ox
So So 4 dv

[o,8e,dr = [o,80mda-[ &v Dy gy,
v Sy Vv Y

8 0
[ 20 8rgdr=[ 2, 6o t+du-mda-[ | 250+ 2 5u|av,
v S V ox oy

unde / si m sunt cosinusurile directoare ale normalei exterioare la suprafata.
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Adunand termenii de mai sus se obtine

I (6$x O, +06,0,+8y,, 7y, )dV= I [6u(0x6+rxym)+ Sv(rxy€+0ym)]d/1—
V So

0 0 0
—I du an-‘r Ty +8v Txy+ Iy av.
’ ox 0Oy ox Oy

In forma matriciald (teorema lui Gauss)

I {88 }T{G}de I {SM }T[I’Z]T{O'}dA—I {8u }T[G]T{G}dV,

v Sy Vv

relatie valabild cu conditia ca [0 ]T{a } si {&} sifie finite in ¥, deci ca tensiunile

si campul de deplasari sa fie continue. Aceasta se aplica doar in interiorul unui
singur element si pana la suprafata acestuia.

Componentele tensiunilor la interfetele elementelor este posibil sa nu se
echilibreze intr-un punct, ci doar in medie. Majoritatea elementelor finite utilizate
in prezent nu realizeaza tensiuni continue la traversarea interfetelor.

Inlocuind in (7.6, b) se obtine

[ (sl ([] o b+ {p v - [ {ou} ([n] {o}~{p. })da=0.

4 So

Deoarece deplasarile virtuale {du | sunt arbitrare, coeficientii acestora
trebuie sd se anuleze.

Ecuatiile de echilibru se obtin anuladnd parantezele

[e]{o}+ip, j=fofmy, [n]'{o}-{p.}={0} pe s,.

Cu ajutorul PDV se obtin conditiile de echilibru atat in interiorul cét si la
suprafata corpului. Dar atunci cind se utilizeaza functii aproximative pentru {u },

conditiile de echilibru la suprafatd nu intereseazd. O parte a suprafetei, adica S,
este rezemata si acolo sarcinile de suprafata { Ps } sunt reactiunile necunoscute §i

fortele nespecificate. Reactiunile necunoscute sunt eliminate alegdnd deplasari
virtuale {du | nule pe suprafata S, .
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7.2 Principiul minimului energiei potentiale totale

Energia potentiala totald /7 aunui corp elastic este egald cu suma energiei
de deformatie U si a potentialului sarcinilor exterioare Wp

7=U+Wp. (7.13)
7.2.1 Energia de deformatie

Fie energia de deformatie (6.32)

Pentru deformatii specifice virtuale {3¢ }, cresterea virtuald a energiei de

deformatie este

6U=%I{Sg}T[D]{g}dV+%I{g}T[D]{Sg}dV

V V

Deoarece

({617 [D1{e}) =12} [D]{3e ),

6U=I{55}T[D]{g}d1/=J'{sg}T{a}dV=5W,.

SU =8, . (7.14)

La un corp elastic, variatia virtuald a energiei de deformatie este egala cu
lucrul mecanic virtual al tensiunilor interne pe deformatiile specifice virtuale.

A . . du <
Pentru o bara solicitata axial, inlocuind c=F ¢ si ¢ = d—, rezultad
X

SU = jag odV = jSeEgAdx j—d&‘ EAi—ud (7.15)
X
a2
La o grinda solicitata la incovoiere, inlocuind & =— yd— (5.4), rezulta
X
2
sU = _[a % _[ysz dx:_[d % pr 9%y (7.16)
y / dx? dx?

Expresiile de mai sus se pot obtine direct din energiile de deformatie
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2
pentruobara U = I EAfdu dx, (7.17)
2 (dx
[
2
pentru o grinda U =J. %(STZZ)J dx. (7.18)
’

7.2.2 Energia potentiala exterioara

Potentialul fortelor exterioare Wp este egal cu produsul fortelor exterioare
cu deplasarile corespunzitoare, luat cu semnul minus

Semnul minus apare deoarece fortele exterioare pierd din capacitatea lor de
a efectua lucru mecanic cand se deplaseaza pe directia in care actioneaza.

De exemplu, daca o fortd gravitationald F =mg are o deplasare verticala &
in sens contrar directiei fortei, energia potentiala creste cu mgh .

O forta concentratd exterioara F; are energia potentiald (— Fiu j) in loc

1 . . . .. . .
de [— EF U J , deoarece acest potential provine din marimea fortei si capacitatea

acesteia de a efectua lucru mecanic atunci cand este deplasata, fiind independent de
proprietétile liniare ale corpului asupra caruia actioneaza

Pentru un corp continuu tridimensional

Wp ==t} {p, Jav = [} {p }da=3 Au ' {F ) (7.20)
v Sy i

Pentru deplaséri virtuale {Su }

7.2.3 Energia potentiala totala

Energia potentiala totald (7.13) poate fi scrisa

1=l (o v [{ul v = [V {pJaa-Y (w5

N

o

(7.13, a)
Variatia acesteia este
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81T =3U +3Wp =W, — Wy, (7.22)

Pe baza egalitatii (7.6) rezulta ca

81T =0, (7.22, a)

prin urmare, la echilibru, energia potentiald totala are o valoare stationard. Daca

8217 >0 , valoarea stationara este un minimum, deci echilibrul este stabil.
Principiul minimului energiei potentiale totale se poate enunta astfel:

Daca un corp deformabil este in echilibru sub actiunea sarcinilor
exterioare si a rectiunilor din reazeme, atunci emergia potentiala totald are o
valoare minima.

Reciproc, daca sub actiunea sarcinilor exterioare si a reactiunilor din
reazeme energia potentiala totala a unui corp deformabil are un minim, atunci
corpul este intr-o stare de echilibru stabil.

Astfel, se poate considera ca (7.22, a) este mai degraba o conditie care
stabileste sau defineste echilibrul, decat un rezultat al echilibrului.

O formulare echivalenta este urmatoarea: La sisteme conservative, din
toate campurile de deplasari posibile cinematic admisibile, cel care satisface

echilibrul corespunde unei valori minime a energiei potentiale totale.

Reciproc, orice camp de deplasari cinematic admisibil care minimizeazd
energia potentiald totald reprezintd o configuratie de echilibru stabil.

Exemplul 7.2

La sistemul din figura 7.3, energia de deformatie a unei bare este

EA
U, :lTiAi:l_lAiz
2 2

b

iar energia potentiald exterioara este

Wp == Fu.
i

Exprimand alungirile in functie de deplasidri, pe baza relatiilor de
compatibilitate, energia potentiala totala poate fi scrisd sub forma
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EA 5
u; +
2/l cos@

7 =E—A(u1 sin@ +u, cosd )2 +
27
+§—Iz(—u1 sind + u, 0059)2 - Fu; — Fyu,.

Anuland derivatele Iui /7 1in raport cu fiecare variabila independenta

817:0’ 617=

i 0’
aul 5u2

se obtin ecuatiile de echilibru (7.11).

Exemplul 7.3

Sa se aplice principiul minimului energiei potentiale totale la o grinda
incarcata cu o sarcind distribuitd si cu momentele incovoietoare si fortele taietoare
de la capete, ca in fig. 7.5. Sa se arate ca PMEPT este echivalent cu conditiile de
echilibru in interiorul si la capetele grinzii.

g PX)
|
Mt)( M%_.Mg
?;nl ; Ti’; *
Fig. 7.5

Rezolvare. Pentru un segment de grinda incarcat ca in fig. 7.5, energia
potentiala totala este

1
H:E J. El(v")zdx—J. pvdx+Myvy—M,v, +Tyvy—T,v,.
[ /

La echilibru, energia potentiala totala /7 este stationara, 6/7 =0, deci

J' EIv" 8(0”)dx—J. pdvdx+ M, 8v) —M, 80, +T, 6v,—T, 8v,=0. (a)
l l

Integrand prin parti primul termen se obtine
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I EIv"3(v")dx = J Elv"i(ﬁd—vJ dx = I EIv"d(8v') =

X X

¢ l

= EIv" 80, - J' di(Elv")dxeSzz' = EIv" 80, - j (Ev") 30'dx.
X
4 /

Integrand prin parti ultimul termen de mai sus, rezulta

X

j (ETo") 80 dv = j (E10") L (50)dv = j (ETo") d(50)=

4 /

—(EIv") 80| - _[ di(Ezz;”)’ drdo = (E10") 80! - j (EIv") Svdr.
X
l l

Ecuatia (a) devine

EIv" 60’|g —(EIU”)' 60|g +.[ (Elv”)” Sde—.[ p60dx—M60'|g —T80|f) =0
‘ ‘
sau

‘
=0.

j ((E]v")"— p)60dx+(Elv”—M)8v'| = ((Elv" )'+T)av
0

/

Anuland coeficientul lui v de sub integrala se obtine ecuatia de echilibru

(E10") = p(x).
Deoarece dv este arbitrar, din ceilalti termeni se obtin conditiile de
echilibru la capetele grinzii

’

(Elv")ono, sau 80y =0, (EIv"), =-T,, sau v, =0,

(EIv"),=M,, sau v} =0, si (EI?J")le—Té, sau 6v, =0,

care reprezinta conditiile la limita.

7.3 Metoda Rayleigh-Ritz

Metoda Rayleigh-Ritz implica alegerea unei functii care sa descrie campul
de deplasari. La o grinda, sdgeata v(x) este aproximata printr-o serie finita
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n

v(x)E Zaj (/)j(x) (7.23)

Jj=1
in care a; sunt constante necunoscute numite coordonate generalizate, iar ¢ /-(x)
sunt functii predeterminate de x , numite functii admisibile, care satisfac conditiile
la limitd cinematice (geometrice) si sunt continue in intervalul de definitie.

Inlocuind deplasarile (7.23) in expresia energiei potentiale totale /7,
aceasta devine o functie de parametrii a;, ale caror valori se determind din

conditiile de stationaritate

oll
SH:ZESG] =0.
J

Deoarece variatiile da; sunt arbitrare, rezulta
orl1
oa;

care este un sistem de ecuatii algebrice liniare in constantele a

0, (j=1..,n), (7.24)

j .

Solutiile se inlocuiesc in expresia (7.23) care reprezintd o configuratie
aproximativa, cu atdt mai precisd cu cat se aleg mai multi termeni in seria
respectiva.

Conditiile de convergenta ale metodei Rayleigh-Ritz sunt urmatoarele:

a) Functiile de aproximare trebuie sa aiba o continuitate cu un ordin mai
mica decat derivata de ordinul cel mai 1nalt de sub integrala.

b) Functiile trebuie sa satisfaca individual conditiile la limitd geometrice,
adica sa fie functii admisibile.

¢) Secventa de functii trebuie sa fie completa.

Daca functiile nu sunt alese din spatiul domeniului de definitie al
operatorului din ecuatia ce trebuie rezolvatd (proprietatea de completitudine)
solutia obtinuta poate fi zero sau gresita.

Exemplul 7.4

La grinda din figura 7.6 se cere sageata in punctul 2. Se considera:
E=210MPa, I =1600mm*, /=3m, F=100N si ¢=200N/m.

Rezolvare. Energia potentiala totala este
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IR ‘
HzlEIJ- do dx— J qv(x)dx—Fv L . (7.25)
2 dx? 2
0 24/3
Conditiile la limitd geometrice sunt
, 27
v(0)=0, v'(0)=0, v(?}o, v(¢)=0. (7.26)

In continuare, pentru simplificare, sagetile sunt aproximate printr-o serie
de numai doi termeni

0(x)=a ¢,(x)+a 9y (x), (7.27)
in care functiile
Cx*(Bx-20)(x-20) X Bx-20)(x-1)

o1(x)= E . ela)= ; , (728

satisfac toate conditiile la limitd geometrice (7.26).

a q
o B oy  ®rn@®
2/2 b4 x
20/3
g 1
Fig. 7.6

Inlocuind (7.27) in (7.25) se obtine functionala

0 /
=i (oot Vo Jalancorn)ace
0 20/3

_F [ a o (¢/2)+a, (02@/2)]'

Impunénd ca /7 sa fie stationard in raport cu a; si a,, se obtin doua
ecuatii in coordonatele generalizate

/ ¢

aH 4 " "

_ZEII (a1¢1+az(02)(01 dx— ICI(DldX—F o (£/2)=0,
0

o 20/3
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14

oI
7a —EII a1¢1+a2¢2)¢2 dx - Jq(ozdx F o,(¢/2)=0.
2 20/3

Intrucat /7 este de gradul doiin ¢ si ¢", ecuatiile sunt liniare in @ Iz

Inlocuind functiile (7.28), si considerand F =g ¢ /6, se obtine

56 E1 EI 11
——5a+10—a=———q/,
/ / 4320
El T2 EI 269
10—a+——Fa,=——"¢q
/3 7 03 46656

De exemplu, coeficientul lui a; in prima ecuatie este
¢ ‘

EII ((/)”)zdx:Elj'i(%x2 3004402 fax=2EL
0 1 68 5 £3 :

Solutiile au forma

4 4
-0,00207 L ‘” ~0,00257 "EI . (7.29)

Sageata in 2 este
0(t/2)=a 0,(¢/2)+ ay 5 (¢/2) =

L, +éa2—49 10‘5ﬂ—248mm

16 El,

Exemplul 7.5
Se considera un arc liniar cu rigiditatea k (fig. 7.7, a) solicitat de o forta F.

Sa se comenteze aproximarile metodei Rayleigh-Ritz.
Raspuns. Energia potentiala totala (fig. 7.7, b) este

17=%ku2 —Fu. (7.30)

Daca se imprimd capatului arcului o deplasare virtuala ou, variatia

energiei potentiale totale este
SIT =k udu—F du = (ku—F)du
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Ecuatia de echilibru se obtine din conditia ca 8/7 sa fie zero (/7 sa fie
stationara) pentru o deplasare du arbitrara.

Uapr | Uech /

Fig. 7.7

Pentru 6/7 =0 se obtine
ku,,—F=0. (7.31)

Dupa cum se observa din fig. 7.7, b, solutia exactd corespunde unei valori
minime absolute a lui /7 .

Energia potentiala totala in configuratia de echilibru este

1 1 1 F?
Hech ZEFuech _Fuech :_EFuech :_57 : (732)
Rigiditatea are expresia
2 2
P 733
2 Hech 2 |Hech|
Energia de deformatie la echilibru este
1., 1F?
Uech :Ekuech :ETZ _Hech : (734)

Daca F este data si deplasarea u este aproximata prin o solutie Rayleigh-
Ritz u #u,., , atunci relatiile (7.32) — (7.34) si fig. 7.7, b arata ca:

aprox ech»

a) Deoarece /7, este un minimum, pentru o deplasare aproximativa care
satisface conditiile la limita cinematice, energia potentiald este mai mare decat
valoarea adevarata

17 >, .

aprox
In valoare absoluta
< |17

aprox ech|»

‘H
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deci energia potentiala totala aproximativa este estimata in minus.

b) Rigiditatea aproximativa este estimata in plus

2
P LI (7.35)

2\, ¥

¢) Deplasarea aproximativa este estimatd in minus

F
ud=—. (7.36)
kT
Un camp de deplasari compatibil aproximativ corespunde unei structuri
care este mai rigida decat structura reald si deci va da o limitd inferioard pentru
deplasari.

7.4 M.E.F.—o versiune localizata a metodei Rayleigh-Ritz

In loc si se utilizeze functii admisibile care satisfac conditiile la limita
pentru intregul domeniu, ceea ce este adesea dificil, In Metoda Elementelor Finite
(M.E.F.) functiile admisibile sunt definite pe subdomenii de dimensiuni reduse.

7.4.1 ML.E.F.1n Mecanica structurilor

a) Problema. Se da o structurd cu geometrie complexa (inclusiv conditiile
la limitd) si sarcinile exterioare { p, }, {p.}, {F}, si se cere campul de deplasiri

{u} in volumul V' si pe suprafata S, (fig. 6.1). Se cer apoi tensiunile, fortele
interioare, reactiunile, etc.

b) Solutia. Se utilizeaza PDV sau PMEPT ca o metoda aproximativa pentru
rezolvarea problemei cu valori la limitd. Se definesc functii admisibile definite pe
elemente finite de mici dimensiuni, cu geometrie simpla si proprietati structurale
bine determinate. Cu ajutorul acestor functii, definite pe intervale si cu valori
(uneori si derivate) egale In anumite puncte (noduri) la granita dintre elemente,
functia necunoscuta este aproximata pe intregul domeniu de definitie (continuitate
la nivel global).

¢) Procedura. Forma geometrica si campul interior de deplasari sunt
descrise prin siruri de cantitati discrete (coordonate nodale si deplasari nodale)
distribuite n toata structura. Pentru aceasta se utilizeaza notatia matriciala.

d) Mijloacele. Memorarea si prelucrarea acestor siruri de numere se face cu
ajutorul calculatoarelor numerice, care permit prezentarea datelor de iesire sub
forma de tabel si In format grafic static sau animat.
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7.4.2 Discretizarea

Structura este impartita in elemente finite (fig. 7.8) care definesc refeaua
de discretizare. Elementele sunt definite prin coordonatele nodale si parametrii
fizici.

3-node element

7.4.3 Principul deplasarilor virtuale

Pentru intrega structura, ecuatia (7.6, a) poate fi scrisa (considerand numai
sarcini de suprafatd)

817 = [ {82} {o}dv - [ {su} {p, }da=0. (7.37)
v S,
Prin insumarea lucrurilor mecanice virtuale ale tuturor elementelor, PDV
se scrie sub forma

si1= 311 =y | [{sc}{o}dr— [{su}{p.}da [=0.  (7.38)

€ V@ S O,

e

In continuare, se considerd numai 8/7¢. Se urmireste calculul matricii de
rigiditate si a vectorului fortelor pentru un element finit.

7.4.4 Functiile de aproximare pentru un element

In metoda Rayleigh-Ritz, functia de aproximare se exprima printr-o serie
finita
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a
n

u@=a,0,0)=lar 02 g, [{ 7 t=lol{a} (7.39)

J=1

a,

In care constantele necunoscute a ; nu au semnificatie fizica evidenta directa.

Ideea de bazd a M.E.F. este de a alege aceste constante — deplasarile
necunoscute la noduri {a}z{Qe} si de a prescrie functii admisibile notate
\_q)J:LN J astfel incat

w) [ oo ][ ler)
or=| o v o ot
o) Lo o ]| es
sau
(uy=[n1{or}, (7.40)
unde [N ] este matricea functiilor de forma (de interpolare).

Procedeul este valabil deoarece elementele finite sunt suficient de mici
astfel Incat forma campului de deplasari sa poata fi aproximata suficient de precis,

ramanand sa fie determinata doar marimea acestuia, definita de { 0° .

Alegerea judicioasd a functiilor de forma asigurd continuitatea campului de
deplasari la nivel global. Un element finit descris prin functii de forma admisibile
(integrabile 1n interior §i cu valori egale ale coordonatelor generalizate la interfetele
elementelor) este denumit element compatibil sau element conform.

7.4.5 Compatibilitatea intre deformatii specifice si deplasari

Din relatiile de compatibilitate (6.18) se obtine

(e)=[o]{u}=[o]IN]{o |-[B]{e . (7.41)

unde [B ] este matricea derivatelor functiilor de forma.

Variatia virtuald a deformatiilor specifice este

(oe [ 5]fac |
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7.4.6 Matricea de rigiditate si vectorul fortelor unui element

Utilizand ecuatiile constitutive {o }= [D ] {&}, lucrul mecanic virtual
pentru un element se poate scrie

s = [ {oo | [B) [D][8]0* fav - [ {50 | [N ] {p. }aa =0

me={s0 || [[BY [D][B)ar {0°}- [[N]"{p. }da |=o0.

VG AC

Deoarece {SQe} sunt arbitrare si nenule, prin anularea expresiei din
paranteza se obtin ecuatiile de echilibru

& 1o j=1Fe . (7.42)

in care matricea de rigiditate a elementului este

] I "I[D][B (7.43)

iar vectorul fortelor nodale coerente este

{Fef= [IV] {pe daa (7.44)

7.4.7 Asambarea matricii de rigiditate globale si a vectorului
global al fortelor

In pasul urmitor, toate elementele sunt asamblate impreuna astfel incat
deplasdrile sa fie continue la granita cu alte elemente si conditiile la limita sa fie
satisfacute.

Conectivitatea cinematicd se exprimd prin relatiile Intre deplasarile
elementelor si deplasarile globale

tor )= 7] {a}. (7.45)

in care {Qe } este vectorul deplasarilor nodale ale elementului, {Q} este vectorul

global al deplasarilor nodale ale structurii si [JN“ ¢ ] este o matrice de conectivitate

(localizare), avand intrari egale cu 1 la deplasarile nodale ale elementului si intrari
egale cu zero in rest.
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Variatiile deplasarilor nodale ale elementului sunt
{50°}=[7<|{s0}. (7.46)
Ecuatia PDV pentru intreaga structura are forma

> foor ) [ke]loc|= oor ) {Fe},

e e

sau, utilizand (7.45) si (7.46),
o)’ Y [7]'[xe][7] o}-fea}" X [ 7] ler}

Deoarece {8@} sunt arbitrare si diferite de zero, ecuatiile de echilibru
globale nereduse sunt

[k {0 }={F}. (7.47)

in care matricea de rigiditate globala este
b7 e |T e Te
(k)= [7e] [xe][ 7] (7.48)
e
si vectorul global al fortelor nodale este

(Fl=y [fe]T{Fe}. (7.49)

e
Aplicand conditiile la limita, se obtin ecuatiile de echilibru condensate

[k ]{o}=1{F}. (7.50)

Procedura de mai sus nu este folosita in practica. Ea a fost prezentata doar
pentru a ilustra algebric cum se poate asambla o matrice de rigiditate globala.
Asamblarea se face direct, amplasand elementele nenule din matricile de rigiditate
ale elementelor in pozitiile corespunzidtoare din matricea de rigiditate globala,
tinand cont de conectivitatea fiecarui element.

7.4.8 Rezolvarea ecuatiilor de echilibru si calculul tensiunilor

Deplasarile nodale se determina rezolvand sistemul de ecuatii liniare (7.50).

In faza retrocalculului, tensiunile 1n elemente se calculeazd pe baza

deplasarilor nodale, utilizind matricea [B ] s1 matricile de conectivitate [f ¢ ]:

(c}=[D)ls}=[D][B)o* |=[p1[B][ 7] {0},

unde matricea [D] este data de relatiile (6.24) sau (6.25).



8.
ELEMENTE BIDIMENSIONALE

Elementele structurilor tehnice solicitate la stiri plane de tensiuni sau
deformatii pot fi modelate ca placi plane incarcate in planul lor. Acestea preiau
sarcinile prin asa-numita “actiune de membrana”, nefiind solicitate la incovoiere.
Placile au grosime constantd, iar deplasarile, deformatiile specifice si tensiunile din
planul acestora sunt constante pe grosimea plicii. In continuare se analizeazi
numai plici omogene transversal, placile sandvici si cele compozite fiind studiate
in alte cursuri. In acest capitol se prezinta matricile de rigiditate si vectorii coerenti
ai fortelor pentru elemente finite triunghiulare si dreptunghiulare solicitate
coplanar, care permit solutii in forma inchisd, fard a se apela la integrarea
numericd. Primul element finit aproximativ, triunghiul cu trei noduri si cAmp de
deformatii specifice constante, a fost dezvoltat in 1956 pentru modelarea
panourilor aripilor delta ale avioanelor.

8.1 Triunghiul cu deformatii specifice constante

Inaintea aparitiei elementelor izoparametrice cu forme oarecare, prezentate
in capitolul urmator, triunghiul cu deformatii specifice constante denumit pe scurt
CST (constant strain triangle) a fost unul dintre elementele finite cele mai utilizate,
fiind inca inclus in prezent in programe cu elemente finite. Triunghiul are o forma
mai usor adaptabild decat dreptunghiul si permite utilizatorului s modeleze
structuri cu forme geometrice complicate. Astfel, in regiunile cu variatii mari ale
tensiunilor poate fi utilizatd o retea mai densd, formatd din mai multe triunghiuri
mici, in timp ce in regiunile cu variatii mici ale tensiunilor se poate utiliza un
numar mai mic de triunghiuri relativ mari.

8.1.1 Discretizarea structurii
Placa este impartitd In mai multe triunghiuri cu laturi drepte (fig. 8.1, a),

interconectate la noduri, astfel incat colturile elementelor vecine au deplasari
comune. Elementele acopera intreagul domeniu al placii cu exceptia unor regiuni
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mici de langd margini. Regiunile neacoperite de reteaua de discretizare apar langa
marginile curbe si pot fi reduse alegdnd elemente finite mai mici.

Cele trei noduri ale elementului triunghiular detasat din fig. 8.1, b sunt
numerotate local /, 2 si 3. Coordonatele nodurilor se noteaza (x;, y; ), (x, v, ) si
(x3, ¥; ). Numerotarea se face in sens antiorar pentru a evita calculul unor arii
negative.

— U (Xg ya)

(X3, 1)

Fig. 8.1

Fiecare nod are doua grade de libertate, deplasdrile pe directiile x si y.
Componentele deplasarilor unui nod local j se noteaza u; pe directia x si v; pe

directia y. Vectorul deplasarilor nodale ale elementului se noteaza

{qe}=L“1 oouy vy uy vy ]l (8.1)

8.1.2 Aproximarea polinomiala a cAmpului de deplasari

Deplasarile u si v ale unui punct din interiorul triunghiului se exprima in
functie de deplasarile nodale. Deoarece pentru doud deplasari existd sase conditii la
limita, functiile de aproximare a cdmpului de deplasari sunt liniare

ulx,y)=a +a,x+asy,
(8.2)
U(x,y)z a4 + a5x+06y,
cu sase parametri arbitrari.

Deformatiile specifice (6.16) sunt
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ou ov
&, =—=a, =const., &, =—=ag =const.,
ox 7 0y
ou 0v
Vyy =<t =az+as=const.,
oy Ox

de unde denumirea “triunghi cu deformatii specifice constante”.

8.1.3 Aproximarea nodali a cimpului de deplasari

In aproximarea polinomiala (8.2) constantele a; nu au semnificatie fizica

directd. Se preferd o aproximare nodald, n care constantele sunt deplasérile nodale
si cAmpul de deplasari se obtine prin interpolare pe baza valorilor deplasarilor
varfurilor triunghiului.

Deoarece functiile de aproximare a deplasarilor u si v au aceeasi forma,
se va analiza doar prima dintre ele. Aceasta se poate scrie

a

u=ll x y]ya =1 x yl{a}. (8.3)

a3

Evaluand expresia lui u la cele trei noduri, se obtin deplasarile nodale in
functie de coeficientii polinomiali

Uy I x » q
u, e=|'1 x » a ¢, (8.4)
Uz 1 x5 s as
sau
{ue}z[A]{a}, (8.4, a)
unde
1 x »n
[4]=]1 x, », |. (8.5)
I x5 s

Prin inversare rezulta

{a)=[a] {u}. (8.6)

unde
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| a o aj
Al =— . 8.7
[]7 =B B B (8.7)
. V2 7
in care
O =XV =Xk, ﬁ[zyj_ykﬁ Vi =X —X; (8.8)

iar indicii Z, j, k& se determind prin permutari circulare.

Dublul ariei triunghiului este egal cu valoarea determinantului lui [A ]

I x »n
24=|1 x; yy |= (v —x22)+ (my —xps)+ (s —xm) . (89)
I x; 3

Determinantul este pozitiv daca nodurile /, 2, 3 sunt numerotate in sens
antiorar.

Inlocuind (8.6) in (8.3) se obtine

u=|N| { u® } (8.10)
unde vectorul linie al functiilor de forma este
IN]=v Ny N =[x p][a] T (8.11)

Prin transpozitie

VT =[] x oy )"

Ny | a B ni||l
Ny YIRS By 7|y x (8.12)
N, as Py oy3 |y
unde
Nizi(al-Jrﬁier)/iy). (i=1,2,3) (8.12, a)
Similar
v=|N] { v° } (8.13)

Functiile de forma (8.12, a) mai pot fi scrise



8. ELEMENTE BIDIMENSIONALE 157

1
Ny (x,y):ﬂ [xzyz —X3)2 +(J’2 —y3)x+(x3 —xz)J’]a

1
Ny (v, y)==—[xp —xp3+ (13— 3)x+ (v —x3) v |, (8.12, b)
24

1
Ns (x:y)zﬂ [le/2 —X ) +(y1 —)/2)x+(x2 _xl)J’]~

N,

N (x )

1

<]
=

@
Fig. 8.2

Functiile de formd N; variazd liniar, au o valoare egala cu unitatea la

nodul i si valori nule in celelalte doud noduri (fig. 8.2):
N (x,9,)=6,;. (i,j=1,273) (8.14)
si in acelasi timp suma lor are o valoare egala cu unitatea

3
SN, =1. (8.15)
i=1

Combinand (8.10) si (8.14) rezulta vectorul deplasarilor
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Uy

U
{u}{zvl 0 N, 0 N o} Uy 8.16)
v 0 N O N, 0 N;y||ov,

Us

U3

sau condensat

{Z}:[N]{qe 3 (8.16, )

Fig. 8.3

Reprezentata in 3D, deplasarea u(x,y)=u; N (x,y)+1uy N, (x,y)+13 N3 (x,p)
determind o suprafata plana care trece prin u;, u, si uz (fig. 8.3).

8.1.4 Matricea [B]

Deformatiile specifice se pot exprima in functie de deplasari sub forma

e ————
0x Ox

leefetoltud=| o 2110l 0 2 e tallor)
0o 0 0 0
) e
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Matricea derivatelor functiilor de forma este

[ oN, o N, N
Ox Ox Ox
[B]: 0 aNl O aNZ O 6N3 ,
oy oy oy
ON, ON, ON, ON, ON; ON,
| 0y Ox 0Oy ox Jdy  Ox |

| A 0 B 0 B 0
[Bl=—| 0 »n 0 », 0 r],
n Bora B B

| Ya—=V3 0 Y3i=n 0 =W 0
[B]:ﬁ 0 X3 —X, 0 X —X3 0 X, —=x | (817)
X3=Xy Vo—=V3 X—=X3 V3= Xo—X V=W

Matricea [B] este constanti pentru un anumit element CST. Uneori
aceasta se scrie simplificat sub forma

1 Yz 0y 0 yp O
[B]:ﬂ 0 x3p 0 x3 0 xy (8.17, a)
X3 Vo3 X130 V31 X1 Vi

unde notatia este evidenta.

8.1.5 Matricea de rigiditate a elementului si vectorul fortelor

Matricea de rigiditate a unui element (7.43) are expresia

[ = [18) [D][Blav =[B) [D][B]r* 4,  (818)
Ve
unde ¢ este grosimea elementului, 4 este aria suprafetei elementului si [ D | este
matricea de rigiditate a materialului, data de (6.24) pentru stari plane de tensiuni si
de (6.25) pentru stari plane de deformatii specifice.

Fortele nodale coerente datorite unor sarcini coplanare distribuite pe o
portiune a conturului se calculeaza la fel ca pentru elementul liniar cu doua noduri.
In lungul laturii /-2, functia de forma N este zero in timp ce N, si N, sunt la fel

ca functiile de formad unidimensionale, satisficand relatia N, + N, =1. Pentru o
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sarcind (pe unitatea de suprafatd) distribuitd liniar, variind de la p; 1n nodul / la
P, Innodul 2 (fig. 8.4), fortele nodale sunt

. Lt . Lt
S 2?(2P1+P2)» fr = 6

(p+2p,) (8.19)

unde ¢ este grosimea elementului. Datoritd liniaritatii acestea coincid cu
echivalentele statice.

Fig. 8.4

Fortele nodale asociate cu greutatea unui element sunt egal distribuite la
noduri.

8.1.6 Consideratii generale

O retea ca 1n fig. 8.5, a produce un model anizotrop (sensibil directional),
ceea ce poate fi corectat utilizdnd modelul steagului englezesc din fig. 8.5, b, care
insa produce o matrice de rigiditate cu latime de banda mai mare. Teste de simulare
numericd utilizdnd elemente triunghiulare au aratat ca elementele CST, chiar intr-o
retea find, sunt mult inferioare elementelor de ordin superior intr-o retea mai larga.

Fig. 8.5
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Un dezavantaj al metodei deplasarilor in formularea cu elemente finite este
faptul ca echilibrul este satisficut doar in medie sau la nivel de element. In lungul
unei laturi comune, tensiunile sunt diferite in elementele adiacente, in timp ce in
realitate ele trebuie sa fie continue. Majoritatea programelor contin subrutine
pentru calculul unor tensiuni medii. In cea mai simpld forma de mediere, se unesc
centrele de greutate a doud triunghiuri aldturate si se atribuie valoarea tensiunii
medii punctului de intersectie al acestei drepte cu latura comuna

Un exemplu simplu de mediere a tensiunilor este prezentat in fig. 8.6
pentru o placd patratd cu o gaurd in mijloc. Tindnd cont de simetrie, se studiaza
doar un sfert de placd. Se compard diagrama distributiei teoretice (analitice) a
tensiunilor 1n lungul liniei marcate, cu distributia in trepte bazatd pe valorile medii
calculate utilizdnd elemente finite CST..

G/qo

3 1

|

DN '
|

i I \| analitic

O‘=E[03+Ge+1] 2 | ‘
|
|

|
¥
[Tifrtt 1 N
|

|
I \

N

Fig. 8.6
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Metoda va fi utilizata in Exemplul E8.3

Exemplul 8.1

O placa patrata cu grosimea ¢ si modulul de elasticitate longitudinal £
este articulata la trei colturi si solicitata de o forta F 1n coltul liber (fig. E8.1, a).
Se considera v =0. Sa se impartd placa in patru elemente CST si sd se calculeze:
a) deplasarile nodale; b) tensiunile in elemente si c) reactiunile in reazeme.

@
b —>
F

Fig. E8.1

Rezolvare. Matricea de rigiditate a materialului (6.24) este

10 0
[D]=E|0 1 0 | (a)
0 0 1/2

Alegénd originea axelor de coordonate in centrul plécii, coordonatele
elementului / sunt

x1=y1=0, x2=f,y2=0, X3=0,y3=€.

Aria este 4= /> / 2 iar matricea (8.17) este

J-rorooo
[Bl]zzo -100 0 1. (b)
-1 -1 0110

Matricea de rigiditate a elementului (8.18) este

' ][« =[5 [ [p1[8'] ¢ 4. ©
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-2

[3/2 1/2 -1 -1/2 =1/2 0 ]

32 0 12 -1/2 -1

1 0 0 0

2 12 0

sim /2 0
1

163

(d)

Elementul 2 poate fi obtinut rotind elementul / antiorar cu 90°. In general,

matricea de transformare pentru o rotatie cu un unghi 6 este

[r]-

unde c=cos @ si s=sinf.

c s 0 0 0 0]
-s ¢ 0 0 0 O
0 0 ¢ s 0 O
0 0 -s ¢ 0 O
0 0 0 0 ¢ =
0 0 0 0 -s c|

Matricea de rigiditate a elementului rotit este

[ Jelre e e,

Pentru 6 =90° se obtine

[7]-

01 0 0 0 O]
-1 0 0 0 0 0
00 01 0 0
0 0 -10 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 -1 0|

Matricea de rigiditate a elementului 2 este

[ =[] e ]l

(e)

9]
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[3/2 —-1/2 -1/2 0 -1 1/2 ]
32 12 -1 0 —1/2
[Kz]zﬂ /2 0 0 -1/2 B
2 1 0 0
sim 1 0
i /2 ]

Aceeasi matrice se obtine Tnlocuind coordonatele nodale
xlzylzoa X2=0,y2=1, X3=—1,y3:0
in (8.17) si calculand produsul (8.18).

Datoritd simetriei, se poate considera numai jumatatea superioara a placii
(fig. E8.1, b). Utilizand conditiile la limita, ecuatiile de echilibru se pot scrie

3 0 -1 =12 -1 0 -1 1/2 |(y 0

0 30 —-1/2 0 -2 0 -12/]0 4

-1 0 1 0 0 0 0 0 ||lu F/2
Et|-1/2 =12 0 12 1/2 0 0 0 0 v,
20 -1 0 o0 12 1 0 o -y2l]0[ | H
0 -2 0 0 0 2 0 0 0 Vs

-1 0 0 0 0 0 1 0 0 H,
12 -2 0 0 -1/2 0 0 12 ||O v,

Rezolvand sistemul format de prima si a treia ecuatie

EIa M

se obtin deplasdrile nodale

F 3F
ul =, uz - .
2FEt 2Ft
Reactiunile pentru jumatate de placa sunt
Hy=-F/4, H,=-F/4,
iar pentru placa Intreaga

H,=-F/2, Hs=-F/4.

Tensiunile si deformatiile specifice in elemente sunt
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-1 0 1 000
{gl}z[Bl]{ql}zl 0 -1 00 01
o1 1011 o
-1 1 2
(o)1l o HL
l 1 0 u,| 20Et ~
o, { } Lo o]
o, =[D]{e' |=E|0 1 0 |——
r; 1 00 12 2LEt
1 0 00 -1
{gz}z[Bz]{qz}_l 0 -1 01 0
1211 o 1
o, { } Lo o]
o, =[Dlie* (=E| 0 1 0 |——
;V 2 0 0 12 2(Et
Exemplul 8.2

U

U

2
_ iy
20t _1/2
U
0
o| F
0 2¢E¢
0
0
1
iy
201 12

b
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O placa triunghiulara subtire este incastrata in lungul laturii 5-4 si incéarcata
cu fortele coplanare F; =—1 si F, =-2 pe latura de sus (fig. E8.2). Se presupune

ca placa are grosimea ¢ =1 si este intr-o stare plana de tensiuni, are modulul de
elasticitate longitudinal E =1 si coeficientul lui Poisson v =0,3. Sa se imparta
placa in trei elemente CST si sd se calculeze: a) deplasarile nodale; b) tensiunile n

elemente si c) reactiunile in Incastrare. Unitatile de masura sunt coerente.
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Y
V372 2 V372 1
® Y p
30°
@ @ ©
1 @
® I
Fig. E8.2

Rezolvare. Datele de intrare sunt date mai jos

HUMAR DE NODURI

HUMAR DE ELEMENTE
MODUL DE ELASTICITATE
COEF.CONTR.TRANSU .
STARE PLANA DE TEWSIUNI
SARCINI: FORTE LA MWODURI

v LA
o

BLOCAJE SI COORDOMATE WODURI

NOD BX BY b ¥
1 a a 1.732 i
2 a a -BGE 1
3 a a -8B66 -5
4 1 1 5] a
5 1 1 5] 1

DATE ELEMENTE

NR I J K GROSIME
i 1 2 3 1
2 5 3 2 1
3 5 4 3 1

FORTE LA WODURI

NOD FX FY¥
1 a -1
2 a -2

Pentru fiecare element, matricea de rigiditate se calculeaza “de mana” din
relatia (8.18), in care matricea [B] se obtine din (8.17), pe baza coordonatelor

nodale, iar matricea [D ] este data de (6.24).
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Rezulta urmatoarele matrici de rigiditate ale elementelor

MATRICEA DE RIGIDITATE A ELEMENTULUI

(3172 0O -.3172 .1648 O
11 (1923 —_111 —-.1923
.6503 -.3571 -.3331
1.0627 .1923
SIM 23331

L3172 0O 0 1648 —.3172
111 .1923 D —-.1923

3331 0 —.3331

L9516 —.1648

SIM .6503

MATRICEA DE RIGIDITATE A ELEMENTULUI

-3252 —-.1786 -0.007% -—-.0137 -.3172
-5313 0137 —-.4203 -1648

-3252 1786 —.3172

-5313 -.1648

SIMV -6345

Matricea de rigiditate globald condensata este

MATRICEA DE RIGIDITATE GLOBALA

3172 0 —.3172 -1648 1]
-111 -1223 —-.111 —-.1923
1.3006 1] —.6662

2.125%4 0O
SIM 1.3006

Ecuatiile de echilibru condensate pot fi scrise

0317 0 -0317 0165 0 —0165][u
0 0111 0,192 -0,111 -0192 0 v
-0,317 0,192 1,301 0 -0666 0 Uy
0,65 -0111 0 2,125 0 -1903 |] v,

0 -0192 -0,666 0 1,301 0 Uy

| -0165 0 0 -193 0 2,125 || v;

Solutiile acestor ecuatii sunt

uy =7,712, uy = 6,542, 13 =—2,686,
v, =-40,823, v, =—15,835, v; =—13,582.

MATRICEA DE RIGIDITATE A ELEMENTULLT 2

1
—.1648]
0

-1648
-.9516
0
-9516 |

-.1648
- 111
-.1923
-.9516
.3571
1.0627)

3

-1923
—-.111
—.1923
—-.111

o

2221

—.1648
o
o

-1.92033
o

2.1254

167



168 ANALIZA CU ELEMENTE FINITE

Datele de iesire sunt prezentate mai jos :

DEPLASARI NODALE

NOD DEPL.X DEFL.Y
i 7.71207 -40.82315%
2 6.5416 -15.83532
3 -2.68555 -13.58268
4 a 0
5 a 0
TENSIUNI
ELEM SIGHA A SIGHA ¥ Tau =Y SIGMA ECH
1 0 -4 _505 -4 8.2642
2 6.816 -2.461 0.065% 8.3241
3 -3.408 -1.022 -6.032 10.8786
REACTIUNI
NOD Fa FY
4 3.464 1.95078
5 —3.464 1.04922

Reactiunile in nodurile 4 si 5 se obtin din ecuatiile nereduse “neutilizate”.

Trebuie mentionat cd placa a fost Impartitd intr-un numar foarte mic de
elemente pentru a permite calculul de méana si aceasta conduce la rezultate false.
Era de asteptat ca in lungul laturii 4-5 tensiunile de incovoiere sd fie de
compresiune in 4 si de intindere in 5. Cu toate acestea, In elementul 3, care este un
element cu deformatii specifice constante, apare o singurd valoare a tensiunii o,

ceea ce este gresit. In mod normal, placa ar fi trebuit modelatd cu mult mai multe
elemente. Atribuind centrelor de greutate valorile tensiunilor constante din
elemente si utilizdnd procedeul de mediere descris in paragraful 8.1.6, se poate
obtine o distributie mai realistd a tensiunilor in lungul laturii 4-5.

Exemplul 8.3

O placa dreptunghiulara subtire, avand o gaura cu raza a =10 mm, este
solicitatd de sarcini care produc tensiuni de intindere constante o, =5MPa Ia
capete (fig. E8.3, a). Placa are lungimea ¢ = 60 mm, latimea b =40 mm, grosimea
t=5mm, E=200GPa si v=0,3. Se cere sa se determine: a) forma deformata a

gaurii; b) locul si valoarea tensiunii echivalente (von Mises) maxime; c) distributia
tensiunilor o, in sectiunea din mijloc. Sa se compare valorile tensiunilor maxime

in peretele gaurii, calculate cu MEF si cu teoria elasticitatii.

Rezolvare. Tinand cont de simetria geometrica i de simetria incarcarii, se
poate analiza doar un sfert de placa (din dreapta sus).
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d
- | L,
00.:_{9__ 5’ S I
f—} i ?GO
L
Fig. E8.3, a

Se construieste un model cu 55 noduri si 81 elemente, prezentat in fig.
E8.3, b. Fie x si y axele de simetrie. Nodurile plasate in lungul axei x sunt blocate
pe directia y, iar nodurile situate n lungul axei y sunt blocate pe directia x.

50 46 41 36 31 25
55 >
N7 T 50
NG
§ ° ) 3 35 V%
54 5 >
D k’\d 49 24 17 125
¢ h
533 Tb" 39 29 16
; /48 4 2
(/a 3
52§ N4 28
‘ N 15 o> 150
37 27 e .
kp)
» 21
20 14 <
19 5 A - 125
12
11
1 2 3 4 S 6 50
T TS 7777 7777 7777 T
Fig. E8.3, b

In figurd se arata fortele echivalente aplicate la noduri. Numerotarea
elementelor este omisd pentru claritate. S-au marcat centrele de greutate ale
elementelor de langa sectiunea mediana, iar punctele de intersectie ale laturilor
comune cu liniile care unesc centrele de greutate ale elementelor vecine (unde se
calculeaza tensiunile medii) s-au notat de la a la f.

Forma deformata este prezentata in fig. E8.3, c. Cum era de asteptat, gaura
este alungita pe directia de Incarcare.
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Fig. E8.3, ¢

Calculul tensiunilor este rezumat in fig. E8.3, d. Elementele sunt hasurate
conform valorii tensiunii echivalente von Mises, utilizdnd cinci intervale cu
limitele aratate in legenda.

Fig. E8.3,d

Tensiunea echivalentd maxima este 19,6 MPa si apare in elementul /.

Valorile tensiunilor in elementele de langd sectiunea mediana sunt date in Tabelul
ES8.3.
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Tabelul ES.3

Elementul Ox oy Txy Oech

20,0178  0,8845  -0,5706 19,6155
11,4577 19228  -0,6221 10,6821
11,3275 0,815  0,0595 10,9433

8,068  1,5768 0927  7.5786
7,6445  0,1651 0,174  7.5693
57162 02632 06667  5.7073
40752 0,763 03595  3,8037

~N O L AW N~

Tensiunile o, mediate in punctele de la a la f, au urmatoarele valori:

Punctul ‘ a b c d e f

o,, MPa ‘ 15,78 11,39 9,69 7,85 6.,68 4,89

Distributia teoreticd a tensiunilor o, in sectiunea mediand a unei placi cu
o gaura circulara micd, solicitata la Intindere uniaxiala, este datd de relatia

( a? 3a4J
o,=0y| l+—+—+ |,

in care 7 este distanta de la axa x (fig. E8.3, a).

Tensiunea maxima apare la marginea gaurii (r = a) si are valoarea

o, =30p=15MPa.

*ma

Valoarea medie pentru elementele [/ si 2, calculata in a, este
o,, =1578 MPa , fiind surprinzator de precisa pentru refeaua grosierd folosita.

Exemplul 8.4

O placa subtire cu salt de latime prin racordari este solicitata axial (fig.
E8.4, a), are lungimea 150 mm , latimea portiunii inguste 40 mm, latimea portiunii
mai late 80 mm, grosimea 5 mm, razele de racordare 20 mm, £ =2- 10° MPa si
v =0,25. Tensiunile normale calculate la distantd de racorddri in dreapta au
valoarea constanta 440 MPa . Se cere tensiunea echivalenta (von Mises) maxima
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din placa si zona in care apare. Sa se determine factorul teoretic de concentrare a
tensiunilor elastice In zona racordarii.

220 MPa
R20

hw \( 440 MPa

80 +40

-

150

FTTTTT

T

(EEEN

Fig. E8.4, a

Rezolvare. Datorita simetriei se poate considera doar jumatate de placa. Se
construieste un model cu 95 noduri si 144 elemente CST (fig. E8.4, b). Nodurile
situate in lungul axei de simetrie sunt blocate pe directie verticald. Nodurile de pe
marginea din stdnga sunt blocate pe directie orizontala.

P
P
P .

b =

QP/_\/_\ NN I I A N
Toes Ten wTERRN O OTERE R AR OTEE OTERS OTES O RS OTES ORNERRS T EAS TR S o wRERwS W es
Fig. E8.4, b

Fortele nodale echivalente se calculeaza cu relatiile (8.19). Pe marginea din

dreapta sunt patru elemente, fiecare cu aria 25 mm?, solicitate de tensiuni normale

de 440 N/ mm?.  Fortele nodale pentru fiecare  element  sunt
440x25/2=5500 N . Cele cinci forte nodale care actioneaza asupra jumatatii de
placa au valoarea 5500N 1in nodul superior si nodul inferior, si 11000N 1n cele
trei noduri din mijloc.

Distributia tensiunilor echivalente von Mises este prezentata in fig. E8.4, ¢

pentru cinci intervale valorice date In legenda. Tensiunea echivalentd maxima este
604,7 MPa.
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173
0 434 1286
622,7
259 4
445 588 7597 483
604,7
3,9 124 244,2 364 ,4 484,5 604,7

Fig. E8.4, ¢

Valorile tensiunilor normale principale o in elementele de langa

conturul racordarii sunt prezentate in partea de sus. Valoarea maxima este
622,7MPa. Factorul teoretic de concentrare a tensiunilor raportat la 440 MPa este

1,415. Aceasta valoare este destul de apropiatd de valoarea adevarata teoretica
1,42 stabilita de Singer (1962).

Exemplul 8.5

Se dau coordonatele nodale si deplasarile nodale ale elementului 96 din fig.
E84, b: X60 = 92,35 s> Voo = 21,52 s Xoqa = 95 s Yea = 18 s Xg5 = 95,5 s> Vo5 = 20,5 N
gy = 0,11224 , vy =—3,97-107, ug, =0,12367, vy =—3,63-107,

s = 0,12247 , vgs =—4,92-107.
Se cunosc £ =2-10° MPa si v =0,25. Se cer tensiunile din element.

Rezolvare. Aria triunghiului este Agg = 4,1925 mm?

Matricea [B] este (8.17)

~0,2982 0  —01216 0 04198 0
[B]=] o0 0,0596 0 -03757 0 03160
0,0596 —0,2982 —03757 —0,1216 03160 0,4198
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Matricea [ D | este (6.24)

2,1333 0,5333 0
[D]=10"] 0,5333 2,1333 0
0 0 08

Vectorul deplasarilor nodale (8.1) este
{q}= \_0,1 1224 -397-107° 0,12367 —3,63-107 0,12247 —4,92.107° jT :
Tensiunile din element sunt date de expresia
{oj=[p][B]{q}.

lo)=lo, o, r,] =[59672 6358 ~120,08]".

Exemplul 8.6

Sa se determine forma deformata si distributia tensiunilor in dintele unei
roti dintate prezentat in fig. E8.6, a. Forta nu este aplicata la capatul dintelui, fiind
distribuita pe o suprafatd mai mare decét suprafata de contact intre doi dinti, pentru
a diminua efectul de concentrare local si a studia doar efectul geometriei
racordarilor de la baza dintelui.

70, P 8

82

Fig. E8.6,a
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Rezolvare. Se adoptd un model cu elemente finite cu 126 noduri si 212
elemente CST. Nodurile din incastrare sunt blocate corespunzitor. Forma
deformata este prezentata in fig. E8.6, b.

Fig. E8.6, b
Distributia tensiunilor este ardtata in fig. E8.6, c. Se observa concentrarea

tensiunilor in cele doua regiuni de racordare, unde sunt date valorile tensiunilor
echivalente von Mises.

376 438 397

434 538 525 419 339
9,5 115,4 221,3 327,2 433,1 539,1
— i g

Fig. E8.6, ¢
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8.2 Elemente dreptunghiulare

Elementele finite dreptunghiulare sunt cel mai usor de analizat, fiind
utilizate pentru modelarea rigidizarilor in structuri cu panouri subtiri, grinzilor in
forma de cheson si a containerelor paralelipipedice.

8.2.1 Dreptunghiul cu patru noduri (liniar)

Se considera elementul dreptunghiular cu patru noduri din fig. 8.7.

Yy
‘ v
3
@ 04 1 1_S=0 @
T u,
s, 1-r =0
1+7r=01|b __ _
v v
1
- a _2>u
@ b 1+5 =0 @ z
Fig. 8.7

Elementul plan are functii de forma de doua variabile, care au valoarea 1 in
nodul cu acelasi indice si zero in celelalte noduri

Functiile pot fi generate utiliznd ecuatiile laturilor. De exemplu, N, este

identic nuld pe dreptele x=a si y=b, si are valoarea 1 la nodul I,

N (x., ): 1, deci trebuie sa aiba forma
Ni(xy)=a(a=x)(b-y).

Din conditia N, (xl,yl )= N, (0,0 )= 1 se obtine ¢; = Lb , deci
a

Nl(x,y)=Lb(a—x)(b—y)z(l_ﬁj( _Zj‘

a a b

Asemanator, celelalte functii de forma au expresiile

Wp)=2(1-2 ), Mler)=2 2, Ninr)-2(1-2 ).

In vederea integrarii numerice, este convenabil sa se lucreze n coordonate
centrale adimensionale intrinseci (naturale)



8. ELEMENTE BIDIMENSIONALE 177

r=—-1, s=—-1. (8.21)

Ecuatiile laturilor elementului devin
1+r=0, 1+s=0. (8.22)
Functiile de forma in coordonate naturale sunt

N=L(1=r)(1=5), Ny=L(1+r)(1-5),
4 4 (8.23)

N3=%(1+r)(1+s), N4:i(1—r)(1+s).

Deplasarile in interiorul elementului se pot exprima in functie de
deplasarile nodale

ul [Ny 0 Ny 0 Ny 0O N, 0 { }
= g |, (8.24)
v O NN O N, 0 Ny 0O N,

unde

T
{qe} =lu v uy vy uy vy Uy 4. (8.25)

Utilizarea functiilor de formad (8.23) are un dezavantaj — ele nu sunt
complete, adica nu contin toti termenii in 7 §i s de acelasi grad. Dintre termenii de

gradul doi existd doar rs dar r? si 52 lipsesc. Rezultd ca variatia deformatiilor
specifice nu are acelasi grad in toate directiile, elementul este anizotrop.

Deplasarile u si v intr-un punct din interiorul dreptunghiului pot fi
exprimate in functie de deplasarile nodale printr-o aproximatie polinomiala.
Deoarece, pentru patru noduri cu doua grade de libertate pe nod exista opt conditii
la limita, campul de deplasari este aproximat sub forma

u(x,y):al +a,x+ayy+a,xy,
8.26
v(x,y)=b1+b2x+b3y+b4xy. ( )

Alungirea specificd &, =a, +a,y este constantd pe directia x in timp ce
unghiul de lunecare specificd y,, = az +a,x+b, + b,y variaza liniar cux si y.

O atenuare a comportarii anizotrope se poate obtine micsorand variatia
lunecérilor specifice prin utilizarea integrarii reduse pentru contributia forfecarii in
matricea de rigiditate a elementului. Multi utilizatori preferd mai bine sa foloseasca
elemente de ordin superior decat un numar mai mare de dreptunghiuri mai mici cu
4 noduri. Elementul dreptunghiular cu 4 noduri este utilizat in probleme neliniare,
de tipul comportarii elasto-plastice, in care rigiditatea trebuie recalculatd pe masura
aplicarii sarcinilor incrementale si extinderii zonelor deformate plastic.
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Matricea de rigiditate a elementului (7.39) este

[ = [ (8] [P][B]ar.

unde
[B]=[o][N].

Comportarea deficitard a elementului cu 4 noduri este ilustrata in exemplul
de mai jos, in care elementul ar trebui sd se comporte ca o bard subtire in care
tensiunile de Incovoiere sunt predominante.

oy “es | oy

Fig. 8.8

In figura 8.8, @ se arati forma deformati a unui singur element solicitat la
incovoiere purd. Pentru comparatie, in fig. 8.8, b se prezintd forma deformatd in
arc de cerc, in absenta deformatiilor de forfecare. Elementul cu 4 noduri are fetele
laterale plane. La capetele elementului unghiul de deformare specifica este
Yy =d /b fiind nul numai in centrul elementului. Alungirile specifice sunt

&, =d/a pe fetele superioara si inferioara. Raportul
lunecdri specifice parazite a

=—=raportul de forma.
deformatii specifice de incovoiere b

Aceasta explica rezultatele slabe obtinute cu elemente cu raport de forma
mare (Z 3) care au matrici de rigiditate rau conditionate numeric. Discontinuitatile

tensiunilor la granita dintre elemente sunt comparabile cu valorile medii ale
acestora iar la marginile libere tensiunile nu sunt nule. Deoarece energia de
deformatie este estimata in minus, tensiunile sunt mai mici decat cele adevarate.

8.2.2 Dreptunghiul cu opt noduri (patratic)

Elementul dreptunghiular de ordin superior cu 8 noduri este prezentat in
fig. 8.9. Adaugarea a 4 noduri inseamna addugarea a 4 conditii la limitd (sau
deplasdri nodale) suplimentare, astfel incat se pot adauga inca 4 termeni (de grad
superior) in aproximarea polinomiala.
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Functiile de aproximare a campului de deplasari sunt de gradul trei

u(x,y)=a1+a2x+a3y+a4x2+a5xy+a6y2+a7x2y+a8xy2, ( )
8.27
v(x,y)zbl +byx+byy +b4x2 +b5xy+b6y2 +b7x2y +b8xy2,

deci deformatiile specifice sunt de gradul doi. De notat ca alegerea ultimilor doi
termeni de forma x° si y3 ar face elementul mai anizotrop. Cele 16 constante pot
fi exprimate (interpolate) in functie de cele 16 deplasari nodale si de coordonatele
nodale.

Utilizand aproximarea nodala, cAmpul de deplasari se exprima sub forma

u:N1u1+N2u2+N3M3+...+N8M8, (828)
U:val+N202+N3U3+---+N8U8’ '

in care functiile de formd N; se construiesc usor pe baza ecuatiilor dreptelor care

trec prin noduri (procedeul serendipity).

® Q. ©
I

- ~
1+7r+5=0 - S ~ ~ B
~ - ~ _1l-r+s=0
_®»® ro@X
1+7r-5=0 ™~ - P 1-7r-5=0
~ ~

~ o
PN
©, ® @
Fig. 8.9

In fig. 8.9, pentru claritate, se aratd numai liniile care trec prin nodurile de
la mijlocul laturilor, celelalte sunt prezentate in fig. 8.7. In sistemul de coordonate
naturale 7 si s, functiile de forma au urmatoarele expresii

le—%(l—r)(l—s)(l+r+s), N2:_§(1+r)(1_s)(1_r+s),

N3:_%(1+r)(1+s)(1_r_s), N4:_%(1_r)(1+s)(1+r_s),

| | (8.29)
stz(l—r)(lw)(l—s), N6=5(1+r)(1—s)(l+s),
Np=(1=r) (1) tes), Ng=2(1=r)(1=5) (145),
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Functia de interpolare N, trebuie sa fie zero in nodurile 2, 3,..., 8§ si sa
aibd o valoare egald cu 1 in nodul /. Cu alte cuvinte, N, trebuie s se anuleze pe

laturile definite de ecuatiile dreptelor care trec prin nodurile de la 2 la §: 1-s5s=0,
1-r=0,147r+s5=0.Rezultd ca N, are forma

N =¢ (1—r)(1—s)(1+r+s),

unde ¢, este o constantd care se determini din conditia N,(~1-1)=1, deci

¢, =—1/4, ceea ce conduce la expresia functiei N, din (8.29).

Deplasarile 1n interiorul unui element pot fi exprimate in functie de
deplasarile nodale

u . Nl 0 N2 O cee A Ng O { e}
= q (8.30)

unde

Odata generate functiile de forma [N ], se calculeaza [B ] = [8 ] [ N ] , apoi

matricea de rigiditate a elementului [ke ] poate fi evaluata utilizdnd [D] .

8.3 Elemente triunghiulare

Pentru a obtine valori cat mai precise ale tensiunilor utiliznd o discretizare
cu deformatii specifice constante, trebuie folosit un numar mare de elemente.
Pentru a reduce numarul necesar de elemente au fost dezvoltate elemente cu
deformatii specifice descrise de polinoame liniare, de gradul doi sau grad superior.

8.3.1 Coordonate de arie

La un triunghi se poate defini un sistem de coordonate complet simetric,
cunoscute sub numele de coordonate de arie.

Pozitia oricarui punct M in interiorul triunghiului este determinata prin
distantele 4, h,, h;y la cele trei laturi (fig. 8.10, a). Prin impartire la Tnaltimile
triunghiului se obtin coordonatele triunghiulare adimensionale

h hy hs

¢ :E, & _H_z, C3 :H_S’
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sau in functie de arii
A A
1 2 3
= = =2 832
G & G (8.32)

Deoarece 4, + 4, + A; = A (fig. 8.10, b), rezulta

G+Gh+G =1, (8.33)

deci cele trei coordonate nu sunt independente si se comporta ca niste functii de
forma.

® @ (33.35)
Ci+ ¢+ ¢5=1 A+ A, +4;=4
@ @
(x2.3,)
@ @
a (anq) b
Fig. 8.10

Coordonatele fizice ale punctului M pot fi exprimate in functie de
coordonatele nodale sub forma

x=Cx +00%, +Caxq,
X+ X0 + G (8.34)
Y=+ Gy + 4G ys,

sau matricial

N reor 1](g
X r=1X Xy X3 52
y yioya v lG

Prin inversare se obtine relatia (8.12)

C1 1 o Bon 1
=—\a X

G, 24| B 7

&3 as By oy ||y

sau
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Cizi(ai'i_ﬁix"'}/iy)' (i:1:2’3) (8.35)

in care 4 este dat de (8.9) iar coeficientii o;, f;, y; au expresiile (8.8)

A =XV =XV B =V = Vi Vi =X X

8.3.2 Triunghiul cu deformatii specifice liniare

Triunghiul cu deformatii specifice liniare, denumit LST (linear strain
triangle), este un element cu sase noduri, obtinut addugénd trei noduri in mijlocul
laturilor elementului CST. In fig. 8.11, se arati ecuatiile celor trei laturi si ale
dreptelor care trec prin mijloacele laturilor utilizand coordonatele de arie.

Fig. 8.11

Functiile de forma au urmatoarele expresii

1 1 1
N1=2(C1—EJC15 NzZZ[Cz—EjCza N3:2(C3_EJC3’ (8.36)
Ny=4C Gy, Ns=40,03, Ng=403¢;

Deplasarile se exprima 1n functie de deplasarile nodale sub forma
u N O N, O - -+ No O
| M 2 o 7 gel, (8.37)

{qe}:\_ul U Uy Uy e e Ug 1)6JT, (8.38)

unde
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Pentru a obtine matricea [B]=[8][N] trebuie calculate derivatele
functiilor de forma in raport cu coordonatele fizice, deci este necesard
transformarea de la x, y la {;, {,, {5. Pe baza relatiei (8.33) se elimind {; in

expresiile (8.34) rezultand

x:(xz _XI)C2 +(x3 —xl)Cz +X1,

8.39
y=0=2)+ (s —3) G+ (839

Regula derivarii partiale a functiilor de doua variabile se scrie matricial

0 ox 0Oy 0 0
0C, | | 0C, 0Cy |]) Ox | _ Ox
57l ax oy |l =[] o[ (8.40)
0G; 0C; 090G oy oy
unde [J ] este jacobianul transformirii.
Relatia inversa este
) o o
0x :[J]‘l oG (_ 1 B PBs|)ac, ’ (8.41)
9 0 24 7, 13 || 9
oy e 9Cs
unde A este aria triunghiului (8.9) iar 5;, y; sunt definite de (8.8).
Matricea de rigiditate a elementului este
ke |=[ (8] [D1[B]* a4, (8.42)
4

unde

dA=€3dé/2£2d§3Sin9=2Adé’2 dé/:;

Integrarea se face deobicei numeric. Totusi, se poate rezolva explicit in

functie de a, b si [D ] utilizand formula de integrare pentru monoame

alb!

Grar) (8.43)

b
Jechaa=24
4
Pentru termenii de gradul intai si gradul doi se obtine

{c,- a=7, {c,-cjdfh%, {c? a=2. (8.44)
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Elementul LST se bazeazd pe exprimarea deplasarilor prin polinoame de
gradul doi complete in C, si 5

2 2
u=ay+ay &y +ayCy3+asCy+asC,03+a6C3,

. ; (8.45)
v=b+by Gy + by G3+by 5 + b5 03 + b6 G5

Campul deplasarilor este complet, continand toti termenii posibili de gradul
doi, astfel ca elementul este izotrop, fara sd fie necesare noduri interioare care
complicd inutil calculele. Exista 12 deplasari nodale, cate 6 pe fiecare directie.
Pentru a satisface compatibilitatea deplasarilor la granita intre elemente, functia
deplasérilor unei laturi trebuie sa contind numai deplasarile nodale de pe latura
respectivd. In acest caz existd trei constante (functia este de gradul doi) fiind
necesar un nod interior pe fiecare laturd. Acesta este amplasat convenabil 1n
mijlocul laturii.

Calculand constantele in functie de deplasarile nodale, se obtine
aproximarea nodala (8.37).

Notand
Co=r, (G=s, §=1--G=1-r-s (8.46)
se pot introduce coordonate triunghiulare oblice (fig. 8.12).
Coordonatele fizice intr-un punct al triunghiului au expresiile
x=(1—r—s )xl +7rxy+8x3,

(8.47)
y=(1—r—s)y1+ry2 +5 ;.

Fig. 8.12

Coeficientii coordonatelor nodale sunt functii de interpolare geometrica

N =l-r-s, Ny=r, N;=s, (8.48)
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Deplasarile nodale la un triunghi cu 3 noduri se pot scrie sub forma

u=(1—r—s)u1+ru2+su3, (8.49)
vz(l—r—s)vl+r02 +5 03,

astfel ca aceleasi functii pot fi utilizate ca functii de forma. Aceasta este ideea de
baza care sta la baza elementelor izoparametrice, analizate in capitolul urmator.

8.3.3 Triunghiul cu deformatii specifice patratice

Un element triunghiular cu un camp de deformatii specifice de gradul doi
poate fi construit In doud moduri. O posibilitate este sd se lucreze cu 3 noduri la
colturi si cate doud noduri pe fiecare laturd, alegand componentele deplasarilor
drept cantitati nodale. Aceste element este ardtat in fig. 8.13, a.

3 (u,0) 3 (u,v,uy,uy,0¢0))

Fig. 8.13

Deplasérile se exprima prin polinoame de gradul trei complete. Pentru a
satisface compatibilitatea deplasarilor la granita dintre elemente, functia
deplasdrilor unei laturi trebuie sd contind numai deplasarile nodale de pe latura
respectivd. Functia fiind de gradul trei, pentru a defini distributia de pe latura
respectiva sunt necesare 4 marimi nodale, deci doua noduri interioare. Nodurile de
pe laturi se dispun la distante egale Intre ele si fatd de colturi. Deoarece un polinom
complet de gradul trei are 10 termeni §i pe contur sunt numai 9 noduri, pentru a
asigura completitudinea polinomului mai trebuie addugat un nod interior, altfel
elementul va fi anizotrop. Nodul interior este amplasat convenabil in centrul de
greutate al triunghiului.

Dezvoltarea nodala a deplasarilor are forma
9 9
u=Y Niu;+Nu,, v=Y N;v;+N,,, (8.50)

i=1 i=1

unde functiile de forma sunt
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N=5 6 (L1034 -2), M =26 (36-1)(36-2),

Ny =24 (36 -1) (36 -2).

Ne=206 (G -1), Ne=24 G (36 1), 651)
Ne=2 GG (36-1), Ny =266 (36 -1),

Ny =%C3 ¢ (3¢5-1), Ny =%C3 ¢ (3¢, -1),

Nc=27C1C2C3-

O altd posibilitate este sa se lucreze cu noduri dispuse numai la colturile
elementului, pentru a reduce latimea de bandd a matricii de rigiditate. Solutia este

- - ou Ou 0Ov Ov - 5
sd se aleaga derivatele %’ v’ 3x’ By ca marimi nodale. In fiecare colt, apar

x 0y ox
sase variabile nodale, doua deplasari si patru derivate de ordinul intdi, in total 18

parametri (fig. 8.13, b). Pentru completitudine mai sunt necesare incd doua
variabile, pentru care s-au ales componentele deplasarii centrului de greutate

(e, ).
Dezvoltarea nodala pentru u are expresia
u= Nl U +N2 u;l +N3 u;;l +N4 Uy +N5 u;z +...++N9 M;/:z, +Ncuc. (852)

In (8.52) polinoamele de interpolare, exprimate in functie de coordonatele
triunghiulare, sunt

(G +36+385)-76 G G
(136-76)+(n-7)00G,

(BG =858 )+ (B8 )6 6 G5

(G +303+38)-76, G5,
(Nn&G=-78)+(r-1n)60 G, (8.53)
(

(

(

BsGi=BG )+ (Bi-P5)6 6Gs,s
Cs +3C1+3C2)_7C1 6 G5,
728 =nG )+( =72 )Cl € G55

N9 :C3 (:Bl 8 — 56 )+( B =B )Cl 8 G5,
N, =27C, §, Es,

=
=G}
3 =G
4 =6
&
6=
=03
5 =03
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unde y;, f; sunt definite de (8.8) iar indicele c se refera la centrul de greutate.

Aceleasi functii de interpolare sunt valabile pentru v .

8.4 Echilibru, convergenta si compatibilitate

In continuare se prezinti citeva comentarii generale asupra satisfacerii
conditiilor de echilibru si de compatibilitate intr-o solutie cu elemente finite, bazata
pe un camp de deplasari predeterminat [33].

8.4.1 Echilibru si compatibilitate

Intr-o rezolvare prin M.E.F. bazati pe un cAmp de deplasiri predeterminat:

a) In interiorul elementelor, compatibilitatea este indepliniti atunci cand
campul de deplasari presupus este continuu, dar echilibrul nu este indeplinit.

Se considera ecuatiile de echilibru exprimate in functie de deplasari, pentru
Dox = Ppy =0. Inlocuind relatiile intre tensiuni si deformatii specifice (6.24) in

ecuatiile de echilibru (6.7) se obtine

i(s +ve )+1_—vi =0
ox Ve T T e T
(8.54)
1-vao +i( +ve )—O
2 6x7xy oy 7 * '

Inlocuind relatiile intre deformatii specifice si deplasari (6.16) in (8.54)
rezulta

82u+62u_1+v(62u 6%}

ox2 0y> 2 |ay? oxoy
Y 4 (8.55)
’v v 1+v(o*v  d*u
+ = - .
ox> ay* 2 |(ox? oxdy
Ecuatiile (8.55) nu sunt satisfacute de campul de deplasari (8.26)
ulx,y)=a +a,x+ayy+ ,
( J/) 1 TdyXTd3yTasxy (8.56)

asumat pentru elementul dreptunghiular.

De exemplu,
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8_u_a +a %—a +ayx 8_14___0 si =bh
ox 2 4) oy 3T A4ty 0 oy? > ox 0y 4

care nu este zero, deci prima ecuatie (8.55) nu este satisfacuta.

Dreptunghiul ar satisface echilibrul dacd a, =b, =0, dar aceasta se
realizeaza doar intr-un camp cu deformatii specifice constante. Insa cum s-a aritat
deja, alungirea specificd ¢, variaza liniar in directia y In timp ce unghiul de
lunecare specificd y,, variaza liniar cu x §i y.

Totusi, echilibrul este realizat in elementul CST datoritd simplitatii

acestuia. De aici nu se poate trage concluzia ca, In general, dreptunghiul este
inferior triunghiului. In unele cazuri acesta poate da rezultate mai bune.

b) La granita intre elemente, compatibilitatea poate sau nu sa fie
indeplinita, iar echilibrul deobicei nu este indeplinit.

De exemplu, pentru triunghiul cu 3 noduri si pentru dreptunghiul cu 4
noduri, ¥ §i v variaza liniar cu x (sau y) in lungul laturilor. Rezulta ca laturile

raman drepte si dupa deformare, iar elementele vecine nu se suprapun sau nu lasa
goluri intre ele. La CST echilibrul la granita intre elemente nu este indeplinit,
tensiunile fiind constante in interiorul fiecarui elementul dar diferite de la un
element la altul. Totusi continuitatea tensiunilor intre elemente se realizeaza la
grinzi de sectiune constantd, incarcate doar la noduri.

Atunci cand compatibilitatea intre elemente este indeplinitd, solutia cu
elemente finite corespunde unei limite superioare a energiei potentiale totale. Pe
masurd ce dimensiunea elementelor finite scade si numarul acestora creste, solutia
converge monoton spre cea adevarata, cu conditia ca noua discretizare sa contina
toate nodurile discretizarii anterioare.

c) La noduri, compatibilitatea se realizeazd prin interconectarea
elementelor la noduri; echilibrul fortelor nodale este indeplinit.

Ecuatiile MEF sunt ecuatii de echilibru iar solutiile acestora asigura
anularea rezultantelor fortelor si a momentelor care actioneaza asupra fiecarui nod.
prin utilizarea unui numar mai mare de elemente mai mici. In plus, convergenta
deplasarilor cu micsorarea dimensiunii elementelor trebuie sd fie monotona prin
valori crescdtoare.

8.4.2 Convergenta si compatibilitate

Pe masurd ce dimensiunile elementelor finite scad, sirul solutiilor unei
probleme este convergent monoton spre rezultatul corect, daca deplasarile
aproximative ale elementului satisfac urmatoarele conditii:
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a) Campul de deplasari in interiorul unui element trebuie sa fie continuu.
Aceasta se realizeaza prin alegerea functiilor de forma.

b) Dacéd nodurilor li se impun deplasdri corespunzitoare unei stiri de
deformatii specifice constante, atunci campul de deplasari trebuie sa producad o
stare de deformatii specifice constante 1n tot elementul.

Verificarea se face aplicand “testul peticului”. Modelul este compus din
mai multe elemente aranjate astfel incét cel putin un nod sa fie complet inconjurat
de elemente. Nodurilor de la periferie 1i se impun deplasari sau forte care sa
producd o stare de deformatii specifice constante. Nodurile interioare nu sunt
blocate si nu sunt actionate de forte. Deplasarile, deformatiile specifice si tensiunile
din interiorul elementului trebuie sa corespunda unei stari de deformatii specifice
constante. In caz contrar, tipul de element este inacceptabil sau cel putin suspect
(se poate intampla ca elementul sé fie acceptabil doar in anumite configuratii).

c) Sa fie descrise exact deplasarile de corp rigid. Dacd nodurilor li se
impun deplaséri de corp rigid, atunci elementul trebuie sa aiba deformatii specifice
(s1 tensiuni) nule, si deci forte nodale nule.

Daca nu se indeplineste aceasta conditie, apar forte nodale suplimentare, si
ecuatiile de echilibru la noduri sunt modificate. Pentru a satisface conditiile privind
deplasarile de corp rigid si starea de deformatii specifice constante, functia de
aproximare trebuie sa fie un polinom complet de grad cel putin egal cu ordinul
derivatei celei mai inalte ce apare in relatiile intre deformatii specifice si deplasari.

d) Compatibilitatea trebuie asigurata la granita dintre elemente. Elementele
nu trebuie sd se suprapund sau sa aiba spatii intre ele. In cazul elementelor de
grinda, placa sau invelis, pantele trebuie sa fie egale la granita dintre elemente.

Cerinta nu este indeplinitd de numeroase elemente neconforme utilizate cu
succes. Acestea satisfac compatibilitatea la granita intre elemente pe masurd ce
discretizarea este mai find si elementele se apropie mai mult de starea cu deformatii
specifice constante. Totusi, elementele incompatibile nu permit calcularea unei
limite pentru energia potentiald; adicd nu se poate sti dacd energia potentiald
corespunzatoare unui anumit element neconform este mai mare sau mai mica decat
valoarea adevarata. De asemenea, cu elemente necompatibile nu se poate construi
o secventd minimizatoare. Inseamna ci impunand o anumiti configuratie pentru a
n-a discretizare, este imposibil sd se reproducd formele deformate pentru cele
(n—1) discretizari anterioare.

e) Elementele nu trebuie sa aiba directii preferentiate. Elementele trebuie
sa fie invariante 1n raport cu directia fortelor. Izotropia se obtine prin utilizarea
unor polinoame complete pentru descrierea campurilor de deplasari ale
elementului. Ea poate fi realizatd chiar cu polinoame incomplete daca se utilizeaza
o reprezentare “echilibratd” a termenilor in dezvoltarea polinomiala.
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Exemplul 8.7

Pentru ansamblul de 4 elemente triunghiulare din fig. E8.6, testul peticului
se poate face dupa cum urmeaza.

3
Y
4
5
1 2 X
Fig. E8.7

Se presupune un camp de deplasari

U=v=x+y

pentru care deformatiile specifice sunt

{e}=]1 1 2] .

Deplasarile nodale corespunzatoare au valorile
U]ZO, u2=1, u3=4, u4=1,
UI=0, 0221, 03:4, 0421.

Daca se aplica modelului aceste conditii la limita, nodul interior trebuie sa
se comporte corespunzator.

Sistemul condensat al ecuatiilor de echilibru are forma

unde [K | depinde de proprietitile materialului si {F } depinde atit de proprietitile
materialului cat si de deplasarile nodale impuse.

Solutia trebuie sa fie

iar deformatiile specifice in orice punct sa aibd valorile {& }= \_1 1 ZJT .



9.
ELEMENTE IZOPARAMETRICE

Elementele finite dreptunghiulare si triunghiulare permit calculul direct al
matricilor de rigiditate si vectorilor fortelor nodale. Constructia functiilor de forma
si calculul matricilor de rigiditate ale elementelor patrulatere si ale elementelor de
ordin superior cu laturi curbe Intdmpina dificultati care sunt depasite prin utilizarea
elementelor izoparametrice i a integrarii numerice. Elementele cu laturi curbe
permit o mai buna aproximare a marginilor curbe ale structurilor reale.

In cazul elementelor izoparametrice, se folosesc aceleasi functii de forma
pentru definirea atat a formei unui element cat si a cdmpului de deplaséri in
interiorul elementului. Triunghiul cu deformatii specifice constante este un
element izoparametric desi acesta nu a fost analizat ca atare. De fapt, functiile de
interpolare sunt aceleasi si nu parametrii. Se pot construi elemente subparametrice
a caror geometrie este definitd de un model de grad mai mic decat cel al
deplasarilor. Prin transformarea dreptunghiului cu 8 noduri intr-un patrulater cu
laturi drepte se obtine un element subparametric. Prin transformarea acestuia ntr-
un patrulater cu laturi curbe parabolice, rezultatul este un element izoparametric.
Cand se dezvoltd elemente triunghiulare de grad superior dar laturile se mentin
drepte, acestea sunt elemente subparametrice, deoarece creste doar gradul
aproximarii polinomiale a deplasarilor in timp ce gradul aproximarii polinomiale a
geometriei ramane acelasi.

9.1 Elementul patrulater liniar

Se considerd un element patrulater oarecare, ca in fig. 9.1, a. Nodurile
locale 1, 2, 3 si 4 sunt numerotate in sens antiorar. Coordonatele nodului i sunt
(xl-, ¥ ) Fiecare nod are doud grade de libertate. Componentele deplasarii unui

nod local i se noteaza u; In directia x si v; in directia y . Vectorul deplasarilor
nodale ale elementului este

{qe}=\_u1 O Uy vy Uy vy uy vgl. 9.1)
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9.1.1 Coordonate naturale

Se poate atasa unui element patrulater un sistem de coordonate naturale ca
in fig. 9.1, b. Coordonatele 7 si s iau valori de la —1 in lungul unei laturi, la +1 in
lungul laturii opuse, avand valoarea zero In mijlocul laturilor. Acestea se mai
numesc coordonate patrulatere.

Fig. 9.1

In definirea elementelor izoparametrice, coordonatele patrulatere pot fi
privite drept coordonate carteziene in planul {r,s }, care devine un plan de
referinti. In planul de referinti, elementele patrulatere devin un pitrat cu latura
egala cu 2 (fig. 9.2, a), numit elementul de referinta (sau elementul master), care se
extinde intre 7 € [— L1 ] sl se [— L1 ] . Transformarea dintre coordonatele naturale

{r,s} din planul de referintd si coordonatele carteziene {x,y} este o aplicatie
izoparametricd.

s
(-1,1) (1,1)
@ s=1 %
r=-1 .
(rs)
(0.0 et :
¥ s
S=-1 @ 23
(-1,-1) (1,-1)
a b

Fig. 9.2
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Orice patrulater ‘copil’ din planul {x, y} este generat de elementul
‘parinte’ sau ‘de referinta’ din planul {r,s } (fig. 9.2, b). Avantajul consta in faptul
ca functiile de interpolare definite pentru elementul de referintd sunt aceleasi
pentru toate elementele reale si au expresii simple. Dezavantajul consta in faptul ca

aplicatia este o transformare de coordonate care atrage complicatii la calculul
integralei din expresia matricii de rigiditate a unui element.

9.1.2 Functiile de forma

In acest caz se utilizeaza functiile de interpolare (8.23) stabilite pentru
elementul dreptunghiular

M= (1=r)(1=5), Ny =5 (1+7)(1-5),

X | 9.2)
N, =Z(l+r)(l+s), N, =Z(1—r)(1+s).
Relatiile (9.2) se mai scriu sub forma compacta
Ni(r,s)zi(lJrrri)(lJrssi), (9.3)

in care (7;,s; ) sunt coordonatele nodului i .

Coordonatele unui punct din interiorul elementului se pot exprima in
functie de coordonatele nodale prin relatiile

4
x=N1x1+N2x2+N3X3+N4X4=ZNI~XI~,
"=41 (9.4)
Y=Ni»+Nyyy + N3ys + Nyyy :ZNiyi'
i=1
in forma matriciala
X
e X2
x:LNj{x }:LN1 N, N; N,J N (9.4, a)
3
X4
N
e V2
yz\_NJ{y }:LNI N, N3 N,J ) (94,b)
3
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9.1.3 Campul deplasarilor

In formularea izoparametrica, pentru exprimarea deplasarilor in interiorul
unui element In functie de valorile la noduri, se utilizeaza aceleasi functii de forma
ca pentru definirea formei elementului.

Daca u si v sunt componentele deplasarilor unui punct situat la (r,s),

atunci
4
u:Nlul+N2U2+N3u3+N4U4=ZNiui,
"j 9.5)
U=N1’01+N2’02+N3’U3+N4U4=ZNivi,
i=1
care se pot scrie matricial sub forma
{u)=[n]{q ). 9.6)
unde
N, 0 N 0 N 0 N, 0
[N]=] ! 2 . 4 NCR
0O N~ O N, O Ny 0 N,

Deoarece functiile de forma in coordonate naturale (9.2) satisfac
continuitatea geometrica si a deplasarilor atat in interiorul elementelor cat si la
granita intre elemente, conditia de compatibilitate este satisfacuta si in coordonate
carteziene. Asa cum s-a ardtat in Capitolul 8, modelele polinomiale sunt inerent
continue in interiorul elementelor. Mai mult, se poate arata usor cd deplasarile
punctelor de pe latura unui element depind doar de nodurile de pe latura respectiva.

Daca deplasarea u este aproximata prin
u(r.s)=ay+ayr +ays+ayrs, 9.8)
in lungul fiecarei laturi aproximatia este liniard, deoarece » (sau s) este constant.
De exemplu, in lungul laturii 2-3 (fig. 9.2, a), r =1 si

= +a +(a3+a4)s,

u|r=1
-5 1+s
u|r=1— 2 u, + 2 uy .

Patrulaterul cu patru noduri este denumit element “liniar” (uneori biliniar)
deoarece laturile sale ramén drepte dupa deformare. Aceasta asigurad
compatibilitatea intre elemente, nu apar suprapuneri, goluri sau discontinuitati.
Patrulaterul izoparametric cu 4 noduri este un element conform (compatibil).
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De asemenea, deoarece functiile de interpolare permit descrierea
deplasarilor de corp rigid in sistemul de coordonate naturale, conditiile de
deplasare ca un corp rigid si de deformatii specifice constante sunt satisfacute si in
sistemul de coordonate carteziene.

Spre deosebire de elementul izoparametric, in general, patrulaterul cu 4
noduri este un element neconform. Daca deplasarea u este aproximata sub forma

u(x,y)=b1+b2x +byy+byxy, 9.9
atunci in lungul fiecarei laturi aproximarea este de gradul doi.
De exemplu, ecuatia laturii 2-3 (fig. 9.1, a) are forma y =mx+c, unde m
este panta dreptei 2-3, astfel incat

u (x)|2_3 zbl +Cb3 +(b2+mb3 +Cb4)x+mb4x2.

Pe latura 2-3, variatia lui u(x) este de gradul doi si nu poate fi definita
univoc ca o functie de u, si u;. Aproximarea (9.9) este neconforma.

9.1.4 Transformarea din coordinate naturale in carteziene

in continuare, este necesar ca derivatele in functie de coordonatele {x,y },
care apar in matricea de rigiditate a elementului, sa fie exprimate prin derivatele in
functie de coordonatele {r,s}, in care sunt definite functiile de forma. Pentru

aceasta f=f (x, y) este consideratd o functie implicita de » s s

f=1x.s).y(s5)].

Transformarea operatorilor diferentiali
Regula derivarii functiilor de doud variabile se scrie

o) [oax (o] (o
or or Or ox :[J] o0x

o Tl w|jo (T 10
os 0s Os || 0Oy oy
unde matricea jacobiana
J J
[J]{ ! 12}- .11
I In

Utilizand (9.10) si (9.4), matricea jacobiand se poate exprima in functie de
coordonatele nodale
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196
9 0
(=19 e w)={ 9 v} Wvioe
os os
0
2w
_ or Lxe e J
i feet o]

Pentru elementul patrulater cu patru noduri

XN

1—(1—s) (l—s) (1+s) —(1+s) X, ¥y
7] )

4 —(l—r) —(1+r) (1+r) (1 r) X3 V3

X4 V4

BRI It ERATRR SIS R iy

[/]=1 sl =X tx3 %) (- vy - )

41 —x;—xy+xy3+a,+

+7"(x1_x2 +.X3 _x4)

Relatia inversa este

o) [or as](o)] (o
Ox [ _| Ox Ox or =[j] or
o (Tl o os [Jo [TV
5 oy Oy || Os 0s

unde [ J ]= [J ]_1 este inversa matricii jacobiene

in care

[j]z{jn J'12}= 1 {Jzz _le}
Ja1 J» det[J] -Jy I

Pentru elementul patrulater cu 4 noduri

det[J |= dy + 47+ 4y5,

N =Vt Y3t yst
+r( =y +r3-14)

(9.12)

(9.13)

(9.13, @)

(9.14)

(9.15)

(9.16)
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1
4=3 [ (3 =a)(x2 =31)= (2 = 70)(33 = 24) ],
1
4 ) [(y4 =) =x2) = (3 =22 )(x4 _xl)]'
Deobicei se utilizeaza matricea [ j | deoarece derivatele Z—f, Z—f trebuie
x Oy
. . . . of of .
exprimate in functie de derivatele ——, FE determinate pentru elementul de
r s

referinta. Intrucat » = r(x,y), s =s(x,y) nu se cunosc explicit, este necesar [ j |.

Expresiile de mai sus intervin in calculul matricii de rigiditate a unui
element.

Transformarea unei arii infinit mici
In continuare se va mai folosi relatia de transformare a ariilor

dx dy = det[J ]dr ds . 9.17)

Aceasta este necesara deoarece, la evaluarea matricii de rigiditate a unui
element, integrarea pe elementul real este nlocuitd prin integrarea mai simpla pe
elementul de referinta.

fn coordonate carteziene {x,y }, aria elementard d4 este data de valoarea
absolutd (modulul) a produsului vectorial dxxdy , in care dx =dx-i, dy=dy-J,

iar i si j sunt versori.

fn coordonate curbilinii {r,s}, aria elementard d4 este data de valoarea
absolutd a produsului vectorial d7 xds . Aceasta este egald cu aria paralelogramului
elementar definit de cei doi vectori d7 si ds dirijati In lungul tangentelor la liniile

r =const. si s =const. Componentele acestor vectori Intr-un sistem de coordonate
cartezian sunt

dF:?dr-5+2—ydr-]’=(J1117+J12]')dr, d5 =(Jy 7 +J9yj )ds.
r r

Egaland valorile absolute ale celor doud produse vectoriale

dxxdy =dxdy -k,
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i ]k
dFxds=|J;; J;, 0|drds=det[J]drds-k
J21 J22 0

se obtine relatia (9.17).

9.1.5 Matricea de rigiditate a unui element

Matricea de rigiditate a unui element (7.43) este

[k =i [ 18T [0]1B] a4, ©.19)

unde [D] este matricea de rigiditate a materialului si ¢° este grosimea
elementului.

Matricea derivatelor functiilor de forma [B ] este (7.41)
[B]=[o][N]. (9.19)

unde [8] este matricea operatorilor de derivare (6.9) si [N ] este matricea
functiilor de forma (9.7).

Inlocuind (6.9) in (7.41) rezulta

2,
Ox
[8]=[2][N]=| o % [N]. (9.20)
0 0
o o |

Utilizand transformarea (9.14) se obtine

[B]=[B15,]. (9.21)
1n care

Jn Jiz 0 0
[Bi]=| 0 0 ju Jm | (9.22)
Jo Jn Jn Jn2
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2
or
2
s [, @ 5 [N, (9.23)
° %
o 2
L as_

-(1-s) 0 (1-5) 0 (l+s) o0 —(1+s) 0
1|-(-r) 0o —(+r) 0o (1+r) 0  (1-r) 0
B=30 0 T L) 0 (es) 0 (1ss) 0 —(1ss)|"

0 —(-r) o —(1+r) 0 (1+r) 0 (1-7)

Utilizand relatia (9.17), matricea de rigiditate a unui element se poate scrie

[k Jeee | 18T [0]08)det [/]aras. 9.24)

-1 -1

Deoarece [B ] si det [J ] nu sunt functii simple de 7 si s, integrala de mai
sus trebuie rezolvatd numeric, dupd cum se arata in continuare.

9.1.6 Vectorul fortelor nodale ale unui element

Deoarece deplasirile punctelor de pe latura unui element izoparametric
patrulater sunt liniare, fortele nodale coerente aplicate pe latura respectiva se
calculeaza la fel ca pentru un element liniar cu doud noduri.

Daca pe latura 2-3 in fig. 9.1 actioneazd o sarcina distribuitd avand
componentele ( Dy py) pe unitatea de lungime, atunci vectorul fortelor nodale

echivalente este

Urel=Sislo o b by b b0 0] 029

daca p, si p, suntconstante §i /,_3 este lungimea laturii 2-3.
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9.2 Integrarea numerica

Evaluarea numerica a integralei din matricile de rigiditate se face deobicei
prin metoda Gauss, denumita si cuadratura Gauss. Aceasta este mai eficienta decat
alte procedee, ca de exemplu integrarea Newton-Cotes, deoarece necesita doar
jumatate din valorile esantionate ale functiei utilizate de cea din urma. La
elementele de grad superior, integralele rigiditatii devin tot mai complicate. Pe
masura cresterii gradului cdmpului de deplasari, derivatele functiilor de forma din
matricea [B ] devin algebric mai complicate. In plus, transformarea de coordonate
izoparametrica mai introduce si det [J] in integrand astfel ca evaluarea sub forma

inchisa a integralelor rigiditatii devine imposibila.

9.2.1 Integrarea Gauss unidimensionala

Versiunea unidimensionala a metodei Gauss se bazeaza pe faptul ca orice
functie f (r) poate fi reprezentatd aproximativ pe intervalul » € [—1, 1] printr-un

polinom care poate fi integrat exact. Un polinom de gradul (2n —1) poate inlocui
f (r) impunand 7 ponderi w; si n puncte de esantionare astfel incat suma

+1 n
[ r0)ar=3 w, 7)) (9.26)
-1 i=1

sa fie exactad pana la gradul considerat.

Punctele 1n care valorile functiei si ale poligonului de aproximare coincid,
se numesc punctele Gauss. Deoarece acestea sunt zerourile poligoanelor Legendre
metoda se mai numeste integrarea Gauss-Legendre.

Aria de sub curba f(r) cuprinsa intre punctele de abscise —1 si 1 este

aproximata prin ariile unor suprafete dreptunghiulare de latimi neegale, ale caror
inaltimi sunt egale cu valorile functiei in punctele de esantionare. Cu alte cuvinte,
integrala unei functii polinomiale este inlocuitd printr-o combinatie liniard a
valorilor acesteia in punctele de integrare 7; :

+1

[ r()dr = 1(n )+ w0y £ )+ £ 4 v, 1) 926,

-1

Cei 2n coeficienti se determind din conditia ca relatia de mai sus sa fie
satisfacutd de un polinom de gradul 2n—1 de forma

f(r)zal +a2r+a3r2+...+a2nr2”_l. (9.27)
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Inlocuind (9.27) in (9.26, a) rezultd

+1 +1 +1
a, j dr+azjrdr+...+a2nJ'rznfldrzal(wl+w2 oW, ) ¥

| | | (9.28)

2n-1 2n-1 2n-1
+a2(w17‘1+w2r2+...+wnl’n)+...+a2n(wlrln +’Z/U2r2n +...+wnrnn )

Identificand termenii se obtine
+1 +1

+1 n n n

21 a
Jdr:Zwi, jrdrszl-rl-, Jr dr:Zwiri .
-1 i=1

—1 i=1 -1 i=1

In general

+1 0 dacd i este impar
J rédr= )

—_— dacd i este par (9.29)
-1 a+1

astfel incat
2=w;+w, +...+w,,
0=w1}"1+w27"2 +...+wnrn,
2
n

3=wlr12+w2r§+...+w r (9.30)

3 n

b

_ 2n—1 2n-1 2n-1
O=wri" +wyry  +..+w,r,

Acesta este un sistem de 2n ecuatii, liniar in w; si neliniar in 7;. Cei 2n

parametri se determind din conditiile

w; >0
i=12,...n.
—l<r;<+1

Formula cu un punct de integrare

Pentru n =1 se utilizeaza regula punctului median (fig. 9.3, a)

[ )= rln)
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care este exactd doar cand f (r) este un polinom de gradul intdi. Totusi, aceasta

este utilizata uneori la integrarea selectiva, de exemplu la separarea forfecarii de
incovoiere, pentru evitarea asa-numitului fenomen de “blocaj la forfecare” (shear
locking) prin folosirea integrarii reduse pentru forfecare.

Formula cu doud puncte

La integrarea in doud puncte
+1
[ £(r)ar=mw, £(ry )+, £(ry): 9.31)
-1

Pentru un polinom de gradul 2n—-1=2-2—-1=3, relatiile (9.30) devin
2 = wl + w2 N
Ozwll"l +w21"2,
2
—=w1}"12 +er§,
3
0=w1r13 +w2r§.
Solutiile acestui sistem de ecuatii sunt

1

Py =—=
G

w=w,=1, r=- =0,5773502691

astfel Incat (fig. 9.3, b)

+1
j f(r)dr=1-£(0,57735)+1-£(-0,57735).
-1

S(r) S(r) f(r
A A A
1
I
Py P -~ 7
» > »
-1 0 1 r -1-0577 0 0577 1 r -1 -044 0 044 1 7

PG1 PG2 PG3

a b c

Fig. 9.3
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Formula cu trei puncte

La integrarea in trei puncte (fig. 9.3, ¢)

3
w; f(r;)=0,555- £ (=0,774)+ 0,888 1 (0)+0,555- £ (0,774).
i=1

Abscisele punctelor Gauss si ponderile sunt date in Tabelul 9.1.

Tabelul 9.1
Numarul Gradul polinomului Punctele Gauss, | Ponderile,
punctelor integrat exact 7 w;
Gauss : l
1 1 0 2,0
) 3 +0,57735 1,0
. 5 0 0,8888
+0,774596 0,5555
) ; +0,339981 0,652145
+0,861136 | 0.347854

9.2.2 Integrarea Gauss in doua dimensiuni

Integrarea Gauss unidimensionala poate fi extinsad usor la doud dimensiuni
daca se folosesc dreptunghiurile sau patrulaterele izoparametrice din § 9.1:

+1 +1 +1

Izj _[f(hs)drdsg_[ Zn:w/f(r’sj) dr:gwigw/’f(rﬂsj)’

-1 -1 11 j=1
+1 +1 non
1=[ [£(rs)drds=Y Y ww, f(n.s;). (9.32)
-1 -1 i=1j=1
Pentru n=2

w=wy =1, r,=s,=-057735, r,=s,=0,57735,

astfel incat

[:f(’”lysl)Jrf(rl»Sz)Jrf(’”z:Sl)+f(’”2ysz)-

Formulele de integrare Gauss pentru elemente patrulatere sunt date in Tabelul. 9.2.
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Tabelul 9.2
Numarul ;
Punctele Gauss, Ponderile,
n punctelor
Gauss TisS; W;, W,
nxn
1
1 (lxl) 4(=2><2) in centru
;f=—L ) }’=+L
V3 V3
4 i i
2 (sz) . o Tt 1(=1><1) in punctele 1,2, 3,4
% 4
Y
5 25( 5 5
__V3 -+ 3 0
RO . -} ==| ==x= | inpunctele 1,3, 7,9
5 l & 81( 9 9} P
[ ®
9 3o 9lse2 | 40( 5 8
N X
—| ==x—| inpunctele 2,4, 6,8
3 (3x3) . % 2 B 81( 9 9) b
14 7| s-- B
d f of % 64 :§x§) in punctul 5
81\ 9 9

9.2.3 Integrala din matricea de rigiditate

Matricea de rigiditate a unui element (9.24) este

11
[k ]2 [ [[B) [D][B]det [s]dr as
-1-1
ceea ce arata ca expresia de mai sus implica integrarea fiecarui element (situat pe,
sub sau deasupra diagonalei principale) al unei matrici de dimensiuni (8 x8 )

In general, det [J ] este o functie liniard de » si s . Pentru dreptunghi sau
paralelogram aceasta este o constantd. Elementele matricii [B] se obtin impartind
o functie biliniarda de » si s la o functie liniard. Prin urmare, elementele

produsului matricial [B ]T [D][B] det [J ] sunt functii bipatratice impdrtite la o
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functie liniard. Rezultd ca matricea [ke ] nu poate fi evaluata exact prin integrare
numerica.

Din consideratii practice, este preferabil sda se utilizeze cat mai putine
puncte de integrare fara a produce dificultiti numerice. O alternativa este folosirea
integrarii reduse Intr-un numar de puncte mai mic decat cel necesar, pentru a

micsora rigiditatea si a compensa astfel rigiditatea inerent sporitd a modelului cu
elemente finite. Aceasta solutie este i mai ieftina.

O limita inferioara a numarului de puncte de integrare se poate obtine
observand cd pe masura ce discretizarea este mai fina, se tinde spre starea de
deformatii specifice constante. In acest caz, matricea de rigiditate (9.24) devine

+1 +1
[ke]z[B]T[D][B]j I t° det [J]dr ds. (9.33)
-1 -1
Integrala din (9.33) reprezintd volumul elementului. Prin urmare, numarul
minim al punctelor de integrare este numarul necesar pentru a evalua exact
volumul elementului. Considerdnd grosimea 7°constanta si observand ca det [J ]
este liniard, rezultd ca volumul poate fi evaluat exact utilizand un singur punct de

integrare.

Fig. 9.4

Cu toate acestea, in cazul de fatd, un singur punct de integrare este
inacceptabil deoarece produce moduri de deformare cu energie de deformatie nula
(fig. 9.4). Acestea apar dacd in unul din aceste moduri deformatiile specifice sunt
zero in punctul de integrare. Existenta acestor moduri este indicatd de faptul ca
matricea de rigiditate are mai multe valori proprii nule decat numarul modurilor de
corp rigid.

Experienta a aratat cd ordinul de integrare optim pentru elementul
patrulater cu 4 noduri este cu 4 puncte Gauss.

Utilizand schema cu 4 puncte Gauss (9.33), se poate scrie
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[ke ]EZE[B(rlrsl)]T [[D]det [ (r50)]] [B(r.s0) ]+
+t€[B(r1,s2)]T [[D]det [J(rl,sz )H [B(rl,sz)]+
[ B(rs) ) [[D]det [ (rs))]] [B () )|+ 939
] ]

+1°[B(ry,5,)]" [[D]det [J (r,5,)]] [B(r2.5,)].

Calculul se face in patru etape de baza:

a) Determinarea matricii [J ] in punctele Gauss (9.11)

X1 N

1 —(1—37) (1—51') (1+5) —(1“1‘) X2 )2
[J(ri'sj)]_“ ~(1-r) ~(1+5) (145) (1-n) |73 ;
X4 V4

si a determinantului acesteia.
b) Calculul matricii inverse | j |=[J ]7l in punctele Gauss.

¢) Calculul matricii [B] din relatia (9.21)

—(l—s-) 0 1-s; 0 1+s; 0 —(1+s~) 0

. . J J J J

LR | e O A N TS 1-r; 0

[Bl=2| 0 0 Jau iz 0 (1-5;) (1+5,)]"
' ] ; ; —\l-s; 0 l—sj' 0 1+Sj 0 - 1+5j
J21 J22 JI11 J12 0 —(1—1’,‘) 0 —(1+r[') 0 1+7 0 -7

d) Calculul matricii de rigiditate [ke ] utilizand patru puncte Gauss (9.34).

Exemplul 9.1
Fie elementul patrulater din fig. 9.1 cu urmatoarele coordonate nodale

xl N 10 10
Xy Vo 20 15

X3 y3 | |25 30
X4 Va 8 25
Pentru simplificarea calculelor se considera punctele Gauss aproximativ la
Tis S =+0,5 in loc de r;, S =+0,57735. Pentru primul termen din expresia

(9.34) trebuie calculate det [J ] si [B] in PG1.

In punctul Gauss 1 (PG1), matricea jacobiana (9.11) este
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10 10
[J]:l[—o,s 0,5 1,5 —1,5} 20 15 21{61 20}
41-05 —-1,5 15 05|25 30| 8|13 60
8 25

Determinantul si inversa acesteia sunt

det[JEs3as.  [G]=[/ ] 1{

~ 60 —20
425 '

-13 61

in PG1, matricea [ B | este datd de (9.21)

0 —20 0 o )|T2 BT
=0l O 0 B O T 0s 0 05 0 15 0 15|

13 61 60 -20 : ’ ’ :

0 -05 0 -15 0 15 0 05

(8]

-10 0 30 0 30 0 -5 0
0 -12 0 -49 0 36 O 25
-12 10 -49 30 36 30 25 -50

[5]

850

9.2.4 Calculul tensiunilor

La elementul patrulater, tensiunile

{o}=[p][B]{s | (9.35)

variaza 1n interiorul elementului.

In practici, tensiunile sunt calculate in punctele Gauss, unde s-a constatat
ca au valori foarte apropiate de cele exacte (Barlow, 1976). In unele programe,
tensiunile calculate in punctele Gauss sunt extrapolate la nodurile elementului, iar
cand intr-un nod se intdlnesc mai multe elemente se afiseaza media tensiunilor
calculate pentru fiecare element.

Tensiunile maxime apar deobicei la marginile placilor sau la discontinuitati
de la periferia elementelor. Pentru a nu omite aceste varfuri de tensiune, se
recomanda o discretizare mai find in zonele cu concentratori de tensiuni. Cu toate
acestea, valorile din punctele Gauss sunt ideale pentru constructia diagramelor de
variatie a tensiunilor in interiorul corpurilor, fie pe o directie data, fie ca linii
(contururi) de valori constante ale tensiunilor.
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9.3 Elementul patrulater cu opt noduri

Acest element este versiunea izoparametrica a dreptunghiului cu opt noduri
prezentat in paragraful 8.2.2. Diferenta consta in faptul ca in coordonate carteziene
acesta are laturi curbe (fig. 9.5, a) iar elementul master este un patrat (fig. 9.5, b).

4 s=+1 N |,57 3
’
4 N
4 \
T+r+s=0 // \\ 1-r+5=0
A 4 AN 4
D + K"
P RN 0 P3N
1+r-5s=0 \\ 7 N
/ 1—7”—S=0
N\
N 7/
/
P AN e =+
1 s=-1 ,XS\ 2
a b

Fig. 9.5

Functiile de aproximare a deplasarilor in forma polinomiala (8.27) sunt

uzal+a2}"+a3s+a4r2+a5rs+a632+a7r2S+a8r52,

2

(9.36)
O=by +byr+bys+byr* +bsrs+bgs® +byris +bgrs’.

Elementul are trei noduri pe latura, deci variatia deplasarilor trebuie sa fie
parabolica (trei constante) pentru a satisface compatibilitatea.

La patrulaterul cu opt noduri, componentele campului de deplasari si
tensiunile sunt de gradul doi In » si s. Produsul [B]T [D][B] este deci de
gradul patru iar det [J ] este cubic. S-ar parea ci pentru calculul exact al matricii
de rigiditate trebuie utilizata integrarea Gauss in 3x3 puncte.

S-a aratat ca, pentru evaluarea ordinului de integrare minim, este suficienta
examinarea determinantului jacobian. La elementul patratic cu 8 noduri, det [J]
este de gradul trei, deci numarul minim al punctelor de integrare este 4 (2 X 2).

Pentru un singur element dreptunghiular cu 8 noduri, chiar daca este

rezemat conventional, utilizarea integrarii in 2x2 puncte Gauss ar conduce la o
matrice de rigiditate singulard. In practica, grupuri mai mari de elemente nu sufera
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de astfel de mecanisme, astfel ca In mod normal este folositd integrarea in 2x2
puncte. Punctele de esantionare optime pentru acest element sunt punctele Gauss
pentru integrarea in 2x 2 puncte si nu cele pentru integrarea in 3x3 puncte, astfel
ca se adauga avantajele integrarii reduse.

Pentru un element patrulater cu 8 noduri, valori mai precise ale
deplasdrilor se obtin totusi folosind o retea de 3x3 puncte Gauss.

Patrulaterul cu laturi curbe si 8 noduri este ideal pentru probleme neliniare
si poate fi adaptat usor pentru modelarea fisurilor, prin deplasarea spre colturi a
nodurilor de la mijlocul laturilor. Trebuie lucrat insd cu atentie, deoarece
distorsionarea excesiva a formei elementului duce la scaderea preciziei de calcul.

9.3.1 Functiile de forma

Functiile de forma (8.29) au urmatoarele expresii

le—%(l—r)(l—s)(l+r+s), NS:%(I—rZ)(l—s),
Ny==p (1) (1=5)(1=r4s), No=2(14r)(1-52)
N, :—%(l+r)(l+s)(l—r—s), N, :%(l—rz)(l+s), (9.37)
N4=_%(1_r)(1+s)(1+r_s), sté(l—r)(l—sz)

Fiind construite pe baza ecuatiilor liniilor care trec prin punctele nodale,
ele apartin familiei de elemente serendipity *).

In programare, se pot folosi urmatoarele formule echivalente in care
(7, s;) sunt coordonatele naturale ale nodului i:

pentru nodurile de la colturi

1

N; =%(1+rrl-)(1+ssl-)(rri +ssl-—1),

(9.38)
%:% (1+ssl»)(2rr[- +ss,-), %z%’ (1+rr,-)(2ssi+rr[-);

*) Denumite astfel dupa usurinta de a face descoperiri a printilor Serendip din romanele lui
Horace Walpole (1717-1797).
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Pentru nodurile de la mijlocul laturii, cand 7; =0

1

N. :%(1—;’2)(1+ss,~),

ON; ON;, 1 2 ©-39)
Le—p (14ss;), —Lt==5,1-r%);
or os 2
pentru nodurile de la mijlocul laturii, cand s; =0
N; =%(1—52)(1+rri )
(9.40)

ONi 1 (1_2) 9Ni__
or _2’?(1 S)’ os S(I-Hﬁri)'

Deplasarile 1n interiorul elementului pot fi exprimate in functie de

deplasarile nodale sub forma
u
{ }:[N]{qe | ©041)

0
unde
B R N
0 N1 0 N2 N (| N8
{qe }: \_1/[1 U Uy Uy e o Ug USJT' (943)

Odati generate functiile de forma [ N |, matricea [B]=[8][ N ] este

ON, 0 ON, 0 .. ONg 0
Ox 0x 0x
[B]=| © oN 0 oN, 0 ONg ) (9.44)
0y oy oy
ON; ON, ON, ON,  ONg ONg
| 0y Ox Oy 0x oy  Ox |
9.3.2 Derivatele functiilor de forma
Utilizarea formularii izoparametrice
8 8
x=ZNi(r,s)xl-, y=ZNi(r,S)yi (9.45)

conduce la
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ON; ON; oy 0Jy || oN;
ox | .1 0or | 1 os or or
v, 1" an, (Tar]| o ax [Jow, [0 %
oy 0s os Or 0s
in care
8 8
@_Z 6Nl(r,s)x Q_Z ON; (r,s)
or 4 or " 0s 4 os !
! " (9.47)
6_y_z 8N[(I”,S) a_y_z 6N,-(r,s)
or & or U 05 4= 0as
9.3.3 Determinantul matricii jacobiene
Matricea jacobiana este
ox oy
| or Or
[/]= ox oy |’ (9.48)
0s 0Os
iar determinantul acesteia este
det[J]zé—x 9y _0x 0y (9.49)
or 0s Os Or
9.3.4 Matricea de rigiditate a unui element
Matricea de rigiditate a elementului este
+1 +1
(ke = j j[B]T[D][B]det [/]dr ds 9.50)
-1 -1
unde ¢ este grosimea placii iar matricea de rigiditate a materialului [D] are forma
D, D, 0
[D]=|D, D, 0| (9.51)

0 0 D
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Inlocuind (9.44), matricea de rigiditate (9.50) poate fi scrisd
oM, oM 17
Ox dy
0 0N 0Ny
oy ox
ON» ON» ON| oNy 0 . ONg 0
== 0 oy ox ox ox
e [ 170 o o) i o 200 220 28 s,
¥y y y
-1-1] 5y ox ON;y ONy 0Ny 0ONp ONg ONg
0 ox 0 ox 0 ox
ONg 0 ONg ’ d 7
ox oy
0 ONg ONg
oy ox |
(9.52)

Matricea de rigiditate a elementului, de dimensiuni (16x16), contine

submatricile [k]i ; care, evaluate prin integrare numericd, au forma

| ON;
6N,~ 6Nl ox
N o oy on,
k], =t Zprwq N [p] o = det[ 7], (9.53)
| dy ox |
ki ks,
sau [k],.j:{]% k4]. (9.53, a)
ij
Notand
w:tewpwqdet[J], (9.54)
elementele matricii (9.53, @) pot fi calculate cu relatiile
. ON; . ON;
L ox Ox dy 0Oy
ON. ON ; ON. ON ;
ky = w|D,——t—~L+Ds—L—L]|, 9.55
2ij ZZ ( > ox oy > Oy 6x) ©:33)
ON, ON; ON, ON;
k — wl| D i .]+ i J ,
3ij ZZ [ 28y Ox > ox 8yJ
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ZZw(m ZNJ +py 2 aNf}.
oy

Ox Ox

Pentﬂli=j,k2=k3.

O examinare a relatiilor (9.55) arata ca toti termenii au forma
(constanta) X (proprietate de material) X (produs al derivatelor functiilor de forma).

Prin urmare, daca proprietatile materialului sunt constante in tot elementul,
este util sd se memoreze separat intr-o matrice [S ]l. ; sumele produselor derivatelor

functiilor de forma Tnmultite cu w, sub forma

AN, ON; ON, ON;
[S] Z ax Ox ZZ ox 8y 9.56
Gy ax 6y 8y

si apoi sd se calculeze expresiile (9.55) introducdnd constantele de material
relevante.

Aceasta metoda (K. A. Gupta & B. Mohraz, 1972) reduce timpul de calcul
de nouad ori fatd de metoda inmultirii Intregii matrici
9.3.5 Calculul tensiunilor

Vectorul tensiunilor unui element este

{o)=[D][B]{ 4. 9.57)

La elementul patratic cu 8 noduri forma explicita a relatiei (9.57) este

[oN, 0 oM

0 ||*

0o .-
o, D, D, 0 Ox Oox 0x ; v,
O-y = D2 D4 0 0 % 0 a& 0 & U,
oy oy oy
x 0 0 Dslion, oN, oN, oN,  ONg ONg
| 0y oOx Oy ox oy  Ox | Usg

de unde rezulta
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8 8
ON; ON;
o,=D —Ltu.+D —Lv., 9.58
y 2; Ox i 4; P) i ( )
8
TxyZDSZ %u[+%vi s
S\ 0y Oox

In unele programe tensiunile se determini la noduri, deoarece se cunosc
coordonatele acestora si este convenabil sa se calculeze deplasarile si tensiunile in
aceleasi puncte. S-a constatat Tnsa ca la un element patratic cu 8 noduri valorile
tensiunilor la noduri sunt incorecte. Totusi, rezultate mai apropiate de valoarea
adevarata se pot obtine daca in fiecare nod se calculeaza media valorilor tensiunilor
din toate elementele care au acel nod comun.

O solutie mai buna este calculul tensiunilor in punctele Gauss, prin care se
obtine o precizie sporitd §i nu mai este necesar calculul tensiunilor medii. Aceasta
se explica prin faptul ca rigiditatea elementului se calculeazd prin esantionarea
integrandului 1n punctele Gauss, deci este de asteptat ca valorile cele mai precise
ale tensiunilor si deformatiilor specifice sa apara in aceste puncte.

9.3.6 Fortele nodale coerente

Spre deosebire de elementele triunghiulare, in care toate sarcinile se pot
reduce la noduri intuitiv sau bazat pe staticd, la elementul izoparametric patratic
fortele nodale datorite sarcinilor distribuite trebuie calculate conform relatiei (7.44)

el [IN]"{p}dr . (9.59)

Fortele nodale echivalente se adaugd, element cu element, in vectorul
global al fortelor, care reprezintd membrul drept al sistemului de ecuatii liniare ce
trebuie rezolvate in functie de deplasari.

Presiune pe laturi

In calculul vectorilor fortelor nodale, distributia reald de presiune pe latura
unui element este Inlocuitd printr-o distributie parabolicd, definitd prin valorile
presiunii la cele trei noduri de pe latura respectivd. Toate valorile intermediare se
pot calcula cu ajutorul functiilor de forma. Deobicei in calcul se utilizeaza toate
nodurile elementului, astfel ca nu este necesar sa se considere separat functiile de
forma corespunzatoare celor trei noduri cu valori impuse ale presiunii.

Fie o sarcind distribuitd p , data in unitati de fortd pe unitatea de lungime,
aplicata pe latura s =+1 a unui element. Componentele fortei pdr care actioneaza

pe o lungime infinit mica d» sunt
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pe| | or
{Py }— Py oy dr. (9.60)

Forta coerenta cu p este datd de o forma modificata a relatiei (9.59) in
care integrala pe volum este redusa la o integrala pe o linie

+1 a—y
ref=] pInTy % e, 9.61)
-1 _E

unde [ N ] este data de (9.42).

Vectorul (9.61) este calculat deobicei prin integrare numerica si scris sub
forma

ay
U= wlNY p % 9.62)

i=1 A
i

unde p; este presiunea In punctul Gauss i pe latura s =+1 calculata cu relatia

8
p=) Nilrs)py. (9.63)

k=1
Dacé aceeasi presiune actioneaza pe latura s=-1, atunci vectorul forta

{ fe } are semn schimbat, deoarece presiunea este consideratd pozitiva cand
actioneaza spre centrul elementului. O relatie aplicabila ambelor laturi s =+1 este

dy
n 8 -
{fe }:Z w; W, [N]T[ZN]{ pk] aarx 5 (964)
i=1 k=1 =
or

i

in care w, are valoarea coordonatei s de pe latura incdrcata.
O expresie similara pentru Incarcari pe laturile » =+1 este
oy
. [~ os
e
{f }:Z w;w, [N]"| YN, py o |- (9.65)
i=1

k=1 -
os
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La un element izoparametric dreptunghiular, cu laturi paralele cu axele
x,y, expresiile fortelor nodale echivalente pot fi integrate explicit.

Exemplul 9.2

La elementul din figura E9.2, a, Incércat cu o presiune uniform distribuita
pe latura superioara, se cer fortele nodale echivalente.

P=2ap P op »
4 l\r AAAANAAAJE d i?: 6
1 )
80 Q6 |25
>
¥
L 5
Lo, O O =
1 2 W,
X 261 _J
- b

Fig. E9.2

Rezolvare.

Pe latura s=+1  functile de formd au valori nule
Nl =N5 :N2 :N6 =N8 =0.

La elementul dreptunghiular Z—y =0 si 2—x =a . Expresia (9.61) se scrie
r r

{fe}= Sy =Ip Ny t(~a)dr. (9.66)

Dacé forta totald produsad de presiune se noteaza P =2pa, componentele
fortelor nodale se pot scrie sub forma

P+11

==L [ )55 (v 1) ar,
-1
+1

fy7__£ —(l+ssl~)(l—i’2)dr,
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+1
fa =L T L) 155 ) s 1) ar
1

Inlocuind in expresiile de mai sus 7, =1 si s; =1 pentru nodul 3, », =0

si s; =1 pentrunodul 7, r; =—1 si s; =1 pentru nodul 4, se obtine
+1
P 1 P
fa==3 jl S () (r+1-1) dr =2,
P 2P
Sy =_E .[ Z(z)(l_”z)d”=—7,

fy4=_§ [ %(1_r)(z)(_r+1_1) dr:_g.

Rezulta cd o sarcind uniform repartizatd pe o latura nu este inlocuita prin
. Vol A 10/ ]
forte distribuite in rapoartele intuitive de A : A : / , i In proportiile A : A : A
(fig. E9.2, b).

Acelasi rezultat putea fi obtinut observand ca integranzii din relatiile de
mai sus sunt functiile de forma ale elementului unidimensional izoparametric cu
trei noduri (4.26).

Incarcare gravitationali

In cazul incircarii prin greutatea proprie (negativa in jos) vectorul fortelor
nodale echivalente (9.59) este

+1 +1

{fe }:Im [N]T{ 0 }dxdy: I j m [N]T{ 0 }det [/]drds, (9.67)
-8 Y -g
unde m este masa pe unitatea de suprafatd si g este acceleratia in directia y.

Integrarea se face numeric si relatia (9.67) devine

{fe }:anzn:wiwjm[N]T {_Og}det[J]. (9.68)

i=1 j=1

Exemplul 9.3

Se considera elementul dreptunghiular din figura E9.3, a cu incércare
gravitationala. Se cer fortele nodale echivalente.

Rezolvare. Deoarece toate fortele nodale echivalente actioneaza in directia y,



218 ANALIZA CU ELEMENTE FINITE

T 1 +1 M
+1 +
N
Sz =J' Img 2L det[J]drds . (9.69)
-1 -1
fyS N8

La un element dreptunghiular det [ J ] =ab.

Pentru un nod de colt i, integrala devine
+1 +1 1
fyi=- j I ng(1+rr,- Y(1+ss; )(rr +ss; 1) det [J]dr ds . (9.70)
-1 -1
Dacé greutatea totald a elementului se noteazd W =mg-2a-2b, atunci
expresia fortei (9.70) poate fi scrisa

w
fin—E(ll'f'[z +I3), (971)
in care
+1 +1 4
I = j '[(1+rr,~)(1+ssl~)rr,~ drds=§ 9.72)
-1 -1
deoarece r; =+l la toate nodurile din colturi,
+1 +1 4
I, = I j (1+rrl»)(1+ss,-)ss,- drds=§ (9.73)
-1 -1
fiindca s; =*1 la toate nodurile din colturi, si
+1 +1
13:—I .[(1+rr,-)(1+ssl-)drds:—4. (9.74)

-1 -1
Prin urmare, la un nod de colt i, fortele nodale echivalente incarcarii prin
greutatea proprie sunt date de

w w4 4 w
fy,-=—E(zl+12+13)=—E(§+§—4):E. 9.75)
Pentru un nod i de la mijlocul unei laturi cu 7 =0, integrala este
+1 +1 1 w
Sfyi=- .[ I ng (l—rz)(l—i-ssl- ) det [J]dr ds = Y (9.76)

-1 -1
Pentru un nod i de la mijlocul unei laturi cu s; =0, integrala este
1

fyl-z—jj.mg%(l—sz)(l+rri)det[J]drds:—%. 0.77)
-1-1
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SIS

Wiy

Sk

Fig. E9.3

Fortele nodale echivalente Incarcarii prin greutatea proprie sunt prezentate
in figura E9.3, b. De remarcat ca acestea difera de valorile —W /12 si —W/6, care

ar fi fost atribuite intuitiv nodurilor din colturi si de la mijlocul laturilor.

9.4 Elementul patrulater cu noua noduri

Patrulaterul cu 9 noduri apartine familiei de elemente Lagrange. In afara
celor opt noduri de pe laturi, acesta contine un nod interior. Numerotarea locald a
nodurilor este prezentatd in figura 9.6, a. Elementul de referintd este ardtat in
figura 9.6, b.

-1, 1 J 1,10 K
4 7 3 f
Lyls) T3 —s=1
4
— Y ) 9 s —Lylsh 12—s=0
r
> Ly L1 —s=-1
1 5 2
(-1, -1) {1, -1}
1 s=-1 ‘
Ln Ly(r) Lyl
1 2 3
* a } ! i — 1 b
F=—1 r=0 r=1
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Functiile de aproximare a deplasarilor in forma polinomiald sunt

2

U=y +ayr+ays +agr’ +asrs+ags® +a,r’s +agrs® +agr’s - 0.78)

v=b +b,r+bys +b4r2 +b5rs+b6s2 +b7r2s +bgrs2 +b9r2S2 .

In lungul laturilor elementului, polinomul este de gradul doi (cu trei
termeni — dupd cum se poate vedea inlocuind s =0 in u), si este determinat de
valorile in cele trei noduri de pe latura respectiva.

Elemente dreptunghiulare de ordin superior pot fi dezvoltate sistematic cu
ajutorul triunghiului lui Pascal, care contine termenii polinoamelor de diferite
grade in cele doua variabile » si s, dupd cum se arata in figura 9.7.

r rs 52
/r3/ \;’Zs rs/2 \33
r4 \r3s \r2s2/ rsl \s4
Fig. 9.7

Deoarece un element patrulater liniar are patru noduri, polinomul trebuie
sa contind primii patru termeni 1, 7, s, si s . In general, un element dreptunghiular

Lagrange de gradul p are ( p+ 1)2 noduri ( p=0, 1) Elementul patrulater patratic

are 9 noduri. Polinomul este incomplet. Acesta contine polinomul complet de
gradul doi (6 termeni) plus alti trei termeni care trebuie alesi simetric: termenii de
gradul trei r2s s rs? si in plus termenul r2s?.

Functiile de forma se definesc dupd cum urmeaza. Considerdnd doar axa
r, asa cum se aratd in partea de jos a figurii 9.6, b, se pot defini functii de forma
generice L;, L, si L; avand valoarea 1 in nodul cu acelasi indice si zero in

celelalte doud noduri

=" =), Le)=") o)

Acestea sunt polinoame Lagrange, care, pentru trei puncte, au urmatoarele
expresii
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ora)lr=ra) ) lr=n)lrrs) (r=r) (r=r2)

p ey IR ey L P | e

Similar, functii de forma generice pot fi definite in lungul axei s, dupa
cum se arata in dreapta figurii 9.6, b

Ll(”)z(

M@}NF”,Q®4HﬂUﬂLLﬁFN§”.(%m

Functiile de formd N; pot fi construite ca produse ale functiilor

unidimensionale de mai sus

Ny Ng Ny Ly(r)
Ny No Ny |=1Lo()tLLils) Lo6s) L)) (98D)
N, Ng N3 Ls(r)

Trebuie mentionat ca indicii functiilor N; corespund numerotarii nodurilor
din figura 9.6, a.

Deoarece nodurile interioare ale elementelor de ordin superior din familia
Lagrange nu contribuie la conectivitatea intre elemente, acestea pot fi condensate si
eliminate la nivelul elementului, pentru a reduce dimensiunile matricilor
elementelor. Alternativ, se pot utiliza elemente serendipity, dar functiile de forma
ale acestora nu se pot obtine folosind produse de functii de interpolare
unidimensionale.

9.5 Elementul triunghiular cu sase noduri

Elemente triunghiulare de ordin superior se pot obtine utilizand triunghiul
lui Pascal (fig. 9.8). Termenii polinomiali sunt dispusi asemenea nodurilor
elementului finit, cu termenul constant, primul si ultimul termen de pe o linie in
varfurile triunghiului. Triunghiul cu sase noduri (fig. 9.9, @) este un element de
ordinul 2 (adica gradul polinomului este 2), dupd cum se poate observa din primele
trei linii ale triunghiului lui Pascal. Poligonul contine sase constante, care pot fi
exprimate 1n functie de valorile nodale ale variabilei interpolate

Pe baza elementului master din fig. 9.9, b, functiile de forma pot fi
exprimate in functie de coordonatele de arie ca la triunghiul cu deformatii specifice
liniare (8.36)

N =G (2¢-1), Ny=04,(2¢,-1), Ny3=(3(2¢-1),

(9.82)
Ny=4G Gy, Ns=40C, 85, Ne=4C3G,
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unde ¢ =1-{, —{5. Datorita prezentei termenilor ¢ 22 , & 32 in functiile de forma,
acest element este denumit triunghi patratic.

/

Fr—rs —§2
PRl—r —— g2 g3
Pt —rd %2 st st
Fig. 9.8

Reprezentarea izoparametrica (8.37) este

{v}_{o N 0 N, = « 0 NJ{‘I } (9.83)
unde
{qe }=Lu1 Z)l u2 ’()2 cee aes u6 U6JT’
si
6 6
x=2 Nixi y=2.Niyi. (9.84)

Fig. 9.9
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Matricea de rigiditate a elementului, care trebuie integratd numeric, poate
fi calculata din expresia (9.24) definind coordonatele (r, s) cain (8.46). Rezulta

o 8 o o_ o a8 ©.55)

or ON, ON,’ 0s ON; ON,

Detalii asupra metodelor de integrare numerica pentru triunghiuri sunt date
in [18, 39]. Formulele de integrare numerica Gauss pentru un triunghi diferd de
cele considerate anterior pentru dreptunghi.

9.6 Singularitatea matricii jacobiene

In elementele izoparametrice de ordin superior discutate mai sus, se
remarcd existenta nodurilor “de la mijlocul laturii”. Nodul din interiorul unei laturi
trebuie sa fie cat mai aproape de mijlocul laturii. Acesta trebuie plasat in treimea
mijlocie a unei laturi. Aceasta conditie face ca determinantul det [J ] sd nu se

anuleze in elementul respectiv.

Trebuie verificat semnul determinantului det [J ] . Daca jacobianul devine

negativ 1n orice punct, se emite un semnal de avertizare care indicd neunicitatea
aplicatiei. De notat cd in timp ce jacobianul este calculat totdeauna in punctele
Gauss, este probabil si fie negativ la colturi, unde ar putea fi calculate tensiunile.

O conditie necesara pentru aplicarea relatiei (9.14) functiilor de forma este
ca matricea [J ] sd poatd fi inversatd. Aceastd inversa existd dacad elementul nu

este prea distorsionat astfel incat liniile cu valori constante ale variabilelor 7 i s sa
se intersecteze 1n interiorul sau pe marginile elementului, sau sd existe varfuri
orientate spre interior. Cand elementul este degenerat intr-un triunghi prin cresterea

unui unghi interior la 180° , matricea [J ] este singulara in coltul respectiv.

O situatie similard apare atunci cand doud noduri de colt Invecinate sunt
suprapuse pentru a produce un element triunghiular. Prn urmare, pentru a asigura
ca matricea [J] poate fi inversatd, orice unghi interior la un nod de colt al
elementului trebuie sa fie mai mic de 180, si, pe mdsura ce un unghi interior tinde
spre 180° exista o descrestere a preciziei de evaluare a tensiunilor, in special la

coltul respectiv.

Daca determinantul det [J]— 0, atunci [;] si operatorii din [d] vor
creste nelimitat si deci vor produce deformatii specifice infinit de mari.

Afirmatiile de mai sus sunt ilustrate pentru elementul izoparametric
patratic unidimensional 1n figura 4.4. Vectorul linie al functiilor de forma este
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IN =[N, N, N3J=Br (r=1) (1+7)(1-7r) %r (r+1)J :
Matricea jacobiana este
oN, N, vy ||| [2r-1 2ri1|]
[J]=J11= : 2 3 X2 1= T -2 du X2
or or oOr 2 2
X3 4
Determinantul matricii jacobiene este
det [J]=y, =(r+05)(-2rx,.
Pentru orice x, acest determinant se anuleaza in punctul
0,5¢
Fo=—"".
2x 2~ b4
ry
\ det (<0
+1 L
L L
o] 471 T~
\ | I ¥ |4 X,
7N
|
_ \
1//
det(J)|<O det(J)>0
Fig. 9.10
Acest punct este in interiorul elementului (fig. 9.10) dacd —-1<r;<1,
adicd daca
-1< 0.5¢ <1,
2 Xy — V4

unde 0<x, </.

Daca §<x2 <%, atunci det [J ] nu se anuleazd pe element. Aceasta

explica recomandarea de a plasa nodul din interiorul laturii in treimea din mijloc a

acesteia.



10.
ELEMENTE DE PLACA INCOVOIATA

Structurile din placi plane, ca pardoselile, podelele din cladiri si avioane,
si puntile podurilor sunt incércate cu sarcini perpendiculare pe planul lor. Aceste
structuri pot fi analizate Tmpartind placa intr-un ansamblu de elemente finite
bidimensionale numite elemente de placa incovoiatd, de forma triunghiulara,
dreptunghiulara sau patrulatera. In acest capitol, se studiazi citeva elemente finite
utilizate 1n studiul Incovoierii placilor plane subtiri si groase.

Placile subtiri, la care se neglijeazd efectul forfecarii transversale, se
analizeaza cu teoria clasica a lui Kirchhoff . Placile cu lunecéri specifice constante
pe grosime sunt studiate in teoria Reissner-Mindlin. La placi groase sau plici
compozite se aplicd teorii bazate pe legi de variatie de grad superior a deformatiilor
de forfecare (de ex. parabolicd), in care unghiurile de lunecare specifica sunt nule
pe fetele placii.

10.1 Teoria placilor subtiri (Kirchhoff)

Placa este definitd ca un element de structurd la care grosimea este mult
mai micd decat celelalte doud dimensiuni, raportul grosime/deschidere fiind
h/¢ <0,1. In acest caz, se poate presupune ci deformatia plicii poate fi descrisi de

starea de deformatii a suprafetei mediane, egal departata de fetele placii.

Pentru placi subtiri, se adopta ipotezele lui Kirchhoff: a) nu exista
deformatii de intindere (compresiune) in planul median al placii; b) normalele la
planul median al placii nedeformate raméan drepte si normale la suprafata mediana
a placii deformate; si ¢) tensiunile normale in directie transversala pot fi neglijate.

Sistemul axelor de referinta se alege astfel incét planul x-y s coincida cu
suprafata mediana a placii (fig. 10.1) si directia pozitiva a axei z sa fie in sus. Placa
are grosime constanta / si este Incarcata cu sarcini distribuite pe suprafata.

Deplasarile paralele cu suprafata medianad nedeformata sunt
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u(x,y,z)z—za—w, U(x,y,z)z—za—w, (10.1)
ox ay

in care w ( X, y) este deplasarea suprafetei mediane in directia z (fig. 10.2, a).

Fig. 10.1

Componentele deformatiilor specifice au urmatoarele expresii:

ou o’w ov o*w ou Ov o*w
Ey=_—=—z——F, & ="—="2—, Vey =——+——=-2z ,
ox ox dy oy oy ox Ox Oy
ov Jow ow OJu
:——}-—:0, Zx:——‘f-—:O, 102
Y=, ey Yex = o oz (10.2)

Fig. 10.2

Vectorul deformatiilor specifice poate fi scris sub forma

lel=le. & rlT=—2{z) (10.3)

in care vectorul curburilor este
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o*w  o*w o*w !
1l=|— — 2 . (10.4)
Ox oy 0x Oy

Deoarece o, =0, relatiile intre tensiuni si deformatii specifice au forma

toj=[p{ej==z[D]{x}, (10.5)
unde
{o)=loy o, =, (10.6)
si matricea de rigiditate a materialului
dyy dp dig
[D]=| diy dy dy |. (10.7)
dig dys dgs

Energia de deformatie a placii este

v=3 [ e ie)r =3 | gwmw. (10.8)

Mys ¥

~£ M, /\My E
Mxy( 5}} PZT Qg\>

0y 2
ﬁ/ ]\f/[-y\l\//[x\&i .

Fig. 10.3

Sensul pozitiv al momentelor incovoietoare si momentelor de rasucire (pe
unitatea de lungime) este indicat in fig. 10.3. Relatiile de definitie ale momentelor
se scriu matricial sub forma

/2
M, M, M, |- J‘zLax o, ., ])dz. (10.9)
—h/2
Daca se noteaza
h/2
D, = Idijzzdz (10.10)

~hj2
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atunci relatiile intre momente si curburi se pot scrie sub forma

o*w
= 7 7 ox?
M, Dy Dy Dyg 22w
My = D12 D22 D26 8_2 (1011)
5 Db D y
M,, Dyg Dys Dy 02w
0x0y
sau
(M}=-[D{x}. (10.12)
La materiale izotrope
1 v 0
[D]=D|v 1 0 (10.13)
0 0 1-v
2
unde
3
p=_ E" (10.14)
12(1—1/2)

E este modulul de elasticitate longitudinal si v este coeficientul lui Poisson.

Ecuatiile de echilibru sunt

oM

aMx + yx —Qx _0’

ox oy

oM,y | OM, 0,=0 (10.15)
—+ — = , .

ox oy Y

0

6&4'&4'[72 :0,

0x oy

unde p_ este sarcina distribuita transversala (pe unitatea de suprafata) iar Q,, O,
sunt forte tdietoare (pe unitatea de lungime).
Din (10.11) si (10.15) rezulta

o d*w o*w o o*w o*w
__pl|cL, v - p—| 22 221 (1016
Qx ax[ axz ayz ] Qy ay[ axz ayz ( )
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Inlocuind (10.16) in ultima ecuatie (10.15), se obtine ecuatia diferentiala
de echilibru in cazul materialelor izotrope

4 4 4
52‘%2 iw2+a7’f=&. (10.17)
0x ox“ 0y~ 0Oy D
Tensiunile de Incovoiere si de rasucire sunt date de (10.9)
Lo, o, 7, - 1;32 (M, M, M, ] (10.18)
iar tensiunile de forfecare de
3 4z°
2., ryzjzﬁ(1 = } lo. o, (10.19)
unde s-a presupus o distributie parabolicd pe grosimea placii.
Energia de deformatie (10.8) se poate scrie sub forma
2 2 2. \? A2 A2
DJ‘ aw ow +2(1_V) o“w _8%;6@;) drdy.
Ox 0y ox° Oy
(10.20)
Potentialul sarcinii exterioare este
Wp =—J‘pzwdxdy. (10.21)

A

10.2 Teoria placilor Reissner-Mindlin

La placile de grosime moderatd, raportul grosime/deschidere nu este
suficient de mic pentru a putea neglija deformatiile de forfecare transversale si
ipotezele lui Kirchhoff nu mai sunt valabile. Pentru a rezolva aceasta problema, se
renuntd la ipoteza clasicd conform careia lunecdrile specifice in sectiunea
transversala sunt nule. Initial, Reissner a propus considerarea rotirilor normalei la
suprafata mediand a placii in planele xOz si yOz ca variabile independente.
Ulterior, Mindlin a simplificat ipoteza lui Reissner presupunand cd normalele la
suprafata mediana a placii inainte de deformare rdman drepte dar nu neapdarat
normale la suprafata mediand dupd deformarea placii. Deplasarile suprafetei
mediane sunt independente de rotirile normalei (fig. 10.2, »). Tensiunile normale
transversale sunt neglijate ca in cazul teoriei lui Kirchhoff.

Conform ipotezelor Reissner-Mindlin, deplasérile paralele cu suprafata
mediana pot fi exprimate sub forma



230 ANALIZA CU ELEMENTE FINITE

u (x, V, Z) =z0, (x,y), v(x,y,z) =-z0, (x,y), (10.22)

unde 6,, 6, sunt rotirile fata de axele Ox si Oy ale liniilor normale la planul
median inainte de deformarea placii.

Deformatiile specifice in planul placii sunt

{ef=—z{x}, (10.23)

unde vectorul curburilor este

T
060 00
(r)=| -2 9% 26 % (10.24)
ox 0Oy Ox Oy
Unghiurile de deformatie specifica transversald sunt
ov Ow ow Ou
=y . 10.25
Vyz 0z Oy 4 ox 0Oz ( )
Inlocuind deplasarile din (10.22) rezulta
4 Ot (Z_w
{r}=1"7 = oy (10.26)
Vzx 0 +a_w
7 ox

De notat cd atunci cand y,. =0, ., =0, relatiile (10.26) devin 6, = Z—w ,

y

0, = —‘Z—w , iar expresia (10.24) se reduce la (10.4).
X

Tensiunile tangentiale medii sunt date de

{T}={?Z}=K[DS]{7}, (10.27)

zZX

unde x este un factor de corectie pentru forfecare si

[DS]{E; g}ﬁu ﬂ (10.28)

Energia de deformatie a placii se poate scrie ca suma energiilor datorite
deformatiilor de incovoiere si de forfecare

U:%j {G}T{g}dVJr%J. ()T hap (10.29)
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sau, integrand pe grosimea placii

vt [ lxlaast [ wntp [0 ]iplas ao30)

La materiale izotrope, expresiile (10.11) devin

7y
M, 1 v 0 gx
M, =Dlv 1 0 86" (10.31)
1-v y
M,, 0 0 - GHX_%
ox Oy

sau (10.12), in care {;( } este dat de (10.24).

Ecuatia constitutiva a forfecarii transversale este

0 LA

{ y}=KG ay . (10.32)
Qx 6 +_w
Y ox

Energia de deformatie (10.30) poate fi exprimatd sub forma

00 00
M| -——= |+M,, 00 _ %% i m, 9% dxdy +
ox ox Oy 7 oy

C

I
N | —
R C—

Daca 6, = ow si 0, = _ow , expresia de mai sus se reduce la (10.20).
oy 0

Principalul dezavantaj al acestei teorii este considerarea unei valori medii
arbitrare a unghiurilor de lunecare specifica. Daca unghiul de lunecare specifica
este constant pe grosimea placii, pe fetele placii lunecérile specifice nu sunt zero,
ceea ce este incorect. Aceastd ipotezad este echivalentd cu introducerea unor
tensiuni tangentiale ‘parazite’ care forteaza normala sa raména o linie dreaptd. Pe
masurd ce grosimea plicii este micgoratd, energia de deformatie de forfecare
prezisa de analiza cu elemente finite creste considerabil si produce fenomenul de
blocaj la forfecare (‘shear locking’) pentru valori mari ale raportului
deschidere/grosime.
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10.3 Elemente de placa incovoiatia dreptunghiulare

Pentru un element de placa incovoiatd subtire, energia de deformatie este
datd de (10.20) si potentialul sarcinii exterioare de (10.21). Derivata de ordin
maxim din aceste expresii este derivata a doua. Pentru convergenta, este necesar ca

- . ow . ow . A
w si primele sale derivate ™ si 5 sd fie continue la granita intre elemente.
Prin urmare, aceste trei marimi sunt considerate ca grade de libertate la fiecare nod.
In plus, conform criteriilor de convergentd ale metodei Rayleigh-Ritz, trebuie
utilizate polinoame complete de cel putin gradul doi. Functia deplasarilor
transversale, independenta de configuratia elementului, este de forma

Ww=a;+a,x+a3y+a, x? + asxy+ag y2 + termeni de grad superior. (10.33)

In figura 10.4 se aratd un element dreptunghiular de grosime mica %, cu patru
noduri, cate unul la fiecare colt.

Fig. 10.4

In continuare se vor folosi coordonatele adimensionale & =x/a si n=y/b cu
originea 1n centrul placii.

10.3.1 Elementul ACM (neconform)

In figura 10.5 se prezinta elementul ACM (Adini, Clough, Melosh - 1961,
1963). La fiecare colt sunt alocate trei grade de libertate nodale, si anume,

< . . ow . ow . .
deplasarea transversala w , si cele doua rotiri 6, = ™ 16, = "oy Exprimate 1n
v X
functie de coordonatele adimensionale & si 77, acestea devin
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g Lo g —_L19W (10.34)

*“phon’ PFY:
Deoarece elementul are 12 grade de libertate, functia deplasarilor poate fi

reprezentatd de un polinom cu 12 termeni, $i anume

w=a1+a2§+a3ﬂ+a4§2+a5§77+a6ﬂ2+ (10.35)

3 2 2 3 3 3
+078 SN+ ST+ oy oS+ apdn’.
De observat cd aceastda functie este un polinom de gradul trei complet la
care s-au adaugat doi termeni de gradul patru 4‘377 si §n3 , dispusi simetric in
triunghiul lui Pascal. Aceasta asigurd invarianta geometrica a elementului.

Fig. 10.5

Expresia (10.35) se poate scrie matricial sub forma
w=ll ¢ & e & o B En oar)lal, (1036)
w=[P(&n)] {a}, (10.36, a)

unde

{a}Tz\_al a, az - alzj. (10.37)

Derivand (10.36) se obtine

ow

og

ow

on

Lo 1 0 26 5 0 38 2&n n? 0 3&% 773J{05}, (10.38)

Lo 010 & 2n 0 &2 28 32 & 3§n2j{a}. (10.39)
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Evaluand (10.36), (10.38) 5i (10.39)la £ ==£1, 7 ==1 rezulta

t7° )= (e}, (10.40)

unde
{79} =|w b6, a6, -~ w, bo, a0,]{a}.  (1041)

iar matricea [Ae ] este datd in [87] dar nu este reprodusa aici, pentru conciziune.

Din (10.40) se obtine {a } prin inversare

(a)y=]ac]"{7¢}. (10.42)

Inlocuind (10.42) in (10.36, a) rezulta

w=(NEDHa L] ) ] Gl le) a0
in care vectorul deplasarilor nodale este
T
{gf =lw 04 0, ~ w, 64 0,]. (10.44)
iar functiile de forma sunt definite de
% (1+&&)(1+mm) 2+ &8 +mn-& 1)
Ve 2 (1+58) -+ -1) L (04s)

2 (grele-1)aemn)

unde (&;,7; ) sunt coordonatele nodului i.

Elementul este neconform. Intr-adevir, evaluand (10.45) pe latura 2-3
(pentru £ =+1) se obtine

0 (1/4)(1—77)(2—77—772)
[N ]" =10t N, J7 =4 (bfa)(=147)(n2-1) },
0 0

(/4)(1+n)(2+7-1?)
(N7 =1 ) en)ar 1) f T
0

oS O O
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Aceasta aratd ca deplasarea w, si deci rotirea 6, , sunt determinate univoc

de valorile lor la nodurile 2 si 3. Dacd elementul este alipit de alt element
dreptunghiular in nodurile 2 si 3, atunci w si 8, vor fi continue in lungul laturii

comune. Din péacate, aceasta nu se aplica rotirii 6, .

Rotirea 6, este data de (10.34)

__la_w—_l aLNIJ aLN4J e
YT a[—6§ e {ge ) (10.46)

Inlocuind (10.45) in (10.46) se obtine

dAmenl | o &n(n—n)
—iﬁi;n =13 &(m +77)(772 _1) : (10.47)
—% (2+2&) (1+m7)

Evaluénd (10.47) in lungul & =+1 rezulta

|y o) | L ot |
0¢ 0 06 ~(a/2) (1-n)

M’ <b/8><’fi’$>‘<23_1> AT —(b/S)_(l(lﬂ_)E?n)z—l)
o ~(a/2) (1+7) o 0

Expresiile de mai sus aratd ca ¢, este determinat de valorile lui w si 6, la
nodurile 1, 2, 3, si 4, cat si de valorile lui ¢9y la nodurile 2 si 3. Rotirea Hy nu este

continua pe latura 2-3 deci elementul este neconform.

Inlocuind (10.43) in (10.4) si (10.8) se obtine
Ue %{qe }T[ke]{qe } (10.48)

unde matricea de rigiditate a elementului este

[kelzj%[B]T[D][B]dA (10.49)

iar matricea care exprima deformatiile specifice in functie de deplasari este
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o 1
ox? a’ 0&*
B1-] 2 M=) L2 ). aoso)
0y? b on? ’
o* 2 &
ox0y ab 0&on

Inlocuind functiile de forma din (10.45) si integrand se obtine matricea de
rigiditate a elementului

(k] [k ] L] [k ]

e]_ ER [k ] [k ] [Ka]
[k ]_ 48(1—v2)ab [33] {’%4% (1051
sim kyq

in care submatricile au urmatoarele expresii

_4(/)’2+a2)+§(7—2v) {2a2+§(1+4v)}b {—2ﬂ2—%(1+4v)}a_
[k1]= {%aer%(l—v)}bz -vab ,
_ sim {%ﬂz +%(1—v)}a2_
_-{2(2/32 —a2)+%(7—2v)} {az —%(1+4v)}b —{mz +§(1—v)}a
[k )= {az——(1+4v)}b {% 2—%(1—‘/)}192 0 ,
{mz +%(1—v)}a 0 {iﬁz —%(l—v)}az
(g rar) 2o fe2-taonls lpelionla
{ ; ;
[ki5]= {—az +%(1—v)}b {%az +%(1—v)}b2 0 ,
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_2(ﬂ2—2a2)—%(7—2v) {2a2+%(1—v)}b {—ﬁ2+%(1+4v)}a_
(ka1 ]= {—20{2—%(1—1/)}[) {%az—%(l—v)}bz 0

_ {— ;2 +%(1+4v)}a 0 {gﬂz —i(l—v)}a2

si unde s-a notat

Celelalte submatrici din (10.51) sunt
[k22]2[13 ]T[kll][l3 ] > [k23]=[13 ]T[k14][[3 ] > [k24]=[l3 ]T[k23][[3 ] >
[k I=[0 1Tk ] [hsa I=00 )[R I ]

(kg 1=[1, " [k [ 12 ]

(10.52)
unde
-10 0 1 0 0 10 0
[,]=| 0 1 0|, [L]=l0 -1 0|, [L]=|0 1 0]  (10.53)
0 0 1 0 0 1 00 -1

Relatiile de mai sus sunt prezentate in lucrarea [87].

La stabilirea acestui rezultat, este mai usor sa se utilizeze expresia (10.36)
a deplasarii w si sa se inlocuiasca {a} dupa efectuarea integrarii. O integrala
tipica are forma

+1+1 0

m sau n impare,
H«:’"n"dﬁdm{ 4

o (m N 1)(n N 1) m §i n pare.

Pentru p, = constant , inlocuind functiile de forma in

{fe}=J. [N p.da (10.54)

4
si integrand, se obtine vectorul fortelor nodale echivalente sub forma

{fe}:pza?b\_?) b —a 3 b a 3 -b a 3 -b —aJT.

Tensiunile in orice punct al placii sunt date de (10.5). Ele pot fi exprimate
in functie de deplasarile nodale sub forma
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{o}=—z[D]B]l¢ ], (10.55)

in care [B ] este definitd 1n (10.50). Valorile cele mai precise se obtin in punctele

Gauss utilizand integrarea numerica in (2 X 2) puncte.

10.3.2 Elementul BFS (conform)

Un element dreptunghiular compatibil, avand forma din fig. 10.4, denumit
elementul BFS (Bogner, Fox si Schmit - 1966), poate fi construit utilizand produse
de functii de forma de tip Hermite unidimensionale (5.21) ca cele utilizate la grinzi
subtiri. Acesta este un element de placa incovoiata subtire cu patru noduri.

Functia de aproximare nodald a deplasarilor are forma (10.43) in care

£(&) fi(n)
[N(En)]T =3 bfi(&)en) ¢ (10.56)
_agi(é:)fi(n)
unde
e)=7l2+3ge-52) gle)=gl-g-ce8+8),

(10.57)

1 1
ﬁ(ﬂ)zz(2+3f7i77—77i773)» gi(n)=z(—77i —ntmnt+n?),

in care (&,7;) sunt coordonatele nodului i.

Din pacate, examinand derivatele acestor produse se observa ca unghiul de
rasucire 82w/ 0&0n este zero n cele patru colturi i nu existd vreo componenta
constantd a acestei derivate secunde. Cum aceasta masoara unghiul de lunecare
specifica In expresia (10.2), nu este indeplinitd cerinta da bazid ca elementul sa

descrie toate stdrile cu deformatii specifice constante. La limitd, pe masura
cresterii numarului de elemente, placa va tinde spre conditia de rasucire nula.

Un compromis se poate realiza utilizand polinoame hermitiene cubice
pentru functiile de forma ale deplasarilor si polinoame liniare pentru functiile de
formd ale rotirilor. Acest element are deformatii specifice constante dar este
incompatibil, producand discontinuititi de panta la granita dintre elemente. Totusi,
pe masurd ce discretizarea este mai find si dimensiunile elementelor scad,
rezultatele sunt convergente.

Remediul pentru elementul BFS este introducerea derivatei a doua
82w/ 0£0n caun grad de libertate aditional la fiecare nod. In acest caz, functia de
aproximare a deplasarilor are forma (10.43) insa cu 16 termeni
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{qe }T=Lw1 Oa Oy Wiy o Wy by Oy w;;y4j, (10.58)

in care wy, E@zw/axay si

£(6)1,n)

r_| 0fi(¢)gin)
el = g1t
abgi("f)gi(ﬂ)
Acest element poate avea miscari de corp rigid fara sa se deformeze si

poate descrie starea de incovoiere purd in directiile x §i y. Aceastd comportare este
asigurata de prezenta in functiile (10.59) a primilor sase termeni din (10.33).

N,

1

(10.59)

Matricea de rigiditate a elementului si vectorul coerent al fortelor nodale
sunt date de (10.49) si (10.54), in care matricea LNJ este definita de (10.43) si

(10.59).

Desi elementul BFS este mult mai precis decat elementul ACM, utilizarea
acestuia Tmpreund cu alte tipuri de elemente in structuri complexe este dificila
datorita prezentei gradului de libertate 62w/ Ox Oy . Acest inconvenient este eliminat
in elementul WB (Wilson, Brebbia — 1971) prin introducerea aproximatiilor

w;'cyl :ﬁ(eyl _9y4)’ w;'cy2 :§(9x2_9x1)’
w;,cy?) zﬁ(gjd _9y3)’ w;,cy4 zi(gx?; _6x4)'

Aplicand constrangerile de mai sus, elementul BFS este transformat intr-un
element incompatibil. Deplasarea transversald si panta tangentei sunt continue la
granita dintre elemente, dar panta normalei nu este continua.

10.3.3 Elementul HTK

Céand grosimea este mai mare decdt aproximativ o zecime din latimea
placii, deformatiile de forfecare devin importante si se adoptd un model de placa
Reissner-Mindlin. Pentru un element gros de placd incovoiatd, expresia energiei de
deformatie este (10.30) iar potentialul sarcinii exterioare este (10.21), in care { V4 }

si {7/} sunt date de (10.24) si (10.26). Derivata de ordinul cel mai inalt a functiilor
w, 6, si 0, care apare in aceste expresii este cea de ordinul intai. Deci, pentru
convergentd, w, 6, si ¢, sunt singurele grade de libertate necesare la noduri (fig.
10.5).
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La elementul HTK (Hughes, Taylor si Kanoknukulcha - 1977) cu patru
noduri, deplasdrile w, 6, si 6, sunt dezvoltate separat in functie de valorile

nodale. Deformatia de forfecare este reprezentata direct, fara sd se apeleze la
derivata momentului incovoietor.

Functiile de aproximare a deplasarilor au forma

4 4 4
w=Y Nw;, ,=Y Nb,;, @:ZN,.eyi, (10.60)
i=1 i=1 i=1

unde functiile N; sunt definite de (9.3), sub forma

Ni:%(l+§i§)(1+77,-77). (10.61)

Aceste functii asigura continuitatea deplasarilor w, 6, si 6, la interfata

intre elemente.

In forma matriciala, expresiile (10.60) pot fi scrise

w
0, b=[N]{¢ |, (10.62)
Hy
unde (10.44)
e T
{q } :\_wl Oa Oy - Wy Oy ‘9y4J,
si
NN O 0 -~ N, 0 0
[N]J=f 0 N, O -~ 0 N, 0 |. (10.63)
0 0 N - 0 0 N,

fnlocuind (10.62) in (10.24), (10.26) si (10.30) se obtine

U, =% {qe }T [ke ] {qe } (10.64)

unde matricea de rigiditate a elementului [ke ] poate fi scrisa ca suma matricilor
datorite incovoierii si forfecarii

[ke ]: [kB ]+ [kS ] (10.65)

In (10.65) cei doi termeni au expresiile
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k" = | %[BB |"1p1[8% ] a4 (10.66)
si ’
K |= [ xn|B5|"|DS||BS |da. (10.67)
[ )= [l
4
Matricea [BB ] pentru incovoiere are forma
g2 J=llse | sz ] 2] [s2]] aoes)
unde
0 0 - 0N, /ox
[Bf]: 0 ON,/oy 0 (10.69)
| 0 ON;/0x —0ON,[dy
Matricea [BS ] pentru forfecare are forma
55 = Lst | [ ] [5] (57 ]] (1070)
unde
[315]2[22]:;2; —(J)V,- ]H. (10.71)
Inlocuind (10.61) in (10.69) si (10.71) se obtine
0 0 —&(1+7,1)/4a
BE|=| 0 (1+&;&)n,/4b 0 (10.72)
[87]- 0 (1+c2hny/
0 &(1rmmn)aa —(1+&&)y,jab
si
£ (14 )4 0 (1+&:¢)1+m:m )4
[BI'S]Z{(1+§I.2):771./4Z —(1+§i§)(1+77i77)/4 0 § 77/ } (10.73)

Inlocuind (10.72) in (10.68) si apoi matricea respectiva in (10.66) se obtine
matricea de rigiditate a elementului pentru incovoiere
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ER
48(1—v2)ab

o]

sim

in care submatricile au urmatoarele expresii

0 0
(k2 ]=|0 %{a2+%(1—v)}b2
_o —%(1+v)ab
0 0
[kﬁ]z 0 —{az—(l—v)}bz
_o —%(3v—1)ab
0 0
2 1
[kﬁ]: 0 5{ —az—E(l—v)}bz
0 —(1+v)ab
o 0
[kﬁ]: 0 —{—4a2+(1—v)}b2
_0 %(3V—1)ab
si unde s-a notat
a
a=—,
b

en ] e

B
k22
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| [es] [e2]]
kB | |kB
[k}j sz‘; : (10.74)
Al
; N
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Celelalte submatrici din (10.74) au expresii ca in (10.52).

Inlocuind (10.73) in (10.71) si apoi matricea respectiva in (10.67) se obtine
matricea de rigiditate a elementului pentru forfecare

s s s [.s 17
[ku] [klz] [k13] :k14._
s S s
[kS _ ERW [kzz] [kza] :k24: (10.75)
48ygab (5 ] &3]
i sim _k454 I ]
unde y¢ =FE n / 12kGb? este un factor de forfecare similar cu (5.97) si
l1+a® a*b -a C14a? a%  —a
s 2 2,2 s 2 242
[k“]z ab a°b 0 [, [k12]= ah a“hb 0|,
—-a 0 a’ a 0 a*
-1-a®> a’b -a - a® -a
s 2 242 s 2 242
[kn]: -ab a°b 0|, [k14]: -ab a’b 0
a 0 a’ —-a 0 a*
Celelalte submatrici din (10.75) se calculeaza ca in (10.52).
Expresiile de mai sus sunt prezentate in lucrarea [87].
Vectorul fortelor nodale echivalente este
P:
{ re }: _[ IN]"3 0 bda. (10.76)
4 0

Pentru p, =constant, inlocuind functiile de forma din (10.63) si (10.61) in
(10.76) si integrand se obtine

{fe}zpzabLI 00100100710 0], (10.77)

deci la fiecare nod se aplica un sfert din forta totala.

Momentele incovoietoare si de rasucire pe unitatea de lungime sunt date de
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M, Z—%[fs][D] [BB ]{qe 3 (10.78)

unde [/5 ] este definita in (10.53). Valorile cele mai precise se obtin in punctele

Gauss utilizand integrarea numerica in (2x 2) puncte.

Fortele tdietoare pe unitatea de lungime sunt

{g; }:Kh [DS ”BS ]{qe } (10.79)

Valorile cele mai precise se obtin in centrul elementului.

Exemple de simulare numericd au aratat ca elementul HTK da rezultate
bune pentru placi simplu rezemate sau incastrate pe contur. In schimb in cazul
placilor in consola pot apare erori mari.

Analiza de mai sus poate fi extinsa la elemente de placi cu 8 noduri sau de
ordin superior. La elementul cu 8 noduri, deformatiile specifice de incovoiere
calculate in punctele Gauss prin integrare redusa in (2 X 2) puncte sunt apropiate de
cele adevarate. La placi foarte subtiri, deformatiile specifice de forfecare devin
foarte mici, iar valori apropiate de zero in (10.26) implicd o relatie de
interdependenta intre w, 6, si 0, care nu este adevarata la placi groase. Acest

inconvenient este evitat prin integrare selectiva, micsorand ordinul de integrare in
matricea de rigiditate pentru forfecare. Totusi, integrarea standard in (2 X 2) puncte

da rezultate bune pentru rapoarte 1atime/grosime péna la 50.

Niciun element dreptunghiular de placa incovoiatd nu este perfect. Exista
formulari diverse care utilizeazd combinatii de grade de libertate la colturi si la
mijlocul laturilor pentru a realiza polinoame aproape complete. Alte metode, care
considerd dificild generarea unei functii de deplasari valabild pe tot elementul
dreptunghiular, sugereaza impartirea elementului in subdomenii (de ex. in patru
triunghiuri) si utilizarea unor functii de deplasare diferite pe fiecare domeniu.
Desigur, functiile individuale (si derivatele intdi) trebuie sa fie continue la granitele
interioare dintre elemente ca si la granitele exterioare.

10.4 Elemente de placa incovoiata triunghiulare

In acest paragraf se prezinta dezvoltarea unor elemente de placa incovoiata
triunghiulare.
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10.4.1 Element triunghiular subtire (neconform)

In figura 10.6 se arata elementul T (Tocher - 1962). Axa locala x este in
lungul laturii /-2 iar axa locala y este perpendiculara pe axa x. Nodurile 7, 2 si 3 au
coordonatele (0,0), (x,,0) si (x3,y;). Fiecare nod are trei grade de libertate,

deplasarea transversald w, si cele doud rotiri 8, = Z—w si 0, = —%—w fata de axele
v X
locale.

Deoarece elementul are 9 grade de libertate, functia deplasarilor poate fi
aproximata printr-un polinom cu noud termeni

w=a1+a2x+a3y+a4x2+0£5xy+a6y2+ (10 80)
+a;x° +ag (xzy +xy2)+a9 3.

De observat ca un polinom de gradul trei are zece termeni, deci polinomul

(10.80) este incomplet. Pentru a mentine simetria, coeficientii termenilor in x? y si

X y2 sunt luati egali.

Fig. 10.6

Expresia (10.80) poate fi scrisd matricial sub forma
w:\_l X y x? Xy y2 x (x2y+xy2) y3j {a}, (10.81)

w=|P(x,y)] {a}, (10.81, a)

unde

{a}TzLal oy oz - agj. (10.82)

Derivand (10.81) se obtine
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w I x vy x? Xy y2 x ;c2y+xy2 y3
.t=l0 0 1 0 x 2y 0 x*+2xy 3y* [{a}. (10.83)
) 0 -1 0 —-2x —y 0 =3x* —2xy—3* 0

y
Evaluand (10.83) in punctele nodale rezulta
{g¢ |=]4 [{a). (10.84)
unde
e T
{ q } = Lwl Hxl Hyl e W3 0}63 9y3J . (1085)
si matricea
1 0 0 0 0 0 0 0 0 |
00 1 0 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0 0 0
1 x, 0 x 0 0 x 0 0
[Ae ]: 00 1 0 x 0 0 X3 0 |.(10.86)
0 -1 0 -2x, 0 0 3x3 0 0
I oxs »yy X3 xmy; »oxm o xmystxyi %
00 1 0 x5 293 0  x3+2x303 3)3
10 -1 0 -2x3 -y; 0 =3x3 -2x303-3; 0 |

Rezolvand (10.84) in functie de {a } se obtine

{ay=[ac]" g} (10.87)

Inlocuind (10.87) in (10.81, @) rezulta
-1
w=|P(x,y)] [Ae ] {qe } (10.88)

Din pacate, matricea [Ae ] este singulara ori de cate ori
Xy —=2x3—y3=0 (10.89)

si deci nu poate fi inversatd. In aceste cazuri, trebuie modificata pozitia nodurilor
pentru a evita aceasta conditie.

Elementul este incompatibil. Evaluadnd (10.83) pe latura /-2, de ecuatie
y =0, se obtine
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w 1 x 0 x> 00 x> 0 0
6.+ =0 0 1 0 x 0 0 x* 0[{a}. (10.90)
O, , [0 -1 0 -2x 00 -3 0 0

Rotirea 6, este o functie de gradul doi cu coeficientii a3, a5 si og.
Acestia nu pot fi determinati exclusiv pe baza valorilor lui &, la nodurile 7 si 2.

Prin urmare, panta normalei nu este continud intre elemente. In plus, functia
(10.80) nu este invariantd in raport cu alegerea axelor de coordonate, datorita

termenilor x? y si xyz.

Latura /-2 a fost aleasd in lungul axei x. In acest caz @, este o componenti

tangentiald §i 6, este o componenta normala a rotirii. Deplasarea transversala w si
componenta normala ¢, sunt continue intre elemente, in timp ce componenta

tangentiala @, nu este. Pentru a evita aceasta, in unele elemente de placa
incovoiata se adopta o variatie liniara a componentei tangentiale.

inlocuind (10.88) in (10.4) si (10.8) se obtine
U, =% Lo VR )] (10.91)

unde matricea de rigiditate a elementului in sistemul de coordonate locale este
3
[’;e]:[Ae ]_Tj%[E]T[D][F]dA [Ae ]_1 (10.92)
4

iar matricea [E ] este

0002006x 2y 0
[B]l=loooo002 0 2¢v 6yl (10.93)
000020 0 4(x+y) 0

Un termen tipic al integrandului din (10.92) are forma Ix'" y"dA4, care
4
poate fi calculata analitic.

Vectorul fortelor nodale coerente este dat de
(e )= ]T_[ |P]" p.d4. (10.94)
4

Coordonatele nodale sunt deobicei date 1n sistemul de referintd global.
Calculul matricii de rigiditate a elementului fatd de axele locale necesita
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coordonatele locale ale nodurilor 2 si 3. Acestea pot fi obtinute din coordonatele
globale utilizdnd matricea de transformare corespunzatoare.

Pentru asamblarea matricii de rigiditate globale, matricile elementelor
trebuie intdi transformate din axele locale in axele globale printr-un produs
matricial triplu, unul dintre procedeele care necesita o durata mare de calcul.

10.4.2 Elementul THT (conform)

Se considera un element triunghiular gros (elementul THT — Henschel,
Tocher, 1969) raportat la un sistem de coordonate global. Nodurile 7, 2 si 3 au
coordonatele de arie ¢}, &, si &3 (8.35). Fiecare nod are trei grade de libertate

independente, si anume, deplasarea transversala w si cele doud rotiri 8y si 6y in
raport cu axele globale.

Functiile de aproximare a deplasarilor se aleg de forma
3 3 3
wzz giw;, HX:Z CiOx; HYZZ iy, (10.95)
i=1 i=1 i=1
unde w;, Oy; si Oy, sunt gradele de libertate la nodul i. In acest fel w, 6y si 6y
sunt continue intre elemente.

In forma matricial, expresiile (10.95) se scriu

w

oy t=[N1{ ¢}, (10.96)
Oy

unde vectorul deplasarilor nodale este

o \T
{q } =Lw1 Ox1 Oy -+ w3 Oy (9}73J, (10.97)
si matricea functiilor de forma

&S 0 0 & 0 0 & 0 0
[N]=| 0 ¢ 0 0 ¢& 0 0 & 0. (1098

0 0 & 0 0 & 0 0 &

Functiile exprimate prin coordonatele de arie pot fi derivate in raport cu
coordonatele carteziene utilizand relatiile
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13 o 18 o
Zﬂlaé/l 5_52%

—— (10.99)
P

unde f; si y; sunt definite in (8.8).

Inlocuind (10.96) in (10.24) si utilizind (10.99) se obtine matricea de
legdtura intre deformatii specifice si deplasari pentru incovoiere

oo —p0 0 —p0 0 —p
[BBlzﬂO " 0 0 »m 0 0 7 0 |. (10.100)
0 B —n 0 By =72 0 B3 -1

Cum aceastd matrice este constantd, matricea de rigiditate pentru
incovoiere are expresia

(12 ]:%A[BB |"1p1[5%]. (10.101)

Inlocuind (10.96) in (10.24) si utilizand (10.99) se obtine matricea de
legdtura intre deformatii specifice si deplasari pentru forfecare

B B B3
bVl 0 & eV 0 & 74 0 &
[BS ]: y Ny ) (10.102)
1 2 3
— - 0o = - 0o — - 0
YR 4 ¢ 4 %
Inlocuind (10.102) in (10.67) si integrand cu formula generala
Inp!
mepePdd=——"P oy 10.103
[aracraa- s (10.103)
se obtine matricea de rigiditate pentru forfecare
s s s
NGNS
s s s
[k ]ZKGh [k22 ] [k23 ] , (10.104)

. s
sim k33

in care
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itk A Bbi+rn v B
44 6 6 44 6 6
71 A S V2 A
kS = - — 0 N k = - A 0 s
[11] 6 6 [12] 6 12
A, 4 B, 4
6 6 6 12
BBy +ran N ﬁ ﬂ%+722 72 &
44 6 6 44 6 6
V3 A s 72 A
kS |= -2 = 0|, |KS|=l = £ 0|,
[ ] 2 4 [65,]-| -2 2
B 4 B, A4
6 12 6 6
Bibotrsrs 72 B Bi+rs 13 B
44 6 6 44 6 6
V3 A S V3 A
0 T A L N P T 2SN B
S e T
B, 4 B, 4
6 12 6 6

Matricea de rigiditate completa a elementului este data de suma (10.65).
Relatiile de mai sus sunt prezentate in lucrarea [87].

Pentru p, =constant, inlocuind functiile de forma din (10.98) in (10.76) si

integrand se obtine vectorul fortelor nodale echivalente

{fe}=pZ§L1 0010010 0] (10.105)

care arata cd la fiecare nod se aplica o treime din forta totala.

10.4.3 Triunghiuri cu constrangeri Kirchhoff discrete (DKT)

Dificultatile intalnite in formularea unor elemente simple (cu numar minim
de grade de libertate) si performante, bazate pe teoria lui Kirchhoff ‘continua’ (care
implicd o continuitate de tip C! pentru w), au condus la metoda Kirchhoff
‘discretd’ (DK), in care anumite conditii (constrangeri) se impun local (Wempner-
1969, Stricklin ef al.-1969, Dhatt-1967).
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In formularea diferitelor elemente de placad DK se considerd numai energia
de deformatie la incovoiere, in care curburile sunt exprimate, ca §i in teoria
Reissner-Mindlin, in functie de derivatele intai ale rotirilor (10.24). In acest caz se

pot considera doar aproximatii cu continuitate C O ale acestor rotiri. Energia de
deformatie la forfecare este neglijata.

Constrangerile Kirchhoff se aplicd in mod discret pe laturile elementului
si/sau in interior. De exemplu, lunecarile specifice transversale sunt fie considerate
zero in mijlocul laturilor (colocatie pe laturi) fie integrala acestora in lungul

fiecarei laturi este considerata zero. Se urmareste sa se pastreze continuitatea Cc’a
componentelor tangentiale ale rotirilor (pantele normalelor). Pentru a verifica
validitatea elementelor sunt necesare ‘teste ale peticului’ pentru grupuri de
elemente cu curbura constanta.

Elementul T prezentat in paragraful 10.4.1 poate fi numit un triunghi
Kirchhoff ‘continuu’. In lungul unei laturi, rotirile variaza parabolic i componenta
lor tangentiald (panta normalei) nu este continua la granita dintre elemente.

Pentru a remedia aceasta, in triunghiurile Kirchhoff ‘discrete’ cele doua
componente ale rotirilor sunt considerate independente una de cealalta.
Componenta tangentiald 6, se presupune ca variaza liniar in lungul fiecarei laturi,

in timp ce componenta normala &, variaza parabolic (fig. 10.7, a). A doua conditie
implicd o variatie de gradul trei a deplasarii transversale w .

Fig. 10.7

Pentru o laturd i— j, de lungime ¢, , componentele tangentiale si normale
ale rotirilor 6, si 6,;, in nodul £ din mijlocul laturii, se definesc in functie de

componentele in lungul axelor de coordonate prin relatiile

Ok :[ g Sk} O (10.106)
an _Sk Ck Hyk

in care
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ckz(xj—xi)/fk, Skz(yj—yi)/fk. (10.107)

Se considerd un triunghi Kirchhoff ‘discret’ (DKT) cu trei noduri si trei
grade de libertate pe nod (uneori denumit DKT9).

Initial se presupune cé are sase noduri (fig. 10.7, b), apoi se elimina
gradele de libertate de la mijlocul laturilor.

Rotirea 8, variaza parabolic (fig. 10.8, a). Expresia acesteia in functie de

coordonata adimensionala
s'=s/l;
se poate scrie sub forma

0, =(1-5")0,, +5'0,; +4s'(1-5")ay .
In nodul & de la mijlocul laturii rotirea este

0., =%(9m.+enj)+ak,

unde primul termen din membrul drept este exprimat in functie de rotirile in
nodurile de la varfuri. Parametrul ¢, trebuie eliminat.

Se presupune ca rotirea 6, variaza liniar (fig. 10.8, b)

0, =(1-5)0, +5'6,;.

Fig. 10.8

Pentru a elimina gradele de libertate ale nodurilor de la mijlocul laturilor,
cei trei parametri ¢y, a5, ¢ trebuie exprimati in functie de gradele de libertate

ale nodurilor de la varfuri. Aceasta se realizeaza impunand anularea unghiurilor de
deformatie specificd y,. in lungul fiecdrei laturi. Un tip de constrangere Kirchhoff

‘discretd’ este formulatd in forma integrala astfel
J

J
jyszds=j (‘Z—Z"wn] ds=0. (10.108)
S

i i
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Relatia (10.108) poate fi scrisa

Lk

J
jdw+ j 6, ds =0,

1
+ZkJ‘[1 5')0,; +5'0, +4s(1 s') ak]ds— 0,
0

de unde se obtine

3 (w —w; )—%(HniJanj),

(24
Y

sau, 1n functie de gradele de libertate ale nodurilor din varfuri

3
ak=E(w[—wj)—z(—sk9x,.+ck9y,. 560y, +¢0,;).  (10.109)

Expresia (10.109) mai poate fi obtinutd exprimand w (s) printr-un polinom
de tip Hermite de gradul trei si utilizind constringerea Kirchhoff discreta

Yoz :a—w+9 =0 (lunecare specificd zero) in punctele i, j, k. Apoi, conditia

N

7. =0 va fi satisfacuta In toate punctele in lungul conturului, deoarece w este de

gradul trei si 8, este de gradul doi.

Rotirile 6, si 6, pot fi exprimate sub forma

0. =IN]10 )+[P ] e},

o, =LV {0, J+lp, (a), e
unde
(IN]=[N N, Ny |=[1-¢-n & 7],
(o.1=Log 0. 0.1, o }-lo, o, 0, ]
la}=|la, a5 a5]”, (10.111)
[P ]=|-Pisy —Pss —Pysg |, \_PyJZLP4C4 Pics Py |,

P, B B J=|4E(1-¢-n) 4én an(1-¢-7)].



ANALIZA CU ELEMENTE FINITE

254
Inlocuind (10.109) in (10.110) se obtin expresiile explicite ale rotirilor &,

si 6, in functie de variabilele nodale de la varfuri

{Zx}z[Nl{qeL (10.112)
b
unde
lf =lw 04 0, ~ w 04 6,]. (10.113)
g bl L] vl | ot
AR
vl=lvs wa oaal, Dwllvy owaoaz). aons)
In (10.115), functiile de forma au urmatoarele expresii
i);:_iPkSk-}_ziPmsm > Ni)ljzipkck_%Pmcm >
N -2ps-3p 2 N =N3 (10.116)

3, 3,
Ni); :Ni_ZPkck _mecm'

3 3
X
i3 =—Fspcy +me Sm Cm >

In expresiile de mai sus indicii £ §i m se referd la cele doua laturi care au

varf comun punctul i, dupd cum se arata in Tabelul 10.1.
Luand in consideratie ipotezele adoptate in formularea elementului DKT,

rotirile nodale 6,; si 6,; au expresiile folosite in teoria lui Kirchhoff
0.=| 22|, 6,=-|2%], (i=123)
oy ), ox ),
permitand introducerea conditiilor la limitd de tip Kirchhoff .

Tabelul 10.1

Coltul, i Laturak (i—;) | Laturam (i—j)
1 4(1-2) 6(3-1)
2 5(2-3) 4(1-2)
3 6(3-1) 5(2-3)
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Deoarece parametrii ¢, sunt eliminati utilizdnd o expresie care este o

functie de variabilele nodale exclusiv de pe latura k, se mentine continuitatea C° a
rotirii 6,.

Matricea de rigiditate a elementului DKT poate fi exprimatd in forma
explicita, intr-un sistem local de coordonate [18], utilizdnd regula de integrare
Hammer. In continuare, aceasta va fi calculatd in coordonate globale ca in [68].

Din ecuatia (10.112) pot fi separate functiile de aproximare ale rotirilor

0, =G {4}, 0, =7 {¢} (10.117)

Vectorii linie ai functiilor de forma \_@J si \_17 J, exprimati explicit In
functie de coordonatele oblice locale & si 77, se pot scrie sub forma

Gl=[1 ¢ 7 & & 2*]lG)

7 (10.118)
|7 |= \_1 En & &y UZJ[H]-

Vectorul curburilor (10.24) se scrie

(| -

Elementele vectorului curburilor pot fi exprimate in functie de liniile
matricilor [G] si [H ] de dimensiuni (6x9 ) dupa cum urmeaza

=—L ¢ nl{xiq

69y 00, aex_aé’y
ox 0Oy Ox Oy

J =lxn xn oml' 0119

°}
xz=ib ¢ nl(ri{e), (10.120)

1
=—1 VA ¢
me=5 ¢ i Hael.
unde A este aria triunghiului cu vérfurile (x;,y;), (x2,7,) si (x3,3).

In (10.120)
ﬂz\_GJ2+IB3l_GJ3 7/2\_HJ2+73|_HJ3

{X}: 2:82LGJ4+:33LGJ5 > {Y}: 272LHJ4+73LHJ5
ﬂz\_GJ5+2ﬂ3\_GJ6 72\_HJ5+273\_HJ6
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72\_GJ2 +73\_GJ3 +,B2|_HJ2 +IB3LHJ3
{Z}=12r2lGl+rslG s 28, [H |+ 5| H 5 1 (10.121)
72\_GJ5 +273\_GJ6 +ﬂ2|_HJ5 +2ﬂ3LHJ6

unde LGJZ. si LH Jl. reprezintd liniile 7 din [G] si [H ], iar f;=y; -y, si
7i =X, —x; sunt date de (8.8), cu i, j, k avand valorile 1, 2, 3 prin permutari
circulare.

Inlocuind curburile 1n expresia energiei de deformatie la incovoiere

Ue=3 [ L2)[D]x)axay, (10.122)
A

in care matricea [5 ] are forma (10.13), U, se poate scrie
1 T
Ue=> toe [ Jlae
unde [K ¢ ] este matricea de rigiditate a elementului in coordonate globale, data de

[x]1"[Du[R] D[R] Dy [R]|[1X]

ke ][] D[R] Dy [R][| [¥]].  0.123)
[z]] | sim D[R] [Z]
in care
R
[R]:ﬂ 4 2 1| (10.124)
4 1 2

Matricea [K ¢ ] are rang 6, deci existd 3 moduri de deformare cu energie
de deformatie nula.

Integralele din (10.122) au forma

£1-¢
m!n!

.(‘)‘ !émn”d§dn - (m+n+2)

Procedura prezentatd evitd produsele matriciale triple ce apar atunci cand
matricea de rigiditate a elementului este data in sistemul de coordonate local.
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