
 
 



Mircea Radeş 
 
 
 
 

Vibraţii 
mecanice 

 

 

   
 

 

 

 

 

 

 

 

Editura Printech 
 
 

 



 
 
 

Prefaţă 
 
 

Lucrarea se bazează pe cursurile de Vibraţii mecanice predate la 
Universitatea Politehnica Bucureşti, la facultatea I.M.S.T. (1972-2006), la cursul 
postuniversitar de Vibraţii organizat în cadrul Catedrei de Rezistenţa materialelor 
(1985-1990), la Facultatea de Inginerie în Limbi Străine, Filiera Engleză (1993-
2007) şi la un curs de masterat de la Facultatea de Inginerie Mecanică şi 
Mecatronică.  

Vibraţiile mecanice au fost introduse în planul de învăţământ al facultăţilor 
cu profil mecanic ca un curs de sine stătător în 1974. Pentru a susţine cursul, am 
publicat, sub conducerea profesorului Gh. Buzdugan, monografia Vibraţiile 
sistemelor mecanice la Editura Academiei în 1975, urmată de două ediţii ale 
manualului Vibraţii mecanice la Editura didactică şi pedagogică în 1979 şi 1982. În 
1984 am publicat Vibration Measurement la Martinus Nijhoff Publ., Dordrecht, 
reprezentând versiunea revizuită în limba engleză a monografiei ce a apărut în 
1979 la Editura Academiei. 

După cum reiese din Cuprins, cursul este orientat spre aplicaţii inginereşti, 
fiind limitat la ceea ce se poate preda în 28 ore. Materialul prezentat conţine 
exerciţii rezolvate care susţin seminarul, în cadrul căruia se utilizează programe cu 
elemente finite elaborate de autor şi se prezintă lucrări demonstrative de laborator, 
fiind utile şi la rezolvarea temelor de casă. Cursul urmăreşte a) descrierea 
fenomenelor vibratorii întâlnite în practica inginerească; b) modelarea sistemelor 
vibratoare şi analiza acestora cu metoda elementelor finite; şi c) înarmarea 
studenţilor cu baza fizică necesară în modelarea analitică şi numerică a structurilor 
în vibraţie şi a maşinilor, pentru elaborarea soluţiilor inginereşti ale problemelor de 
vibraţii. 

În volumul al doilea se vor prezenta vibraţiile autoîntreţinute, metode de 
calcul pentru probleme de valori proprii de ordin mare, estimarea pametrilor 
sistemelor vibratoare pe baza analizei funcţiilor răspunsului în frecvenţă, analiza 
modală experimentală şi încercările la vibraţii. Nu se tratează dinamica sistemelor 
rotor-lagăre şi vibraţiile discurilor şi paletelor, acestea fiind studiate în cadrul 
cursului de Dinamica maşinilor. 

 

Decembrie 2008    Mircea Radeş 



 
 
 
 

Cuprins 
 

Prefaţă i 

Cuprins iii 

1.  Modelarea sistemelor vibratoare 1 
 1.1  Vibraţii şi oscilaţii 1 

 1.2  Sisteme discrete şi sisteme continue 2 

 1.3  Sisteme cu un grad de libertate 3 

 1.4  Mişcări vibratorii 4 

 1.5  Amortizarea vibraţiilor 6 

2.  Sisteme cu un grad de libertate 9 
 2.1  Vibraţii libere neamortizate 9 

  2.1.1  Sistemul masă-arc 9 

  2.1.2  Rigiditatea elementelor elastice 11 

  2.1.3  Sisteme torsionale  13 

  2.1.4  Metoda energetică 15 

  2.1.5  Metoda lui Rayleigh 16 

 2.2  Vibraţii forţate neamortizate 20 

  2.2.1  Excitarea masei cu o forţă arbitrară 20 

  2.2.2  Excitarea masei cu o forţă armonică 21 

  2.2.3  Bătăi 23 

  2.2.4  Curbe de răspuns în frecvenţă 24 

  2.2.5  Rezonanţa 25 

  2.2.6  Trecerea prin rezonanţă 27 

  2.2.7  Rezonanţa cu amplitudine constantă a deplasării 27 

  2.2.8  Excitaţia cu mase excentrice în rotaţie 28 

  2.2.9  Antirezonanţa 29 

  2.2.10  Transmisibilitatea 30 

  2.2.11  Turaţia critică a rotorului Laval 31 



                                                                                                          VIBRAŢII MECANICE iv 

 2.3  Vibraţii libere amortizate 33 

  2.3.1  Amortizarea vâscoasă 34 

  2.3.2  Decrementul logaritmic 37 

  2.3.3  Factorul de pierderi 40 

 2.4  Vibraţii forţate amortizate 40 

  2.4.1  Vibraţii staţionare cu amortizare vâscoasă 41 

  2.4.2  Diagrama deplasare-forţă 44 

  2.4.3  Amortizarea structurală 46 

  2.4.4  Metoda punctelor de semi-putere 47 

  2.4.5  Metoda masei adiţionale 49 

  2.4.6  Rezolvarea prin algebra complexă 50 

  2.4.7  Funcţiile răspunsului în frecvenţă 51 

  2.4.8  Diagrama polară a receptanţei pentru amortizare vâscoasă 55 

  2.4.9  Transmisibilitatea în sisteme amortizate  59 

  2.4.10  Teoria captorilor seismici 60 

  2.4.11  Precesia rotorului Laval cu amortizare externă 64 

  2.4.12  Amortizarea ereditară 66 

 2.5  Sisteme cu rigiditate cubică 71 

  2.5.1  Rigiditatea cubică 72 

  2.5.2  Răspunsul armonic 72 

  2.5.3  Curbele răspunsului în frecvenţă 74 

  2.5.4  Fenomene de salt 79 

 2.6  Vibraţii tranzitorii 80 

  2.6.1  Răspunsul la forţe impulsive aplicate masei 80 

  2.6.2  Răspunsul la excitaţie prin şoc aplicată suportului 88 

  2.6.3  Spectrul răspunsului la şoc 92 

 Probleme 94 

3.  Sisteme cu două grade de libertate 99 
 3.1  Vibraţii de translaţie 100 

  3.1.1  Ecuaţiile de mişcare 100 

  3.1.2  Vibraţii libere. Moduri proprii de vibraţie 101 

  3.1.3  Ortogonalitatea modurilor proprii 105 

  3.1.4  Coordonate modale 106 

  3.1.5  Răspunsul la excitaţie armonică 108 



CUPRINS   v

 3.2  Vibraţii de torsiune 113 

  3.2.1  Ecuaţiile de mişcare  113 

  3.2.2  Sistemul disc-arbore-disc 114 

  3.2.3  Sisteme cu roţi dinţate 120 

  3.2.4  Sisteme ramificate 122 

 3.3  Vibraţii de încovoiere 124 

  3.3.1  Flexibilităţi (coeficienţi de influenţă) 124 

  3.3.2  Ecuaţiile de mişcare 126 

  3.3.3  Modurile proprii de vibraţie 127 

  3.3.4  Vibraţiile libere 129 

  3.3.5  Răspunsul la excitaţie armonică 135 

 3.4  Vibraţii cuplate de translaţie şi rotaţie 139 

  3.4.1  Ecuaţiile de mişcare 139 

  3.4.2  Modurile proprii de vibraţie 141 

 3.5  Pendule cuplate elastic 145 

  3.5.1  Ecuaţiile de mişcare 145 

  3.5.2  Modurile proprii de vibraţie  146 

  3.5.3  Vibraţii libere 147 

 3.6  Sisteme amortizate 150 

  3.6.1  Amortizarea vâscoasă proporţională 150 

  3.6.2  Vibraţii libere amortizate 151 

  3.6.3  Răspunsul la excitaţie armonică 155 

  3.6.4  Amortizorul vâscos neacordat 162 

  3.6.5  Absorbitorul de vibraţii amortizat 164 

  3.6.6  Amortizarea vâscoasă neproporţională 173 

 Probleme 180 

4.  Sisteme cu mai multe grade de libertate 185 
 4.1  Sisteme cu mase concentrate 186 

  4.1.1  Bare cu mase concentrate 186 

  4.1.2  Structuri multietajate forfecate 195 

  4.1.3  Sisteme torsionale  197 

  4.1.4  Structuri cu subsisteme repetate 204 

  4.1.5  Sisteme discrete cu mai multe mase 206 



                                                                                                          VIBRAŢII MECANICE vi 

 4.2  Structuri plane din bare articulate 212 

  4.2.1  Coordonate şi funcţii de formă pentru elementul truss  212 

  4.2.2  Matricile elementului în coordonate locale 214 

  4.2.3  Transformarea din coordonate locale în coordonate globale 215 

  4.2.4  Matricile elementului în coordonate globale 217 

  4.2.5  Asamblarea matricilor de rigiditate şi de masă 218 

  4.2.6  Ecuaţiile de mişcare şi problema de valori proprii 220 

 4.3  Cadre plane 222 

  4.3.1  Analiza statică a unei grinzi de secţiune constantă 222 

  4.3.2  Discretizarea cu elemente finite 223 

  4.3.3  Funcţii de formă statice pentru elementul de grindă 225 

  4.3.4  Matricea de rigiditate a unui element de grindă 227 

  4.3.5  Matricea de masă coerentă a elementului de grindă 229 

  4.3.6  Eforturi axiale 230 

  4.3.7  Matricile unui element de cadru în coordonate locale 230 

  4.3.8  Transformarea coordonatelor 231 

  4.3.9  Matricile elementului de cadru în coordonate globale 232 

  4.3.10  Asamblarea matricilor de rigiditate şi de masă 233 

 4.4  Grilaje 236 

  4.4.1  Discretizarea cu elemente finite 236 

  4.4.2  Matricile elementului de grilaj în coordonate locale 237 

  4.4.3  Transformarea coordonatelor 239 

  4.4.4  Matricile elementului de grilaj în coordonate globale 240 

 4.5 Funcţii de răspuns în frecvenţă 243 

  4.5.1  Matricea FRF 243 

  4.5.2  Diagramele FRF 244 

 Probleme 249 

5.  Sisteme continue 261 
 5.1  Vibraţiile laterale ale barelor zvelte 261 

  5.1.1  Ecuaţia diferenţială a mişcării 261 

  5.1.2  Modurile proprii de vibraţie 263 

  5.1.3  Ortogonalitatea funcţiilor proprii 269 

  5.1.4  Grinzi continue 271 

  5.1.5  Condiţii la limită naturale 273 



CUPRINS   vii 

  5.1.6  Răspunsul la excitaţie armonică 280 

 5.2  Vibraţiile longitudinale ale barelor 285 

 5.3  Vibraţiile torsionale ale barelor 288 

 5.4  Grinzi Timoshenko 290 

6.  Unde elastice  291 
 6.1  Propagarea undelor 291 

 6.2  Unde longitudinale în bare prismatice 294 

  6.2.1  Ecuaţia undelor. Soluţia lui d’Alembert 294 

  6.2.2  Unde armonice 297 

  6.2.3  Unde în bara de lungime finită 302 

  6.2.4  Propagarea energiei prin unde 304 

  6.2.5  Atenuarea undelor 306 

 6.3 Unde transversale în bare prismatice 310 

  6.3.1  Viteza de fază şi viteza de grup 310 

  6.3.2  Unde în bara rezemată pe mediu elastic 314 

 6.4  Unde în medii elastice  316 

  6.4.1  Ecuaţiile undelor în trei dimensiuni 316 

  6.4.2  Unde longitudinale şi unde transversale 318 

  6.4.3  Unde Rayleigh 321 

  6.4.4  Unde Love 327 

 6.5  Unde ghidate în plăci 333 

  6.5.1  Unde Lamb în plăci 333 

  6.5.2  Unde Love în plăci 337 

Bibliografie 339 

Index 347 
 



 
 
 
 

1. 
MODELAREA SISTEMELOR VIBRATOARE 

Vibraţiile sunt fenomene dinamice întâlnite în activitatea curentă, de la 
bătăile inimii, alergatul şi mersul pe jos, legănatul copacilor în bătaia vântului şi 
trepidaţiile clădirilor la cutremure, la vibraţiile instrumentelor muzicale, ale 
perforatoarelor pneumatice şi benzilor transportoare oscilante. 

De cele mai multe ori “vibraţii” sunt denumite mişcările nedorite care 
produc zgomote sau solicitări mecanice relativ mari. În acest caz interesează în 
special efectul vibraţiilor asupra omului, maşinilor şi clădirilor. Modelarea 
fenomenelor vibratorii implică definirea structurii şi parametrilor corpurilor în 
vibraţie, a funcţiilor care descriu excitaţia şi a nivelelor răspunsului dinamic.  

Acest capitol introductiv cuprinde definiţii şi clasificări, necesare pentru o 
imagine generală a principalelor noţiuni utilizate în studiul vibraţiilor.  

1.1  Vibraţii şi oscilaţii  

Conform “Dicţionarului explicativ al limbii române” (DEX–1998), 
vibraţia este o “mişcare periodică a unui corp sau a particulelor unui mediu, 
efectuată în jurul unei poziţii de echilibru”. Oscilaţia este “variaţia periodică în 
timp a valorilor unei mărimi care caracterizează un sistem fizic, însoţită de o 
transformare a energiei dintr-o formă în alta”. 

Oscilaţiile – de natură mecanică, termică, electromagnetică etc. – sunt 
fenomene dinamice caracterizate prin variaţia în timp a unei mărimi de stare a 
sistemului, de obicei în vecinătatea valorii corespunzătoare unei stări de echilibru. 

Vibraţiile sunt oscilaţii ale sistemelor elastice, adică mişcări ale sistemelor 
mecanice datorite unei forţe de readucere elastice. Astfel o bară elastică sau o 
coardă vibrează, în timp ce un pendul oscilează. 

Toate corpurile care au masă şi elasticitate pot vibra. Un sistem vibrator 
are atât energie cinetică, înmagazinată în masa în mişcare, cât şi energie 
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potenţială, înmagazinată în elementul elastic ca energie de deformaţie. În timpul 
vibraţiilor, are loc o transformare ciclică a energiei potenţiale în energie cinetică şi 
invers.  

Într-un sistem conservativ, în care nu există disipare de energie, energia 
mecanică totală este constantă. În poziţia de amplitudine maximă a deplasării, 
viteza instantanee este zero, sistemul are numai energie potenţială. În poziţia de 
echilibru static, energia de deformaţie este nulă iar sistemul are numai energie 
cinetică. Energia cinetică maximă este egală cu energia de deformaţie maximă. 
Egalând cele două energii se poate calcula frecvenţa proprie fundamentală de 
vibraţie. Acesta este principiul metodei lui Rayleigh. 

Sistemele vibratoare sunt supuse amortizării datorită pierderii de enegie 
prin disipare sau radiaţie. Amortizarea produce descreşterea amplitudinii vibraţiilor 
libere, defazajul între excitaţie şi răspuns, precum şi limitarea amplitudinii 
răspunsului forţat al sistemelor vibratoare. 

1.2  Sisteme discrete şi sisteme continue 

Numărul gradelor de libertate ale unui sistem vibrator este egal cu 
numărul coordonatelor independente necesare pentru a defini complet configuraţia 
instantanee a sistemului. 

Rezultă că pentru a defini mişcarea tuturor particulelor unui sistem, 
numărul gradelor de libertate ar trebui să fie infinit. Totuşi, în probleme practice, se 
utilizează sisteme similare din punct de vedere dinamic, cu număr redus de grade 
de libertate. 

Criteriile prin care se stabileşte numărul gradelor de libertate ale unui 
sistem se bazează pe considerente practice. Astfel, unele dintre mişcările posibile 
ale sistemului pot fi atât de mici încât să nu prezinte interes. Grupuri de particule 
cu mişcări practic similare pot fi considerate corpuri rigide, ceea ce permite 
reducerea numărului coordonatelor necesare pentru descrierea mişcării. Domeniul 
frecvenţelor forţelor excitatoare poate fi atât de îngust încât numai una sau câteva 
dintre frecvenţele proprii pot da naştere la rezonanţe.  

Aceste consideraţii conduc la conceptul de mase concentrate care sunt 
corpuri rigide conectate prin elemente elastice cu masa neglijabilă. Mişcările 
descrise de astfel de sisteme discrete sau cu parametri concentraţi sunt adesea 
aproximări suficient de bune ale vibraţiilor reale pentru a satisface cerinţele 
practice, oferind date utile proiectării şi valori privind limitele admisibile ale 
vibraţiilor. 

Atunci când elementele deformabile au mase distribuite comparabile cu 
masele componentelor modelate prin corpuri rigide, aproximarea se poate 
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îmbunătăţi ţinând cont de masa elementelor elastice. Deobicei masa proprie este 
concentrată într-un număr arbitrar de puncte, în funcţie de gradul de aproximare 
dorit. 

Există însă multe elemente de maşini şi structuri cu formă atât de simplă 
încât pot fi considerate sisteme cu număr infinit de grade de libertate. Astfel de 
sisteme continue sau cu parametri distribuiţi pot fi modelate ca bare, fire, plăci, 
membrane, învelişuri sau combinaţii ale acestora. 

În aplicaţiile inginereşti, structurile cu formă complicată sunt înlocuite prin 
modele matematice discrete. O metodă eficientă de discretizare este metoda 
elementelor finite. Sistemul cu număr infinit de grade libertate este înlocuit cu un 
sistem discret care are aceeaşi comportare dinamică. Structura reală este divizată 
(ipotetic) în subdomenii bine definite (elemente finite) care sunt atât de mici încât 
forma funcţiei câmpului de deplasări poate fi aproximată destul de precis, urmând 
să se determine doar mărimea acesteia. Elementele individuale sunt apoi asamblate 
astfel încât deplasările lor sunt compatibile la nodurile elementelor şi în câteva 
puncte la interfaţa lor, tensiunile interne sunt în echilibru cu forţele aplicate reduse 
la noduri, şi condiţiile la limită sunt satisfăcute. Erorile de modelare înclud alegerea 
unui tip neadecvat de element, funcţii de formă incorecte, reazeme nepotrivite şi o 
reţea de discretizare grosieră. 

1.3  Sisteme cu un grad de libertate 

Un număr surprinzător de mare de probleme de vibraţii care apar în 
practica inginerească pot fi rezolvate cu o precizie acceptabilă modelând sistemul 
real ca un corp rigid rezemat elastic, a cărui mişcare poate fi descrisă de o singură 
coordonată. 

Cel mai simplu sistem vibrator constă din corpul a cărui mişcare este 
studiată şi mediul înconjurător, faţă de care se măsoară mişcarea. Analiza acestui 
sistem simplificat parcurge patru etape. În prima etapă se stabileşte partea 
sistemului care reprezintă corpul rigid şi cea care reprezintă elementele 
deformabile. În etapa a doua se calculează parametrii dinamici ai corpului rigid şi 
ai elementelor elastice. În etapa a treia se scriu ecuaţiile de mişcare ale sistemului 
echivalent. Etapa a patra constă din rezolvarea ecuaţiilor de mişcare în condiţiile 
date pentru vibraţii libere sau forţate. În ultimele două etape se pot utiliza metode 
diferite, bazate pe expresiile energiilor cinetică şi potenţială ale sistemului. 

Primele două etape implică discernământ şi experienţă, care se dobândesc 
în practică, în procesul alegerii sistemelor echivalente, definirii mişcării acestora şi 
comparării predicţiilor cu rezultatele măsurărilor pe sistemele reale. Verificarea şi 
validarea modelelor pot impune reactualizarea parametrilor sistemului sau chiar a 
structurii modelului. Adecvarea soluţiei depinde în mare măsură de priceperea cu 
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care se aleg ipotezele simplificatoare de bază. Opţiunea principală este între un 
model liniar şi un model neliniar. Alegerea tipului amortizării poate fi o sursă de 
erori, deoarece amortizarea nu poate fi calculată la fel ca masa şi rigiditatea. 

Ultimele două etape constau din aplicarea unor proceduri stabilite de 
matematicieni. Activitatea inginerească propriu-zisă se limitează la primele două 
etape, în timp ce ultimele două etape pot fi considerate ca aplicări directe ale unor 
reţete de calcul. 

În capitolul 2 se studiază sisteme cu un grad de libertate. Sistemele discrete 
sunt analizate în capitolele 3 şi 4. Capitolul 5 este dedicat vibraţiilor barelor iar 
capitolul 6 este o introducere în studiul propagării undelor în bare şi medii elastice 
infinite. 

1.4  Mişcări vibratorii  

În funcţie de cauza care produce sau susţine mişcarea vibratorie, se pot 
distinge: a) vibraţii libere, produse de un impact sau o deplasare iniţială; b) vibraţii 
forţate, produse de forţe exterioare sau excitaţii cinematice; c) vibraţii parametrice 
– datorite variaţiei, produse de o cauză externă, a unui parametru al sistemului; şi 
d) vibraţii autoexcitate – produse de un mecanism inerent în sistem, prin conversia 
unei energii obţinute de la o sursă de energie constantă în timp.  

Un sistem elastic scos din poziţia de echilibru stabil, apoi lăsat liber, 
efectuează vibraţii libere. În prezenţa unor forţe de frecare, energia mecanică este 
disipată, iar vibraţia este amortizată după un număr oarecare de cicluri. Frecvenţele 
vibraţiilor libere depind de masa, rigiditatea şi amortizarea din sistem, fiind 
independente de condiţiile iniţiale ale mişcării sau de forţe exterioare sistemului. 
De aceea se numesc frecvenţe proprii sau frecvenţe naturale de vibraţie. Inversele 
acestora se numesc perioade proprii de vibraţie. Pentru un anumit sistem, ele au 
valori constante bine definite. Când toate particulele unui corp vibrează într-o 
mişcare armonică sincronă, deformata dinamică este definită de o formă proprie de 
vibraţie. 

Vibraţiile forţate (întreţinute) sunt produse de forţe perturbatoare care 
există independent de mişcare. În general, sarcinile exterioare sau deplasările sunt 
aplicate dinamic, deci sunt variabile în timp. Astfel de excitaţii implică un transfer 
de energie de la sursa perturbatoare periodică la sistem. Dacă transferul are loc 
periodic, constant pe fiecare ciclu, vibraţia forţată este staţionară, de amplitudine 
constantă. Dacă transferul se face neuniform, vibraţia are caracter tranzitoriu, 
amplitudinea variind până la stabilirea unui regimn staţionar sau până la 
amortizarea completă. 

Aplicarea bruscă a unei perturbaţii produce şocuri sau impacturi. Şocul este 
o perturbaţie prin care se transmite sistemului energie cinetică într-un interval de 
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timp scurt în comparaţie cu perioada sa proprie de oscilaţie. Răspunsul la un şoc 
este deci, din momentul încetării acţiunii, o vibraţie liberă. Excitaţia tranzitorie 
este o perturbaţie care durează mai multe perioade de vibraţie proprie ale 
sistemului. 

Vibraţiile periodice şi cele tranzitorii sunt fenomene deterministe, pentru 
care se pot stabili funcţii de timp care să definească în orice moment valoarea 
instantanee a deplasării. În multe aplicaţii practice se întâlnesc vibraţii aleatoare, 
cu caracter nedeterminist, la care valorile instantanee ale mărimilor care definesc 
mişcarea nu mai sunt predictibile. Se recurge la calculul probabilităţilor şi se 
lucrează cu mărimi statistice sau valori medii, care în cazul proceselor staţionare, 
ergodice şi cu distribuţie gaussiană devin predictibile. 

În general, când asupra unui sistem liniar şi cu parametri invariabili în timp 
se aplică o perturbaţie oarecare, mişcarea rezultantă este suma a două componente 
distincte: vibraţia forţată, descrisă de o funcţie asemănătoare funcţiei excitaţiei şi 
vibraţia proprie, dependentă doar de caracteristicile dinamice ale sistemului, a 
cărei funcţie de timp este de obicei o combinaţie între o sinusoidă şi o 
exponenţială. 

În cazul unei perturbaţii armonice sau aleatoare staţionare, vibraţia proprie 
se amortizează imediat după începutul mişcării, rămânând doar vibraţia forţată, 
care în anumite condiţii poate produce rezonanţă. 

Dacă un sistem este acţionat de o forţă exterioară periodică, a cărei 
frecvenţă este egală cu (sau apropiată de) una din frecvenţele proprii ale sistemului, 
vibraţia produsă are amplitudini relativ mari chiar pentru amplitudini relativ mici 
ale forţei perturbatoare. Se spune că sistemul este într-o stare de rezonanţă. Un 
exemplu este leagănul împins la anumite intervale. Alte exemple includ vibraţiile 
sistemelor cu roţi dinţate la frecvenţa de angrenare, vibraţiile torsionale ale 
arborilor motoarelor cu ardere internă la frecvenţa aprinderilor din cilindri, 
vibraţiile rulmenţilor la frecvenţa trecerii bilelor peste un defect, etc. 

Rezonanţa ia naştere la frecvenţele la care suma celor două energii 
“reactive” recuperabile – potenţială şi cinetică – este nulă, iar energia transmisă 
sistemului este egală cu energia disipată prin frecări. Fenomenul apare când 
spectrul de frecvenţe al excitaţiei acoperă un domeniu ce cuprinde frecvenţele 
proprii ale sistemului. 

La rezonanţă o forţă de amplitudine constantă produce un răspuns maxim, 
sau, pentru a menţine un răspuns de amplitudine constantă, este necesară o forţă 
minimă. 

Rezonanţa înseamnă amplitudini mari ale mişcării în anumite puncte sau 
părţi ale sistemului în vibraţie, însoţite de solicitări şi tensiuni mari sau mişcări 
relative considerabile, care pot duce la ruperi prin oboseală, funcţionare 
necorespunzătoare, uzură, trepidaţii, deci zgomot – cu acţiune nocivă aspra omului. 
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O rezonanţă este definită de o frecvenţă, un nivel al răspunsului dinamic şi 
o lăţime a curbei de răspuns în frecvenţă. Evitarea regimurilor periculoase de 
vibraţii din vecinătatea rezonanţelor se poate face prin: a) modificarea frecvenţelor 
excitatoare; b) modificarea masei sau rigidităţii sistemului vibrator, pentru variaţia 
frecvenţelor proprii; c) creşterea sau adăugarea amortizării, şi d) ataşarea unui 
absorbitor dinamic de vibraţii. 

Dacă mişcarea are loc în prezenţa unei surse de energie, pot apare 
autovibraţii (vibraţii autoexcitate). Mişcarea este întreţinută de o forţă periodică, 
creată sau determinată de mişcarea însăşi, deşi energia este furnizată în mod 
uniform de sursa exterioară. Când mişcarea se opreşte, forţa periodică dispare. 
Exemple cunoscute sunt vibraţiile corzii de vioară produse de arcuş, “scârţâitul” 
cretei pe tablă sau al balamalei unei uşi, “ţiuitul” maşinilor unelte când sculele sunt 
ascuţite necorespunzător, “fluieratul” tramvaiului la curbe, vibraţiile liniilor 
electrice aeriene produse de vânt, etc. 

În timpul vibraţiilor la rezonanţă şi al celor autoexcitate, sistemul vibrează 
la o frecvenţă proprie. În primul caz vibraţiile sunt forţate, deci au loc la frecvenţa 
excitatoare (sau multipli întregi ai acesteia, în cazul sistemelor neliniare). În al 
doilea caz, frecvenţa este independentă de orice stimul exterior.  

Vibraţiile parametrice sunt produse de variaţia unui parametru dinamic al 
sistemului, rigiditatea sau inerţia. Exemple sunt vibraţiile transversale ale 
rotoarelor de secţiune necirculară, pendulelor de lungime variabilă, sistemelor 
torsionale cu roţi dinţate, etc. 

1.5  Amortizarea vibraţiilor 

Amortizarea reprezintă disiparea energiei mecanice dintr-un sistem, 
deobicei prin transformare în energie termică. Pierderea energiei prin radiaţie, 
uneori definită ca amortizare geometrică, nu este tratată în această lucrare. 

Mecanismele de amortizare frecvent utilizate sunt: a) frecarea uscată 
(coulombiană), în care amplitudinea forţei de amortizare este independentă de 
viteză, b) amortizarea vâscoasă liniară, la care forţa este proporţională cu viteza, c) 
amortizarea vâscoasă proporţională cu o putere a vitezei, şi d) amortizarea 
structurală (histeretică, internă) în care forţa este proporţională cu deplasarea. 
Amortizarea ereditară şi cea dintre piesele cu jocuri sunt alte modele posibile. 

Amortizarea coulombiană sau amortizarea prin frecare uscată este un 
mecanism de amortizare neliniară, produs de forţe de frecare care se opun mişcării. 
Forţa de amortizare coulombiană are amplitudine constantă, fiind independentă de 
viteză, odată ce s-a depăşit forţa de frecare statică iniţială. Energia disipată într-un 
ciclu de vibraţie armonică este proporţională cu amplitudinea deplasării şi 
independentă de pulsaţie. 
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Amortizarea vâscoasă liniară este produsă de frecarea relativă a 
moleculelor unui fluid vâscos, care produce forţe proporţionale şi de sens contrar 
vitezei unui obiect care se mişcă în fluid. Energia disipată într-un ciclu de vibraţie 
armonică este proporţională cu frecvenţa şi cu pătratul amplitudinii deplasării. Este 
cel mai simplu model de amortizare, frecvent utilizat datorită simplităţii 
matematice, în special pentru modelarea amortizării externe, produse de mişcarea 
în mediul ambiant. 

Amortizoarele cu ulei din suspensia automobilelor şi motocicletelor produc 
forţe proporţionale cu o putere a vitezei relative. Amortizarea proporţională cu o 
putere a vitezei este un mecanism neliniar, în care energia disipată într-un ciclu de 
vibraţie armonică depinde atât de pulsaţie cât şi de amplitudinea vibraţiei. 

S-a observat experimental că la multe materiale folosite curent în practică 
energia disipată într-un ciclu de vibraţie armonică este proporţională cu pătratul 
amplitudinii deplasării dar este independentă de pulsaţie, deci modelul amortizării 
vâscoase liniare nu descrie corect comportarea acestor materiale. Aceeaşi 
constatare priveşte amortizarea produsă de mişcarea relativă a elementelor 
asamblate prin nituire sau cu şuruburi.  

Amortizarea structurală sau histeretică este mecanismul de frecare de 
alunecare care descrie această comportare. Forţa de amortizare este proporţională 
cu deplasarea relativă dar în fază cu viteză relativă. Acest model de frecare a fost 
postulat şi este strict valabil doar în cazul vibraţiilor armonice. El nu reprezintă un 
mecanism de disipare a energiei realizabil fizic, deoarece în cazul solicitării în 
regim tranzitoriu conduce la rezultate absurde. În acest caz, valoarea instantanee a 
forţei de amortizare depinde nu numai de variaţia în timp a deplasării până în 
momentul aplicării forţei, dar şi după acest moment (sistem necauzal). Totuşi, în 
regim armonic şi pe domenii limitate de frecvenţe, modelul amortizării structurale 
dă rezultate bune, confirmate experimental pe structuri aeronautice. 

Natura fizică a mecanismelor de amortizare este atât de diferită, încât 
pentru descrierea lor s-au elaborat mai multe modele matematice, majoritatea fiind 
neliniare, deci implicând dificultăţi de calcul. S-a recurs la conceptul de amortizare 
vâscoasă echivalentă, prin care forţa de amortizare neliniară se înlocuieşte cu o 
forţă vâscoasă liniară, astfel încât energia disipată pe ciclu de amortizorul neliniar 
să fie egală cu cea disipată de un amortizor vâscos echivalent, supus la o deplasare 
relativă de aceeaşi amplitudine. 

Generalizând noţiunea de amortizare echivalentă, calculul analitic al 
vibraţiilor mecanice este simplificat prin folosirea cu precădere a două modele de 
amortizare – vâscoasă şi structurală. Se egalează deci energia disipată într-un ciclu 
de vibraţie prin toate mecanismele de amortizare, inclusiv cea datorită radiaţiei 
(prin unde, în medii continue infinite), cu energia disipată printr-un singur 
mecanism, vâscos sau histeretic, într-un regim de vibraţii cu aceeaşi amplitudine. 
Rezultă astfel fie un coeficient de amortizare vâscoasă echivalentă, fie un 
coeficient de amortizare structurală echivalentă, mărimi dependente în general de 
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pulsaţie şi amplitudinea deplasării, cu care se lucrează ca şi când ar fi constante, 
urmând să se determine experimental domeniile în care această ipoteză este 
valabilă. 

 

 

 



 
 
 
 

2. 
SISTEME CU UN GRAD DE LIBERTATE 

Sistemele vibratoare au masă şi elasticitate. Cel mai simplu sistem vibrator 
constă dintr-o masă ataşată de un arc liniar. Când mişcarea poate fi descrisă de o 
singură coordonată, sistemul are un singur grad de libertate. Utilizând acest model 
simplu, se pot introduce concepte de bază ca frecvenţa proprie, rezonanţa, bătăile şi 
antirezonanţa. În timpul vibraţiilor, energia mecanică se disipează prin amortizare. 
Aceasta limitează amplitudinea mişcării la rezonanţă, descreşte amplitudinea 
vibraţiilor libere, şi introduce defazaje între răspuns şi excitaţie. Măsurarea 
amortizării este importantă deoarece ea nu poate fi calculată ca celelalte două 
proprietăţi, masa şi rigiditatea.  

2.1  Vibraţii libere neamortizate 

Vibraţia liberă a unui sistem masă-arc, care are loc în absenţa oricărei 
excitaţii exterioare, este o mişcare armonică a cărei frecvenţă depinde exclusiv de 
masa şi rigiditatea sistemului, fiind independentă de condiţiile iniţiale ale mişcării. 
Fiind o proprietate intrinsecă (naturală) a sistemului, aceasta se numeşte frecvenţă 
proprie sau frecvenţă naturală. Calculul frecvenţelor proprii se bazează pe valorile 
maselor şi ale rigidităţilor elementelor elastice. 

2.1.1  Sistemul masă-arc 

Sistemul din fig. 2.1 constă dintr-un arc liniar de rigiditate k şi o greutate W 
având masa gWm = , unde g este acceleraţia gravitaţiei. Greutatea este 
constrânsă să se deplaseze pe direcţie verticală, fără să se rotească. Rigiditatea k 
este egală cu forţa care produce o variaţie a lungimii arcului egală cu unitatea. 

În fig. 2.1, a se arată arcul netensionat. Când masa m este ataşată arcului 
(fig. 2.1, b), capătul acestuia se deplasează în jos şi se opreşte în poziţia de 
echilibru static, determinată de deformaţia statică stδ . În acestă poziţie, greutatea 
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mgW =  care acţionează în jos este echilibrată de forţa din arc stkδ  care 
acţionează în sus (fig. 2.1, c), astfel încât săgeata statică este 

k
gm

st =δ .    (2.1) 

Dacă masa este deplasată din poziţia de echilibru static şi lăsată liber, 
sistemul efectuează vibraţii libere. Pentru a scrie ecuaţia mişcării, originea 
deplasărilor dinamice se alege în poziţia de echilibru static, astfel încât trebuie 
luate în considerare doar forţele datorite deplasării faţă de această poziţie. 

 
Fig. 2.1 

Alegând sensul pozitiv în jos, forţa elastică ce acţionează asupra masei în 
poziţia x este xk−  (fig. 2.1, d). Mişcarea masei este descrisă de legea a doua a lui 
Newton 

xx km −=&& , 

care poate fi scrisă 

0=+ xx km && ,    (2.2) 

unde un punct deasupra literei denotă derivarea în raport cu timpul. 

Relaţia (2.2) este o ecuaţie diferenţială de ordinul doi, omogenă. Soluţia 
generală are forma 

tCtC nn ωω cossin 21 +=x ,   (2.3) 

unde 
mkn =ω   [rad/s]    (2.4) 

este pulsaţia proprie neamortizată a sistemului.  

Frecvenţa proprie neamortizată este 

m
kfn 2π

1
= .  [Hz]    (2.5) 
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Constantele arbitrare 1C  şi 2C  se determină pe baza condiţiilor iniţiale ale 
mişcării. În cazul general, sistemul poate porni din poziţia 0x  cu viteza 0v , astfel 
încât soluţia generală devine  

txt nn
n

ωω
ω

cossin 0
0 +=
vx .   (2.6) 

O altă formă a soluţiei generale este 

( )φω += tA nsinx ,    (2.7) 

unde cele două constante arbitrare sunt date de  

( ) 2
0

2
0 nA ωvx += ,  

0

0 arctg
v
xnωφ = . (2.8) 

Expresia (2.7) arată că vibraţia liberă a sistemului masă-arc este armonică 
şi are loc la frecvenţa proprie nf . Mărimea A reprezintă amplitudinea deplasării 
faţă de poziţia de echilibru static iar φ  este unghiul de fază. Pulsaţia nω  defineşte 
frecvenţa vibraţiei în radiani pe secundă, π2  radiani corespunzând unui ciclu 
complet de vibraţie.  

Frecvenţa vibraţiei este egală cu numărul de cicluri de mişcare în unitatea 
de timp. Inversul frecvenţei proprii este perioada proprie de vibraţie 

nnfT ω2π1 == . [sec]    (2.9) 

Perioada vibraţiei este egală cu timpul necesar mişcării să se repete. 

Frecvenţa proprie neamortizată se poate exprima în funcţie de săgeata 
statică utilizând relaţia (2.1) 

st
n

gf
δπ2

1
= ,  [Hz]    (2.10) 

unde 2sm9,81=g  este acceleraţia gravitaţiei. 

2.1.2  Rigiditatea elementelor elastice 

Deşi sistemul cu un grad de libertate este deobicei modelat printr-o masă 
ataşată de un arc cilindric elicoidal, în multe sisteme practice elementul elastic 
poate lua diferite forme sau poate consta din mai multe arcuri legate între ele.  

În fig. 2.2 rigidităţile mai multor elemente elastice au fost calculate ca 
raport între forţa aplicată şi deplasarea punctului ei de aplicaţie.  
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Fig. 2.2 

În fig. 2.3 se prezintă două tipuri generale de combinaţii de arcuri.  

 
Fig. 2.3 

La legarea în serie (fig. 2.3, a), în ambele arcuri acţionează aceeaşi forţă. 
Două arcuri liniare, de rigidităţi 1k  şi 2k , acţionate de greutatea W , se deformează 
static 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+=

2121

11
kk

W
k
W

k
W

stδ . 
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Rigiditatea echivalentă, reprezentând efectul combinat al arcurilor 1k  şi 

2k , este 

21

11
1

kk

Wk
st

S
+

==
δ

.    (2.11) 

Un sistem cu n arcuri legate în serie are o rigiditate echivalentă Sk  dată de 

nS k
...

kkk
1111

21
+++= .   (2.12) 

La legarea în paralel (fig. 2.3, b) deformaţia ambelor arcuri este aceeaşi iar 
suma forţelor din arcuri este egală cu greutatea aplicată W : 

stst kkW δδ 21 += . 

Astfel, pentru arcuri legate în paralel, rigiditatea echivalentă este 

21 kkWk
st

P +==
δ

.    (2.13) 

În general, un sistem cu n arcuri în paralel are o rigiditate echivalentă  

nP k...kkk +++= 21 .    (2.14) 

Regulile de compunere a rigidităţilor arcurilor sunt aceleaşi cu cele 
utilizate la calculul capacităţii totale a condensatoarelor legate în serie sau în 
paralel în circuitele electrice.  

2.1.3  Sisteme torsionale 

Se consideră sistemul torsional din fig. 2.4 care constă dintr-un disc cu un 
moment de inerţie masic J, 2mkg , ataşat de o bară sau un fir de rigiditate la 
răsucire K, radmN . Sistemul este constrâns să efectueze vibraţii unghiulare în 
jurul axei verticale.  

Dacă poziţia instantanee a discului este dată de unghiul θ , cuplul care 
acţionează asupra discului este θK−  astfel încât legea a doua a lui Newton pentru 
mişcarea unghiulară este 

θθ KJ −=&& , 

care se mai scrie 
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0=+ θθ KJ && ,    (2.15) 

unde un punct deasupra literei denotă derivare în raport cu timpul.  

 

Fig. 2.4 

Ecuaţia (2.15) a fost stabilită de Ch. O. Coulomb în 1784. Soluţia generală 
are forma 

( ) tCtCt nn ωωθ cossin 21 += , 

unde 

JKn =ω   [rad/s]   (2.16) 

este pulsaţia proprie neamortizată a sistemului torsional.  

Frecvenţa proprie neamortizată este 

J
Kfn π2

1
= .  [Hz]   (2.17) 

Din Rezistenţa materialelor se ştie că o bară de diametru d şi lungime l , 
dintr-un material cu modulul de elasticitate transversal G, solicitată de un moment 

tM  se răsuceşte cu un unghi 
p

t
IG

M l
=θ , unde 

32
π 4d

I p =  este momentul de inerţie 

polar al secţiunii transversale a barei. Rigiditatea la răsucire (torsională) este deci 

l

pt IGM
K ==

θ
.  

Există o analogie directă între sistemele în vibraţii de translaţie şi cele în 
vibraţii torsionale. Arcurile şi masele din primul caz sunt înlocuite de arcuri 
torsionale şi discuri rigide care au moment de inerţie masic polar.  
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2.1.4  Metoda energetică 

Dacă vibraţia este armonică, atunci frecvenţa poate fi calculată printr-o 
metodă energetică. Când nu există disipare de energie, sistemul se numeşte 
conservativ. În orice moment, energia unui sistem conservativ este suma constantă 
a energiilor potenţială şi cinetică 

.constTU =+     (2.18) 

Energia potenţială maximă, care apare în poziţia de elongaţie maximă, 
unde masa stă pe loc un moment, trebuie să egaleze energia cinetică maximă, care 
apare atunci când masa trece prin poziţia de echilibru static, cu viteză maximă. 

Forţa din arc este xk , iar lucrul mecanic efectuat pe o deplasare 
infinitezimală xd  este xxk d . Energia potenţială din arc, acumulată când un capăt 

al acestuia este deplasat pe o distanţă x , este 2

0
2
1d xkxxkU

x

== ∫ . Presupunând o 

mişcare armonică de forma tAx nωsin= , energia potenţială maximă este 

2

2
1 AkUmax = . 

Energia cinetică este în orice moment 2

2
1 vmT = . Viteza este 

tA nn ωω cos=v , astfel că energia cinetică maximă este 22

2
1 AmT nmax ω= . 

Egalând energiile maxime maxmax TU = , rezultă 222

2
1

2
1 AmAk nω=  de 

unde se obţine pulsaţia proprie mkn =ω , independentă de amplitudinea A . 

Exemplul 2.1 
Să se determine pulsaţia proprie a oscilaţiilor fluidului într-un tub în formă 

de U (fig. 2.5). 

Rezolvare . Fie l  lungimea totală a coloanei de fluid, A  - aria secţiunii 
transversale a tubului şi ρ  - densitatea fluidului.  

Presupunând că particulele de fluid au aceeaşi viteză în orice moment, 

energia cinetică are expresia 2

2
1 xAT &lρ= . Dacă fluidul oscilează în tub, lucrul 

mecanic efectuat este acelaşi ca şi când o coloană de fluid de lungime x  ar fi 
transferată din partea stângă în partea dreaptă a tubului, lăsând restul fluidului 
nemişcat.  
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Energia potenţială instantanee este 2xAgU ρ= . Înlocuind expresiile celor 
două energii în condiţia ca variaţia în timp a energiei totale să fie nulă  

( ) 0
d
d

=+UT
t

 

şi simplificând cu x& , se obţine ecuaţia diferenţială a mişcării fluidului 

02
=+ xgx

l
&& . 

 
Fig. 2.5 

Pulsaţia proprie 

lgn 2=ω  

este independentă de natura fluidului utilizat, de forma şi aria secţiunii transversale 
a tubului. 

2.1.5  Metoda lui Rayleigh 

Metoda lui Rayleigh este o aplicaţie a metodei energetice la sisteme cu 
masă/elasticitate distribuită. Metoda este utilizată pentru a reduce un sistem cu 
parametri distribuiţi la un sistem echivalent masă-arc şi pentru a determina pulsaţia 
proprie fundamentală a acestuia.  

Energiile cinetică şi potenţială se calculează presupunând orice formă 
deformată care satisface condiţiile la limită geometrice. Dacă se alege deformata 
reală sistemului, atunci formula lui Rayleigh va da pulsaţia proprie adevărată a 
sistemului. Pentru orice altă curbă, pulsaţia dată de această metodă va fi mai mare 
decât cea corectă. Aceasta se explică prin faptul că orice deviaţie de la curba 
adevărată implică nişte constrângeri suplimentare, deci o rigiditate mai mare şi o 
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pulsaţie mai înaltă. În continuare, metoda lui Rayleigh este aplicată vibraţiilor de 
încovoiere ale barelor.  

Fie o bară cu modulul de rigiditate la încovoiere IE  (unde E este modulul 
de elasticitate longitudinal şi I este momentul de inerţie axial al secţiunii 
transversale) şi masa pe unitatea de lungime Aρ  (unde ρ  este densitatea 
materialului şi A este aria secţiunii transversale). Se presupune că deplasarea 
laterală este armonică, cu frecvenţa 1ω , sincronă în toate punctele în lungul barei  

( ) ( ) txt,xy 1cosωv= . 

Energia potenţială instantanee este  

x
x
yIE

IE
dxMU d

2
1

2

2

2

22

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

== ∫∫  

unde s-a utilizat ecuaţia diferenţială liniarizată (4.65) a liniei elastice a barei 
( )22 xyIEM ∂∂= . 

Valoarea sa maximă este  

x
x

IEUmax d
2
1

2

2

2

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

= ∫ v . 

Energia cinetică instantanee este  

∫∫ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

= xd
2
1

2
1 22

1

2

yAdm
t
yT ρω , 

cu valoarea maximă 

∫= xv d
2
1 22

1 ATmax ρω . 

Egalând energia potenţială maximă cu energia cinetică maximă, se obţine 
formula lui Rayleigh pentru pulsaţia proprie fundamentală  

( )
∫

∫ ∂∂
=

xv

v

d

d
ω

2

222
2
1

A

xxIE

ρ
.   (2.19) 

Exemplul 2.2 
Să se determine pulsaţia proprie fundamentală a barei în consolă din fig. 

2.6. 
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Rezolvare . Se alege forma deformată aproximativă 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

l2
cos10

xπvv . 

Această funcţie satisface condiţiile la limită 0=x , 0=v , 0dd =xv , şi 

l=x , 0dd 22 =xv , însă nu satisface condiţia l=x , 0dd 33 =xv  (forţă 
tăietoare nulă), deci este o funcţie admisibilă aproximativă. 

Fig. 2.6 

Energia potenţială maximă este 2
03

4

64
π v

l

IEUmax = . Energia cinetică 

maximă este ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

π
ωρ 2

4
32

0
2
1 lvATmax , sau 0,23

2
2
0

2
1 ⋅= lvωρ ATmax . 

Egalând cele două energii, se obţine pulsaţia proprie fundamentală (în 
rad/s)  

A
IE

ρ
ω 21

3,6638
l

= . 

Soluţia adevărată (5.16) este 
A
IE

ρ
ω 21

3,515
l

= , deci valoarea obţinută cu 

formula lui Rayleigh este cu 4 % mai mare. 

Dacă funcţia admisibilă se alege deformata statică a barei în consolă 
acţionată de o forţă aplicată la capăt, la care se neglijează greutatea proprie 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

32

0 3
2
1

ll

xxvv , 

energia potenţială maximă este 2
0

2
03 2

1
2
3 vv kIEUmax ==
l

 şi energia cinetică 

maximă este ( ) 2
01

2
0

2
1 2

1
140

33
2
1 vv ωωρ

redmax mAT =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

l . 

Egalând cele două energii, pulsaţia proprie fundamentală dată de formula 
lui Rayleigh este 
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( ) A
IE

m
k

A
IE

red ρρ
ω 2

3

1
3,5675

14033
3

ll

l
=== , 

care este numai cu 1,47 % mai mare decât valoarea adevărată (5.16). 

Relaţia de mai sus arată că, pentru deformata aproximativă considerată, 
bara cu masă uniform distribuită are aceeaşi pulsaţie proprie ca o bară fără masă 
distribuită dar cu o masă concentrată ( ) lAρ14033  în capătul liber. Aceasta se 
numeşte masa redusă a barei. 

Exemplul 2.3 
Să se determine pulsaţia proprie fundamentală a barei libere la capete din 

fig. 2.7. 

 
Fig. 2.7 

Rezolvare . Se alege deformata aproximativă de forma 

ax
−=

l

πsin0vv . 

Constanta a trebuie determinată din condiţia de conservare a cantităţii de 
mişcare pentru bara liberă la capete  

( ) ( ) ( )( ) 0d
000

===⋅ ∫∫∫
lll

dxvv AdxAmasaviteza ρωρω , 

de unde rezultă π2 0v=a . 

Utilizând forma deformată 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

π
2πsin0

l

xvv , 

din ecuaţia (2.19) se obţine pulsaţia proprie fundamentală a barei 

A
IE

ρ
ω 21

22,6
l

= . 
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Valoarea adevărată (5.21, a) este 
A
IE

ρ
ω 21

22,4
l

= deci discrepanţa este 

doar 0,9 %. 

2.2  Vibraţii forţate neamortizate 

Vibraţiile forţate sunt produse de forţe exterioare variabile în timp sau 
deplasări impuse. Dacă asupra masei acţionează o forţă armonică de amplitudine 
constantă şi frecvenţă variabilă, atunci când frecvenţa excitatoare se apropie de 
frecvenţa proprie a sistemului, deplasarea masei creşte nelimitat. Această condiţie 
se numeşte rezonanţă şi este caracterizată de vibraţii puternice. La sisteme 
neamortizate, frecvenţele de rezonanţă sunt egale cu frecvenţele proprii ale 
sistemului şi, în majoritatea cazurilor, funcţionarea la rezonanţă trebuie evitată. La 
sisteme amortizate, răspunsul la rezonanţă are amplitudine finită.  

Un leagăn împins la anumite intervale efectuează oscilaţii la rezonanţă. 
Funcţionarea utilajelor de compactare a terenului şi a betonului, a transportoarelor 
oscilante, a uneltelor şi a ciururilor vibratoare este adesea bazată pe rezonanţă. 
Totuşi principala problemă cu rezonanţa este legată de efectele dăunătoare ale 
acesteia. Funcţionarea la rezonanţă implică deplasări şi tensiuni mari, care produc 
oboseală şi ruperi, efecte nocive sau disconfort utilizatorilor, şi o descreştere a 
preciziei produselor. Zgomotul produs de o maşină casnică sau de un subansamblu 
al unui automobil poate fi o piedică în vânzarea acestora. 

Dacă forţa armonică este aplicată arcului, deplasarea punctului de excitaţie 
descreşte la zero la frecvenţa proprie a sistemului. Această condiţie se numeşte 
antirezonanţă. În general, aceasta este o proprietate locală, dependentă de punctul 
de aplicaţie a excitaţiei.  

2.2.1  Excitarea masei cu o forţă arbitrară 

Fie forţa F(t) cu o variaţie arbitrară în timp (fig. 2.8).  

În intervalul de timp infinitezimal τd , forţa ( )τF  poate fi considerată 
constantă. Suprafaţa haşurată reprezintă un impuls infinitezimal ( ) ττ dF  care 
produce o variaţie de viteză 

( )
m

Fx ττ dd =& . 

Răspunsul masei m  produs de impulsul diferenţial, de-a lungul întregii 
istorii de solicitare pentru τ>t , este 
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( ) ( )τω
ω

ττ
−= t

m
Fx n

n
sin1dd ,   (2.20) 

şi poate fi dedus din (2.6) considerând că la τ=t , deplasarea 00 =x  şi viteza 
x&d=0v . 

Se poate considera că întreaga istorie de solicitare constă dintr-o 
succesiune de astfel de impulsuri infinitezimale, fiecare producând un răspuns 
diferenţial de forma (2.20). 

 
Fig. 2.8 

Pentru un sistem liniar, răspunsul total se poate obţine însumând toate 
răspunsurile diferenţiale produse în timpul istoriei de solicitare, deci integrând 
expresia (2.20) după cum urmează 

( ) ( ) ( )∫ −=
t

n
n

tF
m

tx
0

dsin 1 ττωτ
ω

.  (2.21) 

Relaţia (2.21) este cunoscută sub numele de integrala lui Duhamel pentru 
un sistem neamortizat. 

2.2.2  Excitarea masei cu o forţă armonică 

Sistemul masă-arc din fig. 2.9, a este excitat de o forţă armonică 
( ) tFtf ωcos0=  de amplitudine constantă 0F  şi pulsaţie perturbatoare ω , aplicată 

masei. 

Pe baza diagramei forţelor din fig. 2.9, b, se scrie legea a doua a lui 
Newton 

tFkm ωcos0+−= xx&& , 

care devine ecuaţia diferenţială a mişcării 
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tFkm ωcos0=+ xx&& .   (2.22) 

Soluţia generală a ecuaţiei liniare neomogene (2.22) este suma soluţiei 

(2.3) a ecuaţiei cu membrul drept zero şi a soluţiei particulare. În regim staţionar, 

soluţia particulară se alege de aceeaşi formă ca excitaţia 

( ) tXt ωcos=Px ,   (2.23) 

unde X  este amplitudinea răspunsului forţat. 
 

 
Fig. 2.9 

Înlocuind soluţia particulară (2.23), ecuaţia (2.22) devine 

tFtXktXm ωωωω coscoscos 0
2 =+− , 

în care se poate simplifica tωcos , rezultând 

( ) 0
2 FXmk =− ω , 

sau  
( ) 22

0
2

0

11 n

stX
km

kF

mk

F
X

ωωωω −
=

−
=

−
= .  (2.24) 

În expresia (2.24) 

k
F

X st
0=     (2.25) 

este săgeata statică a arcului produsă de forţa (constantă) 0F  iar mkn =ω  este 
pulsaţia proprie neamortizată (2.4). 

La pulsaţii nωω ≠ , soluţia generală a ecuaţiei (2.22) este 
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 ( )
( )

tXtCtC
n

st
nn ω

ωω
ωω cos

1
cossin 221

−
++=tx . (2.26) 

Fiind suma a două componente armonice de pulsaţii diferite, soluţia (2.26) 
nu reprezintă o mişcare armonică.  

Dacă deplasarea iniţială este 0x  şi viteza iniţială este 0v , atunci din 
ecuaţia (2.26) se obţine 

 ( )
( ) 022

1
0 xXCx

n

st =
−

+=
ωω

,  ( ) 010 v== nCx ω& , 

deci răspunsul total este 

( )
( ) ( )

tXtXxttx
n

st
n

n

st
n ω

ωω
ω

ωω
ω

ω
cos

1
cos

1
sin 220

−
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−+=

n

0v . (2.27) 

Pentru condiţii iniţiale nule, 000 == vx , răspunsul (2.27) devine 

( )
( )

( )ttXtx n
n

st ωω
ωω

coscos
1 2 −

−
= .   (2.28) 

2.2.3  Bătăi 

Diferenţa cosinusurilor din relaţia (2.28) se poate exprima sub formă de 
produs 

( )
( )

ttX
m

n

st ωΔω
ωω

sinsin
1

2
2−

=tx ,   (2.29) 

unde 

2
ωω

ω
+

= n
m    şi  

2
ωω

ωΔ
−

= n . 

Atunci când ωΔ  devine foarte mic, deoarece mω  este relativ mare, 
produsul din expresia (2.29) reprezintă o oscilaţie modulată în amplitudine. 
Mişcarea armonică cu pulsaţia mai mare mω  este modulată în amplitudine de 
mişcarea armonică cu pulsaţie mai joasă ωΔ  (fig. 2.10). Mişcarea rezultantă, care 
este o oscilaţie rapidă cu amplitudinea variabilă lent, este cunoscută sub numele de 
bătăi.  

Terminologia derivă din acustică. Când două coarde de pian pentru aceeaşi 
notă sunt puţin dezacordate, se aude un sunet a cărui intensitate creşte şi scade 
periodic (bătăi). Bătăile dispar când corzile sunt acordate la unison, şi se aude o 
singură frecvenţă. 
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Fig. 2.10 

Bătăile se pot auzi într-un avion bimotor, când cele două motoare au turaţii 
puţin diferite. Ele apar în centrale electrice la pornirea unui generator. Puţin înainte 
de conectarea generatorului la reţea, frecvenţa curentului produs de generator este 
puţin diferită de frecvenţa reţelei. Zgomotul produs de generator şi zgomotele 
produse de celelalte generatoare şi transformatoare au înălţimi diferite şi se pot auzi 
bătăile. 

2.2.4  Curbe de răspuns în frecvenţă 

Este interesant de examinat în detaliu dependenţa de frecvenţă a 
amplitudinii răspunsului staţionar  

( ) st
n

XX 21
1

ωω−
= .    (2.30) 

Valoarea absolută a coeficientului lui stX  în membrul drept al relaţiei 
(2.30) se numeşte factor de amplificare dinamic.  

În fig. 2.11, a s-a reprezentat variaţia amplitudinii X  în funcţie de pulsaţia 
excitatoare ω . La pulsaţii nωω <  ordonatele sunt pozitive, forţa şi deplasarea 
masei sunt în fază, în timp ce la pulsaţii nωω >  ordonatele sunt negative, forţa şi 

deplasarea masei sunt defazate 0180  (fig. 2.11, b). În timp ce pentru nωω <  masa 
este sub poziţia de echilibru static când forţa acţionează în jos, pentru nωω >  masa 
este deasupra poziţiei de echilibru când forţa acţionează în jos. 
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Fig. 2.11 

Deobicei relaţia de fază interesează mai puţin, iar curba de rezonanţă este 
prezentată ca în fig. 2.11, c cu modulul amplitudinii pe axa ordonatelor. Această 
diagramă este denumită curba de răspuns în frecvenţă. 

2.2.5  Rezonanţa 

La 1=nωω , când pulsaţia perturbatoare coincide cu pulsaţia proprie a 
sistemului, amplitudinea devine infinită (deoarece sistemul este neamortizat). Acest 
fenomen este numit “rezonanţă”, iar pulsaţia proprie este uneori numită “pulsaţia 
de rezonanţă”.  

Atunci când nωω =  forţa elastică şi forţa de inerţie se echilibrează 
reciproc iar forţa excitatoare produce creşterea nelimitată a amplitudinii mişcării 
sistemului neamortizat. Sistemele amortizate au amplitudini finite la rezonanţă iar 
defazajul între forţă şi deplasare este 090  (fig. 2.28). 

Se consideră cazul în care, pornind din repaus, sistemul masă-arc este 
solicitat de o forţă tF nωcos0 , unde nω  este pulsaţia proprie. Atunci când ω  
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devine exact egal cu nω , soluţia (2.27) nu mai este valabilă. Înlocuind 
( ) τωτ nFF cos0=  în ecuaţia (2.21) se obţine 

( ) ( )∫ −=
t

nn
n

t
m
Ftx

0

0 dsin cos ττωτω
ω

, 

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−= ∫ ∫

t t

nnnnn tt
m
Ftx

0 0

2

n

0 dsin coscosd cossin ττωτωωττωω
ω

, 

( ) tt
m
F

tx n
n

P ω
ω

sin
2

0= .   (2.31) 

Astfel, atunci când este excitat la rezonanţă, amplitudinea sistemului 
neamortizat creşte liniar în timp. Deoarece excitaţia este o funcţie cosinus iar 
răspunsul este o funcţie sinus, între ele există un defazaj de 090 .  

 

 
Fig. 2.12 

Soluţia totală pentru condiţii iniţiale nenule este în acest caz  

( ) tt
m
Ftxt n

n
nn

n
ω

ω
ωω

ω
sin

2
cossin 0

0
0 ++=
vtx .  (2.32) 

Variaţia în timp a deplasării la rezonanţă ( )tx  este prezentată în fig. 2.12 
pentru condiţii iniţiale nule. Se observă că ( )tx  creşte nelimitat, dar această 
creştere nu este instantanee ci necesită un anumit timp, funcţie de masa şi 
rigiditatea sistemului.  
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2.2.6  Trecerea prin rezonanţă 

Pentru majoritatea sistemelor vibratoare, valoarea staţionară a amplitudinii 
deplasării se atinge relativ repede, viteza cu care se realizează contând mai puţin.  

Totuşi, atunci când un sistem vibrator este accelerat prin rezonanţă, deci 
când frecvenţa excitatoare este baleiată cu o anumită viteză tddωε = , nu mai este 
timp suficient pentru atingerea valorii staţionare a deplasării şi amplitudinea la 
rezonanţă este finită chiar în cazul sistemelor neamortizate. Astfel, la trecerea prin 
rezonanţă, interesează răspunsul la o forţă cu frecvenţă variabilă.  

În acest caz, înfăşurătoarea răspunsului are un maxim ca un vârf de 
rezonanţă, uneori urmat de bătăi. Dacă frecvenţa excitatoare creşte (fig. 2.13), 
atunci frecvenţa la care apare răspunsul maxim este mai mare decât cea obţinută în 
condiţii staţionare, amplitudinea maximă este mai mică şi lăţimea curbei de 
rezonanţă este mai mare. Dacă frecvenţa excitatoare scade, frecvenţa la care apare 
răspunsul maxim este mai mică decât cea obţinută în condiţii staţionare. În fig. 

2.13, forţa are o variaţie ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

22
1sin 2

0
πε tFtf  cu .const=ε  

 
Fig. 2.13 

Efectul vitezei de baleiaj depinde de amortizarea din sistem. Cu cât 
amortizarea este mai mică, cu atât este necesar mai mult timp pentru atingerea 
nivelului staţionar al răspunsului. Figura 2.13 este trasată pentru amortizare nulă. 

2.2.7  Rezonanţa cu amplitudine constantă a deplasării  

Rezonanţa este o stare în care fie o deplasare maximă este produsă de o 
forţă cu amplitudine constantă, fie o forţă minimă este necesară pentru a menţine o 
anumită deplasare constantă.  
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Când amplitudinea forţei F  este variabilă şi amplitudinea deplasării 0X  
este menţinută constantă, relaţia (2.24) se poate scrie 

( )[ ]2
0 1 nXkF ωω−= .   (2.33) 

În fig. 2.14 se prezintă variaţia valorii absolute a forţei în funcţie de 
pulsaţia excitatoare, pentru const.X =0  Pentru un sistem neamortizat, forţa 
aplicată la rezonanţă este zero, deoarece forţa elastică este echilibrată de forţa de 
inerţie. 

 
Fig. 2.14 

Rezonanţa este o stare în care o excitaţie minimă este necesară pentru a 
produce un răspuns dinamic maxim. 

2.2.8  Excitaţia cu mase excentrice în rotaţie 

În multe cazuri practice, vibraţiile apar sub acţiunea forţelor centrifuge 
produse de mase excentrice în rotaţie. Spre deosebire de forţele cu amplitudine 
constantă, considerate anterior, forţele produse de mase excentrice în rotaţie au 
amplitudini proporţionale cu pătratul pulsaţiei. Aceste forţe au forma 

tem 2 ωω cos1 , fiind proiecţia verticală a forţelor centrifuge ce acţionează asupra 
maselor 21m  în rotaţie cu viteza unghiulară ω  şi excentricitatea e  (fig. 2.15, a). 

Amplitudinea vibraţiilor forţate produse de această forţă se poate obţine 
înlocuind 0F  cu 2em ω1  în relaţia (2.24). Rezultă 

( )
( )

( ) 2

2

2

2
1

2

2
1

11 n

n

n
e

kem

mk

em
X

ωω
ωω

ωω

ω

ω

ω

−
=

−
=

−
= .  (2.34) 
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În expresia (2.34) m  este masa totală în vibraţie care include şi masa 1m . 

 

 
a  b 

    Fig. 2.15 

În fig. 2.15, b se prezintă variaţia valorii absolute a amplitudinii X  din 
relaţia (2.34) în funcţie de pulsaţia ω , pentru .conste =  Diagrama porneşte de la 
zero, tinde la infinit la rezonanţă şi descreşte la valoarea e  la pulsaţii înalte. 

2.2.9  Antirezonanţa  

Fie sistemul masă-arc nerezemat din fig. 2.16, acţionat de o forţă armonică 
aplicată la bază. Ecuaţiile de mişcare au forma  

( ) tFxkm ωcos0122 =−=− xx&& . 

Amplitudinea deplasării punctului de aplicaţie al forţei este 

( )
( ) 2

2
0

2

2
0

1
1

n

n
k
F

m
mk

k
FX

ωω
ωω

ω
ω −

=
−

= . 

În cazul unei forţe de amplitudine constantă .constF =0 , valoarea absolută 
a amplitudii deplasării are o valoare minimă egală cu zero la pulsaţia proprie. 

Această condiţie este definită ca o antirezonanţă, deoarece sistemul se 
comportă total diferit de rezonanţă, unde amplitudinea este infinită. În general, 
antirezonanţa are loc la o pulsaţie la care o forţă de amplitudine maximă produce 
un răspuns de amplitudine minimă.  

Spre deosebire de rezonanţă, care este o proprietate globală a unui sistem 
în vibraţie, independentă de poziţia punctului de aplicaţie a excitaţiei, 
antirezonanţa este o proprietate locală, care depinde de poziţia punctului de 
aplicaţie a excitaţiei. 
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Fig. 2.16 

În absenţa amortizării, pulsaţia de antirezonanţă a sistemului masă-arc 
excitat la bază este aceeaşi ca pulsaţia de rezonanţă a sistemului rezemat la bază şi 
excitat prin masă. Dacă se ataşează o a doua masă la bază, în punctul de aplicaţie al 
excitaţiei, se obţine un sistem masă-arc-masă al cărui răspuns în punctul de aplicare 
a excitaţiei are pe lângă antirezonanţă şi o rezonanţă.  

2.2.10  Transmisibilitatea  

Dacă la baza sistemului masă-arc se aplică o deplasare impusă (excitaţie 
cinematică) tXx ωcos 11 = , atunci mişcarea transmisă masei tXx ωcos 22 =  
este definită de raportul amplitudinilor 

( ) 2
1

2

1
1

nX
X

ωω−
= .    (2.35) 

Raportul 12 XXTR =  se numeşte transmisibilitate şi este reprezentat 
grafic în fig. 2.17 în funcţie de pulsaţia adimensională nωω . 

Pentru valori 2>nωω , transmisibilitatea este subunitară ( )1<TR  iar 
masa sistemului se spune că este izolată faţă de mişcarea bazei. Izolarea vibraţiilor 
este posibilă doar deasupra rezonanţei, la pulsaţii nωω 2> . Elementul elastic 
dintre masă şi baza în vibraţie poate fi proiectat astfel încât să asigure un anumit 
grad de izolare, impunând o anumită valoare TR . Aceasta arată în ce măsură 
mişcarea masei izolate este redusă faţă de cazul în care masa ar fi montată direct pe 
baza vibrantă. 
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Fig. 2.17 

2.2.11  Turaţia critică a rotorului Laval 

Fie rotorul din fig. 2.18, compus dintr-un disc rigid, dispus la mijlocul unui 
arbore de masă neglijabilă, rezemat la capete în lagăre rigide, denumit rotorul 
Laval. Centrul de greutate G al discului se află la o distanţă radială e de centrul său 
geometric C. Linia centrelor lagărelor intersectează planul discului în punctul O. 

Când arborele este rotit în jurul axei lagărelor, discul se roteşte în planul 
său în jurul centrului geometric C. Asupra discului acţionează o forţă centrifugă 

2
Grm ω , unde ω  este viteza unghiulară de rotaţie, m este masa discului 

concentrată în G şi OGrG = . Această forţă produce îndoirea arborelui, despre 
care se spune că este într-o stare de dezechilibru. Arborele reacţionează cu o forţă 
de readucere elastică Crk  aplicată în C, unde k  este rigiditatea arborelui măsurată 
în dreptul discului şi OCrC = . 

Neglijând efectul greutăţii proprii şi al amortizării, discul este solicitat 
numai de aceste două forţe. Pentru a fi în echilibru, cele două forţe trebuie să fie 
coliniare, egale şi de sens contrar 

 ( )ermrk CC += 2ω . 

Rezolvând în funcţie de Cr , se obţine  

 
( )
( ) 2

2

2

2

1 n

n
C

e
mk

emr
ωω

ωω
ω

ω
−

=
−

= ,   (2.36) 

unde mkn =ω  este pulsaţia proprie a vibraţiilor transversale ale rotorului la 
viteză unghiulară nulă.  
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Această expresie reprezintă raza orbitei punctului C în precesie în jurul 
axei lagărelor cu viteza unghiulară ω . Deoarece simultan discul se roteşte în jurul 
punctului C cu aceeaşi viteză unghiulară, mişcarea arborelui se numeşte precesie 
sincronă.  

 
Fig. 2.18 

Raza orbitei circulare a punctului G este 

( ) 21 n
CG

eerr
ωω−

=+= .   (2.37) 

În fig. 2.19 se prezintă grafic variaţia razelor Cr  (linie continuă) şi Gr  
(linie întreruptă) în funcţie de viteza unghiulară ω .  

Fig. 2.19 



2. SISTEME CU UN GRAD DE LIBERTATE   33

La o viteză unghiulară nωω <1  sistemul se roteşte cu punctul 1G  în 

exteriorul punctului 1C , în timp ce la viteze unghiulare nωω >2  punctul 2G  se 
roteşte în interiorul punctului 2C . La viteze unghiulare foarte mari, nωω >> , raza 

Cr  devine egală cu excentricitatea e, iar punctele O şi G coincid, discul având o 
precesie în jurul centrului său de greutate. 

La nωω = , razele Cr  şi Gr  cresc nelimitat. Turaţia πωncrn 30=  se 
numeşte turaţia critică a arborelui. Relaţiile (2.36) şi (2.37) arată că viteza 
unghiulară critică a arborelui este egală cu pulsaţia proprie a vibraţiilor de 
încovoiere ale rotorului.  

Variaţia bruscă a poziţiei relative a punctelor O, C şi G la turaţia critică se 
datoreşte neglijării amortizării. La sistemele amortizate, când turaţia arborelui 
variază, segmentul CG se roteşte continuu faţă de OC, astfel încât “punctul cel mai 
îndepărtat” (“high spot”) nu mai coincide cu “punctul greu” (“heavy spot”). La 
turaţia critică, unghiul între cele două segmente este 090  (v. § 2.4.11) . 

Deşi există o analogie evidentă între expresiile (2.36) şi (2.37) pe de o 
parte, şi răspunsul staţionar al unui sistem liniar masă-arc (2.30) şi (2.34) pe de altă 
parte, mişcarea forţată a arborelui în rotaţie nu este o vibraţie propriu-zisă. În 
arbore nu apar tensiuni ciclice, acesta se încovoaie şi ‘îndoitura’ este constantă la 
turaţie constantă. Deformaţia de încovoiere este maximă atunci când viteza 
unghiulară este egală cu pulsaţia vibraţiilor de încovoiere ale arborelui pe care 
acesta le-ar efectua dacă nu s-ar roti şi ar executa doar vibraţii laterale libere 
neamortizate.  

2.3   Vibraţii libere amortizate 

În timpul vibraţiilor, energia mecanică se disipează prin frecări sau alte 
rezistenţe. În prezenţa amortizării, amplitudinea vibraţiilor libere scade în timp iar 
pentru a menţine constantă amplitudinea vibraţiilor trebuie aplicate forţe exterioare. 
În general, disiparea de energie este denumită amortizare. Ea este produsă de 
frecarea internă în materiale, de frecarea între componentele unei structuri, de 
interacţiunile fluid-structură, de radiaţie şi de mişcarea în câmpuri electrice sau 
magnetice.  

Cel mai simplu mecanism de amortizare se datoreşte mişcării într-un 
mediu vâscos. Forţa de amortizare vâscoasă este proporţională cu viteza. 
Experienţa a arătat că în structuri aeronautice disiparea de energie este mai bine 
reprezentată de amortizarea structurală. Amortizarea structurală sau histeretică 
este descrisă de o forţă de amortizare în fază cu viteza dar proporţională cu 
deplasarea. Pentru a descrie mai bine comportarea unor sisteme vibratoare reale, s-
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au imaginat mecanisme mai complicate de amortizare, cum ar fi amortizarea 
ereditară.  

2.3.1  Amortizarea vâscoasă 

Sistemul din fig. 2.20, a constă dintr-un arc liniar de rigiditate k, o masă m 
şi un amortizor vâscos. Forţa din amortizor este proporţională cu viteza şi de semn 
opus. Factorul de proporţionalitate se numeşte coeficient de amortizare vâscoasă, 
c, având unităţi ( )smN . 

 
Fig. 2.20 

În cazul vibraţiilor libere, ecuaţia diferenţială a mişcării se obţine utilizând 
diagrama forţelor din fig. 2.20, b şi legea a doua a lui Newton 

xx kxcm −−= &&& , 

care mai poate fi scrisă 

0=++ xx kxcm &&& .    (2.38) 

Presupunând soluţii de forma tsx e= , se obţine ecuaţia caracteristică  

02 =++
m
ks

m
cs ,    (2.39) 

care are două rădăcini 

m
k

m
c

m
cs −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±−=

2

21, 22
.   (2.40) 

Soluţia generală pentru vibraţiile libere amortizate este 

( ) tsts eCeCtx 21
21 += ,    (2.41) 

în care constantele de integrare se determină din condiţiile iniţiale ale mişcării.  

Ca o mărime de referinţă, se alege amortizarea critică definită de valoarea 
coeficientului c pentru care radicalul din expresia (2.40) este zero 
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n
c

m
k

m
c ω==
2

, 

sau   nc mmkc ω22 == .    (2.42) 

Amortizarea din sistem poate fi definită printr-o mărime adimensională, 
egală cu raportul între coeficientul de amortizare real şi cel critic 

cc
c

=ζ ,      (2.43) 

denumit raport de amortizare (sau fracţiune din amortizarea critică)  

Cu această notaţie, relaţia (2.40) devine 

ns ω⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −±−= 1ζζ 2

21, .   (2.44) 

În continuare se consideră cele trei cazuri distincte pentru natura 
rădăcinilor (2.44), care pot fi reale diferite, complexe sau reale egale.  

Cazul I: Sistem amortizat subcritic, 1ζ <  

Pentru 1ζ < , expresia (2.44) se poate scrie 

ns ω⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −±−= 2

21, ζ1iζ .   (2.45) 

Înlocuind rădăcinile (2.45) în soluţia (2.41) rezultă  

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= −−−− ttt nnn eCeCetx ωωω 22 ζ1i

2
ζ1i

1
ζ , 

sau, utilizând formula lui Euler βββ sinicosei += , după transformări se obţine 

( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−= − φωω teAtx n

tn 2ζ ζ1sin .   (2.46) 

Expresia (2.46) arată că mişcarea este oscilatorie cu amplitudine 
descrescătoare. Descreşterea amplitudinii în timp este proporţională cu tnωζe− , 
după cum se arată cu linii întrerupte în fig. 2.21.  

Pulsaţia oscilaţiei amortizate 

nd ωω 2ζ1−=     (2.47) 

este mai mică decât pulsaţia proprie neamortizată nω  şi se numeşte pulsaţie 
proprie amortizată sau pseudopulsaţie. Dacă 1ζ → , dω  tinde la zero şi mişcarea 
nu mai este oscilatorie. 
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Relaţia (2.44) se poate scrie 

  ds ωσ i21, ±−=     (2.48) 

unde 
nωσ ζ=      (2.49) 

este un factor de amortizare egal cu viteza de descreştere a amplitudinii (panta 
tangentei la înfăşurătoarea exponenţială la 0=t ), deci o constantă de atenuare.  

 
Fig. 2.21 

Se pot stabili următoarele relaţii 

22
ζ

σω

σ

+
=

d

,  22

ζ
σωσω +== dn .  (2.50) 

 
Fig. 2.22 
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Cazul II: Sistem amortizat supracritic, 1ζ >  

Pentru 1ζ > , înlocuind rădăcinile (2.44) în (2.41) rezultă 

( )
tt nn

eCeCtx
ωω ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+−

+=
1ζζ

2
1ζζ

1

22

. 

Mişcarea nu mai este oscilatorie (Fig. 2.22) fiind denumită aperiodică. 

 
Fig. 2.23 

Cazul III: Sistem amortizat critic, 1ζ =  

Amortizarea critică marchează tranziţia de la mişcări oscilatorii la mişcări 
aperiodice. În acest caz limită, soluţia generală este 

( ) ( ) tntCCtx ω−+= e21 . 

Mişcarea este similară celei cu amortizare supracritică (fig. 2.23) dar 
revine la repaus în timpul cel mai scurt fără oscilaţii. Această proprietate este 
utilizată la aparatele electrice cu ac indicator, a căror parte mobilă este amortizată 
critic pentru a reveni cât mai repede pe valoarea măsurată.  

2.3.2  Decrementul logaritmic 

O modalitate de determinare a amortizării într-un sistem în vibraţie este 
măsurarea vitezei de descreştere a amplitudinii oscilaţiilor. Aceasta se exprimă 
convenabil prin decrementul logaritmic, definit ca logaritmul natural al raportului a 
două amplitudini succesive. În cazul amortizării vâscoase, acest raport este 
constant, indiferent de amplitudinile utilizate în calcul.  

Se consideră vibrograma unei vibraţii amortizate (fig. 2.24), descrisă de 
expresia (2.46). 
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Fig. 2.24 

Sinusoida cu amplitudini descrescătoare este tangentă la înfăşurătoarea 
exponenţială în puncte situate puţin la dreapta punctelor cu valori extreme ale 
amplitudinii, unde funcţia sinus este egală cu 1. Întrucât această diferenţă este 
practic neglijabilă, raportul a două amplitudini succesive poate fi înlocuit cu 
raportul ordonatelor exponenţialei calculate la distanţă de o perioadă de oscilaţie 

( )
dn

dn

n
T

Tt

t
e

eA
eA

x
x ω

ω

ω
ζ

ζ

ζ

2

1 ==
+−

−

, 

unde perioada vibraţiei amortizate este 

dn
dT

ωω

2π

ζ1

2π
2

=
−

= . 

Decrementul logaritmic este 

 
22

1

ζ1

ζπ2ζln
−

=== dn T
x
x ωδ .   (2.51) 

Pentru 1ζ << , decrementul logaritmic este aproximativ ζ2πδ ≅ . 

Uneori descreşterea amplitudinii după un singur ciclu de oscilaţie este prea 
mică pentru a fi măsurată corect şi poate fi observată numai după n cicluri. 
Raportul amplitudinilor măsurat după n cicluri de oscilaţie este 

⋅⋅=
3

2

2

1

1

00

x
x

x
x

x
x

x
x

n
( ) δδ nn

n

n ee
x

x
==−1 , 

astfel încât decrementul logaritmic se poate calcula cu relaţia 

nx
x

n
0ln1

=δ .     (2.51, a) 
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Dacă amplitudinile succesive sunt reprezentate grafic în funcţie de indicele 
ciclului pe o scară logaritmică, punctele se vor înscrie în lungul unei linii dreapte 
dacă amortizarea este vâscoasă, aşa cum s-a presupus în ecuaţia (2.38). 

În practică, se trasează întâi înfăşurătoarele care trec prin punctele de 
amplitudine maximă, respectiv minimă (fig. 2.25, a). Se măsoară apoi distanţa 
verticală între cele două înfăşurătoare, în dreptul punctelor de maxim şi minim ale 
vibrogramei. Aceste distanţe se reprezintă grafic pe o scară logaritmică în funcţie 
de numărul de semicicluri de vibraţie, apoi prin punctele obţinute se trasează o linie 
dreaptă (fig. 2.25, b). Panta acestei drepte este utilizată apoi pentru calculul 
raportului de amortizare.  

 
Fig. 2.25 

Pentru 1ζ << , logaritmând relaţia (2.51, a) se obţine 
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nxxn ⋅−= πζ2lnln 0 , 

deci raportul de amortizare ζ  este egal cu panta dreptei împărţită la π2  (sau la π , 
dacă se măsoară ordonatele maximelor şi minimelor ca în fig. 2.25). 

2.3.3  Factorul de pierderi 

O măsură convenabilă a amortizării este factorul de pierderi definit ca 
raportul între energia disipată într-un ciclu de vibraţie (sau energia ce trebuie 
suplinită sistemului pentru a menţine vibraţii de amplitudine constantă) UΔ  şi 
energia potenţială maximă U, acumulată de sistem în ciclul respectiv 

U
Uη Δ

= .    (2.52) 

În general, factorul de pierderi depinde de frecvenţa şi amplitudinea 
vibraţiilor, putând fi calculat şi pentru sisteme neliniare şi sisteme cu parametri 
dependenţi de frecvenţă.  

Dacă 1x  şi 2x  sunt două amplitudini consecutive într-o vibraţie liberă 
amortizată, atunci energia acumulată în elementul elastic la aceste deplasări 

maxime este 2
11  

2
1 xkU = , respectiv 2

22  
2
1 xkU = . Pierderea de energie împărţită la 

energia iniţială este  

δδ 2111 2
2

1

2

1

2

1

21 ≅−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=−=

− −e
x
x

U
U

U
UU  

unde δ  este decrementul logaritmic. Prin urmare, pentru amortizări mici, factorul 
de pierderi este aproximativ egal cu dublul decrementului logaritmic 

δη 2≅ .     (2.52, a) 

2.4  Vibraţii forţate amortizate 

În timpul vibraţiilor forţate amortizate, răspunsul este defazat în urma 
excitaţiei datorită disipării de energie prin amortizare. Răspunsul are amplitudine 
finită la rezonanţa de fază şi este defazat 090  în urma excitaţiei. Amplitudinea 
mişcării la rezonanţă este dependentă de amortizare iar lăţimea curbei de rezonanţă 
este direct proporţională cu amortizarea din sistem. În cazul vibraţiilor armonice, 
diagrama deplasare-forţă este o buclă de histerezis închisă, care pentru sisteme cu 
amortizare vâscoasă este o elipsă a cărei suprafaţă este o măsură a energiei disipate 
prin amortizare.  
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2.4.1  Vibraţii staţionare cu amortizare vâscoasă 

Se consideră sistemul masă-arc-amortizor fixat la bază, solicitat de o forţă 
armonică tF ωcos0  aplicată masei (fig. 2.26, a).  

 
Fig. 2.26 

Pe baza diagramei forţelor din fig. 2.26, b ecuaţia diferenţială a mişcării se 
poate scrie sub forma 

tFkxcm ωcos0=++ xx &&& .   (2.53) 

Soluţia completă a ecuaţiei (2.53) constă din suma soluţiei (2.46) a ecuaţiei 
omogene (2.38) şi o soluţie particulară care are forma funcţiei excitaţiei din 
membrul drept.  

Datorită amortizării, soluţia omogenă se anulează în scurt timp, rămânând 
doar soluţia particulară care descrie o mişcare armonică având aceeaşi frecvenţă ca 
forţa excitatoare şi un defazaj faţă de aceasta 

( ) ( )ϕω −= tXtx cos .    (2.54) 

Amplitudinea deplasării X şi defazajul ϕ  dintre deplasare şi forţă se obţin 
înlocuind soluţia (2.54) în ecuaţia (2.53). 

Deplasând toţi termenii în membrul drept, se obţine  

( ) ( ) ( ) 0coscossincos 0
2 =+−−−+− tFtXktXctXm ωϕωϕωωϕωω . 

Termenii din ecuaţia de mai sus reprezintă proiecţii ale vectorilor forţă pe o 
axă (orizontală) rotită cu unghiul tω  faţă de vectorul forţei excitatoare (fig. 2.27). 

Vectorul forţei 0F  este rotit cu un unghi ϕ  înaintea vectorului deplasare 

X . Forţa elastică Xk  are sens opus deplasării, în timp ce forţa de inerţie Xm 2ω  
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este în fază cu deplasarea. Forţa de amortizare Xcω  este rotită cu 090  faţă de 
forţa elastică. În timpul vibraţiei, vectorii au poziţii relative fixe şi se rotesc 
împreună cu viteza unghiulară ω  în sens trigonometric. Diagrama vectorilor 
rotitori (fazori) din fig. 2.27 este trasată pentru o pulsaţie excitatoare inferioară 
pulsaţiei de rezonanţă.  

 
Fig. 2.27 

Însumând proiecţiile vectorilor pe direcţia deplasării şi pe direcţia 
perpendiculară pe aceasta, se obţin ecuaţiile de echilibru dinamic 

ϕω cos0
2 FXmXk =− , ϕω sin0FXc = . (2.55) 

O componentă a forţei excitatoare echilibrează forţa de amortizare în timp 
ce cealaltă componentă este necesară pentru echilibrarea forţei reactive, egală cu 
diferenţa între  forţa elastică şi forţa de inerţie.  

Rezolvând pentru X şi ϕ  se obţine amplitudinea vibraţiilor forţate 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) 2 2 2222

0

ζ21 nn

stX

cmk

FX
ωωωωωω +−

=
+−

= , (2.56) 

şi tangenta unghiului de fază  

 
( ) 22 1
ζ2tg

n

n

mk
c

ωω
ωω

ω
ωϕ

−
=

−
= ,   (2.57) 

unde  

   mkn =ω  şi mkc 2ζ = . 

Amplitudinea adimensională şi unghiul de fază sunt reprezentate grafic în 
fig. 2.28 pentru .constF =0  şi câteva valori are raportului de amortizare ζ . 



2. SISTEME CU UN GRAD DE LIBERTATE   43

Diagramele amplitudine-frecvenţă se numesc curbe de rezonanţă sau curbe 
de răspuns în frecvenţă. O astfel de curbă începe din punctul de ordonată stX , 
atinge valoarea maximă la pulsaţia de rezonanţă, descreşte trecând prin valorile 
corespunzătoare pulsaţiei proprii amortizate (2.47) şi pulsaţiei proprii neamortizate 
(2.4), tinzând asimptotic spre zero odată cu creşterea pulsaţiei.  

 
Fig. 2.28 

Unghiul de fază dintre forţa excitatoare şi deplasare variază de la zero, la 
pulsaţie nulă, devine 090  la pulsaţia proprie neamortizată, apoi tinde asimptotic la 

0180  pe măsura creşterii pulsaţiei. La amortizări reduse, se observă o variaţie 
rapidă a defazajului la trecerea prin pulsaţia proprie.  

În cazul amortizării subcritice, curba răspunsului în frecvenţă (fig. 2.28, a) 
are un vârf de rezonanţă, care se spune că apare la frecvenţa (pulsaţia) de 
rezonanţă. Pentru valori 7070ζ ,> , vârful de rezonanţă este complet aplatisat. 
Sistemele amortizate supracritic nu au rezonanţe.  

Este important de notat că “rezonanţa amplitudinii” este definită la pulsaţia 
2ζ21−= nr ωω  la care apare valoarea maximă 

2ζ1ζ2 −
= st

max
XX  a 

răspunsului staţionar.  
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Prin definiţie, “rezonanţa fazei” apare la pulsaţia proprie neamortizată 

nωω =  (când defazajul este 090 ) la care amplitudinea deplasării este 
ζ2
st

rez
XX = . 

Pentru valori mici ale amortizării cele două rezonanţe coincid.  

 

Fig. 2.29 

Diagrama vectorială a forţelor la rezonanţa de fază este prezentată în fig. 
2.29. Forţa elastică echilibrează forţa de inerţie a masei, iar forţa excitatoare 
compensează doar forţa de amortizare. Între masă şi arc are loc un schimb continuu 
de energie cinetică şi potenţială. Forţa exterioară ce trebuie aplicată pentru a 
menţine sistemul în vibraţie staţionară este cea necesară pentru a suplini energia 
disipată prin amortizare.  

La rezonanţă, energia reactivă (din arc şi masă) este zero iar energia activă 
(efectiv disipată) este maximă. Din acest motiv la rezonanţă este necesară o forţă 
minimă pentru a menţine o anumită amplitudine a deplasării. Pe o diagramă a 
rigidităţii dinamice (forţa necesară pentru a produce o deplasare egală cu unitatea 
în punctul de aplicaţie) în funcţie de pulsaţia excitatoare, rezonanţa este marcată de 
un minim (ca în fig. 2.14). 

2.4.2  Diagrama deplasare-forţă 

Se consideră (pentru simplificarea prezentării) deplasarea armonică în 
regim staţionar de forma 

( ) tXtx ωcos= ,    (2.58) 

defazată cu un unghi ϕ  faţă de forţa excitatoare aplicată masei 

( ) ( )ϕω += tFtf cos0 .    (2.59) 
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Relaţiile (2.58) şi (2.59) sunt ecuaţiile parametrice ale unei elipse. 
Eliminând timpul între cele două expresii rezultă  

ϕϕ 2

0
2

0

2

2

2
sincos2 =−+

F
f

X
x

F
f

X
x .   (2.60) 

Diagrama deplasare-forţă este o buclă de histerezis de formă eliptică (fig. 
2.30), parcursă în sens trigonometric. 

 
Fig. 2.30 

Aria suprafeţei acestei elipse este o măsură a energiei disipate într-un ciclu 
de vibraţie. Aceasta este egală cu lucrul mecanic efectuat de forţa (2.59) pe 
deplasarea (2.58) 

( ) ( )tttFXt
t
xfxfWd ωωϕω

πωπ

dsincosd
d
dd

2

0
0

2

0
∫∫∫ +−=== , 

ϕsinπ 0 XFWd = . 

Utilizând a doua ecuaţie (2.55), expresia de mai sus devine 
2π XcWd ω= .     (2.61) 

Pentru a produce lucru mecanic, forţa de amortizare tXxcfd ωω sin=−= &  

trebuie să fie defazată cu 090  faţă de deplasarea ( ) tXtx ωcos= . 

Dacă deplasarea şi forţa sunt măsurate cu traductoare de vibraţii şi 
semnalele acestora sunt aplicate pe plăcile de deflecţie ale unui osciloscop 
(deplasarea în ordonată şi forţa în abscisă) imaginea obţinută pe ecran este o figură 
Lissajous. La frecvenţe joase figura este o linie dreaptă, a cărei pantă depinde de 
raportul amplitudinilor celor două semnale (fig. 2.31, a). Pe măsura creşterii 
pulsaţiei, linia dreaptă devine o elipsă (fig. 2.31, b) a cărei semiaxă mare creşte cu 
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pulsaţia. La pulsaţia proprie neamortizată (fig. 2.31, c) semiaxa mare a elipsei este 
verticală şi de amplitudine mare. La creşterea în continuare a pulsaţiei, semiaxa 
mare continuă să se rotească dar descreşte în amplitudine (fig. 2.31, d). Lăţimea 
elipsei descreşte până când, la pulsaţii mult deasupra rezonanţei, elipsa 
degenerează din nou într-o linie dreaptă aproape paralelă cu axa orizontală (fig. 
2.31, e). 

 
     Fig. 2.31 

La rezonanţa fazei, nωω = , 090=ϕ , kFX res ζ20= , semiaxa mare a 
elipsei este verticală iar energia disipată prin amortizare este  

2
0 ππ resnresd XcXFW ω== .   (2.62) 

Energia disipată într-un ciclu de vibraţie prin amortizare vâscoasă este 
proporţională cu pulsaţia excitatoare (ec. 2.61). 

2.4.3  Amortizarea structurală 

Experienţe cu structuri aeronautice şi diferite materiale arată că energia 
disipată într-un ciclu de vibraţie este independentă de pulsaţie şi proporţională cu 
pătratul amplitudinii deplasării. Valorile amortizării în structuri inginereşti sunt 
relativ mici chiar la frecvenţe de rezonanţă înalte (de ordinul 050020 ,, −=ζ ). De 
asemenea, dacă toată amortizarea ar fi vâscoasă, atunci clopotele mici, care produc 
sunete înalte, ar reacţiona la lovire cu un sunet înfundat, în locul unui clinchet. De 
aici rezultă că amortizarea vâscoasă, adoptată iniţial datorită simplităţii 
matematice, trebuie înlocuită printr-un model în care energia disipată prin 
amortizare este independentă de frecvenţă. Acest tip de amortizare se numeşte 
amortizare structurală sau histeretică.  
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Utilizarea termenului amortizare “histeretică” este nepotrivită, deoarece 
toate mecanismele de amortizare conduc la o buclă de histerezis. De aceea în 
continuare se preferă termenul amortizare “structurală”. Acesta implică o forţă de 
sens opus care este în fază cu viteza însă, spre deosebire de amortizarea vâscoasă, 
are o amplitudine care nu este proporţională cu viteza ci cu deplasarea. 
Coeficientul de amortizare este invers proporţional cu pulsaţia, astfel că forţa de 
amortizare este ωxh &−  (în loc de xc&− ). Ecuaţia (2.53) devine 

tFkxhm ω
ω

cos0=++ xx &&& ,   (2.63) 

unde h este un coeficient de amortizare structurală. Includerea pulsaţiei ω  în 

coeficientul vitezei x&  implică faptul că soluţiile sunt valabile numai la această 

pulsaţie. Ecuaţia de mişcare se mai poate scrie utilizând o rigiditate complexă 

hkk i+=∗  (fiindcă s-a pus condiţia de a avea o soluţie armonică), sub forma 

( ) teFhkm ωi
0i =++ xx&& .   (2.64) 

Deoarece c este înlocuit prin ωh , energia disipată pe ciclu este 

2π XhWd = ,     (2.65) 

fiind independentă de pulsaţie. 

Expresiile (2.56) şi (2.57) devin 

( ) ( )[ ] 222222

0

1 g

X

hmk

FX

n

st

+−
=

+−
=

ωωω
, (2.66) 

( ) 22 1
tg

n

g
mk
h

ωωω
ϕ

−
=

−
= ,   (2.67) 

unde khg =  este factorul de amortizare structurală. 

2.4.4  Metoda punctelor de semi-putere 

Curba de rezonanţă a sistemului masă-arc-amortizor poate fi utilizată 
pentru determinarea raportului de amortizare (fig. 2.32). 

La nωω =  amplitudinea la rezonanţă este 
ζ2
st

rez
XX = . Pentru valori mici 

ale amortizării, vârful M coincide cu punctul care marchează rezonanţa fazei.  
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Punctele B şi C, de ordonată ( ) rezX22  se numesc punctele de semi-

putere. Aceasta deoarece pătratul amplitudinii este ( ) 221 rezX , deci puterea disipată 
prin amortizare la pulsaţiile acestor puncte 1ω  şi 2ω , este jumătate din puterea 
disipată la rezonanţă. 

 
      Fig. 2.32 

Înlocuind în expresia (2.56) se obţine  

( )( ) ( ) 222

2

ζ21 

1
ζ2

1 
2
1

nn ωωωω +−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
, 

de unde rezultă ecuaţia  

( ) ( ) ( ) ( ) 0ζ81ζ212 2224 =−+−− nn ωωωω . 

Soluţiile ecuaţiei sunt pulsaţiile de semi-putere 

( ) ( ) 222
21 ζ1ζ2ζ21 +±−=,nωω , 

care pentru amortizări mici 1ζ <<  pot fi aproximate prin 

( ) ζ212
21 ±≅,nωω . 

Notând  

  ( )ζ2122
1 −≅ nωω ,     ( )ζ2122

2 +≅ nωω ,  

se obţine 
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2
1

2
2

2
1

2
2ζ2

ωω

ωω

+

−
≅      (2.68) 

sau 

nnnn ω
ωω

ω
ωω

ω
ωω

ω

ωω 121212
2

2
1

2
2

22
ζ2

−
≅

+−
=

−
≅ , 

deci raportul de amortizare este dat de expresia 

nω
ωΔ

2
ζ ≅ ,     (2.69) 

în care 12 ωωωΔ −=  este lăţimea de bandă a curbei de rezonanţă. 

Pe baza formei curbei de rezonanţă determinate experimental este dificil de 
stabilit dacă amortizarea este într-adevăr de tip vâscos. Dacă se consideră un singur 
grad de libertate şi mişcarea este armonică, atunci este convenabilă utilizarea 
conceptului de “amortizare vâscoasă echivalentă”. În acest caz, coeficientul de 
amortizare vâscoasă are o astfel de valoare încât energia disipată într-un ciclu de 
deplasare armonică cu o anumită amplitudine şi frecvenţă, este aceeaşi ca cea 
disipată prin mecanismul real de amortizare, în acelaşi ciclu de deplasare. În relaţia 
(2.43) coeficientul c este atunci coeficientul de amortizare vâscoasă echivalentă.  

2.4.5  Metoda masei adiţionale 

În vecinătatea unei rezonanţe izolate, comportarea unui sistem vibrator 
oarecare se aseamănă răspunsului unui sistem cu un grad de libertate. Masa şi 
rigiditatea sistemului echivalent pot fi determinate experimental prin metoda masei 
adiţionale.  

 

 
Fig. 2.33 

Se trasează experimental două curbe de răspuns în frecvenţă, una pentru 
sistemul real, cealaltă pentru sistemul în care s-a adăugat o masă adiţională 
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cunoscută am  (fig. 2.33). Pulsaţiile proprii 1nω  şi 2nω  se determină în punctele cu 
amplitudine maximă a deplasării.  

Din relaţiile corepunzătoare (2.4) 
2
1nmk ω= ,    (2.70) 

( ) 2
2nammk ω+= ,   (2.71) 

se poate obţine masa echivalentă 

( ) 12
2

2
1 −

=
nn

amm
ωω

,   (2.72) 

apoi, din relaţia (2.70), rigiditatea echivalentă k. 

De notat că răspunsul la rezonanţă al sistemului cu masa ataşată este mai 
mare deoarece pentru sistemul real 

k
m

c
F

c
F

k
FX

n
rez

0

1

0

1

0
ζ2
1

1
===

ω
 

iar pentru sistemul cu masa ataşată 

k
mm

c
F

c
F

k
FX a

n
rez

+
=== 0

2

0

2

0
ζ2
1

2 ω
. 

Dacă pulsaţia de lucru este în vecinătatea valorii 1nω , atunci amplitudinea 
răspunsului forţat al sistemului poate fi micşorată adăugând o masă am . 

2.4.6  Rezolvarea prin algebra complexă  

În cazul excitaţiei armonice, forţa care acţionează asupra masei sistemului 
din fig. 2.26 se poate scrie 

( ) teFtf ωi
0= ,    (2.73) 

astfel încât soluţia staţionară (2.54) devine 

( ) teXtx ωi= ,    (2.74) 
unde 

IR XXeXX ii +== θ     (2.75) 

este amplitudinea complexă a deplasării.  

În relaţia (2.75), X este modulul, θ  este unghiul de fază, RX  este 
componenta reală (în fază) şi IX  este componenta imaginară (în cuadratură)  
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θcosXX R = ,  θsinXX I = ,   (2.76) 

22
IR XXX += , RI XX=θtg .   (2.77) 

În cazul amortizării structurale, ecuaţia mişcării (2.63) devine 

teFkxhm ω

ω
i

0=++ xx &&& .   (2.78) 

Înlocuind (2.73) şi (2.74) în (2.78) se obţine 

( ) 0
2 i FXkhm =++− ω . 

Amplitudinea complexă X  are expresia 

( ) g
X

hmk
FX

n

st

i1i 22
0

+−
=

+−
=

ωωω
,   (2.79) 

unde mkn =ω  şi khg = , astfel încât 

( )
( )[ ] st

n

n
R X

g
X

222

2

1

1

+−
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=

ωω

ωω ,  
( )[ ] st

n

I X
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ωω
 (2.80) 

( )[ ] st

n
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g
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2221

1

+−
=

ωω
, 

( )21
tg

n

g
ωω

θ
−

−
= .  (2.81) 

Eliminând pulsaţia ω  între expresiile componentelor RX  and IX  rezultă 
2
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+ stRstI X

g
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g
X .   (2.82) 

Acest cerc este locul geometric al vârfului vectorului deplasării în planul complex.  

2.4.7  Funcţiile răspunsului în frecvenţă 

După cum răspunsul este o deplasare, viteză sau acceleraţie, există mai 
multe funcţii de răspuns în frecvenţă (FRF) definite ca rapoarte complexe 
răspuns/excitaţie sau excitaţie/răspuns. Următoarele definiţii sunt aproape general 
acceptate şi chiar standardizate : 

deplasare / forţă  =  receptanţă, 

viteză / forţă  =  mobilitate, 

acceleraţie / forţă  =  acceleranţă (inertanţă), 
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forţă / deplasare  =  rigiditate dinamică, 

forţă / viteză  =  impedanţă mecanică, 

forţă / acceleraţie  =  masă aparentă. 

 
Fig. 2.34 

Datorită caracterului armonic al mărimilor considerate, aceste funcţii 
conţin de fapt aceeaşi informaţie despre sistemul în vibraţie, putându-se stabili 
relaţii simple între ele. 
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În general, se folosesc trei tipuri de diagrame: 

a) diagrame Bodé ale modulului FRF în funcţie de frecvenţă şi ale 
unghiului de fază al FRF în funcţie de frecvenţă; 

b) diagrame ale părţii reale a FRF în funcţie de frecvenţă şi ale părţii 
imaginare a FRF în funcţie de frecvenţă; 

c) diagrame Nyquist ale părţii imaginare a FRF în funcţie de partea reală a 
FRF, cu marcarea frecvenţei în lungul curbei. 

Pentru un sistem cu amortizare structurală, în fig. 2.34 se prezintă 
diagramele receptanţei 0FX=α  pentru o valoare dată a factorului de amortizare. 
Rezonanţa apare în punctul M, iar punctele de semi-putere sunt notate B şi C.  

Diagrama Nyquist (fig. 2.34, e) este un cerc. Ea conţine într-un singur 
grafic informaţia asupra amplitudinii şi unghiului de fază. În vecinătatea rezonanţei 
scara frecvenţelor este ‘dilatată’, astfel încât răspunsul între punctele de semi-
putere este reprezentat pe un semicerc, indiferent de nivelul amortizării. Scăderea 
amortizării duce la creşterea diametrului cercului (pentru aceeaşi scară a 
amplitudinii) şi la expandarea scării frecvenţelor.  

Rezonanţa este indicată de maxime în diagramele α  (fig. 2.34, a) şi Iα  
(fig. 2.34, d), şi prin puncte de inflexiune (pantă maximă sau valoare maximă a 
derivatei în raport cu 2ω ) în diagramele θ  (fig. 2.34, b) şi Rα  (fig. 2.34, c). 
Vârful în diagrama Iα  este mai ascuţit decât în diagrama α . La rezonanţă, 

090−=θ  şi 0=Rα . În diagrama Nyquist (fig. 2.34, e), rezonanţa apare la 
intersecţia cercului cu axa imaginară, în punctul unde viteza de variaţie a lungimii 
arcului de cerc în raport cu frecvenţa este maximă. Aceasta se bazează pe 
observaţia că derivata 

( ) ( ) ( )
2

22222222 1

1

d

d1

d

d α
ωωωω

θ

ωω
k

gkh
s

nnn

=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−

=−=  (2.83) 

are o valoare maximă la rezonanţă. Dacă sistemul este excitat cu o forţă armonică 
iar receptanţa este reprezentată grafic prin puncte, corespunzătoare unor creşteri 
egale ale pulsaţiei ωΔ , atunci lungimea arcului sΔ  între două puncte succesive 
este maximă la rezonanţă. Această proprietate formează baza teoretică a metodei 
dezvoltate de Kennedy şi Pancu (1945) pentru localizarea rezonanţei. 

Factorul de amortizare structurală se poate calcula cu relaţia (Broadbent şi 
Hartley, 1958) 

2
1

2
2

2
1

2
2

ωω

ωω

+

−
=g     (2.84) 
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unde 1ω  şi 2ω  sunt pulsaţiile punctelor de extrem din diagrama ( )ωα R  sau ale 
capetelor diametrului BC, trasat perpendicular pe OM, în diagrama Nyquist. 

Rigiditatea se poate calcula pe baza valorii receptanţei rezα  la rezonanţă 

rezrez X
F

gg
k 0111

==
α

.   (2.85) 

Deoarece în planul complex viteza este defazată 090  înaintea deplasării şi 
acceleraţia este defazată 090  înaintea vitezei, diagramele Nyquist ale mobilităţii şi 
acceleranţei sunt rotite 090  şi respectiv 0180  în sens trigonometric faţă de 
diagrama polară a receptanţei.  

Diagrama Nyquist a mobilităţii IR MMFXωM ii 0 +== , care nu este un 
cerc, este prezentată în fig. 2.35, a, fiind descrisă de următoarea ecuaţie 

( ) 02

2222 =+−+
mkg
MM

mkg
MMM IRR

IR . 

  
a b 

Fig. 2.35 

Diagrama Nyquist a acceleranţei IRFX ββωβ i0
2 +=−=  este prezentată 

în fig. 2.35, b, fiind un cerc de ecuaţie  

 22
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În ambele figuri s-au marcat punctele de semi-putere B şi C, şi punctul de 
amplitudine maximă a răspunsului R.  
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2.4.8  Diagrama polară a receptanţei pentru amortizare vâscoasă 

Receptanţa este exprimată prin raportul între amplitudinea complexă a 
deplasării X  şi amplitudinea forţei armonice 0F . Utilizând, în locul lui α , notaţia 
generală pentru o funcţie de răspuns în frecvenţă ( )ωiH , în cazul amortizării 
vâscoase se obţine  

( )
nn

m
cmkF

XH
ωωωωωω

ω
ζ2i

1
i

1i 222
0 +−

=
+−

== .  (2.86) 

La sisteme cu amortizare vâscoasă, diagrama Nyquist a receptanţei nu mai 
este un cerc, ceea ce constituie un dezavantaj la identificarea parametrilor 
sistemului. Totuşi, se poate arăta că aceasta poate fi descompusă în două cercuri.  

Relaţia (2.86) se poate scrie sub forma 

( ) ( )( )21 ii
1i

ss
mH

−−
=

ωω
ω ,   (2.87) 

unde d,s ωσ i21 ±−=  (2.48) sunt rădăcinile ecuaţiei caracteristice (2.39). 

Relaţia (2.87) se poate scrie ca o sumă de fracţii parţiale  
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.  (2.88) 

Înmulţind ambii membri ai relaţiei (2.88) cu ( )1i s−ω  şi calculând 
rezultatul pentru 1i s=ω  se obţine 
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Prin urmare 
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şi similar 
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Extrăgând un factor constant 
i2

1
 din expresia lui 1C  şi 2C , expresia 

(2.88) se poate scrie sub forma  
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( ) ( ) ( )21 ii 2ii2
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−

−
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∗

ωω
ω ,  (2.89) 

unde steluţa denotă conjugata complexă.  

În acest caz, reziduurile sunt pur reale 

d

m
RR

ω
1

== ∗ .    (2.90) 

La sisteme cu mai multe grade de libertate, acestea sunt complexe conjugate.  

Expresia (2.89) se poate scrie 

( ) ( ) ( )dd

UUH
ωωσωωσ

ω
++

+
−+

=
∗

i i
i .  (2.91) 

unde 

dm
UU

ω2
1i −=−= ∗ .    (2.92) 

În continuare se va analiza diagrama Nyquist obţinută pe baza expresiei 
(2.91). 

 

  
a b 

Fig. 2.36 

Pentru a trasa diagrama primului termen al sumei (2.91) 

( )d

U
ωωσ −+ i

,   (2.93) 

se consideră întâi diagrama corespunzătoare expresiei 
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( )dωωσ −+ i
1 .   (2.94) 

În planul complex, expresia (2.94) reprezintă un cerc (fig. 2.36, a) cu 
centrul în punctul ( )021 ,σ  şi diametrul σ1 . În punctul M de amplitudine 
maximă, adică în punctul de intersecţie al cercului cu axa reală, pulsaţia este dω , 
pulsaţia proprie amortizată. Constanta de atenuare σ  este egală cu intervalul de 
frecvenţe măsurat de la punctul M la punctele B şi C, ai căror vectori fac unghiuri 
de 045±  cu vectorul răspuns din punctul M. La frecvenţe negative, cercul este 
trasat cu linie întreruptă.  

În continuare se consideră efectul numărului imaginar U de la numărătorul 
expresiei (2.93). Înmulţirea cu acest număr imaginar produce o rotaţie de 090  a 
diagramei în sens orar şi o dilatare sau contracţie cu un factor dmω21  (fig. 2.36, 
b). Cercul rezultant se numeşte cercul cu pulsaţii predominant pozitive. Centrul 

acestui cerc este în punctul ( )σ2 0 U,−  iar diametrul este 
2ζ1ζ

1
2
1

−
=

k
U
σ

. 

Porţiunea trasată cu linie întreruptă corespunde pulsaţiilor negative.  

 
a b 

Fig. 2.37 

Se consideră apoi al doilea termen al sumei (2.91) 

( )d

U
ωωσ ++

∗

i
.   (2.95) 

Diagrama polară a expresiei 

( )dωωσ ++ i
1     (2.96) 

este prezentată în fig. 2.37, a. 
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Expresia (2.95) reprezintă de asemenea un cerc (fig. 2.37, b), numit cercul 
cu pulsaţii predominant negative. Acest cerc are acelaşi diametru cu cercul din fig. 
2.36, b dar este rotit 090  în sens trigonometric faţă de axa reală. Arcul de cerc 
corespunzător pulsaţiilor pozitive reprezintă numai o mică parte din acest cerc. 
Restul cercului, corespunzător pulsaţiilor negative, este trasat cu linie întreruptă.  

Combinând diagramele din fig. 2.36, b şi fig. 2.37, b, se obţine diagrama 
Nyquist din fig. 2.38, a (linie groasă), care nu mai este un cerc. Câteva astfel de 
diagrame sunt prezentate în fig. 2.38, b pentru diferite valori ale lui ζ . 

  
 

 

a  b 
Fig. 2.38 

Valoarea FRF (2.89) la pulsaţia proprie amortizată este 

( )
d

d
RR

H
ωσσ

ω
2i 

i2i2
i

+
−=

∗

, 

( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢
⎣

⎡
+

−=
ddd

d mm
H

ωσωσω
ω

2i
11

i2
1i .  (2.97) 

Aceasta poate fi aproximată prin 

( )
d

d m
RH

ωσσ
ω

2i
1

2i
i =≅    (2.98) 

deoarece al doilea termen în membrul drept al expresiei (2.97) tinde spre zero 
pentru valori mari ale lui dω . 
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De fapt, o serie de modele cu un grad de libertate pot fi reprezentate 
simplificat prin funcţia 

( ) ( ) ( )[ ]d

R
s

RH
ωσωω

ω
ii2i2

i
1 −−

=
−

≅ .  (2.99) 

2.4.9  Transmisibilitatea în sisteme amortizate  

Dacă sistemul masă-arc-amortizor este excitat cinematic la bază cu o 
deplasare teXx ωi

11 = , mişcarea transmisă masei este teXx ωi
22 = , unde 

ϕi
22

−= eXX  este o amplitudine complexă. Ecuaţia diferenţială a mişcării este 

( ) ( )12122 xxcxxkxm &&&& −−−−=  

şi poate fi rearanjată sub forma 

11222 xkxcxkxcxm +=++ &&&& .   (2.100) 

Raportul amplitudinilor este 

cmk
ck

X
X

ωω
ω

i
i
2

1

2

+−
+

= .    (2.101) 

 

 
Fig. 2.39 
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Transmisibilitatea mişcării este  

( )

( )[ ] ( ) 2 2 2

2 

1

2

ζ21

ζ21

nn

n

X
X

TR
ωωωω

ωω

+−

+
== ,  (2.102) 

Defazajul între cele două mişcări este dat de 

( )
( ) ( ) 2 2

3 

ζ21
ζ2arctg

nn

n

ωωωω
ωωϕ

+−
= .   (2.103) 

Expresiile (2.102) şi (2.103) sunt reprezentate grafic în fig. 2.39 pentru 
câteva valori ale raportului de amortizare ζ . 

Pentru 2>nωω , TR este subunitară, ca în fig. 2.17, însă dacă 
amortizarea creşte, creşte şi transmisibilitatea, deci scade gradul de izolare. 
Diminuarea amortizării nu este o soluţie eficientă deoarece, pentru a funcţiona la 
pulsaţii 2>nωω , sistemul trebuie să treacă prin rezonanţă, unde amplitudinea 
este limitată de amortizare. În unele cazuri, există o amortizare redusă inerentă iar 
amplitudinile mari în vecinătatea rezonanţei sunt eliminate prin limitatoare sau 
accelerarea prin rezonanţă.  

O problemă similară de izolare a vibraţiilor poate fi formulată pentru un 
sistem rezemat la bază şi excitat prin masă (fig. 2.26). Dacă forţa excitatoare ce 
trebuie izolată este teF ωi

0  (2.73), iar amplitudinea complexă a deplasării este X  
(2.74), atunci forţa transmisă prin arc şi amortizor, legate în paralel, este armonică 
şi de amplitudine  

( ) ( )22 XcXkFT ω+=    (2.104) 

astfel că transmisibilitatea forţei  

0FFTR T=      (2.105) 

este dată de expresia (2.102). 

De observat că forţa transmisă la bază prin arc şi amortizor este defazată 
faţă de forţa elastică şi forţa de amortizare.  

2.4.10  Teoria captorilor seismici  

Există două tipuri conceptual diferite de instrumente pentru măsurarea 
vibraţiilor: a) aparate cu punct fix sau cvasi-statice, care măsoară mişcarea 
vibratorie faţă de un punct de referinţă fix în spaţiu, şi b) captori seismici, în care 
mişcarea vibratorie este măsurată faţă de masa unui sistem masă-arc-amortizor 
ataşat structurii în vibraţie. 
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Captorul seismic (fig. 2.40) constă din suportul S, ataşat rigid de sistemul 
în vibraţie, sistemul masă-arc-amortizor m-k-c, şi traductorul T, care măsoară 
mişcarea relativă între masa seismică şi suport.  

Se presupune că sistemul în vibraţie, deci şi baza captorului, efectuează o 
mişcare armonică 

( ) tXtx ωcos11 = .    (2.106) 

Neglijând termenii tranzitorii, deplasarea relativă între masa m şi suportul 
S poate fi scrisă sub forma 

( ) ( )ϕω −= tXtx rr cos .   (2.107) 

Deplasarea absolută a masei m, faţă de un punct de referinţă fix, este 
rxxx += 12  

iar acceleraţia absolută este  

rxxx &&&&&& += 12 . 

Ecuaţia de mişcare a masei m este 

 ( ) 01 =+++ rrr xkxcxxm &&&&&  

sau 
 tXmxmxkxcxm rrr ωω cos2

11 =−=++ &&&&& .  (2.108) 

 
Fig. 2.40 

Ecuaţia (2.108) are o soluţie staţionară pentru care 

( )
( )[ ] ( ) 2 2 2

2

1 ζ21 nn

nr
X
X

ωωωω

ωω

+−
= ,   (2.109) 
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( )21
ζ2arctg

n

n

ωω
ωωϕ

−
= .    (2.110) 

 
Fig. 2.41 

 
Fig. 2.42 
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În fig. 2.41 se arată variaţia raportului amplitudinilor (2.109) în funcţie de 
pulsaţia adimensională nωω , pentru două valori ale raportului de amortizare. 
Figura 2.42 prezintă variaţia defazajului ϕ  în funcţie de nωω . 

În funcţie de domeniul de pulsaţii utilizat, captorul măsoară deplasarea, 
viteza sau acceleraţia.  

Vibrometrul. În intervalul III, la pulsaţii nωω >> , se observă că 

1XX r ≅ , deci deplasarea relativă rX  între masă şi suport, măsurată de traductor, 
este practic egală cu deplasarea 1X  a structurii în vibraţie. Figura 2.42 arată că, în 
acest domeniu de pulsaţii, defazajul este πϕ =  pentru amortizare mică ( )0ζ → , 

astfel că masa m şi suportul vibrează defazate cu 0180 . Faţă de un sistem de 
referinţă inerţial (punct de referinţă fix) masa m rămâne aproape nemişcată (devine 
un “punct fix” în spaţiu) iar mişcarea suportului este măsurată în raport cu masa.  

Dacă T este un traductor de deplasări, instrumentul este un captor seismic 
de deplasări absolute (vibrometru). Dacă T este un traductor de viteze, atunci 
instrumentul devine un captor de viteze.  

Captorii seismici de deplasări au frecvenţe proprii joase (1-5 Hz) care se 
obţin cu valori mici ale rigidităţii k, deci cu o suspensie moale a masei seismice, 
respectiv cu mase m mari. 

Accelerometrul. În intervalul I, la pulsaţii nωω << , expresia (2.109) 
devine 

( )2
1 nr XX ωω≅ , 

sau 

( )2
12

1 ω
ω

XX
n

r ≅ ,    (2.111) 

unde 2
1ωX  este acceleraţia structurii în vibraţie. 

În acest caz, captorul măsoară o mărime direct proporţională cu acceleraţia 
absolută a structurii şi se numeşte accelerometeru. El are o frecvenţă proprie relativ 
mare, realizată cu o masă seismică mică şi cu un arc rigid.  

În intervalul II, la nωω ≅ , masa vibrează cu amplitudini mari, proprietate 
utilizată în proiectarea frecvenţmetrelor lamelare şi accelerometrelor folosite la 
măsurarea defectelor rulmenţilor. 

Distorsiuni de amplitudine. Pentru a reproduce un semnal complex fără 
distorsiuni, toate componentele armonice trebuie amplificate în mod egal, 
indiferent de frecvenţă. Aceasta se poate realiza dacă raportul amplitudilor 1XX r  
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este aproape constant. Ca urmare, pentru fiecare captor se indică domeniul 
frecvenţelor de lucru în care distorsiunile sunt sub anumite limite.  

Figura 2.43 prezintă o porţiune mărită a fig. 2.41, cu patru curbe trasate 
pentru diferite valori ale raportului de amortizare. Captorul cu 70ζ ,=  are o curbă 
de răspuns orizontală până la 4=nωω . Distorsiunile de amplitudine fixează o 
limită inferioară a frecvenţelor vibraţiilor măsurate cu un captor de deplasări.  

 

 
Fig. 2.43 

Distorsiuni de fază. Pentru a reproduce un semnal complex fără 
modificarea formei în timp a acestuia, defazajele relative ale diferitelor 
componente armonice trebuie să fie egale. Aceasta se poate realiza dacă defazajul 
ϕ  creşte liniar cu frecvenţa. 

La un vibrometru, raportul nωω  este relativ mare, şi unghiul ϕ  este 

aproximativ 0180  pentru toate armonicele, deci nu apar distorsiuni de fază. La un 
accelerometru, când raportul de amortizare este aproximativ egal cu 70, , există o 
relaţie aproape liniară între unghiul de fază şi pulsaţie, ( )( )nωωπϕ 2≅ . Această 
valoare a amortizării este folosită pentru minimizarea răspunsului tranzitoriu al 
captorului. 

2.4.11  Precesia rotorului Laval cu amortizare externă 

Se consideră mişcarea rotorului din fig. 2.18 sub acţiunea unei forţe de 
frecare generate de mişcarea relativă faţă de mediul ambiant staţionar. În timpul 
precesiei sincrone, punctele C şi G se rotesc în jurul axei lagărelor O cu o viteză 
unghiulară ω , aceeaşi ca viteza de rotaţie a arborelui în jurul lui C. Forţa de 
amortizare df  se poate considera proporţională cu viteza tangenţială ωCr , deci 

ωCd rcf −= , unde c este coeficientul de amortizare vâscoasă exterioară. 
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Diagrama forţelor care acţionează asupra discului este prezentată în fig. 
2.44. Forţa de readucere elastică Crk , datorită încovoierii arborelui, acţionează pe 

direcţia CO. Forţa centrifugă Grm 2ω , datorită excentricităţii eCG = , acţionează 
pe direcţia OG. Forţa de amortizare vâscoasă este perpendiculară pe OC. Punctele 
O, C şi G nu mai sunt coliniare, iar linia CG devansează linia OC cu un unghi ϕ . 

Echilibrul dinamic al celor trei forţe implică 

( ) CC rkerm =+ ϕω cos2 , ωϕω Crcem =sin2 .  (2.112) 

       Fig. 2.44 

Orbita circulară a punctului C are o rază 

( )
( )[ ] ( ) 2 2 2

2 

2

2

ζ21

cos

nn

n
C e

mk
emr

ωωωω

ωω
ω

ϕω

+−
=

−
= . (2.113) 

La turaţia critică, atunci când nωω = , raza orbitei este ζ2erC = . 

 
Fig. 2.45 
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Unghiul între segmentele CG şi OC este dat de 

( ) 22 1
ζ2tg

n

n

mk
c

ωω
ωω

ω
ωϕ

−
=

−
= .   (2.114) 

Unghiul ϕ  creşte cu viteza unghiulară ω . Când nωω <  (fig. 2.45, a), 
discul se roteşte cu punctul G în afara lui C. Cu creşterea turaţiei, lungimea 
segmentului OC creşte, şi CG se roteşte faţă de OC. La nωω = , segmentul CG este 

rotit faţă de OC cu 090 . Când nωω > , discul se roteşte cu punctul G în interiorul 
cercului descris de C, iar lungimea segmentului OC descreşte. La turaţii foarte 
mari, punctul G coincide cu punctul O, raza Cr  tinde spre e, iar arborele are o 
precesie în jurul centrului său de greutate. 

2.4.12  Amortizarea ereditară 

Amortizarea vâscoasă intervine în cel mai simplu model, care constă dintr-
un amortizor legat în paralel cu un arc (fig. 2.26). numit modelul Kelvin-Voigt, cu 
amortizare cuplată direct.  

 
Fig. 2.46 

Alte modele simple includ mecanisme de amortizare vâscoasă cuplate 
elastic. În modelul Maxwell cu trei parametri, amortizorul este legat în serie cu un 
al doilea arc (fig. 2.46, a). Sistemul are două grade de libertate. 

Ecuaţiile de mişcare se scriu 

( ) fxxcxkxm =−++ 1&&&& , ( ) 111 xkxxc =− && . (2.115) 

Pentru o excitaţie teFf ωi
0= , se presupun soluţii de forma 

teXx ωi= , teXx ωi
11 = ,   (2.116) 
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unde X  şi 1X  sunt amplitudini complexe.  

Ecuaţiile (2.115) devin 

( )
( ) ,XckXc

,FXcXcmk
0ii      

ii

11

01
2

=++−

=−+−

ωω

ωωω
   (2.117) 

şi pot fi rescrise sub forma 

( )
( ) ,XNX

,kFXX
0ζ2i ζ2 i      

ζ2 iζ2i1

1

01
2

=++−

=−+−

ηη

ηηη
   (2.118) 

unde s-a notat 

mkn =ω , nωωη = , nmc ω2ζ = , kkN 1= .  (2.119) 

 

 
Fig. 2.47 

Amplitudinea deplasării complexe a masei m este 
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( )( )22
0 1ζ2i1

ζ2i1
ηηη

η
−++−

+
=

NN
N

kF
X .   (2.120) 

Factorul de amplificare a deplasărilor 

( )

( ) ( ) ( )22222

2

0 1ζ21

ζ21

ηηη

η

−++−

+
=

NN

N
kF

X
.  (2.121) 

este reprezentat grafic în fig. 2.47 pentru un raport al rigidităţilor 5=N  şi diferite 
valori ale raportului de amortizare. Diagrama unghiului de fază corespunzător este 
prezentată în fig. 2.48. 

 
Fig. 2.48 

Expresia (2.121) poate fi ridicată la pătrat şi scrisă sub forma  

4
2

3

2
2

12
2

0 ζ
ζ

CC
CC

kF
X

+
+

==
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
ψ .   (2.122) 

sau 

( ) 0ζ2
2

2
41

2
3 =−+− CCCC ψψ .    (2.123) 

Toate curbele fascicolului reprezentat de ecuaţia (2.123) trec prin punctul 
de intersecţie al celor două curbe de ecuaţii  

01
2

3 =− CC ψ , 02
2

4 =− CC ψ . 

Acestea pot fi exprimate sub forma 
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31 CC=ψ ,  42 CC=ψ , 

sau 

2
0 1

1
η−

=
kF

X
,     (2.124) 

şi 

2
0 1

1
η−+

=
NkF

X
.    (2.125) 

Expresia (2.124) reprezintă curba (2.123) de parametru 0ζ = . Expresia 
(2.125) reprezintă curba (2.123) de parametru ∞=ζ . Cele două curbe se 
intersectează în punctul de abscisă ( ) 22+= Nη  şi ordonată 

( ) NkFX 20 = . Toate curbele de răspuns în frecvenţă trec prin acest punct.  

Figura 2.47 arată că mici variaţii ale amortizării pot produce variaţii 
însemnate ale pulsaţiei de rezonanţă. Această comportare este total diferită de cea a 
sistemelor cu amortizare vâscoasă cuplată direct (fig. 2.28), la care  variaţia 
pulsaţiei de rezonanţă cu amortizarea este neglijabilă. 

Pulsaţia de rezonanţă creşte de la 1=η  pentru 0ζ = , la N+= 1η  
pentru ∞=ζ . Când amortizarea creşte, vârful răspunsului întâi descreşte, apoi 
creşte, ceea ce indică existenţa unei amortizări optime 

      ( )22ζ += NNopt , 

la care vârful de rezonanţă are amplitudine minimă, egală cu ordonata punctului de 
intersecţie al tuturor curbelor trasate pentru diferite valori ale raportului de 
amortizare.  

Pentru 2>N  şi valori ale raportului de amortizare opt, ζζ70 << , în 
curbele de răspuns în frecvenţă nu apare un vârf de rezonanţă. 

Această comportare poate fi explicată analizând răspunsul dinamic al 
modelului cu trei parametri din fig. 2.46, b. Comportarea acestuia este descrisă de 
două ecuaţii  

( )11 xxcxkf && −+= ,    (2.126) 

     ( ) 111 xkxxc =− && .    (2.127) 

Deoarece nu interesează coordonata “ascunsă” 1x , care defineşte gradul de 
libertate interior, se rezolvă ecuaţia (2.127) pentru 1x  şi se înlocuieşte rezultatul în 
ecuaţia (2.126). Rezultă 
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( ) ( ) τττ dxtGxkf
t

&∫ −+=
0

1 ,   (2.128) 

unde 

( )
t

c
k

ektG
1

1
−

=     (2.129) 

cu presupunerea subînţeleasă că modelul este nesolicitat la 0=t . 

În expresia (2.128) termenul care descrie amortizarea depinde de toată 
istoria variaţiei în timp a vitezei; de aici denumirea de “amortizare ereditară”. 

Când forţa 1f  este dată ca o funcţie de timp, soluţia ecuaţiilor (2.126) şi 
(2.127) este  

( ) ( ) ( ) τττ
τ

dtfe
kk

k
ckk

tftx

t
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⎠
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1

1

1 1  1 , (2.130) 

unde “constanta de timp” a modelului este 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

1
1

11
kk

cτ . 

Primul termen în membrul drept al expresiei (2.130) descrie răspunsul 
instantaneu, observat practic la multe sisteme amortizate. 

În continuare se consideră răspunsul forţat la excitaţie armonică. Înlocuind 
soluţiile complexe (2.116) în ecuaţiile (2.126) şi (2.127), apoi eliminând 
coordonata internă, se obţine 

xkf =1 ,    (2.131) 

unde rigiditatea complexă k  este 

ck
kc

kk
ω

ω
i

i
1

1

+
+= .   (2.132) 

Dacă în expresia (2.132) se separă partea reală şi cea imaginară, se obţine 
forma corespunzătoare modelului cu amortizare vâscoasă cuplată direct   

ee ckk ωi+= ,    (2.133) 

unde rigiditatea echivalentă şi coeficientul de amortizare vâscoasă echivalentă 
sunt 

222
1

22

1
ck

ckkke
ω

ω
+

+= ,  222
1

2
1

ck
k

cce
ω+

= .  (2.134) 
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Modelul cu amortizare ereditară este astfel redus la un model Kelvin-Voigt 
cu parametri dependenţi de frecvenţă. Rigiditatea echivalentă ek  creşte cu pulsaţia 
de la valoarea k  şi tinde asimptotic spre 1kk + , în timp ce coeficientul de 
amortizare vâscoasă echivalentă ec  descreşte de la valoarea c la zero. 

Energia disipată într-un ciclu de vibraţie este  

222
1

2
122

ck
kcXcXW ed ω

ωπωπ
+

==   (2.135) 

fiind nulă la 0=ω  şi ∞=ω , având o valoare maximă la ck10 =ω  pulsaţie la 
care 2cce = .  

Fig. 2.49 

Această comportare se regăseşte şi în curba de histerezis (fig. 2.49). La 
pulsaţie nulă aceasta este o dreaptă care corespunde unui arc de rigiditate k. La 

0ωω =  elipsa are suprafaţa maximă. Când pulsaţia tinde spre infinit, răspunsul este 
o dreaptă mai puţin înclinată, care corespunde unui arc de rigiditate 1kk + . 

2.5  Sisteme cu rigiditate cubică 

Sistemele vibratoare reale pot avea caracteristici neliniare. Forţa elastică 
poate fi o funcţie neliniară de deplasare, iar forţa de amortizare poate fi o funcţie 
neliniară de viteză sau deplasare. Dacă un sistem neliniar este acţionat de o forţă 
armonică, răspunsul staţionar nu mai este armonic, ca la sisteme liniare, ci 
periodic, deci poate fi exprimat ca o sumă de componente armonice.  

Sistemele cu neliniarităţi locale mici pot fi studiate folosind metoda 
liniarizării echivalente, în care se presupune că răspunsul este dominat de 



                                                                              VIBRAŢII MECANICE 72 

componenta armonică fundamentală. Se consideră că răspunsul staţionar constă 
dintr-o singură armonică la frecvenţa excitaţiei, neglijând componentele 
subarmonice sau supraarmonice. Răspunsul forţat este studiat numai în vecinătatea 
aşa-numitei rezonanţe principale. Studiul sistemelor neliniare depăşeşte cadrul 
acestei lucrări. În continuare se descrie numai răspunsul armonic forţat al unui 
sistem cu rigiditate cubică. 

2.5.1  Rigiditatea cubică 

La sisteme fără preîncărcări şi fără jocuri, forţa elastică poate fi 
reprezentată printr-o funcţie cubică de deplasări 

( )3xxkfe μ+= ,    (2.136) 

numită caracteristica elastică a arcului. Se spune (impropriu) că sistemul are o 
rigiditate cubică. 

În expresia (2.136), k  este panta în origine iar μ  este un coeficient de 
neliniaritate. Coeficientul μ  este pozitiv la sisteme cu caracteristică tare (cu pantă 
crescătoare) şi negativ la cele cu caracteristică moale (cu pantă descrescătoare).  

Pentru o deplasare armonică 

( ) tatx ωcos= ,    (2.137) 

forţa elastică (2.136) devine  ( )tatakfe ωμω 32 coscos += . 

Înlocuind ttt ωωω 3cos
4
1cos

4
3cos3 += , şi neglijând termenul armonic 

superior în tω3cos , se obţine 

xk....tatakf eche =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++≅ ωμω cos

4
3cos 2 , 

unde rigiditatea echivalentă este 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 2

4
31 akkech μ .    (2.138) 

Răspunsul dinamic al sistemului neliniar se poate obţine introducând 
această rigiditate dependentă de amplitudinea deplasării în locul rigidităţii 
constante în ecuaţiile obţinute pentru sistemul liniar.  

2.5.2  Răspunsul armonic 

În fig. 2.50 se prezintă un sistem cu un grad de libertate, cu un arc neliniar 
şi un element disipativ cu amortizare structurală. Arcul are o caracteristică elastică 
tare, descrisă de o rigiditate cubică cu coeficient de neliniaritate pozitiv. 
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Dacă asupra masei acţioneză o forţă armonică de amplitudine constantă 0F  
şi pulsaţie ω , ecuaţia de mişcare de tip Duffing a masei se poate scrie sub forma 

( ) teFxxkxhxm ωμ
ω

i
0

3 =+++ &&& ,  (2.139) 

unde kgh = , iar g  este un factor de amortizare structurală echivalentă. 

 

Fig. 2.50 

Răspunsul este aproximat cu prima armonică  

( ) ( )θωωω +=+== tt
IR

t eaeaaea~x iii i .  (2.140) 

Utilizând metoda liniarizării armonice, se neglijează armonicele de ordin 
superior, deci se consideră că  

xax 23

4
3

≅ .     (2.141) 

Înlocuind (2.140) şi (2.141) în (2.139) se obţin componenta reală şi cea 
imaginară ale deplasării  

2

0

2
22

0

22

4
31 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

F
akgaa

F
kaaR mημ , (2.142) 

2

0
a

F
kgaI −= ,     (2.143) 

unde s-a notat 

nω
ωη = , 

m
k

n =ω .   (2.144) 

Amplitudinea deplasării 
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22
IR aaa +=      (2.145) 

este dată implicit de expresia 

2
22

2
022

4
31 g

ak
Fa −±+= μη .   (2.146) 

Unghiul de fază se calculează din relaţia 

 
2

22

2
0

22

4
31

tg

g
ak

F

g

a

g

−±

=
−−

=
μη

θ . (2.147) 

Eliminând a  şi 2η  între expresiile (2.142) şi (2.143) se obţine locul 
geometric al vârfului vectorului a~  în planul complex, care este un cerc de ecuaţie  

2
0

2
02

2
1

2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

k
F

gk
F

g
aa IR .  (2.148) 

Aceasta este identică cu ecuaţia (2.82) obţinută pentru sisteme liniare. 

Eliminând amplitudinea a între relaţiile (2.143) şi (2.145) se obţine 
dependenţa de frecvenţă a componentei imaginare Ia  a deplasării 

( ) ( ) 11
4
31 002 −

−
±−+=

I
I akg

Fga
kg

Fμη . (2.149) 

Similar, dependenţa de frecvenţă a componentei reale Ra  a deplasării se 
obţine sub forma  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−±⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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2
2

0

2
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02
2

0
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02

211
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2

2
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2
31

R

RR

a
F

kg
kg

F

a
k
Fa

kg
F

kg
F

μ
μη . (2.150) 

2.5.3  Curbele răspunsului în frecvenţă 

Pe baza relaţiei (2.146), în fig. 2.51 s-au trasat curbele amplitudine-pulsaţie 
pentru o valoare .constg =  şi câteva valori 0F  ale amplitudinii forţei armonice 
(care cresc în sensul săgeţii).  
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Curbele de răspuns sunt dispuse simetric faţă de “curba schelet” de ecuaţie  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 222

4
31 an μωω     (2.151) 

care trece prin punctele de amplitudine maximă. La sisteme liniare, aceasta este o 
linie verticală de abscisă nωω = . La sisteme cu caracteristică tare ( )0>μ , curba 
schelet se “apleacă” spre pulsaţiile înalte. La sisteme cu caracteristică moale 
( )0<μ , curba schelet se “apleacă” spre pulsaţiile joase. 

Locul geometric al punctelor cu tangentă verticală de pe curbele 
amplitudine-pulsaţie are ecuaţia  

24222

16
9

4
31 gaa −±+= μμη   (2.152) 

şi defineşte “limita de stabilitate” XLKY (Fig. 2.51).  

 

 
 

 
Fig. 2.51     Fig. 2.52 

Punctele situate în interiorul regiunii delimitate de această curbă definesc 
regimuri instabile de vibraţie. Pe curbele de răspuns aceste puncte corespund 
porţiunilor trasate cu linie întreruptă.  

Aceeaşi informaţie este redată în fig. 2.52 unde s-au trasat curbele forţă-
deplasare la diferite pulsaţii (care cresc în sensul săgeţii) şi .constg =  Acestea sunt 
curbe de pulsaţie constantă, numite şi izocrone. Limita de stabilitate este definită 
de locul geometric al punctelor cu tangentă orizontală. Punctul K defineşte 
amplitudinea maximă a forţei pentru care vibraţiile sunt stabile indiferent de 
amplitudinea deplasării. Punctul L defineşte amplitudinea maximă a deplasării 
pentru care vibraţiile sunt stabile indiferent de nivelul forţei.  

Curbele fază-pulsaţie din fig. 2.53 se bazează pe expresia (2.147). Limita 
de stabilitate XLKY este definită de ecuaţia 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

θ
θη

tg
3tg

2
12 g ,   (2.153) 

care este locul geometric al punctelor cu tangentă verticală în fig. 2.53.  

 
Fig. 2.53 

Curbele polare ale răspunsului în frecvenţă sunt prezentate în fig. 2.54, în 
coordonate RI aa − . O astfel de reprezentare combină în aceeaşi diagramă 
informaţia asupra amplitudinii, fazei şi pulsaţiei vibraţiei, iar regiunea din 
vecinătatea rezonanţei ocupă o mare parte a curbelor. 

 
Fig. 2.54 

La sisteme neliniare se recomandă trasarea diagramelor deplasării şi nu 
cele ale receptanţei (deplasare/forţă) sau altor FRF. Fiecare punct reprezentat în 
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planul complex este definit de doi parametri – pulsaţia excitatoare, ω , şi 
amplitudinea forţei 0F . Ca urmare, se pot trasa două familii de curbe de răspuns, 
izocronele – care unesc punctele cu aceeaşi pulsaţie şi diagramele Nyquist – care 
unesc punctele cu nivel constant al excitaţiei. Deoarece atât amplitudinea deplasării 
cât şi unghiul de fază sunt funcţii de amplitudinea forţei, deviaţia acestor curbe de 
la linia dreaptă poate fi utilizată ca un indicator al comportării neliniare. În general, 
faza este mult mai sensibilă la neliniarităţi decât amplitudinea.  

În fig. 2.54, izocronele sunt trasate cu linii întrerupte. Ecuaţia lor se obţine 
eliminând 0F  între expresiile (2.142) şi (2.143). Rezultă 

( )
g
aaaa I

IRR ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−−= 222

4
31 μη .  (2.154) 

Pentru 0=μ , deci pentru sisteme liniare, ecuaţia (2.154) descrie linii 
drepte care trec prin originea coordonatelor. Pentru 0≠μ , ecuaţia (2.154) descrie 
curbe care trec prin origine, având deviaţii de la forma rectilinie cu atât mai 
pronunţate cu cât 0F  este mai mare, ajungând să fie tangente la curbele Nyquist.  

Locul geometric al punctelor de tangenţă ale diagramelor Nyquist cu 
izocronele defineşte limita de stabilitate XLKY. Aceasta este o hiperbolă de ecuaţie  

μ3
2gaa IR =     (2.155) 

(definită numai pentru 0<Ra , 0<Ia ), simetrică faţă de bisectoarea IR aa =  a 
axelor de coordonate. 

Limita de stabilitate XLKY intersectează bisectoarea IR aa =  în punctul L, 
de pulsaţie gnL 21+= ωω , la o distanţă μ34gaL =  de origine. La pulsaţii 
joase şi amplitudini mici ale deplasării nu apar fenomene de salt.  

 
Fig. 2.55 
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Punctul K, unde curba limită de stabilitate este tangentă la curba Nyquist 

de parametru ( )μ3932 3
0 gkF =  şi la izocrona de parametru 

gnK 31+= ωω , indică forţa minimă şi pulsaţia minimă la care pot apare 

vibraţii instabile. Acest punct corespunde unui unghi de fază 0120−=Kθ . Punctele 
K şi L sunt marcate şi în fig. 2.51 – 2.53.  

Efectul rigiditătii neliniare este o “deplasare a frecvenţelor” în lungul 
diagramelor circulare Nyquist, în sens orar - pentru arcuri cu caracteristică moale, 
şi în sens trigonometric – pentru arcuri cu caracteristică tare, aşa cum se arată în 
fig. 2.55. Rezonanţa principală ( )1=η  nu mai apare în punctul de amplitudine 
maximă a deplasării. Dacă pe diagramele Nyquist se marchează puncte la intervale 
egale de pulsaţie, atunci arcul de lungime maximă între două puncte succesive nu 
mai apare la rezonanţa principală, deci criteriul Kennedy-Pancu nu mai poate fi 
utilizat pentru localizarea rezonanţei.  

 
Fig. 2.56 
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La sistemele cu un grad de libertate, cu rigiditate cubică şi amortizare 
structurală, diagramele Nyquist sunt cercuri ca la sistemele liniare. Neliniaritatea 
distorsionează izocronele care nu mai sunt linii drepte, ca la sistemele liniare, ci 
curbe în formă de “vârtej”.  

Izocronele sunt curbate în sens trigonometric la sisteme cu caracteristică 
tare, şi în sens orar, la sisteme cu caracteristică moale (fig. 2.56). Această 
proprietate poate fi utilizată la identificarea tipului neliniarităţii. 

2.5.4  Fenomene de salt 

La sisteme cu rigiditate neliniară, variaţia pulsaţiei sau amplitudinii forţei 
excitatoare produce variaţii bruşte de amplitudine şi fază, numite fenomene de 
“salt”, care nu se întâlnesc la sisteme liniare.  

Un prim tip de fenomene de salt apare atunci când amplitudinea forţei 
armonice 0F  este menţinută constantă iar pulsaţia excitatoare variază lent (fig. 
2.57, a). Pe măsură ce pulsaţia creşte de la valoarea zero, amplitudinea deplasării 
creşte, vârful vectorului deplasare parcurge porţiunea BF a diagramei Nyquist 
corespunzătoare până ajunge la limita de stabilitate în punctul C. Urmează un 
“salt” al amplitudinii şi fazei din C în D, în lungul izocronei .consts =ω , după care 
vârful vectorului revine pe diagrama Nyquist şi parcurge arcul DO. 

  
a b 

Fig. 2.57 

Dacă pulsaţia are valori foarte mari şi apoi scade, vârful vectorului 
deplasare parcurge arcele ODE şi FB pe diagrama Nyquist, şi “sare” din E în F  în 
lungul izocronei .consti =ω  Arcele BF şi DO ale diagramei Nyquist definesc 
regimuri stabile de vibraţii, arcele FC şi ED definesc regimuri de vibraţie 
condiţionat stabile, în timp ce arcul CE defineşte regimuri instabile de vibraţie. De 
aici rezultă că, în prezenţa neliniarităţilor puternice, porţiuni însemnate ale curbei 
de răspuns în frecvenţă nu pot fi obţinute experimental. 
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Un alt fenomen de salt apare când pulsaţia excitatoare este menţinută 
constantă şi variază amplitudinea forţei armonice aplicate sistemului (fig. 2.57, b). 
Când amplitudinea forţei 0F  creşte progresiv, amplitudinea răspunsului creşte. 
Vârful vectorului deplasare parcurge izocrona respectivă (arcul OVS ) până la 
limita de stabilitate în punctul S. Urmează un salt din S în T, în lungul diagramei 
Nyquist .constF =′′0 , după care vârful vectorului urmează izocrona (arcul TZ ). 

Când amplitudinea forţei descreşte, vârful vectorului deplasare parcurge 
porţiunea ZTU a izocronei până la limita de stabilitate în punctul U, de unde sare în 
punctul V, urmând cercul .constF =′0  după care revine pe izocronă de la V la O. 

  
a b 

Fig. 2.58 

Cele două fenomene de salt sunt reprezentate în fig. 2.58, a pe o curbă 
amplitudine-pulsaţie şi în fig. 2.58, b pe o curbă forţă-deplasare. 

2.6  Vibraţii tranzitorii 

În acest paragraf se studiază răspunsul la excitaţii nearmonice al sistemelor 
cu un grad de libertate neamortizate. Excitaţiile pot fi forţe aplicate masei sau 
deplasări, viteze sau acceleraţii aplicate bazei (suportului) sistemului, fie brusc, 
rămânând apoi constante, fie cu variaţii bruşte ale amplitudinii pe o durată limitată. 
Ele se numesc şocuri dacă durata lor de variaţie este mai mică decât perioada 
proprie de oscilaţie a sistemului; în caz contrar se numesc excitaţii tranzitorii. 

2.6.1  Răspunsul la forţe impulsive aplicate masei 

Dacă se neglijează amortizarea şi pentru condiţii iniţiale nule, deplasarea 
produsă prin excitarea masei unui sistem liniar masă-arc cu o forţă arbitrară )(tF  
este dată de integrala lui Duhamel (2.21) 
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( ) ( ) ( )∫ −=
t

n
n

tF
m

tx
0

dsin 1 ττωτ
ω

,  (2.156) 

în care m este masa sistemului şi nω  este pulsaţia proprie neamortizată (2.4). 

2.6.1.1  Răspunsul la o forţă aplicată brusc 

Se consideră un sistem masă-arc solicitat de o forţă constantă 0)( FtF =  
aplicată brusc masei, sub forma unui impuls treaptă dreptunghiulară (fig. 2.59, a). 

 

 
 
 

 

Fig. 2.59 

Înlocuind forţa constantă în relaţia (2.156), se obţine expresia deplasării 
masei m 

  ( ) ( )t
k
Ftx nωcos10 −= ,    (2.157) 

reprezentată grafic în fig. 2.59, b. 

Sistemul vibrează liber în jurul poziţiei de echilibru static kFxst 0= . 
Răspunsul maxim al sistemului neamortizat este dublu faţă de cel produs de o forţă 

0F  aplicată static. Dacă se ţine seama de amortizarea inerentă în sistem, 
amplitudinea deplasării masei m scade în timp şi devine egală cu stx  după 
amortizarea completă a vibraţiilor (fig. 2.59, c).  

2.6.1.2  Răspunsul la un impuls rampă 

În majoritatea cazurilor practice, forţa aplicată creşte de la zero la valoarea 
nominală 0F  într-un timp (diferit de zero) 1t , numit timp de creştere. 

Variaţia în timp a forţei  
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( )

( ) ,tt,tF

,tt,
t
tFtF

1

1
1

0

    pentru                0

0  pentru          

≥=

≤≤=
  (2.158) 

defineşte un impuls de tip rampă limitată (fig. 2.60) sau un impuls de tip treaptă cu 
timp de creştere 1t . 

 
Fig. 2.60 

Excitaţia poate fi considerată ca suma a două funcţii de tip rampă 

 ( )
1

01 t
tFtF =       (2.159) 

şi 

 
( )

( ) .tt,
t

ttFtF

,tttF

1
1

1
02

12

    pentru             

0  pentru                            0

≥
−

−=

≤≤=
  (2.160) 

Răspunsul la forţa ( )tF1 , notat ( )tx1 , se calculează înlocuind expresia 
(2.159) în integrala lui Duhamel (2.156) 

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−= ∫ t

tt
t

k
Ft

tk
Ftx n
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t

n
n ω

ω
ττωτω sin1 dsin 

11

0

01

0
1 . 

Similar, răspunsul la forţa ( )tF2 , notat ( )tx2 , se calculează înlocuind 
expresia (2.160) în integrala (2.156) 

( ) ( ) ( )
∫ ⎥
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1
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sindsin 
ω

ωττωτ
ω

. 

Răspunsul total, egal cu suma ( ) ( ) ( )txtxtx 21 += , este deci 
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Se observă că în cazul aplicării lente (cvasistatice) a forţei, când 1tnω  are 
valori mari, oscilaţiile sunt mici şi răspunsul este aproximativ egal cu valoarea 
statică. 

Din punct de vedere practic, interesează valoarea maximă a răspunsului 
tranzitoriu. Deoarece deobicei timpii de creştere sunt foarte mici, se poate admite 
că răspunsul maxim apare la mtt =  care este mai mare ca 1t . Derivând expresia 
(2.162) în raport cu timpul şi anulând derivata, se obţine timpul la care apare 
deplasarea maximă, exprimat sub formă adimensională 
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11 sin
cos1arctg1
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= .   (2.163) 

Pentru πω >mnt  se calculează 
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Înlocuind (2.164) în (2.162) se obţine deplasarea maximă raportată la 
deplasarea statică 

  
1

1

0

cos1
21

t
t

kF
x

n

nmax
ω

ω−
+= ,   (2.165) 

care se mai poate scrie sub forma 

  
T
t

t
T

kF
xmax 1

10
sin1 π

π
+= .   (2.165, a) 

În fig. 2.61, a se prezintă variaţia raportului stmax xx  în funcţie de raportul 
adimensional  

  
π

ω
2

11 t
T
t n= ,     (2.166) 

în care T este perioada proprie de vibraţie a sistemului masă-arc. În fig. 2.61, b se 
arată variaţia raportului Ttm  în funcţie de Tt1 . 
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a 

 
b 

Fig. 2.61 

Când 01 →tnω , raportul stmax xx  tinde spre 2, valoare obţinută pentru 
forţa constantă aplicată brusc. Când ∞→1tnω , acest raport tinde spre 1, valoare 
corespunzătoare aplicării statice a forţei. Când 1cos 1 =tnω , sau πω ntn =1  
( ),..,,n 420= , rampele produc un raport stmax xx  egal cu 1, deci răspuns fără 
vibraţii.  

2.6.1.3  Răspunsul la un impuls triunghiular descrescător 

Se consideră sistemul masă-arc solicitat de o forţă ( )tF  având o variaţie în 
timp ca în fig. 2.62, exprimată analitic sub forma 

 
( )

( ) ,tt,tF

,tt,
t
tFtF

d

d
d

≥=

≤≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

    pentru                          0

0  pentru          10   (2.167) 

unde dt  este durata impulsului. 
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Fig. 2.62 

a) Faza I. Pentru dtt ≤ , deci pe durata cât acţionează forţa, înlocuind 
expresia (2.167) în (2.156), deci pentru condiţii iniţiale nule, după efectuarea 
calculelor rezultă 

( ) ( ) ⎟⎟
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⎞
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−+−= 1sin  cos 1 00

t
t
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tFt
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d
n ω

ωω .  (2.168) 

b) Faza II. Pentru dtt ≥ , deci după încetarea acţiunii forţei, condiţiile 
iniţiale ale mişcării se determină înlocuind dtt =  în expresia (2.168) şi în expresia 
derivatei acesteia în raport cu timpul. Se obţine 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−== dn
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d t
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t
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ω
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dd
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Ftx 1 cossin   n
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ω
ωωv& . (2.170) 

Substituind expresiile (2.169) şi (2.170) în ecuaţia mişcării libere 
neamortizate (2.6) şi înlocuind ( )dttt −→ , se obţine 

( ) ( )[ ] t
k
Fttt

tk
Ftx ndndn

dn
ωωω

ω
 cossin sin 00 −−−= . (2.171) 

Anulând derivata în raport cu timpul a funcţiei ( )tx , se obţine timpul mt , 
măsurat din momentul aplicării forţei, după care apare răspunsul maxim. Înlocuind 
această valoare în expresia deplasării, se obţine răspunsul maxim 

( )mmax txx = .     (2.172) 

Pentru impulsuri de foarte scurtă durată ( )40,Ttd < , răspunsul maxim 
apare în faza răspunsului liber (faza II). Altfel, el apare pe durata aplicării 
impulsului (faza I). 
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       a          b 

Fig. 2.63 

În fig. 2.63, a se prezintă variaţia răspunsului maxim în funcţie de raportul 
Ttd , unde nT ωπ2=  este perioada proprie de vibraţie a sistemului. În fig. 2.63, 

b se arată variaţia raportului Ttm  în funcţie de Ttd .  

Aceste diagrame sunt deosebit de utile în proiectare, deoarece este 
suficient să se cunoască perioada proprie de vibraţie T şi durata impulsului dt  
pentru a se calcula timpul de răspuns maxim mt  şi valoarea răspunsului maxim.  

2.6.1.4  Răspunsul la un impuls dreptunghiular 

Se consideră sistemul masă-arc solicitat de o forţă ( )tF  având o variaţie în 
timp ca în fig. 2.64, exprimată analitic sub forma 

  
( )
( ) ,tt,tF

,tt,FtF

d

d

≥=
≤≤=

    pentru             0
0  pentru          0   (2.173) 

unde dt  este durata impulsului. 

 

Fig. 2.64 



2. SISTEME CU UN GRAD DE LIBERTATE   87

Aplicarea forţei 0F  pe durata dt  este echivalentă cu aplicarea bruscă a 
forţei 0F  la momentul 0=t , urmată de aplicarea bruscă a forţei 0F−  la momentul 

dtt = . Deplasarea produsă de prima forţă este de forma (2.157) 

  ( ) ( )t
k
Ftx nωcos10

1 −= . 

Deplasarea produsă de a doua forţă, pentru dtt > , se obţine înlocuind 0F  
cu 0F−  şi t  cu dtt −  în (2.157) 

  ( ) ( )[ ]dn tt
k
F

tx −−−= ωcos10
2 . 

Deplasarea totală este 1xx =  pentru dtt ≤≤0 , iar pentru dtt ≥  este 

  ( ) ( )[ ]ttt
k
Fxxtx ndn ωω coscos0

21 −−=+=  

sau 

  ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2
sin

2
sin2 0 d

n
dn ttt

k
Ftx ωω .  (2.174) 

În fig. 2.65, a se prezintă variaţia răspunsului maxim în funcţie de raportul 
Ttd , iar în fig. 2.65, b se arată variaţia raportului Ttm  în funcţie de Ttd .  

 
      a      b 

    Fig. 2.65 

Se observă că dacă durata aplicării forţei este mai mare decât semiperioada 
proprie de vibraţie, deplasarea atinge valoarea maximă stmax xx 2=  încă în timpul 
aplicării impulsului dreptunghiular. Dacă 2Ttd < , atunci deplasarea maximă se 
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obţine după încetarea acţiunii impulsului dreptunghiular şi are valoarea 

2
sin2 dn

stmax
txx ω

= . 

2.6.2  Răspunsul la excitaţie prin şoc aplicată suportului 

Sistemul din fig. 2.66 este excitat la bază cu acceleraţia u&& .  

 
Fig. 2.66 

Ecuaţia mişcării masei m se scrie 

( ) 0=−+ ukm xx&& ,    (2.175) 

( ) 0=++ rr xkxum &&&& , 
sau 

umkm &&&& −=+ rr xx .    (2.176) 

În ecuaţia deplasării relative, membrul drept are rolul forţei din ecuaţia 
deplasării absolute a masei sub acţiunea unei forţe exterioare aplicate masei. 

Rezultă că în cazul excitaţiei cinematice la bază cu acceleraţia u&& , 
deplasarea relativă a masei se poate calcula cu integrala lui Duhamel (2.21) în care 
forţa )(τF  se înlocuieşte cu )(τum &&−  

( ) ( ) ( )∫ −−=
t

n
n

r tutx
0

dsin 1 ττωτ
ω

&& .   (2.177) 

Acceleraţia relativă a masei este 

( ) ( )∫ −=−=
t

nnrnr tuxx
0

2 dsin  ττωτωω &&&& .  (2.178) 
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2.6.2.1  Răspunsul la un impuls triunghiular simetric 

Se consideră sistemul din fig. 2.66 excitat la bază cu acceleraţia ( )tu&&  
având o variaţie în timp ca în fig. 2.67, exprimată analitic sub forma 
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  (2.179) 

 

Fig. 2.67 

Impulsul triunghiular simetric poate fi considerat suma a trei funcţii de tip 
rampă (fig. 2.67). Suprapunând răspunsurile calculate cu integrala lui Duhamel 
stabilită pentru condiţii iniţiale nule, cu înlocuirea argumentului întârziat, se obţin 
următoarele expresii pentru acceleraţia relativă a masei  
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În fig. 2.68 se prezintă variaţia în timp acceleraţiei relative a masei pentru 
trei valori diferite ale raportului πω 2dnd tTt = . 
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Fig. 2.68 

Pentru un şoc de durată finită, se definesc două faze distincte: a) “şocul 
iniţial”, care defineşte de fapt “răspunsul iniţial” pe durata aplicării şocului, care 
este o vibraţie forţată şi b) “şocul rezidual”, care defineşte “răspunsul rezidual” 
după încetarea acţiunii şocului, care este o vibraţie liberă. 

Se observă că pentru 2=Ttd  nu apar vibraţii reziduale. Pentru 1=Ttd , 
răspunsul primar maxim apare la 6050,tt dm = . 
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Fig. 2.69 

În general interesează valoarea răspunsului maxim, în acest caz – 
acceleraţia relativă maximă a masei, pentru diferite valori ale raportului Ttd . În 
fig. 2.69 se arată variaţia acceleraţiei maxime în funcţie de raportul adimensional 

Ttd , separat pentru şocul primar şi pentru şocul rezidual. 

2.6.2.2  Răspunsul la un impuls semisinusoidal 

În fig. 2.70 se prezintă un impuls semisinusoidal exprimat analitic sub 
forma 
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π
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Fig. 2.70 

Impulsul poate fi considerat rezultatul suprapunerii a două acceleraţii 
sinusoidale, una aplicată la 0=t , a doua aplicată la dtt = . 
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Se obţin următoarele expresii pentru variaţia în timp a acceleraţiei relative 
a masei 
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     Fig. 2.71 

În fig. 2.71 s-a reprezentat variaţia răspunsului primar maxim în funcţie de 
raportul Ttd . 

2.6.3  Spectrul răspunsului la şoc  

Din punct de vedere practic, este preferabilă descrierea unui şoc sau a unei 
excitaţii tranzitorii prin efectul pe care îl are asupra unui sistem cu un grad de 
libertate, decât prin funcţia de timp a excitaţiei. 

Valoarea maximă a răspunsului la şoc a fost reprezentată grafic în funcţie 
de raportul între durata şocului şi perioada proprie de vibraţie a sistemului cu un 
grad de libertate neamortizat, Ttd . Acest raport se mai poate scrie 
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πω 2dnd tTt = , deci este proporţional cu produsul între durata şocului şi pulsaţia 
proprie a sistemului cu un grad de libertate.  

Curba răspunsului maxim în funcţie de pulsaţia proprie a sistemului masă-
arc se numeşte spectrul şocului sau spectrul răspunsului. A doua denumire include 
şi spectrul răspunsului tranzitoriu, la o excitaţie de durată finită mai lungă decât 
perioada proprie a sistemului masă-arc. Diagramele din figurile 2.61,a, 2.63,a, 
2.65,a, 2.69 şi 2.71 sunt deci spectre de şoc. Ele descriu fie răspunsul maxim al 
unui sistem masă-arc dat, la şocuri de diferite durate, fie răspunsul sistemelor cu 
diferite pulsaţii proprii la un şoc cu o anumită durată. 

Dacă se calculează valoarea maximă a răspunsului la şoc pentru sisteme 
masă-arc cu diferite pulsaţii proprii şi se reprezintă grafic valorile răspunsului 
tranzitoriu maxim în funcţie de pulsaţia proprie a oscilatorului, se obţine spectrul 
şocului. 

 
Fig. 2.72 

Procedeul este reprezentat schematic în fig. 2.72. Pentru un număr infinit 
de oscilatori (sau acelaşi oscilator cu pulsaţie proprie variabilă continuu) se obţine 
un spectru continuu al şocului considerat. Dacă oscilatorii sunt amortizaţi, în 
spectrul şocului se obţine câte o curbă pentru fiecare valoare a raportului de 
amortizare. 

Fiecare impuls are un spectru de şoc caracteristic, dar este posibil ca 
impulsuri cu funcţii de timp diferite să aibă acelaşi spectru de şoc. Din acest motiv, 
funcţia de timp a şocului nu poate fi reconstituită din spectrul său de răspuns. 
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Fig. 2.73 

Efectul unui şoc descris de o anumită funcţie de timp poate fi simulat cu o 
maşină pentru încercări la şoc care s-ar putea să nu poată reproduce exact funcţia 
de timp a şocului respectiv, dar poate produce un şoc echivalent, descris de o 
funcţie de timp diferită, care să aibă aproximativ acelaşi spectru de răspuns. De 
exemplu, dacă trebuie simulat un şoc triunghiular simetric, acesta poate fi 
aproximat cu un şoc trapezoidal cu raportul între timpul de menţinere şi timpul de 
creştere 30,tt ab =  şi raportul între timpul de descreştere şi timpul de creştere 

30,tt ac = , aşa cum se arată în fig. 2.73. 

Pentru spectre descrise de funcţii de timp mai complicate, integrala lui 
Duhamel şi spectrul răspunsului se calculează prin metode numerice. Spectrele 
răspunsului sunt utilizate în încercările la şoc şi în calificarea seismică a 
echipamentelor. 

Probleme 
2.E1  O masă necunoscută m este ataşată unui arc de rigiditate k 

necunoscută. Dacă o masă kg501 ,m =  este adăugată masei m, frecvenţa proprie a 
sistemului scade de la Hz50  la Hz49 . a) Să se determine valorile parametrilor m 
şi k. Dacă un arc de rigiditate k ′  se montează în paralel cu primul arc, frecvenţa 
proprie a sistemului creşte la Hz50 . b) Să se determine k ′ . 

Răspuns:  kg12612,m = , mN10191 6⋅= ,k , mN56=′k . 

2.E2  O masă kg50,m =  vibrează liber într-un mediu vâscos cu perioada 
sec150,T =  şi amplitudinea iniţială mm100 =a . a) Să se determine rigiditatea k şi 

coeficientul de amortizare vâscoasă c dacă după 12 cicluri amplitudinea vibraţiilor 
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este mm2012 ,a = . b) Să se determine amplitudinea 12a′  după 12 cicluri dacă se 
ataşează o masă kg301 ,m =  masei iniţiale m. 

Răspuns:  mN877=k , msN1732,c = , mm45012 ,a =′ . 

2.E3  Un sistem masă-arc cu frecvenţa proprie Hz5=f  vibrează într-un 
mediu vâscos cu un coeficient de amortizare mmsN0020,c = . Decrementul 
logaritmic este 310,=δ . a) Să se determine masa m şi rigiditatea arcului k. b) Care 
este noua valoare a decrementului logaritmic dacă se ataşează masei iniţiale o masă 

kg11 =m .  

Răspuns:  kg6450,m = , mN4636,k = , 1940,=′δ . 

2.E4  Un sistem masă-arc-amortizor vâscos este deplasat o distanţă 
mm200 =a  apoi lăsat liber. După 8 cicluri de vibraţie amplitudinea descreşte la 

mm48 =′a . O masă kg21 =m  ataşată masei iniţiale produce o deplasare statică 

de mm4 . Dacă noul sistem este deplasat o distanţă mm200 =a  apoi lăsat liber, 
după 8 cicluri de vibraţie amplitudinea descreşte la mm58 =′′a . Să se determine 
masa m, rigiditatea k şi coeficientul de amortizare c. 

Răspuns:  kg775,m = , mN4905=k , mNs7610,c = . 

2.E5  Un sistem vibrator cu masa kg5=m  şi rigiditatea arcului 
mmN1=k  este acţionat de o forţă armonică de amplitudine N100 =F  şi 

frecvenţă Hz2 . Să se determine: a) amplitudinea deplasării X ; b) amplitudinea 
deplasării X ′  dacă o masă kg21 =m  este adăugată masei m; c) pentru sistemul cu 
masa adiţională, cum trebuie modificat k astfel încât deplasarea să revină la 
valoarea X. 

Răspuns:  mm3447,X = , mm8595,X =′ , se adaugă mN15,53=′k  în 
paralel, sau mN.58546=′k  în serie cu k. 

2.E6  O greutate N20=gm  ataşată unui arc moale îl lungeşte mm1 . a) 
Să se determine amplitudinea 0F  a forţei care, acţionând cu frecvenţa Hz20 , 
produce vibraţii cu amplitudinea deplasării mm53,X = . b) Să se determine o altă 
frecvenţă excitatoare la care forţa de amplitudine 0F  produce aceeaşi deplasare 

mm53,X = . 

Răspuns:  N68420 ,F = , srad8761,=′ω . 
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2.E7  Un rotor cu masa kg2=m  transmite o forţă de N14  arcurilor pe 
care este rezemat când se roteşte cu viteza unghiulară de srad30  şi are o 
amplitudine a precesiei de mm53, . a) Să se determine amplitudinea 0F  a forţei de 
dezechilibru; b) Să se determine o altă valoare a vitezei unghiulare la care 
amplitudinea vibraţiilor are aceeaşi valoare. 

Răspuns:  N770 ,F = , srad6755,=′ω . 

2.E8  Un aparat sensibil cu masa kg1=m  este folosit pe o platformă care 
vibrează datorită undelor transmise de la o sursă din apropiere. Platforma are o 
mişcare armonică cu amplitudinea mm201 ,X =  şi frecvenţa Hz15=f . Pentru a 
reduce vibraţiile transmise aparatului, între acesta şi platformă se introduc izolatori 
din cauciuc cu rigiditatea totală mN7000=k . Să se determine: a) amplitudinea X 
a deplasării aparatului; b) valoarea X ′  a amplitudinii vibraţiilor aparatului, dacă în 
paralel cu primii izolatori se mai adaugă un izolator cu rigiditatea mN2000=′k . 

Răspuns:  mm7430,X = , mm1515,X =′ . 

2.E9  O masă kg4=m , suspendată cu două arcuri verticale între două 
suporturi fixe, este acţionată de o forţă armonică cu amplitudinea N100 =F . Arcul 
superior are o rigiditate mN5000=k  iar arcul inferior are o rigiditate 2k. Să se 
determine: a) frecveţele la care amplitudinea deplasării este mm20=X , şi b) 
amplitudinea 0F ′  a forţei transmise suportului inferior prin arcul 2k. 

Răspuns:  secrad2601 ,=ω , secrad25622 ,=ω , N2000 =′F . 

2.E10  Un sistem vibrator neamortizat are o masă echivalentă m şi o 
rigiditate echivalentă k. O forţă armonică de amplitudine N10 =F  şi pulsaţie 

srad14=ω  produce vibraţii staţionare de amplitudine X. Dacă se adaugă o masă 
kg21 =m  masei iniţiale m, forţa de amplitudine N10 =F  trebuie să aibă o pulsaţie 

srad10=ω  sau srad12=ω  pentru a produce o deplasare cu aceeaşi amplitudine 
X. Să se determine valorile parametrilor m şi k. 

Răspuns:  Pentru 1ωω < , kg0832,m = , mN1498,k = ; pentru 1ωω > , 
kg5385,m = , mN6919,k = . 

2.E11  Un motor electric cu greutatea N12000=gm  este montat la 
mijlocul unei bare de lungime m2=l  simplu rezemată la capete, cu moment de 

inerţie axial al secţiunii transversale 4mm20=I  şi modulul de elasticitate 

longitudinal 25 mmN1012 ⋅= ,E . Dacă motorul are o greutate dezechilibrată în 
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rotaţie N20000 =gm  cu excentricitatea mm10,e =  şi turaţia minrot1500=n , 
să se determine: a) amplitudinea X a vibraţiilor forţate ale maşinii, şi b) 
amplitudinea forţei dinamice transmise unui reazem. 

Răspuns:  μm2250,X = , N77632,Fdin = . 

2.E12  Un motor cu masa kg10=m , rezemat pe arcuri cu rigiditatea totală 
mN2000=k , produce o forţă dezechilibrată de amplitudine N200 =F  la 

frecvenţa de Hz2 . Să se determine rigiditatea k ′  a unui arc şi modul de legare a 
acestuia (în serie sau în paralel) pentru a reduce la jumătate amplitudinea forţei 
transmise 0TF . Să se determine valoarea altei pulsaţii la care forţa dezechilibrată 
are acelaşi efect. 

Răspuns:  mN6731,k =′  în paralel, srad7510,=′ω . 

2.E13  Un sistem vibrator compus din o masă kg20,m =  şi un arc de 
rigiditate mmN20,k =  este acţionat de o forţă armonică de amplitudine  

N50 =F  şi pulsaţie srad35=ω . Să se determine: a) amplitudinea 0TF  a forţei 
transmise suportului de la bază, şi b) amplitudinea X  a deplasării masei m. 

Răspuns:  N22220 ,FT = , m110,X = . 

2.E14  Un sistem masă-arc cu amortizare vâscoasă este acţionat de o forţă 
armonică de amplitudine N100 =F . Variind pulsaţia forţei excitatoare, se obţine o 
amplitudine maximă mm601 =X  la pulsaţia de rezonanţă srad141 =ω . Dacă se 
ataşează sistemului o masă kg21 =m , amplitudinea maximă devine mm802 =X . 
Să se determine masa m, rigiditatea k şi coeficientul de amortizare c. 

Răspuns:  kg572,m = , mN72503,k = , msN911,c = . 

2.E15  O masă kg5=m  este ataşată de un arc cu rigiditatea mmN1=k  
şi este acţionată de o forţă armonică de amplitudine N100 =F  şi frecvenţă 

zf H2= . Să se determine: a) amplitudinea 1X  a vibraţiilor forţate ale masei m; b) 
amplitudinea 2X  a vibraţiilor forţate când o masă kg21 =m  este adăugată masei 
m; c) coeficientul de amortizare vâscoasă c al unui amortizor legat în paralel cu 
arcul şi care reduce amplitudinea vibraţiilor la valoarea iniţială.  

Răspuns:  mm3471 ,X = , mm5922 ,X = , msN310,c = . 

2.E16  Utilizând metoda lui Rayleigh, să se calculeze pulsaţia proprie 
fundamentală a barelor din fig. 2.74, folosind deformata aproximativă dată alăturat. 
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( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

l2
cos10

xπvxv . 

 
 

b 
 

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=
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xxvxv , 
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c 

 

 

( )
l

xπsin0vxv = . 

 
 

d 

 

 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

l

xπ2cos10vxv . 

Fig. 2.74 

Răspuns:  a) 31 6121
lm
IE,=ω ; b) 

( )mA,m
IE,

ll ρ
ω

485701
9286 31

+
= ;  

c) 31 9354
lm
IE,=ω ; d) 

A
IE

ρ
ω 21

22,79
l

= . 

2.E17  Utilizând metoda lui Rayleigh, să se calculeze pulsaţia proprie 
fundamentală a vibraţiilor axiale ale barei din fig. 2.75 folosind o funcţie cu 
variaţie liniară deplasărilor longitudinale. Se consideră lAm ρ2= . 

 
Fig. 2.75 

Răspuns:  
ρ

ω E,
l

6550
1 = . 

 



 
 
 
 

3. 
SISTEME CU DOUǍ GRADE DE LIBERTATE 

Numărul gradelor de libertate ale unui sistem în vibraţie este egal cu 
numărul coordonatelor independente necesare pentru a descrie complet mişcarea 
sistemului.  

În acest capitol se studiază sistemele cu două grade de libertate, fiind cel 
mai simplu caz de sistem discret, şi o introducere în studiul sistemelor cu un număr 
finit de grade de libertate. În acest scop se introduce notaţia matricială, care de fapt 
nu este necesară studiului sistemelor cu numai două grade de libertate.  

În capitolul 2 se arată că vibraţia liberă a unui sistem neamortizat cu un 
grad de libertate este o mişcare armonică la frecvenţa proprie a sistemului, numită 
vibraţie proprie (naturală). În schimb, vibraţia liberă a unui sistem neamortizat cu 
mai multe grade libertate este o mişcare periodică, şi constă din suma mai multor 
vibraţii proprii simultane, fiecare implicând o anumită frecvenţă proprie şi formă 
deformată, numite moduri proprii (naturale) de vibraţie. Mişcarea într-un mod 
propriu de vibraţie este sincronă şi armonică în toate coordonatele sistemului.  

Răspunsul dinamic al unui sistem discret poate fi descris de un sistem de 
ecuaţii diferenţiale ordinare simultane. Printr-o alegere judicioasă a coordonatelor, 
numite coordonate modale sau principale, ecuaţiile pot fi decuplate şi rezolvate 
independent una de alta. Coordonatele modale reprezintă combinaţii liniare ale 
deplasărilor reale. Invers, mişcarea sistemului poate fi privită ca o suprapunere de 
vibraţii în modurile proprii definite de coordonatele modale.  

Un sistem cu două grade de libertate are două frecvenţe proprii şi, în 
vibraţii forţate, pentru amortizări reduse, poate avea două rezonanţe. Răspunsul 
liber la o excitaţie iniţială şi răspunsul forţat la o excitaţie externă pot fi exprimate 
în funcţie de cele două moduri proprii de vibraţie ale căror forme deformate sunt 
definite de vectori ortogonali, ponderaţi de matricile de masă sau de rigiditate. 
Răspunsul forţat la excitaţie armonică se poate obţine uşor utilizând regula lui 
Cramer. Rezonanţa apare atunci când frecvenţa excitatoare devine egală cu una 
dintre frecvenţele proprii ale sistemului. Antirezonanţa poate apare la o frecvenţă 
egală cu frecvenţa proprie a unui subsistem masă-arc.  
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În acest capitol se discută în primul rând calculul frecvenţelor proprii şi al 
formei modurilor proprii de vibraţie. Vibraţiile forţate sunt analizate întâi pentru 
sisteme neamortizate, folosind analiza modală şi analiza spectrală directă, apoi 
pentru sisteme amortizate. 

3.1  Vibraţii de translaţie 

În continuare se studiază sisteme masă-arc cu două grade de libertate, în 
care masele au mişcare de translaţie unidirecţională.  

3.1.1  Ecuaţiile de mişcare 

Se consideră sistemul din fig. 3.1, a compus din masele 1m  şi 2m , ataşate 
de puncte fixe prin arcurile 1k  şi 3k , şi cuplate între ele prin arcul 2k .  

 
Fig. 3.1 

Dacă masele sunt ghidate să se mişte pe o singură direcţie orizontală, 
configuraţia sistemului la un moment dat este complet determinată de deplasările 
instantanee 1x  şi 2x  faţă de poziţiile de echilibru static. Sistemul are două grade de 
libertate. 

Cu ajutorul diagramelor forţelor din fig. 3.1, b şi folosind principiul lui 
d’Alembert (echilibrul dinamic al forţelor de inerţie şi al celor efectiv aplicate), 
ecuaţiile de mişcare se pot scrie  

( ) 02121111 =−++ xxkxkxm && , 
( ) 02122322 =−−+ xxkxkxm && , 
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sau sub forma 

( )
( ) .xkkxkxm

,xkxkkxm

0

0

2231222

2212111

=++−

=−++

&&

&&
  (3.1) 

Acesta este un sistem de două ecuaţii diferenţiale liniare “cuplate”, cu 
coeficienţi constanţi. Cuplajul între cele două coordonate este produs de arcul 2k . 
Dacă 02 =k , ecuaţiile (3.1) devin independente, iar sistemul din fig. 3.1 
degenerează în două sisteme vibratoare cu câte un grad de libertate.  

Ecuaţiile (3.1) se pot scrie matricial  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−
−+

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
0

0
0

2

1

232

221

2

1

2

1

x
x

kkk
kkk

x
x

m
m

&&

&&
, (3.2) 

sau în formă compactă 

[ ]{ } [ ]{ } { }0=+ xkxm && ,   (3.3) 

unde [ ]m  este matricea de masă, [ ]k  este matricea de rigiditate iar { }x  este 
vectorul coloană al deplasărilor. De notat că matricile pătrate sunt notate cu 
paranteze drepte iar vectorii coloană sunt notaţi cu acolade. Matricea de masă şi 
matricea de rigiditate sunt simetrice, deci egale cu transpusele lor  

[ ] [ ]Tmm = , [ ] [ ]Tkk = .   (3.4) 

Matricea maselor este diagonală. Cuplajul este produs de elementele 
nediagonale are matricii de rigiditate.  

3.1.2  Vibraţii libere. Moduri proprii de vibraţie 

Interesează în ce condiţii cele două mase au mişcări armonice sincrone, 
când sistemul se comportă ca un sistem cu un grad de libertate în vibraţii proprii.  

Se aleg soluţii de forma  

( ) ( )
( ) ( ),tatx

,tatx

ϕω

ϕω

−=

−=

cos

cos

22

11
    (3.5) 

şi se studiază în ce condiţii o astfel de mişcare este posibilă. În această mişcare, 
raportul între deplasările instantanee ale maselor este constant în timp 

( ) ( ) .constaatxtx == 2121    (3.6) 

Configuraţia sistemului nu se modifică în timp, forma deformată rămâne 
asemenea cu ea însăşi în orice moment.  
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Înlocuind soluţiile (3.5) în ecuaţiile diferenţiale (3.1), rezultă sistemul 
algebric omogen  

( )
( ) .amkkak

,akamkk

0

0

2
2

22312

221
2

121

=−++−

=−−+

ω

ω
   (3.7) 

Ecuaţiile omogene simultane (3.7) au soluţii nebanale (diferite de zero) 
dacă determinantul coeficienţilor 1a  şi 2a  este zero 

02
2232

2
2

121 =
−+−

−−+

ω
ω

mkkk
kmkk

.   (3.8) 

Dezvoltând determinantul se obţine 

( ) 0
21

231312

2

23

1

214 =
++

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
+

+
−

mm
kkkkk

m
kk

m
kk ωω   (3.9) 

care este o ecuaţie de gradul doi în 2ω  numită ecuaţia caracteristică sau ecuaţia 
pulsaţiilor proprii. Rădăcinile 2

1ω  şi 2
2ω  sunt reale şi pozitive. Mărimile 1ω  şi 2ω  

se numesc pulsaţii proprii sau pulsaţii naturale, deoarece depind doar de masele şi 
rigidităţile sistemului. 

Deoarece sistemul ecuaţiilor (3.7) este omogen, nu pot fi determinate 
amplitudinile 1a  şi 2a , ci numai raportul acestora 12 aa=μ .  

La pulsaţia 1ω , raportul amplitudinilor este 

2

2
1223

11

2
1 k

mkk
a
a ω

μ
−+

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=    (3.10) 

iar la pulsaţia 2ω , raportul amplitudinilor este 

2

2
2223

21

2
2 k

mkk
a
a ω

μ
−+

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= .  (3.11) 

Rapoartele (3.10) şi (3.11) determină forma deformată a sistemului în 
mişcările sincrone cu pulsaţiile 1ω , respectiv 2ω . Dacă se dă o valoare arbitrară 
unui element din fiecare raport (de exemplu, numitorului), valoarea celuilalt 
element rezultă din expresiile de mai sus. Acest proces se numeşte normalizare. 

Pulsaţiile proprii şi rapoartele amplitudinilor corespunzătoare determină 
condiţiile în care pot avea loc mişcări armonice sincrone ale celor două mase, adică 
moduri proprii de vibraţie. Un mod propriu de vibraţie este definit de doi 
parametri: pulsaţia proprie şi forma modală. Formele modale pot fi reprezentate 
prin vectorii coloană  
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{ } ( ) { }

{ } ( ) { } ,uC
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⎩
⎨
⎧

=

  (3.12) 

numiţi şi vectori modali. 

În relaţiile (3.12) vectorii modali sunt normalizaţi cu primul element egal 
cu 1. Se spune că vectorii normalizaţi reprezintă forma modurilor normale de 
vibraţie. 

Cele două mişcări sincrone posibile sunt date de 

( ){ } { } ( )
( ){ } { } ( ),tuCtx

,tuCtx

22222

11111

cos

cos

ϕω

ϕω

−=

−=
  (3.13) 

iar soluţia generală a vibraţiilor libere este  

( ){ } ( ){ } ( ){ } { } ( ) { } ( )2222111121 coscos ϕωϕω −+−=+= tuCtuCtxtxtx .(3.14) 

În expresia (3.14), cele patru constante de integrare 1C , 2C , 1ϕ , 2ϕ  se 
determină utilizând cele patru condiţii iniţiale, desplasările şi vitezele la 0=t . 

Pentru condiţii iniţiale arbitrare, vibraţia liberă a unui sistem cu două grade 
de libertate este o mişcare periodică obţinută din suprapunerea a două moduri 
proprii de vibraţie, adică a două mişcări armonice cu pulsaţii egale cu pulsaţiile 
proprii ale sistemului. Se poate arăta că pentru viteze iniţiale nule şi deplasări 
iniţiale proporţionale cu cele dintr-un mod propriu de vibraţie, mişcarea liberă este 
sincronă şi pur armonică, la pulsaţia proprie a modului respectiv. Un sistem poate 
vibra liber într-un mod propriu de vibraţie dacă forma deformată iniţială este 
asemenea cu forma modului respectiv.  

Exemplul 3.1 
Se cer modurile proprii de vibraţie ale sistemului din fig. 3.2. 

 
Fig. 3.2 

Rezolvare. Ecuaţiile de mişcare se pot scrie  
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Presupunând soluţii de forma  

{ } { } ( )ϕω −= tux cos  

se obţine sistemul algebric omogen 

( )
( ) ,umkuk

,ukumk
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sau, împărţind prin k, 
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( ) ,uu
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α
 

unde s-a notat 

     km 2ωα = . 

Condiţia de a avea soluţii nebanale este 

0
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cu rădăcinile  

211 =α , 22 =α . 

Pulsaţiile proprii sunt  
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Alegând primul element egal cu 1, primul vector modal este dat de  
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iar al doilea vector modal este calculat din 
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Forma modurilor proprii de vibraţie este prezentată în fig. 3.3. În primul 
mod de vibraţie, cele două mase se deplasează în aceeaşi direcţie, amândouă spre 
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dreapta sau amândouă spre stânga, deplasarea masei m fiind dublă faţă de 
deplasarea masei m2 . În modul al doilea, cele două mase se deplasează egal în 
direcţii opuse. Mijlocul arcului k nu se deplasează, deci este un punct nodal (nod de 
vibraţie). Dacă acest punct ar fi fixat, mişcarea în modul respectiv nu s-ar modifica. 
Arcul dintre mase ar fi împărţit în două arcuri de rigiditate k2  fiecare. Masa m2  
este astfel legată de puncte fixe prin două arcuri de rigidităţi k2  (în paralel) cu o 
rigiditate echivalentă k4 , în timp ce masa m este legată de un punct fix prin un arc 
de rigiditate k2 , ambele subsisteme având aceeaşi pulsaţie proprie egală cu 2ω . 

 
Fig. 3.3 

Rezumând, primul mod propriu de vibraţie are pulsaţia proprie 

m
k

2
1

1 =ω  şi o formă modală { }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
2
1

1u , iar al doilea mod propriu are 

pulsaţia proprie 
m
k22 =ω  şi o formă modală { }

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−

=
1

1
2u . Dacă masele 

sistemului sunt deplasate iniţial cu 11 =x  şi 22 =x  apoi lăsate liber, mişcarea 

sistemului va fi armonică cu pulsaţia mk,70701 =ω . Dacă deplasările iniţiale ar 

fi 11 =x  şi 12 −=x , mişcarea va fi armonică cu pulsaţia mk,41412 =ω . 

3.1.3  Ortogonalitatea modurilor proprii 

Înlocuind soluţiile (3.13) în ecuaţia (3.3), se obţine 

[ ]{ } [ ]{ }1
2
11 umuk ω= ,   (3.15, a) 

[ ]{ } [ ]{ }2
2
22 umuk ω= .   (3.15, b) 
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Înmulţind în (3.15, a) la stânga cu { }T
2u  rezultă 

{ } [ ]{ } { } [ ]{ }1
T
2

2
11

T
2 umuuku ω= .  (3.16) 

Dacă se transpune (3.15, b) şi se înmulţeşte la dreapta cu { }1u  rezultă 

{ } [ ]{ } { } [ ]{ }1
T
2

2
21

T
2 umuuku ω= .  (3.17) 

Scăzând (3.16) din (3.17), pentru 21 ωω ≠ , se obţine 

{ } [ ]{ } 01
T
2 =umu ,    (3.18) 

şi calculând transpusa 

{ } [ ]{ } 02
T
1 =umu .    (3.19) 

Înlocuind (3.18) în (3.16) se obţine 

{ } [ ]{ } 01
T
2 =uku     (3.20) 

şi calculând transpusa 

{ } [ ]{ } 02
T
1 =uku .    (3.21) 

Relaţiile (3.18)-(3.21) arată că vectorii modali sunt ortogonali în raport cu 
matricele de masă şi de rigiditate. De notat diferenţa faţă de ortogonalitatea 
obişnuită a doi vectori { }a  şi { }b , care se scrie sub forma { } { } .ba 0T =  Se 
spune că vectorii modali sunt ortonormali (ortogonali şi normalizaţi). 

3.1.4  Coordonate modale 

Dacă în expresiile (3.13) se notează 

( ) ( )
( ) ( ) ,tCtq

,tCtq

2222

1111

cos

cos

ϕω

ϕω

−=

−=
   (3.22) 

soluţia (3.14) devine 
( ){ } { } { } 2211 ququtx += .   (3.23) 

Relaţia (3.23) se poate scrie sub forma 

( ){ } { } { }[ ] [ ]{ }qu
q
q

uutx =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
2

1
21   (3.23, a) 

unde  
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[ ] { } { }[ ]21 uuu =     (3.24) 

se numeşte matricea modală. Coloanele matricii modale sunt vectorii modali. 

Înlocuind (3.23) în (3.3), înmulţind la stânga cu { }T
ru  ( )21,r =  şi ţinând 

cont de relaţiile de ortogonalitate, se obţine  

0=+ rrrr qKqM && ,    (3.25) 
unde 

{ } [ ] { }rrr umuM T= , { } [ ] { }rrr ukuK T=   (3.26) 

sunt masa modală, respectiv rigiditatea modală a modului r. 

Valorile maselor şi rigidităţilor modale depind de normalizarea vectorilor 
modali. Când normalizarea se face impunând valori egale cu 1 maselor modale, 
rigidităţile modale sunt egale cu pătratele pulsaţiilor proprii respective.  

Din relaţiile (3.15) se obţine pulsaţia proprie în funcţie de vectorul modal  

 
{ } [ ] { }
{ } [ ] { }rr

rr
r

umu
uku

T

T
2 =ω . 21,r =   (3.27) 

Câtul lui Rayleigh este definit prin raportul 

 { }( ) { } [ ] { }
{ } [ ] { }umu

ukuuR T

T
= .   (3.28) 

Dacă vectorul { }u  coincide cu unul din vectorii modali ai sistemului, 
atunci câtul se reduce la pătratul pulsaţiei proprii respective. Câtul lui Rayleigh are 
o valoare staţionară în vecinătatea unui vector modal. Astfel, dacă { }u  este un 
vector ales arbitrar, care diferă puţin de primul vector modal, atunci { }( )uR  are o 
valoare foarte apropiată de pătratul primei pulsaţii proprii şi totdeauna mai mare.  

Transformarea liniară de coordonate (3.23) decuplează ecuaţiile de 
mişcare. Coordonatele (3.22), în care ecuaţiile de mişcare sunt independente, se 
numesc coordonate principale sau coordonate modale. 

Înlocuind (3.23, a) în (3.3) şi înmulţind la stânga cu [ ]Tu  se obţine 

[ ] [ ] [ ] { } [ ] [ ] [ ]{ } { }0TT =+ qukuqumu && ,  (3.29) 

sau 
[ ] { } [ ] { } { }0=+ qKqM && ,   (3.29, a) 

unde matricile diagonale 
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[ ] [ ] [ ] [ ]umuM T=  şi [ ] [ ] [ ] [ ]ukuK T=   (3.30) 

sunt matricea de masă modală, respectiv matricea de rigiditate modală. 

Transformarea de coordonate (3.23, a) diagonalizează simultan matricile 
de masă şi de rigiditate. După rezolvarea separată a ecuaţiilor decuplate (3.29, a), 
coordonatele modale pot fi înlocuite în (3.23, a) pentru a obţine coordonatele fizice 
din spaţiul configuraţiilor. Această metodă se numeşte analiză modală. Analiza 
modală foloseşte o transformare de coordonate liniară bazată pe matricea modală 
pentru a decupla ecuaţiile de mişcare ale unui sistem în vibraţie.  

3.1.5  Răspunsul la excitaţie armonică 

Se consideră vibraţiile forţate ale sistemului din fig. 3.4, sub acţiunea 
forţelor ( )tf1  şi ( )tf2  aplicate masei 1m , respectiv 2m .  

 
Fig. 3.4 

Ecuaţiile de mişcare sunt 

( )
( ) ,fxkkxkxm

,fxkxkkxm

22231222

12212111

=++−

=−++

&&

&&
  (3.31) 

sau, în formă matricială compactă, 

[ ] { } [ ] { } { }fxkxm =+&& ,   (3.31, a) 

unde { }f  este vectorul coloană al forţelor exterioare. 

3.1.5.1  Rezolvarea prin analiză modală 

Înlocuind (3.23, a) în ecuaţia (3.31, a), şi înmulţind la stânga cu [ ]Tu  se 
obţine 

[ ] { } [ ] { } { }FqKqM =+&& ,   (3.32) 
unde 

{ } [ ] { }fuF T=     (3.33) 

este vectorul coloană al forţelor modale. 
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În cazul excitaţiei armonice  

{ } { } tf̂f ωcos= ,    (3.34) 

răspunsul staţionar este 

{ } { } tx̂x ωcos= , { } { } tq̂q ωcos= ,  (3.35) 

unde o “căciulă” deasupra literei denotă amplitudinea. 

Înlocuind (3.34) şi (3.35) în (3.32) rezultă 

[ ] [ ][ ]{ } [ ] { } { }F̂f̂uq̂KM ==+− T2ω ,  (3.36) 

astfel că amplitudinile coordonatelor modale au expresiile  

{ } { }
{ } [ ] { } { } [ ] { }1

T
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2
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T
1

T
1

1
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1

1
1
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= , (3.37) 

{ } { }
{ } [ ] { } { } [ ] { }2

T
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2
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T
2

T
2

2
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2

2
2

umuuku
f̂u

MK

F̂
q̂
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=

−
= . (3.38) 

Ecuaţia (3.23) scrisă pentru amplitudini devine  

{ } { } { } 2211 q̂uq̂ux̂ += .   (3.39) 

Înlocuind (3.37) şi (3.38) în (3.39) se obţine vectorul amplitudinilor în 
coordonate fizice  

{ } { } { }{ }
{ } [ ] { } { } [ ] { }
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−

= . 

         (3.40) 
Elementele vectorului { }x̂  au forma 

{ } { } { } { }
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T
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x̂
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= ,   (3.41) 

{ } { } { } { }
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T
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2 u
MK
f̂u

u
MK

f̂u
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ωω −
+

−
= .   (3.42) 
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Exemplul 3.2 
Se consideră sistemul din fig. 3.2 acţionat de forţele armonice 

tf̂f ωcos11 =  şi tf̂f ωcos22 = . Să se calculeze amplitudinile răspunsului 
staţionar şi să se traseze curbele receptanţelor pentru 02 =f . 

Rezolvare. Ecuaţiile de mişcare se pot scrie  
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Folosind transformarea de coordonate 
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şi înmulţind la stânga cu transpusa matricii modale, se obţine  
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În cazul excitaţiei armonice { } { } tf̂f ωcos= , răspunsul staţionar este  

{ } { } tq̂q ωcos= . Amplitudinile coordonatelor modale sunt 
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Amplitudinile în spaţiul configuraţiilor sunt elementele vectorului 
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Când 02 =f  şi ff =1 , vectorul amplitudinilor se poate scrie 
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iar receptanţele sunt  
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sau 
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Curbele de răspuns în frecvenţă sunt redate în fig. 3.5. 

  
a b 

Fig. 3.5 

Rezonanţele apar la 
m
k

2
1

1 =ω  şi 
m
k22 =ω , când pulsaţia 

excitatoare devine egală cu una din pulsaţiile proprii ale sistemului. Când 

m
k

a ==ωω , prima masă este fixă în spaţiu, 01 =x̂ , în timp ce masa a doua 

vibrează, 02 ≠x̂ , condiţie definită ca antirezonanţă. Pulsaţia de antirezonanţă este 
egală cu pulsaţia proprie a subsistemului format din arcul k şi masa m. Acest 
subsistem este numit absorbitor dinamic de vibraţii. Energia introdusă într-un ciclu 
de vibraţie de forţa aplicată este absorbită de această parte a sistemului, menţinând 
masa m2  fixă în spaţiu, condiţie urmărită în multe aplicaţii practice. 
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3.1.5.2  Rezolvarea prin analiză spectrală 

Înlocuind (3.34) şi (3.35) în ecuaţia (3.31, a), rezultă 

[ ] [ ]( ){ } { }f̂x̂mk =− 2ω ,   (3.43) 
sau 

{ } [ ] [ ]( ) { }f̂mkx̂
12 −

−= ω .   (3.44) 

Ecuaţia (3.43) reprezintă un sistem liniar de ecuaţii algebrice care poate fi 
rezolvat folosind regula lui Cramer. Inversarea din ecuaţia (3.44) nu se face practic 
niciodată, preferându-se rezolvarea sistemului (3.43). 

Exemplul 3.3 
Se consideră sistemul din fig. 3.2 acţionat de o forţă armonică 

tf̂f ωcos11 = . Se cere să se calculeze amplitudinile răspunsului staţionar prin 
analiză spectrală directă.  

Rezolvare. Ecuaţiile de mişcare (3.31) se scriu 
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Înlocuind soluţia (3.35) în ecuaţiile de mai sus, rezultă un sistem de două 
ecuaţii algebrice liniare  
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Folosind regula lui Cramer, se obţin amplitudinile 1x̂  şi 2x̂  sub forma 
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sau, într-o formă apropiată de cea obţinută prin analiză modală  
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La numitor apare determinantul caracteristic, care face ca amplitudinile să 
crească la infinit atunci când pulsaţia excitatoare devine egală cu una din pulsaţiile 
proprii. Sistemul are două rezonanţe.  

3.2  Vibraţii de torsiune 

În cele ce urmează se studiază sisteme disc-arbore cu două grade de 
libertate, în care discurile rigide au vibraţii unghiulare faţă de axa arborelui. 

3.2.1  Ecuaţiile de mişcare 

Se consideră sistemul din fig. 3.6, a compus din două discuri cu momente 
de inerţie masice polare 1J  şi 2J , 2mkg , montate pe arbori cu rigidităţi torsionale 

1K , 2K  şi 3K , radmN , de masă neglijabilă. 

 
Fig. 3.6 

Fie 1θ  şi 2θ  unghiurile instantanee ale discurilor faţă de poziţia de 
echilibru static. Utilizând diagramele de momente din fig. 3.6, b şi principiul lui 
d’Alembert (echilibrul dinamic al cuplurilor exterioare şi de inerţie), ecuaţiile de 
mişcare se scriu sub forma 
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( )
( ) ,KKJ

,KKJ

0

0

2122322

2121111
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=−++

θθθθ

θθθθ
&&

&&
 

sau 
( )

( ) .KKKJ

,KKKJ

0

0

2231222

2212111

=++−

=−++

θθθ

θθθ
&&

&&
  (3.45) 

Acesta este un sistem de ecuaţii diferenţiale asemănator sistemului (3.1). 
Există o analogie completă între sistemele în vibraţii de translaţie şi cele în vibraţii 
torsionale, echivalentul arcurilor, maselor şi forţelor fiind respectiv arcurile de 
torsiune, discurile (care au momente de inerţie masice) şi cuplurile. Toate 
rezultatele stabilite în §3.1 se pot aplica sistemelor torsionale. În continuare se 
studiază doar sisteme care pot avea mişcări generale de corp rigid, fără 
constrângeri. 

3.2.2  Sistemul disc-arbore-disc 

Arborele dintre o pompă (sau un ventilator) şi motorul electric de acţionare 
se poate roti în lagăre ca un corp rigid. Există numeroase sisteme inginereşti care 
pot fi modelate printr-un sistem torsional cu două discuri, fără constrângeri la 
rotaţie (fig. 3.7). Cele două discuri, care modelează rotoarele motorului şi maşinii 
antrenate, sunt legate printr-un arc torsional care modelează arborii (conducător şi 
condus ai) celor două maşini şi cuplajul dintre aceştia. 

Momentele de inerţie masice polare ale discurilor se notează 1J  şi 2J , iar 
rigiditatea torsională a arborelui de masă neglijabilă se notează lpIGK = . 

Ecuaţiile de mişcare 
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   (3.46) 

pot fi scrise matricial 
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,  (3.46, a) 

sau, în formă compactă, 

[ ]{ } [ ]{ } { }0=+ θθ KJ && . 

Matricea de rigiditate [ ]K  este pozitiv semidefinită. Deoarece sistemul nu 
este legat de un reper fix, matricea de rigiditate este singulară. Sistemul se poate 
roti liber, având o mişcare de corp rigid în care energia potenţială este nulă.  
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Aparent, sistemul are două grade de libertate. Totuşi, adunând ecuaţiile 
(3.46), se obţine 

02211 =+ θθ &&&& JJ ,    (3.47) 

astfel că cele două coordonate 1θ  şi 2θ  nu sunt independente. Integrând, se poate 
obţine o relaţie de legătură între ele, care poate fi utilizată pentru a elimina una din 
coordonate din formularea problemei. 

 
Fig. 3.7 

Împărţind prima ecuaţie (3.46) cu 1J , a doua ecuaţie cu 2J  şi scăzând 
ecuaţiile rezultate, se obţine  

( ) 021
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21 =−⎟⎟
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⎞
⎜⎜
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J
K

J
K&&&& .  (3.48) 

Notând unghiul de răsucire θθθ =− 21 , ecuaţia (3.48) devine 

0
21

21 =+
+

θθ K
JJ

JJ && ,    (3.48, a) 

care are forma ecuaţiei de mişcare a unui sistem cu un grad de libertate.  

3.2.2.1  Modurile proprii de vibraţie 

Înlocuind în (3.46) soluţii de forma 

( ) ( )
( ) ( ),tat

,tat

ϕωθ

ϕωθ

−=

−=

cos

cos

22

11
    (3.49) 

se obţine sistemul de ecuaţii algebrice liniare 
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   (3.50) 

Împărţind prin K şi notând 

αω =KJ1
2      (3.51) 

ecuaţiile (3.50) devin 
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Ecuaţiile omogene simultane (3.52) admit soluţii nebanale dacă 
determinantul coeficienţilor variabilelor 1a  şi 2a  este zero 
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sau 
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Soluţiile ecuaţiei (3.53, a) sunt 

01 =α ,  212 1 JJ+=α .   (3.54) 

Prima pulsaţie proprie este dată de 02
1 =ω  iar a doua de 

K
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21
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Rădăcina 02
1 =ω  arată că sunt posibile deplasări de corp rigid. Acestea pot 

fi produse de o deplasare unghiulară statică sau de rotirea cu viteză unghiulară 
constantă. Ele nu sunt vibraţii propriu-zise. Soluţiile ecuaţiilor (3.46) sunt de forma 
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,tCtCtCCt
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ωωθ
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unde 41 C,..,C  sunt constante de integrare. 

Formele modale sunt determinate de raportul αμ −== 112 aa . 
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Pentru primul mod 

( ) 11 11121 =−== αμ aa ,   (3.56, a) 

ambele discuri au aceeaşi deplasare unghiulară, ceea ce defineşte o rotaţie de corp 
rigid în care arborele nu este răsucit.  

Pentru modul al doilea 

( ) 2122122 1 JJaa −=−== αμ ,  (3.56, b) 

discurile vibrează în opoziţie. Arborele are un punct nodal dispus mai aproape de 
discul cu moment de inerţie mai mare.  

Formele modurilor proprii de vibraţie sunt prezentate în fig. 3.8. 

 

Fig. 3.8 

3.2.2.2  Răspunsul la excitaţie armonică 

Se consideră sistemul din fig. 3.6, acţionat de un cuplu armonic 
( ) tMtM ωcos0=  (ne figurat) aplicat discului al doilea. Ecuaţiile de mişcare sunt  
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Vibraţiile staţionare ale acestui sistem sunt de forma  

( ) tt ωΘθ cos11 = ,  ( ) tt ωΘθ cos22 = .  (3.58) 
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Rezultă ecuaţiile algebrice 
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       a           b 

Fig. 3.9 

Împărţind prin K şi notând αω =KJ1
2 , se obţine    
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Rezolvând pentru 1Θ  şi 2Θ , utilizând regula lui Cramer, rezultă 

K
M

J
JJ

J
J

J
J

K
M

J
J

0

2

21

1

2

1

2

0

1

2

1
1

11

11

11

10

αα
α

α

α
Θ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−

=

−−

−−

−

−

= ,     (3.61) 

K
M

J
JJ

J
J

J
J

K
M

0

2

21

1

2

1

2

0

2
1

11

11
11
01

αα

α

α

α

α

Θ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−

−
=

−−

−−
−
−

= .  (3.62) 



3. SISTEME CU DOUǍ GRADE DE LIBERTATE   119

Amplitudinile 1Θ  şi 2Θ  sunt reprezentate grafic în fig. 3.9 în funcţie de 
pulsaţia excitatoare. Ambele amplitudini unghiulare devin infinite când numitorul 
expresiilor (3.61)-(3.62) este zero, deci când pulsaţia cuplului exterior devine egală 
cu una din pulsaţiile proprii. Există un fel de “rezonanţă la pulsaţie nulă” 
corespunzătoare modului de corp rigid şi o rezonanţă adevărată la 

K
JJ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

21
2

11ω . 

Amplitudinea discului al doilea este zero când 1=α . Această 
antirezonanţă apare la 1JK=ω , pulsaţia proprie a subsistemului format din 
arbore şi primul disc, care acţionează ca un absorbitor dinamic şi menţine discul al 
doilea fix în spaţiu.  

3.2.2.3  Tensiuni dinamice 

Amplitudinea unghiului de răsucire al arborelui este  
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Notând momentul de răsucire în arbore prin tMM tt ωcos
0

= , 
amplitudinea sa este  
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MKMt .   (3.64) 

Tensiunile tangenţiale de răsucire sunt de forma tωττ cos0= , iar 
amplitudinea lor este 

pt WM
00 =τ ,     (3.65) 

unde pW  este modulul de rezistenţă polar al secţiunii transversale a arborelui.  

Dacă arborele transmite o putere N, la viteza unghiulară constantă Nω , 
atunci tensiunile de forfecare “statice” sunt 

( )pNptN WNWM
st

ωτ == .   (3.66) 

Utilizând valorile lui 0τ  şi Nτ  se poate face un calcul al coeficientului de 
siguranţă la oboseală, considerând o variaţie în timp a tensiunilor ca în fig. 3.10. 
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Fig. 3.10 

Exemplul 3.4 
Sistemul torsional din fig. 3.6 este acţionat de un cuplu armonic de 

amplitudine mN104
0 =M  şi pulsaţie srad314=ω  (ne figurat). Ambele discuri 

au acelaşi moment de inerţie masic polar 2mkg57=J . Arborele are lungimea 
m40,=l , diametrul m140,d =  şi modulul de elasticitate transversal GPa81=G . 

Se cere amplitudinea tensiunilor tangenţiale dinamice din arbore.  

Rezolvare. Secţiunea transversală a arborelui are caracteristicile 
484 mm10377032 ⋅== ,dI p π  şi 363 mm10538016 ⋅== ,dWp π . Rigiditatea 

torsională este lpIGK = = radmmN10637 9⋅, . Raportul adimensional 

73502 ,KJ == ωα . Unghiul de răsucire ( ) =−= αΔΘ 20 KM rad0010360, . 
Amplitudinea momentului de răsucire dinamic este ( ) mN7910200

=−= αMMt . 

Amplitudinea tensiunilor tangenţiale dinamice este 2
0 mmN714

0
,WM pt ==τ . 

3.2.3  Sisteme cu roţi dinţate 

Sistemul torsional din fig. 3.11, a are un angrenaj cu roţi dinţate. Pinionul 
de pe arborele 1 are raza (cercului primitiv) 1r  iar roata de pe arborele 2 are raza 

2r . Se presupune că roţile dinţate sunt rigide, de inerţie neglijabilă şi în contact 
permanent. Raportul de transmisie este  

  
1

2

1

2

2

1

θ
θ

−=−==
n
n

r
r

i ,    (3.67) 

unde 1n  şi 2n  sunt turaţiile celor doi arbori, 1θ  şi 2θ  sunt deplasările unghiulare 
corespunzătoare.  

Sistemul torsional cu roţi dinţate este redus la un sistem echivalent fără roţi 
dinţate (fig. 3.11, b). În procesul de reducere, rigiditatea arborelui echivalent se 
determină din condiţia egalităţii energiilor potenţiale  
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( ) ( )echreal KK 22 θθ = , 

de unde rezultă 
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Fig. 3.11 

Momentul de inerţie masic polar al discului echivalent se determină din 
condiţia egalităţii energiilor cinetice  

( ) ( )echreal JJ 22 θθ && = , 

de unde rezultă 
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.  (3.69) 

Alegând arborele 1 ca referinţă, parametrii echivalenţi ai arborelui 2 sunt 
(fig. 3.11, b) 

2
2

2 KiK ech = , 2
2

2 JiJ ech = .   (3.70) 

Când roţile dinţate au inerţie neglijabilă, se aplică următoarele reguli 
pentru construcţia sistemelor echivalente: Se înlătură toate roţile dinţate şi se 
înmulţesc toate rigidităţile şi momentele de inerţie cu 2i , unde -i este raportul între 
turaţia arborelui redus şi turaţia arborelui de referinţă.  
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După determinarea formei modurilor de vibraţie ale sistemului echivalent, 
formele modale şi momentele de răsucire ale sistemului real se obţin utilizând 
relaţiile de compatibilitate  

 iechreal −=θθ ,  iMM realech −= .  (3.71) 

3.2.4  Sisteme ramificate cu roţi dinţate  

Sistemul ramificat din fig. 3.12, a are roţi dinţate şi arbori cu inerţie 
neglijabilă. El poate fi înlocuit prin modelul echivalent din fig. 3.12, b în care 
raportul de transmisie este -1, înmulţind rigiditatea şi momentul de inerţie din 
ramura 2-3 cu pătratul raportului de transmisie. Momentele de răsucire şi 
deplasările unghiulare în ramura redusă echivalentă diferă de valorile reale, 
conform relaţiilor (3.71).  

 
Fig. 3.12 

Ecuaţiile de mişcare se pot scrie folosind metoda elementelor finite. Un 
arbore de secţiune constantă este considerat un element finit cu rigiditate la 
torsiune K. Punctele de legătură ale arborelui cu alte componente ale sistemului 
vibrator se numesc noduri (nu trebuie confundate cu punctele fixe ale formelor 
modale), fiind numerotate 1 şi 2 în fig. 3.13. 

Cuplurile 1M  şi 2M  pot fi exprimate în funcţie de rotirile 1θ  şi 2θ  
utilizând ecuaţiile de echilibru şi relaţiile cuplu/rotaţie  

.KMM

,KMM

0pentru       

0pentru         

1221

2121

=−=−=

==−=

θθ

θθ
  (3.72) 

Ecuaţiile (3.72) se pot scrie matricial sub forma 



3. SISTEME CU DOUǍ GRADE DE LIBERTATE   123

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

2

1

2

1
θ
θ

KK
KK

M
M

   (3.73) 

sau condensat { } [ ] { }θekM = , unde [ ]ek  este matricea de rigiditate a 
elementului.  

 
Fig. 3.13 

Utilizând ecuaţia (3.73), relaţia cuplu-rotaţie pentru fiecare arbore din fig. 
3.12, b se poate scrie 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

3

1

11

11

3

1
θ
θ

KK
KK

M
M

, 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

3

2

22

22

3

2
θ
θ

KK
KK

M
M

, 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

4

3

33

33

4

3
θ
θ

KK
KK

M
M

. 

Cele trei relaţii de mai sus se pot expanda după cum urmează  
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Cuplurile din sistem se obţin însumând cuplurile care acţionează în fiecare 
nod. Adunând matricile de rigiditate expandate se obţine  
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Utilizând condiţia la limită 04 =θ , se obţine matricea de rigiditate redusă a 
sistemului. Rezultă ecuaţiile de mişcare  
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Eliminând coordonata 3θ  folosind a treia ecuaţie 

( ) 033212211 =+++−− θθθ KKKKK  

se obţin două ecuaţii de forma 
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După rezolvarea problemei de valori proprii, pentru a determina formele 
modale reale, amplitudinile unghiulare 2Θ , determinate pentru sistemul echivalent, 
trebuie transformate în amplitudini reale folosind relaţiile (3.71). Un procedeu mai 
direct de rezolvare este prezentat în § 314 .. . 

3.3  Vibraţii de încovoiere 

În acest paragraf se studiază bare şi cadre plane cu masa proprie neglijabilă 
pe care sunt montate mase rigide. La aceste sisteme este convenabilă utilizarea 
flexibilităţilor în locul rigidităţilor, primele fiind cantităţi măsurabile experimental.  

3.3.1  Flexibilităţi (coeficienţi de influenţă)  

Bara în consolă din fig. 3.14, a este solicitată de forţele 1f  şi 2f  aplicate 
în punctele 1, respectiv 2. Deplasările transversale (săgeţile) pe direcţiile forţelor 

1f  şi 2f  sunt 1y , respectiv 2y . 
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Asupra unei bare cu aceeaşi rezemare (fig. 3.14, b) se aplică o forţă de 
mărime egală cu unitatea, în punctul 1 pe direcţia forţei 1f . Deplasările în 1 şi 2, pe 
direcţiile 1y  şi 2y , se notează 11δ , respectiv 21δ . O forţă egală cu 1 aplicată în 
punctul 2 pe direcţia forţei 2f  produce deplasările 12δ  şi 22δ  (fig. 3.14, c). 

Relaţiile între forţele 1f , 2f  şi deplasările totale 1y , 2y  se pot scrie, 
aplicând principiul suprapunerii efectelor, sub forma 

.ffy

,ffy

2221212

2121111

δδ

δδ

+=

+=
    (3.77) 

Coeficienţii ijδ  se numesc flexibilităţi (coeficienţi de influenţă). 

Prin definiţie, ijδ  este deplasarea (în punctul şi pe direcţia) coordonatei i 
datorită unei forţe de amplitudine egală cu 1 aplicată (în punctul şi pe direcţia) 
coordonatei j. 

 
Fig. 3.14 

În notaţie matricială, relaţiile (3.77) devin 
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   (3.77, a) 

sau 
{ } [ ]{ }fy δ= ,     (3.78) 

unde [ ]δ  este matricea de flexibilitate a sistemului. 

Matricea de flexibilitate este simetrică [ ] [ ]δδ =T , în virtutea teoremei de 
reciprocitate a lui Maxwell: Deplasarea într-un punct al unei structuri produsă de 
o forţă unitate aplicată în alt punct este egală cu deplasarea în al doilea punct 
produsă de o forţă unitate aplicată în primul punct (deplasările – de translaţie sau 
rotaţie, se măsoară în aceeaşi direcţie ca sarcinile – forţă sau moment). 
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Deoarece într-o ecuaţie de forma { } [ ]{ }ykf =  matricea [ ]k  este o 

matrice de rigiditate, rezultă că [ ] [ ] 1−= δk  sau, echivalent, matricea de 
flexibilitate este inversa matricei de rigiditate 

   [ ] [ ] 1−= kδ .    (3.79) 

Când în sistem sunt posibile mişcări de corp rigid, matricea [ ]k  este 

singulară şi [ ] [ ] 1−= kδ  nu există.  

3.3.2  Ecuaţiile de mişcare 

Pe bara cu greutate neglijabilă din fig. 3.15, a şi cu modulul de rigiditate la 
încovoiere .constEI =  sunt montate masele 1m  şi 2m  în punctele 1 şi 2. Dacă 
interesează numai deplasările laterale ale celor două mase, mişcarea sistemului este 
complet determinată de deplasările 1y  şi 2y , deci sistemul are două grade de 
libertate.  

 
Fig. 3.15 

În vibraţii libere (fig. 3.15, b), aplicând principiul lui d’Alembert, asupra 
sistemului acţionează doar forţele de inerţie  

111 ymf &&−= , 222 ymf &&−= .   (3.80) 
Înlocuind aceste forţe în relaţiile (3.77), se obţin ecuaţiile diferenţiale ale 

mişcării  
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222221121

122121111

=++
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&&&&

&&&&

δδ

δδ
   (3.81) 

În notaţie matricială 

[ ]{ } { } { }0=+ yyb && .    (3.82) 
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Matricea [ ]b  poate fi descompusă în produs sub forma 

[ ] [ ] [ ]m
mm
mm

bb
bb

b δ
δδ
δδ
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⎡
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222121

212111

2221

1211 , (3.83) 

unde [ ]m  este matricea diagonală a maselor. 

În ecuaţiile (3.81) cuplajul este produs de elementele nediagonale ale 
matricii de flexibilitate. 

3.3.3  Moduri proprii de vibraţie 

Înlocuind soluţii de forma 

{ } { } ( )ϕω −= tay cos ,    (3.84) 
ecuaţia (3.81) devine 

[ ]{ } { } { }02 =+− aabω  
sau 

[ ]{ } { }aab 2
1
ω

= .    (3.85) 

Aceasta este o problemă standard de valori proprii, în care 21 ωλ =  sunt 
valorile proprii iar { }a  sunt vectorii proprii. Valorile proprii sunt inversele 
pătratelor pulsaţiilor proprii, iar vectorii proprii sunt vectorii modali care definesc 
forma modurilor proprii de vibraţie. 

Ecuaţiile (3.85) se pot scrie sub forma 
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ωω
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   (3.85, a) 

Condiţia de a avea soluţii nebanale conduce la ecuaţia pulsaţiilor proprii  

( )( ) 011 4
2112

2
22

2
11 =−−− ωωω bbbb , 

sau 
( ) ( ) 012

2211
4

21122211 =++−− ωω bbbbbb .  (3.86) 

Ecuaţia (3.86) are două rădăcini reale pozitive 2
1ω  şi 2

2ω , pătratele 
pulsaţiilor proprii.  

Forma modurilor proprii este definită de raportul 12 aa=μ , numit 
coeficient de distribuţie, care devine 
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Exemplul 3.5 
Se cer modurile proprii de vibraţie ale barei din fig. 3.15, a unde 

221 lll == , mmm == 21  şi .constIE =  

Rezolvare. Coeficienţii de flexibilitate au următoarele expresii  

EI243
11 l=δ , EI485 3

2112 l== δδ , EI33
22 l=δ . 

Matricea de flexibilitate este 
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Ecuaţia (3.85) se poate scrie sub forma 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1

2

1

165
52

a
a

a
a

λ  

în care 
2348 ωλ lmIE= . 

 
Fig. 3.16 

Ecuaţia pulsaţiilor proprii este 
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 sau 07182 =+− λλ , 
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având rădăcinile 

   602171 ,=λ  şi 397602 ,=λ . 

Pulsaţiile proprii sunt 

 3
1 65031 lmIE,=ω ,  3

2 98610 lmIE,=ω . 

Formele modale sunt definite de raportul 5212 −== λμ aa  care are 
valorile 

 123
5

21

11

2
1 ,

a
a

=
−

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

λ
μ , 320

5
22

21

2
2 ,

a
a

−=
−

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

λ
μ . 

Forma modurilor proprii de vibraţie este reprezentată grafic în fig. 3.16. 

3.3.4  Vibraţiile libere 

Se notează cu  

[ ] { } { }[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

2221

1211
21 uu

uu
uuu   (3.88) 

matricea vectorilor modali normalizaţi, denumită matricea modală. 

Deplasările reale, notate în continuare prin { }x  în loc de { }y , pot fi 
exprimate în funcţie de coordonatele modale ca în relaţia (3.23) 

{ } [ ]{ } { } { } ( ){ }iii
i

i utCquququx ϕω −=+== ∑
=

cos
2

1
2211 . (3.89) 

Constantele iC  şi iϕ  se determină din condiţiile iniţiale ale mişcării  

( ){ } { }ii
i

i uCx ϕcos0
2

1
∑
=

= ,   (3.90) 

( ){ } { }ii
i

ii uCx ϕω sin0
2

1
∑
=

=& .   (3.91) 

Înmulţind la stânga relaţiile (3.90) şi (3.91) cu { } [ ]mu j
T , utilizând relaţiile 

de ortogonalitate (3.18) - (3.19) şi definiţiile (3.25) şi (3.28) ale maselor modale 

{ } [ ] { } 0T =ij umu ,     ji ≠  { } [ ] { }iii umuM T= , 21,i =  (3.92) 
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rezultă 

{ } [ ] ( ){ } jjjj MCxmu ϕcos0T = , 21,j =   (3.93) 

{ } [ ] ( ){ } jjjjj MCxmu ϕω sin0T =& . 21,j =   (3.94) 

Combinând ecuaţiile (3.93) şi (3.94), şi schimbând indicele se obţine  

{ } [ ] ( ){ }
{ } [ ] ( ){ }0

0
tg T

T

xmu

xmu

ii

i
i

ω
ϕ

&
= ,  21,i =   (3.95) 

şi 

{ } [ ] ( ){ } { } [ ] ( ){ }
iii

i

ii

i
i M

xmu
M

xmu
C

ϕωϕ sin
0

cos
0 TT &

== . 21,i =   (3.96) 

Exemplul 3.6 
La sistemul din fig. 3.17 se cere: a) să se determine modurile proprii de 

vibraţie; b) să se stabilească ecuaţiile vibraţiilor libere când masa are o viteză 
iniţială verticală v  şi să se calculeze ecuaţia traiectoriei masei. 

 
Fig. 3.17 

Rezolvare. a) Fie y şi z componentele verticală şi orizontală ale deplasării 
instantanee a masei m. 

Coeficienţii de flexibilitate sunt 

EIyy 34 3l=δ ,    EIzyyz 23l== δδ , EIzz 33l=δ . 

Ecuaţiile de mişcare au forma 
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.zzm
IE

ym
IE

,yzm
IE

ym
IE

0
32

0
23

4

33

33

=++

=++

&&
l

&&
l

&&
l

&&
l

 

Căutând soluţii de forma 

( ) ( )ϕω −= tuty cos1 ,  ( ) ( )ϕω −= tutz cos2 , 

se obţine sistemul algebric 
( )

( ) ,uu

,uu

023

038

21

21

=−+

=+−

β

β
 

unde s-a notat 
236 ωβ lmIE= . 

Ecuaţia pulsaţiilor proprii este 

0
23

38
=

−
−

β
β

,  07102 =+− ββ , 

având rădăcinile  
242691 ,=β , 757402 ,=β . 

Pulsaţiile proprii sunt 

3
1 80570 lmIE,=ω ,  3

2 81462 lmIE,=ω . 

Forma modurilor proprii este definită de coeficienţii de distribuţie 

41420
3

81

11

21

11

2
1 ,

u
u

u
u

=
−

==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

βμ ,    41422
3

82

12

22

21

2
2 ,

u
u

u
u

−=
−

==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

β
μ . 

Vectorii modali, normalizaţi cu primul element egal cu unitatea, sunt 

{ }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
41420
1

1 ,
u , { }

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−

=
41422
1

2 ,
u . 

Se pot stabili următoarele relaţii 

41420tg 1
11

21 ,
u
u

== γ ,  0
1 522,=γ , 

 41422tg 2
12

22 ,
u
u

−== γ ,  0
1

0
2 905112 +== γγ , . 
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În modurile proprii de vibraţie, masa m are o mişcare rectilinie. Vectorii 
modali sunt ortogonali { } { } 02

T
1 =uu . Mişcarea în primul mod de vibraţie are loc 

pe direcţia 1, la 0522,  faţă de verticală. Mişcarea în al doilea mod de vibraţie are 
loc pe direcţia 2, la 05122,  faţă de verticală, deci perpendicular pe direcţia 1. 
Aceasta se întâmplă deoarece deplasarea în coordonatele modale are loc pe 
direcţiile principale de flexibilitate.  

Matricea de flexibilitate 

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

23
38

6

3

IE
lδ  

este un factor de proporţionalitate între vectorul componentelor y şi z ale deplasării, 
şi vectorul componentelor yf  şi zf  ale unei forţe aplicate în punctul de ataşare a 
masei  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

z

y

zzzy

yzyy

f
f

z
y

δδ
δδ

. 

Se consideră sistemul de axe ∗∗Ozy , rotit cu un unghi γ  faţă de sistemul 
de referinţă yOz . Transformarea deplasărilor se scrie  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∗

∗

z
y

z
y

γγ
γγ

cossin
sincos

 

iar transformarea forţelor este definită de  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∗

∗

z

y

z

y
f
f

f
f

γγ
γγ

cossin
sincos

. 

Noua relaţie deplasări-forţe este 

[ ]
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∗

∗
∗

∗

∗

z

y

f
f

z
y δ  

unde matricea de flexibilitate 

[ ] [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=∗

cs
sc

cs
sc

δδ  

în care s-a notat γcos=c  şi γsin=s . 

În sistemul de referinţă rotit, matricea de flexibilitate este  
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[ ] ( ) ( )
( ) ( ) ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−+−+−

−+−++
=∗

cscsscsc
scsccssc

yzzzyyyzyyzz

yzyyzzyzzzyy

δδδδδδ
δδδδδδ

δ
2

2
2222

2222

. 

Există două unghiuri ∗γ  pentru care elementele nediagonale ale matricii de 
flexibilitate se anulează, date de  

1
28
322

2tg =
−
⋅

=
−

=∗

zzyy

yz

δδ
δ

γ , 0
1 522,=∗γ , 0

2 5112,=∗γ . 

Cele două soluţii ∗
1γ  şi ∗

2γ  definesc direcţiile principale de flexibilitate. 
Înlocuind aceste unghiuri în expresia elementelor diagonale se obţin flexibilităţile 
principale  

IEyz
zzyyzzyy

,

3
2

2

21 6
235

22
l±

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
±

+
= δ

δδδδ
δ , 

IE
,

3

1 54041 l
=δ ,     

IE
,

3

2 12620 l
=δ . 

Semnificaţia fizică este următoarea: o forţă aplicată pe direcţia 1 (sau 2) 
produce o deplasare numai pe direcţia 1 (sau 2). Direcţiile principale de 
flexibilitate coincid cu direcţiile vibraţiilor în modurile proprii (principale) de 
vibraţie.  

Pulsaţiile proprii sunt 

33
1

1 8050
54041
11

ll m
IE,

m
IE

,m
===

δ
ω , 

33
2

2 8152
12620
11

ll m
IE,

m
IE

,m
===

δ
ω . 

b) Pentru a determina răspunsul liber la un impuls vertical cu viteza v , 
întâi se calculează masele modale  

( ) ( ) m,,muumM 17161414201 22
21

2
111 =+=+= , 

( ) ( ) m,,muumM 82846414221 22
22

2
122 =+=+= . 

Condiţiile iniţiale sunt 

( ){ }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
0
0

0x , ( ){ }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
0

0
v

x& . 

Din relaţiile (3.93) şi (3.96) rezultă 
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0cos 1 =ϕ , 0cos 2 =ϕ , 

11
11 sin

M
mC

ω
ϕ v

= , 
22

22 sin
M

mC
ω

ϕ v
= . 

  
    a    b 

Fig. 3.18 

 
Fig. 3.19 

Componenta verticală a deplasării instantanee este  

( ) ( ) ( ) 1222211111 coscos utCutCty ϕωϕω −+−= , 

( ) t
Mω

mt
Mω

mty 2
22

1
11

sinsin ωω vv
+= , 

( ) ( )t,t,Cty 21 sin05200sin05931 ωω += , 

unde 



3. SISTEME CU DOUǍ GRADE DE LIBERTATE   135

IE
mv

3l
=C , C, v80501 =ω , C, v81522 =ω . 

Componenta orizontală a deplasării instantanee este 

( ) ( ) ( ) 2222221111 coscos utCutCtz ϕωϕω −+−= , 

( ) tu
Mω

mtu
Mω

mtz 222
22

121
11

sinsin ωω vv
+= , 

( ) ( )t,tCtz 21 sin12560sin0,4387 ωω −= . 

Traiectoria masei m este redată fig. 3.18, a pentru o durată a mişcării egală 
cu 12 ωπ , iar în fig. 3.18, b pentru o durată 14 ωπ . Variaţia în timp a 
componentelor y şi z este reprezentată grafic în fig. 3.19. Deplasarea orizontală este 
aproape armonică deoarece al doilea termen din expresia acesteia are o amplitudine 
mai mică decât a primului termen. 

3.3.5  Răspunsul la excitaţie armonică 

Se consideră vibraţiile staţionare are barei din fig. 3.20, a sub acţiunea 
forţei ( ) tFtf ωcos0=  aplicată masei 2m . 

 
Fig. 3.20 

Ecuaţiile de mişcare sunt 
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( )
( ) ,ymfymy

,ymfymy

222211212

122211111

δδ

δδ

&&&&

&&&&

−+−=

−+−=
 

sau 
( )
( ).tfyymym

,tfyymym

22222221121

12122121111

δδδ

δδδ

=++

=++

&&&&

&&&&
   (3.97) 

Înlocuind soluţiile staţionare  

( ) ,tYty ωcos11 =  ( ) ,tYty ωcos22 =  

în ecuaţiile (3.97), rezultă sistemul algebric 

( )
( ) .FYmYm

,FYmYm

0222222
2

1121
2

0122212
2

1111
2

1

1

δδωδω

δδωδω

=−+−

=−−
  (3.98) 

Amplitudinile deplasărilor maselor sunt  

( ) ( )
( )

( ) ( ) .F
mmmm

m
Y

,F
mmmm

Y

042
12221121

2
222111

2
122211

2
122

2

042
12221121

2
222111

12
1

1

1

ωδδδωδδ

δδδωδ

ωδδδωδδ

δ

−++−

−−
=

−++−
=

 (3.99) 

Numitorul este polinomul caracteristic, membrul stâng al ecuaţiei (3.86). 

  
a b 

Fig. 3.21 

Valorile absolute ale amplitudinilor 1Y  şi 2Y  sunt reprezentate grafic în 
funcţie de pulsaţie în fig. 3.21. Când pulsaţia forţelor devine egală cu o pulsaţie 
proprie a sistemului, amplitudinile cresc nelimitat. Sistemul are două rezonanţe, 
marcate prin vârfuri infinite în curbele de răspuns în frecvenţă. 
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Antirezonanţa apare când 02 =Y , la o pulsaţie dată de 

( )2
1222111

222

δδδ

δ
ω

−
=

m
a .   (3.100) 

Dacă se cunosc amplitudinile deplasărilor răspunsului forţat, se pot calcula 
amplitudinile forţelor de inerţie ce acţionează asupra maselor, deci amplitudinile 
forţelor dinamice care acţionează asupra barei (fig. 3.20, b) sunt 

1
2

11 Ym ωΦ = , 02
2

22 FYm += ωΦ .  (3.101) 

Se poate construi apoi diagrama momentelor încovoietoare dinamice (fig. 
3.20, c), pe baza căreia se pot calcula tensiunile dinamice produse de forţa 
armonică.  

Exemplul 3.7 
Bara cu greutate proprie neglijabilă din fig. 3.22, a are diametrul 

mm40=d , m1=l , GPa210=E  şi kg50=m . a) Să se calculeze pulsaţiile 
proprii; b) Să se determine amplitudinile vibraţiilor forţate produse de o forţă de 
amplitudine N200 =F  şi frecvenţă Hz1790, ; c) Să se traseze diagrama 
momentelor încovoietoare statice şi să se determine tensiunile statice maxime; d) 
Să se traseze diagrama momentelor încovoietoare dinamice şi să se calculeze 
amplitudinea tensiunilor dinamice maxime. 

Rezolvare. Coeficienţii de flexibilitate sunt  

IE63
11 l=δ , IE83

2112 l−== δδ , IE245 3
22 l=δ . 

Notând  

32
24

lm
IE

ω
λ = , 

ecuaţia pulsaţiilor proprii este 

 0
56

38
=

−
−

λ
λ

,  022132 =+− λλ , 

cu rădăcinile  

111 =λ ,  22 =λ . 

Pulsaţiile proprii sunt 

 srad07314771 3
1 ,mIE, == lω , 
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 srad51624643 3
2 ,mIE, == lω . 

 
Fig. 3.22 

Pentru datele numerice ale problemei, pulsaţia excitatoare corespunde unei 
valori 10=λ . Din relaţiile (3.99) se obţin amplitudinile deplasărilor  

( ) ( )

( ) ( ) .,
m

FY

,,
m

FY

mm1051
211

522

mm1180
211

3

2
0

2

2
0

1

−=
−−

−
−=

=
−−

−=

ωλλ
λ

ωλλ
λ

 

Pentru încărcarea statică din fig. 3.22, b, diagrama momentelor 
încovoietoare statice este prezentată în fig. 3.22, c. Momentul încovoietor maxim 
este Nm368  iar tensiunea statică maximă este 2mmN558,st =σ . 

Amplitudinile (3.101) ale forţelor dinamice sunt 
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( ) ( ) N150
211

62 01
2

1 =
−−

−== FYm
λλ
λωΦ , 

 ( ) ( ) N50
211

5221 002
2

2 −=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
−=+= FFYm

λλ
λωΦ . 

Pentru încărcarea dinamică din fig. 3.22, d, diagrama momentelor 
încovoietoare dinamice este prezentată în fig. 3.22, e. Momentul încovoietor 
maxim este Nm587,  iar tensiunile dinamice maxime sunt 2mmN14=dσ . 

3.4  Vibraţii cuplate de translaţie şi rotaţie 

Când rezultanta forţelor care acţionează asupra unui corp rigid rezemat 
elastic nu trece prin centrul său de greutate, modurile de vibraţie de translaţie şi de 
rotaţie sunt cuplate. Astfel de cuplaje apar la vibraţiile automobilului pe suspensii, 
ale motorului automobilului pe flexiblocuri, ale rotoarelor rezemate în două lagăre, 
ale maselor în consolă la absorbitoarele dinamice de tip Stockbridge de la liniile de 
înaltă tensiune şi în general la bare în consolă cu discuri în capăt. 

3.4.1  Ecuaţiile de mişcare 

Corpul rigid din fig. 3.23, a are masa m şi momentul de inerţie masic faţă 
de centrul de greutate J, fiind rezemat la capete pe arcuri cu rigidităţile 1k , 
respectiv 2k . Se poate considera că punctele rigidului se deplasează numai pe 
verticală. Mişcarea acestuia este complet definită de două coordonate: 

  −x deplasarea liniară a centrului de greutate G, şi    −θ unghiul de rotaţie faţă de 
G.  

Utilizând diagrama forţelor din fig. 3.23, b, ecuaţiile de mişcare se pot 
scrie  

( ) ( )
( ) ( ) 0

0

222111

2211

=++−−

=++−+

llll&&

ll&&

θθθ

θθ

xkxkJ

,xkxkxm
 

sau 
( ) ( )
( ) ( ) .kkxkkJ

,kkxkkxm

0

0
2
22

2
111122

112221

=++−+

=−+++

θθ

θ

llll&&

ll&&
  (3.102) 

În formă matricială 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−
−+

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
0

0
0

2
22

2
111122

112221

θθ
x

kkkk
kkkkx

J
m

llll

ll
&&
&&

. (3.102, a) 
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Dacă 2211 ll kk =  mişcările sistemului se decuplează. Sistemul are două 
pulsaţii proprii independente – una pentru translaţie pură şi una pentru rotaţie pură 

( ) mkkx 21 +=ω     şi    ( ) Jkk 2
22

2
11 ll +=θω . (3.103) 

Pentru cuplaj zero, o forţă aplicată în centrul de greutate produce doar 
translaţie verticală x, în timp ce un cuplu aplicat rigidului produce doar o rotaţie θ . 
Cuplajul este produs de elementele nediagonale ale matricii de rigiditate, motiv 
pentru care este denumit cuplaj static.  

 
Fig. 3.23 

Mişcarea rigidului mai poate fi definită şi de alte două coordonate, 
deplasările liniare ale extremităţilor (punctele de ataşare a arcurilor) 1x  şi 2x . 
Transformarea între cele două seturi de coordonate este definită de relaţia  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

2

112

21 11
1

x
xx ll

llθ
.   (3.104) 

Înlocuind (3.104) în ecuaţia (3.102, a) şi înmulţind la stânga cu transpusa 
matricii de transformare din (3.104) se obţin următoarele ecuaţii de mişcare 

( )
( ) ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+−
−+

0
0

0
0

2

1

212

211

2

1
2
121

21
2
2

x
x

k
k

x
x

JmJm
JmJm

ll

ll

&&

&&

lll

lll . (3.105) 

Cuplajul este produs de elementele nediagonale ale matricii de masă, motiv 
pentru care este numit cuplaj dinamic.  

Dacă 21llmJ =  mişcarea combinată de translaţie şi rotaţie poate fi 
exprimată ca o sumă de vibraţii unghiulare, una faţă de capătul din dreapta al 
rigidului, cealaltă faţă de capătul din stânga al acestuia.  
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4.4.2  Modurile proprii de vibraţie 

Dacă se notează 

( ) mkka 21 += , ( ) mkkb 1122 ll −= , ( ) Jkkc 2
22

2
11 ll += , 

ecuaţiile (3.102) devin 

,rcxbr

,bxax

0

0   
22 =++

=++

θθ

θ
&&

&&
    (3.106) 

unde mJr =  este raza de giraţie a corpului rigid. 

Admiţând soluţii de forma  

( ) ( ) ( ) ( ),tAt,tAtx x ϕωθϕω θ −=−= cos    cos   (3.107) 

se obţine sistemul de ecuaţii algebrice 

( )
( ) .ArcAb

,AbAa

x

x

0

0
22

2

=−+

=+−

θ

θ

ω

ω
   (3.108) 

Ecuaţiile (3.108) admit soluţii nebanale dacă determinantul coeficienţilor 
variabilelor xA  şi θA  este zero 

( ) 022

2
=

−
−

rcb
ba
ω

ω    (3.109) 

sau 

( ) ( ) 02224 =−++− rbcaca ωω .   (3.109, a) 

Rădăcinile ecuaţiei pulsaţiilor proprii (3.109, a) sunt 

( ) ( ) 2222
21 42 rbcaca, +−±+=ω .   (3.110) 

Prima pulsaţie proprie 1ω  este totdeauna mai mică decât xω  şi θω , iar a 
doua pulsaţie proprie 2ω  este totdeauna mai mare decât xω  şi θω . 

Forma modurilor proprii se obţine înlocuind pulsaţiile proprii, pe rând, în 
raportul amplitudinilor  

( ) ( )
( ) ( ) .abAA

,abAA

x

x

2
222

2
111

ωμ

ωμ

θ

θ

−−==

−−==
  (3.111) 
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Exemplul 3.8 
Să se determine modurile proprii de vibraţie ale sistemului din fig. 3.23 

dacă 431 ll = , 42 ll = , kkk == 21  şi 82lmJ = . 

Rezolvare. Ecuaţiile (3.108) au forma 

.A
m
kA

m
k

,A
m

kA
m
k

x

x

0
8

5
2

0
2

2

2
2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

θ

θ

ω

ω

ll

l

 

Notând 

k
m2ωα = , 

ecuaţiile devin 

( )

( ) .AA

,AA

x

x

0
8

5
2

0
2

2

2
=−+

=+−

θ

θ

α

α

ll

l

 

Ecuaţia pulsaţiilor proprii este 

       0872 =+− αα  

având rădăcinile 

   43811 ,=α , 56152 ,=α . 

Pulsaţiile proprii sunt 

mk,19911 =ω ,  mk,35822 =ω . 

 
Fig. 3.24 
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Forma modurilor proprii (prezentată în fig. 3.24) este definită de 

280
2

24 1

1

,
A

A

x
=

−
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ αθ l , 781
2

24 2

2

,
A

A

x
−=

−
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ αθ l . 

Inversele cu semn schimbat ale rapoartelor amplitudinilor definesc poziţia 
punctelor nodale faţă de centrul de greutate, cu valori pozitive spre dreapta 

563
280
1

4
1

1 ,
,A

A
d x −=−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

lθ
,   560

781
1

4
2

2 ,
,A

A
d x ==⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

lθ
. 

Pulsaţiile vibraţiilor decuplate de translaţie şi rotaţie sunt  

mk,x 4141=ω ,  mk,2362=θω . 

În acest caz, se stabilesc următoarele inegalităţi  

21 ωωωω θ <<< x . 

Exemplul 3.9 
Să se calculeze modurile proprii de vibraţie ale sistemului din fig. 3.25, a 

compus dintr-un corp rigid lung, de masă m şi moment de inerţie masic 82lmJ =  
ataşat la capătul unei bare în consolă, cu modulul de rigiditate la încovoiere EI. 

 
a b 

Fig. 3.25 

Rezolvare. Mişcarea corpului rigid este definită prin deplasarea liniară x 
a centrului de greutate G, şi prin unghiul de rotaţie  θ  faţă de G. 
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Ecuaţiile de mişcare se pot scrie, aplicând principiul suprapunerii efectelor, 
sub forma relaţiilor între forţa de inerţie xmF 2ω= , cuplul de inerţie θω2JM =  
şi deplasările de translaţie x  şi rotaţie θ   

.MF

,MFx

2221

1211

δδθ

δδ

+=

+=
 

În fig. 3.25, b s-au construit două diagrame de momente încovoietoare, 
−xm pentru încărcarea cu o forţă egală cu 1 aplicată în punctul G pe direcţia lui 

F , şi −θm pentru încărcarea cu un cuplu egal cu 1 aplicat în punctul G pe direcţia 
lui M . Diagramele sunt folosite la calculul coeficienţilor de flexibilitate cu 
ajutorul metodei Mohr-Maxwell. 

Deplasările pe direcţiile x  şi θ  se notează 11δ  şi 21δ , respectiv 12δ  şi 

22δ . Coeficienţii de flexibilitate sunt  

IE1213 3
11 l=δ , IE2

2112 l== δδ , IEl=22δ . 

Înlocuind în ecuaţiile de mişcare, rezultă 

,x

,xx

θθβ

θβ

2
312

2
313

+=

+=

l

l

 

unde 
2312 ωβ lmIE= . 

 
Fig. 3.26 

Ecuaţia pulsaţiilor proprii este 

03292 2 =+− ββ , 

având rădăcinile 396141 ,=β şi 104202 ,=β . 
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Pulsaţiile proprii sunt  

3
1 9130 lmIE,=ω ,  3

2 7310 lmIE,=ω . 

Forma modurilor proprii (fig. 4.26) este definită de 

9300
23
131

1

,
A

A

x
=

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ βθ l , 5978
23
132

2

,
A

A

x
−=

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ βθ l . 

3.5  Pendule cuplate elastic 

Un fenomen interesant apare la vibraţiile libere ale pendulelor cuplate, 
când are loc un trasfer continuu al mişcării de la un pendul la celălalt datorită 
cuplajului slab printr-un element elastic de rigiditate relativ mică.  

3.5.1  Ecuaţiile de mişcare 

Se consideră două pendule simple (fig. 3.27, a), de lungime l  şi masă m 
fiecare, oscilând în plan vertical. Pendulele sunt cuplate între ele cu ajutorul unui 
arc de rigiditate k, ataşat la o distanţă d de punctele de suspendare a pendulelor. 
Arcul este netensionat când pendulele sunt în poziţie verticală.  

 

Fig. 3.27 

Alegând drept coordonate unghiurile de înclinare ale pendulelor 1θ  şi 2θ  
şi presupunând că sistemul efectuează oscilaţii de amplitudini mici, expresiile 
energiilor cinetică şi potenţială sunt  

( )2
2

2
1

2

2
1 θθ &&l += mT ,    (3.112) 
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( ) ( ) ( )2
12

2
21 2

1cos1cos1 θθθθ −+−+−= dkgmgmU ll , 

sau 

( ) ( )2
12

22
2

2
1 2

1
2
1 θθθθ −++= dkgmU l .  (3.113) 

Utilizând ecuaţiile lui Lagrange  

0
d
d

=
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

rrr q
U

q
T

q
T

t &
, 21,r =   (3.114) 

se obţin următoarele ecuaţii de mişcare 

( )
( ) .dkgmm

,dkgmm

0

0

21
2

22
2

21
2

11
2

=−−+

=−++

θθθθ

θθθθ

l&&l

l&&l
  (3.115) 

În formă matricială, ecuaţiile de mişcare se scriu sub forma 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+−
−++

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

0
0

0
0

2

1
22

22

2

1
2

2

θ
θ

θ
θ

dkgmdk
dkkdgm

m
m

l

l
&&

&&

l

l . (3.115, a) 

Cuplajul este produs de arcul k. 

3.5.2  Modurile proprii de vibraţie 

Înlocuind soluţii de forma 

( )ϕωθ −= ta cos11 , ( )ϕωθ −= ta cos22  

în ecuaţiile diferenţiale (3.115), se obţine sistemul algebric omogen 

( )
( ) .adkmgmadk

,adkadkmgm

0

0

2
222

1
2

2
2

1
222

=+−+−

=−+−

ll

ll

ω

ω
 

Ecuaţia pulsaţiilor proprii este 

( ) ( ) 0
222222 =−+− dkdkmgm ll ω  

sau 

022 3

2

2

2
2

2

2
4 =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−

llll m
gdkg

m
dkg ωω . 

Pulsaţiile proprii sunt 
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l

g
=1ω , 2

2

2 2
ll m
dkg

+=ω .   (3.116) 

Forma modurilor proprii este definită de rapoartele amplitudinilor  

1
11

2
1 +=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

a
aμ , 1

21

2
2 −=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

a
aμ .  (3.117) 

În primul mod (fig. 3.27, b), pendulele oscilează în fază, cu amplitudini 
egale. Arcul de cuplaj nu este tensionat iar pendulele oscilează ca şi cum nu ar fi 
cuplate. Pulsaţia proprie a sistemului este egală cu cea a unui singur pendul lg . 
În modul al doilea (fig. 3.27, c), pendulele oscilează în antifază, cu amplitudini 
egale şi de sens opus. Datorită efectului rigidizant al arcului de cuplaj, pulsaţia 
proprie este mai mare decât în primul mod.  

3.5.3  Vibraţii libere 

Soluţia generală a vibraţiilor libere (3.14) este 

( ) ( ) ( ) 12222111111 coscos utCutCt ϕωϕωθ −+−= , 

( ) ( ) ( ) 22222211112 coscos utCutCt ϕωϕωθ −+−= , 
sau 

( ) ( ) ( )2221111 coscos ϕωϕωθ −+−= tatat , 

( ) ( ) ( )222211112 coscos ϕωμϕωμθ −+−= tatat . 

Derivând în raport cu timpul, rezultă 

( ) ( ) ( )222211111 sinsin ϕωωϕωωθ −−−−= tatat& , 

( ) ( ) ( )22222111112 sinsin ϕωωμϕωωμθ −−−−= tatat& . 

Constantele de integrare se determină din condiţiile iniţiale. Dacă este 
deplasat numai pendulul din stânga  

( ) 01 0 θθ = ,   ( ) 002 =θ ,   ( ) 001 =θ& ,   ( ) 002 =θ& .  (3.118) 

Deoarece 11 =μ  şi 12 −=μ , se obţine 

02211 coscos θϕϕ =+ aa ,      0coscos 2211 =− ϕϕ aa , 

0sinsin 222111 =+ ϕωϕω aa ,     0sinsin 222111 =− ϕωϕω aa , 

astfel încât 
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  0sinsin 21 == ϕϕ , 021 ==ϕϕ , 

02211 cos2cos2 θϕϕ == aa , 2021 θ== aa . 

Valorile instantanee ale deplasărilor unghiulare sunt  

( ) ( )

( ) ( ) ,ttttt

,ttttt

m

m

ωΔωθωωθθ

ωΔωθωωθθ

sinsincoscos
2

coscoscoscos
2

021
0

2

021
0

1

⋅=−=

⋅=+=
  (3.119) 

unde  

  ( ) 221 ωωω +=m  şi ( ) 212 ωωωΔ −= . 

Când ωΔ  este mic în raport cu mω , produsele din relaţiile de mai sus 
reprezintă oscilaţii modulate în amplitudine, numite bătăi. Această condiţie este 
echivalentă cu  

2
1

2
1

2
2 ωωω <<−  ,    

llll

gg
m

dkg
<<−+ 2

2
2    sau   22 d

mgk l
<< , 

deci bătăile pot apare doar pentru valori mici ale rigidităţii k a arcului de cuplaj. 

 
Fig. 3.28 

Relaţiile (3.119) arată că 1θ  şi 2θ  sunt date de funcţii sinus şi cosinus care 

sunt defazate între ele cu 090 . Când 01 θθ = , atunci 02 =θ  şi reciproc (fig.3.28). 

Defazajul între cele două mişcări este  

( ) ( ) ( ) ( ) ϕΔωΔϕϕωωϕωϕωϕ −=−−−=−−−= tttt 212121122  
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având o variaţie lentă în timp.  

La 0=t , unghiurile de înclinare au valorile 01 θθ = , respectiv 02 =θ .  

La 2πωΔ =t , înclinările sunt 01 =θ  şi 002 2
sin θπ

ωΔ
ωθθ == m , dacă 

nm =ωΔω  este număr întreg.  

La πωΔ =t , înclinările sunt 02 =θ  şi 001 cos θπ
ωΔ

ωθθ −== m , dacă 

nm =ωΔω  este număr întreg. 

Prin condiţiile iniţiale (3.118) pendulul din stânga este menţinut deplasat, 
în timp ce pendulul din dreapta este menţinut vertical, apoi pendulele sunt eliberate 
(fig. 3.29, a).  

La început pendulul din stânga va oscila, în timp ce pendulul din dreapta 
va sta aproape fix. Apoi pendulul din dreapta va oscila cu amplitudini tot mai mari, 
în timp ce amplitudinile oscilaţiilor pendulului din stânga vor scădea. După un 
timp, pendulul din stânga va sta fix, în timp ce pendulul din dreapta va oscila cu 
amplitudinea maximă (fig. 3.29, d). Apoi fenomenul se repetă în ordine inversă. 
Are loc un transfer continuu de energie de la un pendul la celălalt până când 
amortizarea inerentă (neglijată în această analiză) aduce sistemul în repaus. 

 
Fig. 3.29 

Exprimată în funcţie de modurile de vibraţie componente, mişcarea poate 
fi privită ca suma a două mişcări armonice cu pulsaţiile proprii 1ω  şi 2ω . Se 
consideră că iniţial mişcarea în modul al doilea este astfel încât pendulele sunt 
îndepărtate unul de celălalt (fig. 3.29, b). Defazajul între moduri creşte în timp. 
Mişcarea în modul al doilea este mai rapidă decât în primul mod, până când este 
defazată 0180  înaintea primului mod (fig. 3.29, c). Mişcarea în modul al doilea 
este astfel încât pendulele se apropie unul de celălat. Însumând mişcările, se ajunge 
la situaţia când pendulul din stânga stă nemişcat, în timp ce pendulul din dreapta 
oscilează cu amplitudine maximă. În timp, amplitudinea va creşte la pendulul din 
stânga şi întreaga secvenţă se repetă.  
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3.6  Sisteme amortizate 

În paragrafele precedente s-au studiat doar sisteme neamortizate. În 
continuare se introduce efectul amortizării vâscoase. În general, amortizarea 
produce cuplarea coordonatelor. Pentru simplificare, se va considera cazul special 
al amortizării proporţionale. Valori relativ mici ale amortizării limitează 
amplitudinea vibraţiilor la rezonanţă. Valori mai mari pot face ca unele moduri să 
fie amortizate supracritic iar mişcarea corespunzătoare să fie aperiodică.  

3.6.1  Amortizarea vâscoasă proporţională  
Se consideră sistemul din fig. 3.30, a. Disiparea energiei este convenabil 

modelată prin amortizarea vâscoasă, reprezentată prin amortizoarele 1c  şi 2c . 
Forţele de amortizare vâscoasă sunt proporţionale şi de semn contrar cu viteza 
relativă a capetelor amortizoarelor (fig. 3.30, b). Ecuaţiile de mişcare se scriu 
însumând forţele care acţionează asupra fiecărei mase:  

( ) ( )
( ) ( ) ,xxcxxkxm

,xxcxxkxcxkxm

0

0

21221222

212212111111

=−−−−

=−+−+++

&&&&

&&&&&
 

sau 

( ) ( )
.xkxkxcxcxm

,xkxkkxcxccxm

0

0

2212221222

221212212111

=+−+−

=−++−++

&&&&

&&&&
 (3.120) 

 
Fig. 3.30 

Cuplajul între cele două coordonate este produs de rigiditatea 2k  şi de 
coeficientul de amortizare 2c . 

În formă matricială, cele două ecuaţii se scriu  
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x
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m
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&&

&&
,  (3.121) 

sau, în formă compactă, 

 [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }0=++ xkxcxm &&& ,  (3.121, a) 

unde [ ]c  este matricea de amortizare, iar { }x&  este vectorul vitezelor.  

Matricea de amortizare este simetrică, deci  

 [ ] [ ]Tcc = . 

Matricea maselor este diagonală. Cuplajul este produs de elementele 
nediagonale ale matricilor de rigiditate şi de amortizare.  

Ecuaţiile (3.121) pot fi rezolvate cu ajutorul analizei modale dacă 
transformarea liniară bazată pe matricea modală diagonalizează matricea de 
amortizare simultan cu matricile de masă şi de rigiditate. Aceasta se obţine simplu 
dacă matricea de amortizare poate fi exprimată ca o combinaţie liniară a matricilor 
de masă şi de rigiditate, deci dacă 

[ ] [ ] [ ]kmc βα += ,    (3.122) 

unde α  şi β  sunt constante. Această formă de amortizare se numeşte amortizare 
proporţională sau amortizare de tip Rayleigh. Există şi alte condiţii în care 
matricea amortizării modale devine diagonală, dar acestea sunt cazuri speciale care 
se întâlnesc mai rar.  

3.6.2  Vibraţii libere amortizate 

Dacă se rezolvă problema neamortizată (3.3), se obţin modurile proprii 
neamortizate de vibraţii. Matricea modală (3.24) se construieşte cu vectorii 
modurilor normale pe coloane. Utilizând transformarea de coordonate 

{ } [ ] { }qux =      (3.123) 

şi înmulţind la stânga cu [ ]Tu  rezultă 

[ ] { } [ ] { } [ ] { } { }0=++ qKqCqM &&& ,   (3.124) 

unde 

[ ] [ ] [ ] [ ]umuM T= ,   [ ] [ ] [ ] [ ]ucuC T= ,   [ ] [ ] [ ] [ ]ukuK T= . (3.125) 

Matricile modale [ ]M  şi [ ]K  sunt diagonale, în timp ce matricea [ ]C  
este diagonală doar în cazul amortizării proporţionale, când  
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[ ] [ ] [ ]KMC βα += .    (3.126) 

În acest caz, se stabilesc următoarele relaţii de ortogonalitate  

 { } [ ] { } 0T =rs ucu , 21,s,r,sr =≠  (3.127) 

Cu amortizare proporţională, ecuaţiile modale decuplate sunt de forma 

 0=++ rrrrrr qKqCqM &&& , 21,r =   (3.128) 

unde rM  şi rK  sunt definiţi de (3.26) şi (3.28), iar 

 { } [ ] { }rrr ucuC T= ,  21,r =   (3.129) 

sunt coeficienţii de amortizare modală. 

Pentru mase modale egale cu 1, rigidităţile modale sunt egale cu pătratul 
pulsaţiei proprii respective şi coeficienţii de amortizare modală se pot scrie sub 
forma rr ωζ2 , unde rω  este pulsaţia proprie şi rζ  este raportul de amortizare 
modală ale modului r. 

Ecuaţiile (3.128) devin 

 0ζ2 2 =++ rrrrrr qqq ωω &&& , 21,r =   (3.130) 

şi pentru 1ζ0 << r  au soluţii de forma (2.46) 

 ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−= −

rrr
t

rr teAtq rr φωω 2ζ ζ1sin .    21,r =  (3.131) 

Soluţiile (3.131) se pot obţine şi direct. Căutând soluţii de forma 
ts

rr ax e= , ecuaţiile (3.121) devin 

 
( ) ( )

,akakascascasm

,akakkascasccasm

0

0

221222122
2

2

22121221211
2

1

=+−+−

=−++−++
 

sau 

 
( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) .akscsmaksc

,akscakksccsm

0

0

222
2

2122

22212121
2

1

=++++−

=+−++++
 (3.132) 

Condiţia de a avea soluţii nebanale conduce la ecuaţia caracteristică  

    ( ) ( )[ ] ( ) ( ) 02
2222

2
22121

2
1 =+−++++++ ksckscsmkksccsm . (3.133) 

La sisteme amortizate subcritic, ecuaţia (3.133) are două perechi de 
rădăcini complexe conjugate, de forma  
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1121 i d,s ωσ ±−= , 2243 i d,s ωσ ±−= ,  (3.134) 

unde 1dω  şi 2dω  sunt pulsaţiile proprii amortizate iar 1σ  şi 2σ  sunt factori de 
amortizare (constante de atenuare). 

Între parametrii de mai sus şi valorile absolute ale pulsaţiilor proprii 
(egale cu pulsaţiile proprii neamortizate ale sistemelor cu amortizare 
proporţională) şi rapoartele de amortizare se stabilesc următoarele relaţii: 

  rrr ωσ ζ= ,       2ζ1 rrrd −=ωω   21,r =   (3.135, a) 

  
22

ζ
rrd

r
r

σω

σ

+
= ,     22

ζ rrd
r

r
r σωσω +== . 21,r =   (3.135, b) 

Cu aceste notaţii, expresia (3.131) devine 

( ) ( )rrd
t

rr teAtq r φωσ += − sin . 21,r =   (3.131, a) 

Pentru valori relativ mari ale amortizării, ecuaţia (3.133) poate avea fie 
două rădăcini reale şi două rădăcini complexe conjugate, când unul din modurile de 
vibraţie este amortizat supracritic, fie două perechi de rădăcini reale, când ambele 
moduri sunt amortizate supracritic şi sistemul are mişcare aperiodică. Studiul 
acestor cazuri nu face obiectul acestei lucrări.  

Înlocuind soluţiile (3.134) în (3.132), se obţin rapoartele amplitudinilor 
( )raa 12  care, dacă amortizarea este proporţională, definesc moduri reale de 
vibraţie. Analiza de mai sus se referă la sisteme cu pulsaţii proprii distincte. Cazul 
pulsaţiilor proprii egale este tratat în alte lucrări.  

Exemplul 3.10 
Să se calculeze modurile de vibraţie ale sistemului din fig. 3.30, luând 

pentru simplificare 21 =m , 21 =k , 11 =c , 12 =m , 12 =k , 502 ,c = , în unităţi 
adecvate.  

Rezolvare. Ecuaţiile vibraţiilor proprii (3.121) sunt 
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⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
0

11
13

5050
5051

10
02

2

1

2

1

2

1

x
x

x
x

,,
,,

x
x

&
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. 

Se observă că 

 [ ] [ ]k,c 50= . 

Ecuaţiile (3.132) devin 
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( ) ( )
( ) ( ) .as,sas,

,as,as,s

0150150

01503512

2
2

1

21
2

=++++−

=+−++
 

Ecuaţia caracteristică este  

( ) ( ) ( ) 01501503512 222 =+−++++ s,s,ss,s , 
sau 

02255522 234 =++++ ss,s,s , 

cu rădăcinile 

8
31i

8
1

21 ±−=,s , 
2
7i

2
1

43 ±−=,s . 

Părţile imaginare sunt pulsaţiile proprii amortizate  

696008311 ,d ==ω ,   32291272 ,d ==ω . 

Părţile reale sunt factorii de amortizare (constantele de atenuare) 

12501 ,=σ , 502 ,=σ . 

Pulsaţiile proprii neamortizate sunt egale cu modulele valorilor proprii  

( ) ( ) 2181831 222
1

2
11 =+=+= σωω d , 

( ) ( ) 22127 222
2

2
22 =+=+= σωω d . 

Rapoartele de amortizare modale sunt  

1760
21

81ζ
1

1
1 ,===

ω
σ

,   3530
2
21ζ

2

2
2 ,===

ω
σ

. 

Raportul amplitudinilor 

 
150

150
150

3512
2

2

1

2

++
+

=
+
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=

s,s
s,

s,
s,s

a
a

 

are următoarele valori pentru cele două moduri 

 2
11

2 =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

a
a

, 1
21

2 −=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

a
a

. 

Prin rezolvarea problemei neamortizate în Exemplul 3.1, s-au obţinut 
aceleaşi pulsaţii proprii neamortizate şi forme ale modurilor reale de vibraţie.  
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Exemplul 3.11 
Să se calculeze parametrii modali ai sistemului din fig. 3.30 pentru aceleaşi 

valori ale maselor şi rigidităţilor, dar cu amortizare mai mică [ ] [ ]k,c 10= . 

Rezolvare. Ecuaţiile (3.132) devin 

( ) ( )
( ) ( ) .as,sas,

,as,as,s

0110110

01103302

2
2

1

21
2

=++++−

=+−++
 

Ecuaţia caracteristică  
0240025502 234 =++++ s,s,s,s , 

are rădăcinile 

40
799i

40
1

21 ±−=,s , 
10
199i

10
1

43 ±−=,s  

sau 
0,70666i025021 ±−= ,s , , 1,41067i1043 ±−= ,s , . 

Pulsaţiile proprii amortizate sunt  

7066601 ,d =ω ,   410712 ,d =ω . 

Factorii de amortizare au valorile 

02501 ,=σ , 102 ,=σ . 
Rapoartele de amortizare modale sunt  

03530ζ 1 ,= , 07070ζ 2 ,= . 
Pulsaţiile proprii neamortizate şi formele modale sunt aceleaşi ca în 

Exemplul 3.10. 

3.6.3  Răspunsul la excitaţie armonică 

Se consideră vibraţiile sistemului cu două grade de libertate din fig. 3.31 
sub acţiunea forţelor ( )tf1  şi ( )tf2 . 

 
Fig. 3.31 
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Ecuaţiile de mişcare sunt 

( ) ( ) ( )
( ) ,tfxkxkxcxcxm

,tfxkxkkxcxccxm

22212221222

1221212212111

=+−+−

=−++−++

&&&&

&&&&
 (3.136) 

sau în formă matricială compactă 

[ ] { } [ ] { } [ ] { } { }fxkxcxm =++ &&& .   (3.136, a) 

3.6.3.1  Funcţiile de transfer 

Aplicând transformata Laplace ecuaţiei (3.136, a) şi presupunând toate 
condiţiile iniţiale nule se obţine  

[ ] [ ] [ ][ ] ( ){ } ( ){ }sFsXkscsm =++2   (3.137) 

sau 

( )[ ] ( ){ } ( ){ }sFsXsB = ,    (3.138) 

unde ( )[ ]sB  este matricea sistemului. 

Înmulţind la stânga cu ( )[ ] ( )[ ]sHsB =−1  rezultă 

( )[ ] ( ){ } ( ){ }sXsFsH =     (3.139) 

unde ( )[ ]sH  este matricea funcţiilor de transfer. Aceasta este inversa matricii 
sistemului.  

Pentru sistemul din fig. 3.31 această matrice are forma 

( )[ ]
( )

( )[ ] [ ] ( )2
2222

2
22121

2
1

2121
2

122

2222
2

2

ksckscsmkksccsm

kksccsmksc
ksckscsm

sH
+−++++++

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+++++

+++

=     (3.140) 

Numitorul expresiei (3.140) este ( )[ ]sBdet , polinomul caracteristic al 
sistemului. Acesta poate fi scris sub formă de produs  

( )[ ] ( )( )( )( )4321det ssssssssAsB −−−−= , 

unde A este o constantă şi 41 s,..,s  sunt rădăcinile ecuaţiei caracteristice (3.133). 
Deoarece coeficienţii ecuaţiei caracteristice sunt reali, pentru valori relativ mici ale 
amortizării rădăcinile sunt complexe conjugate. Ele se numesc polii funcţiei de 
transfer.  

Relaţia (3.139) mai poate fi scrisă sub forma 
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( ) ( )
( ) ( )
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⎩
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⎧
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⎬
⎫

⎩
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⎤
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⎡
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shsh
shsh
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1

2

1

2221

1211 .   (3.141) 

unde ( )sh jl  poate fi determinată excitând sistemul în punctul j şi măsurând 
răspunsul în punctul l . De exemplu, ( )sh11  este o funcţie de transfer directă (în 

punctul de excitaţie) obţinută excitând sistemul cu ( )sF1  şi măsurând răspunsul 
( )sX1  

( ) ( )
( ) ( )( )( )( )4321

22
2

2

1

1
11

ssssssssA

kscsm
sF
sXsh

−−−−

++
== . (3.142) 

3.6.3.2  Funcţiile de răspuns în frecvenţă 

O funcţie de răspuns în frecvenţă (FRF) este funcţia de transfer evaluată pe 
axa pulsaţiilor ωi . Înlocuind ωi=s  în (3.141) rezultă 

( ) ( )
( ) ( )
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( )
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( ) ⎭

⎬
⎫

⎩
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ii

X
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F
F

hh
hh

 

sau 

( )[ ] ( ){ } ( ){ }ωωω XFH =i ,   (3.143) 

unde ( )[ ]ωiH  este matricea funcţiilor de răspuns în frecvenţă iar ( )ωjX , ( )ωjF  
sunt transformatele Fourier ale răspunsului, respectiv excitaţiei.  

Răspunsul sistemului poate fi definit în domeniul frecvenţelor prin sume de 
produse între funcţiile de răspuns în frecvenţă măsurate experimental şi 
transformatele excitaţiei  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).FhFhX

,FhFhX

ωωωωω

ωωωωω

2221212

2121111

ii

ii

+=

+=
  (3.143, a) 

Răspunsul forţat al sistemului în domeniul timpului, ( )tx1  şi ( )tx 2 , poate 

fi determinat apoi calculând transformatele Fourier inverse ale răspunsului, ( )ω1X  
şi ( )ω2X . 

Exemplul 3.12 
Să se calculeze matricea funcţiilor de răspuns în frecvenţă pentru sistemul 

cu două grade de libertate din Exemplul 3.11 şi să se traseze curbele FRF ( )ωi11h . 
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Rezolvare. Înlocuind ωi=s , matricea FRF (3.140) devine 

( )[ ] ( )ωωωω

ωωω
ωωω

ω
400,5i20252

30i2310i1
10i110i1

i
324

2

2

,,

,,
,,
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+−++−
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⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+−+
++−

= . 

 
Fig. 3.32 

 
Fig. 3.33 
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Fig. 3.34 

Diagramele amplitudinii şi unghiului de fază al FRF sunt prezentate în fig. 
3.32. Diagrama amplitudinii are două vârfuri de rezonanţă. Datorită amortizării mai 
mari în modul al doilea, vârful respectiv de rezonanţă are amplitudine mai mică. La 
rezonanţe, unghiul de fază este aproximativ 090− . Diagramele componentelor 
reală şi imaginară sunt prezentate în fig. 3.33. Diagrama Nyquist este dată în fig. 
3.34 cu puncte marcate la intervale egale de frecvenţă.  

3.6.3.3  Rezolvare prin analiza modală 

Utilizând transformarea de coordonate (3.123) { } [ ]{ }qux =  şi înmulţind 

la stânga cu [ ]Tu , ecuaţiile (4.136, a) devin 

[ ] { } [ ] { } [ ] { } [ ] { } { }FfuqKqCqM ==++ T&&& . (3.144) 

Cu amortizare proporţională, ecuaţiile modale decuplate au forma 

rrrrrrr FqKqCqM =++ &&& , 21,r =    (3.145) 
sau 

rrrrrrrr MFqqq =++ 2ζ2 ωω &&& . 21,r =   (3.146) 

În cazul excitaţiei şi răspunsului armonic, se notează  

{ } { } tf̂f ωie= , { } { } tx~x ωie= ,   (3.147) 
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 { } { } tF̂F ωie= ,    { } { } tq~q ωie= ,  (3.148) 

deci transformarea (3.123) se scrie 

 { } [ ] { } { }r
r

r uq~q~ux~ ∑
=

==
2

1
,   (3.149) 

unde o “căciulă” deasupra literei denotă amplitudinea reală iar o tildă deasupra 
literei denotă amplitudinea complexă.  

Înlocuind (3.148) în ecuaţiile (3.145) şi (3.146) rezultă 

{ } { } { } { }
( )rrrr

r

rrr

r
r

M

f̂u
CMK

f̂u
q~

ωωωωωω ζ2ii 22

T

2

T

+−
=

+−
= . (3.150) 

Normalizând vectorii modali astfel încât masele modale să fie egale cu 
unitatea, 1=rM , înlocuind (3.150) în (3.149) se obţine 

     { } { } { }{ }∑
= +−

=
2

1
22

T

ζ2ir rrr

rr uf̂u
x~

ωωωω
 

sau 

{ } { }
⎪⎭

⎪
⎬
⎫
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⎬
⎫
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= 2

1
2

1
22
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1

ζ2i f̂
f̂uu

x~
x~

r rrr

rr

ωωωω
.  (3.151) 

De observat că produsul diadic { } { }T
rr uu  este o matrice pătrată 2 x 2. 

Matricea FRF (3.143) poate fi exprimată în funcţie de parametrii modali  

( )[ ] { } { } { } { }
22

22
2

T
22

11
22

1

T
11

ζ2iζ2i
i

ωωωωωωωω
ω

+−
+

+−
=

uuuu
H . (3.152) 

Dacă elementul j al vectorului modal r se notează ( )
jru , atunci funcţia de 

răspuns în frecvenţă ( )ωiljh  poate fi exprimată ca sumă de fracţii parţiale  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

22
22

2

22

11
22

1

11

ζ2iζ2i
i

ωωωωωωωω
ω

+−
+

+−
= ll

l

uuuu
h jj

j . (3.153) 

Această expresie arată explicit contribuţia separată a fiecărui mod de 
vibraţie la răspunsul sistemului la o anumită pulsaţie.  
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Fig. 3.35 

Exemplul 3.13 
Să se calculeze dezvoltarea în fracţii parţiale a matricii FRF a sistemului cu 

două grade de libertate din Exemplul 3.12. 

Rezolvare. Vectorii modali, normalizaţi cu mase modale egale cu 1, sunt  

{ }
T

1 6
2

6
1

⎭
⎬
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⎩
⎨
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=u , { }
T

2 3
1

3
1

⎭
⎬
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⎩
⎨
⎧

−=u . 

Matricea FRF (3.152) devine 
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ωωωω

ω
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1   1
11   

 
3
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6
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i 22 ,,,
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Pentru prima masă, FRF în punctul de excitare este  

( )
ωωωω

ω
20i2

31
050i50

61i 2211 ,,,
h

+−
+

+−
= . 

În figura 3.35 se prezintă diagrama Nyquist (linie continuă) care se obţine 
prin însumarea diagramelor construite pentru fiecare termen din dezvoltarea în 
sumă de fracţii parţiale (linii întrerupte). 
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3.6.4  Amortizorul vâscos neacordat  
Amortizorul de vibraţii vâscos neacordat (amortizorul Houdaille) este 

utilizat la unele motoare cu ardere internă pentru a limita amplitudinile vibraţiilor 
torsionale pe un domeniu larg de turaţii. El constă dintr-un disc rigid care se poate 
roti liber într-o cavitate cilindrică umplută cu un fluid vâscos. La motoarele de 
automobil acesta este plasat la capătul arborelui cotit, în roata care antrenează 
cureaua ventilatorului.  

Arborele cotit este modelat simplificat ca o bară în consolă, cu rigiditatea 
la răsucire K. Amortizorul ataşat la capătul liber are o carcasă cu momentul de 
inerţie masic J (fig. 3.36) în care se poate roti liber un disc cu momentul de inerţie 
masic dJ , asupra căruia acţionează un cuplu de amortizare proporţional cu viteza 
unghiulară relativă între carcasă şi disc. Dacă amortizorul este solicitat de un cuplu 
exterior armonic tM ωcos0 , ecuaţiile de mişcare se pot scrie 

( )
( ) ,cJ

,tMcKJ

ddd

d

0

cos0

=−−

=−++

θθθ

ωθθθθ
&&&&

&&&&
  (3.154) 

unde θ  este rotirea carcasei şi dθ  este rotirea discului interior. Coeficientul de 
amortizare are expresia (Harris şi Crede, 1968) 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
+=

1

4
1

4
2

2

3
2

2
2

h
RR

h
Rbc μπ ,   (3.155) 

unde μ  este vâscozitatea uleiului. 

 
Fig. 3.36 

Presupunând soluţii de forma 

tωθθ cos0= ,      ( )ϕωθθ −= tdd cos0 , 
şi notând 
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J
K

n =2ω ,    
nω
ωη = ,    

ndJ
c
ω2

ζ = ,    
J

Jd=λ ,  (3.156) 

amplitudinea adimensională a carcasei este dată de  

( ) ( )2222222

22

0

0

1ζ41

ζ4

−++−

+
=

ληηηη

ηθ
M
K .  (3.157) 

Pentru o valoare dată λ , diagramele amplitudinii adimensionale 
00 MKθ  sunt prezentate în funcţie de pulsaţia adimensională η  în fig. 3.37, 

pentru câteva valori ale raportului de amortizare ζ . 

 
Fig. 3.37 

Pentru 0ζ = , curba corespunde unui sistem neamortizat cu pulsaţia de 
rezonanţă nω , a cărui amplitudine este infinită la 1=η . Pentru ∞=ζ , curba 
corespunde unui sistem neamortizat cu pulsaţia de rezonanţă 

( ) λω +=+ 1ndJJK , în care discul şi carcasa amortizorului se mişcă 
împreună ca o singură masă. Curbele trasate pentru aceste două valori extreme ale 
lui ζ  se intersectează în punctul M , de abscisă ( )λη += 22M . Pentru orice 
altă valoare a amortizării, toate curbele răspunsului trec prin acest punct. Există o 
valoare optimă a amortizării  

( )( )λλ ++
=

212
1ζopt     (3.158) 

pentru care amplitudinea la rezonanţă este minimă şi egală cu ordonata ( )λ21+  a 
punctului M . 
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Pe baza ecuaţiilor (3.156) şi (3.158) se poate proiecta un amortizor de 
vibraţii torsionale cu o curbă de răspuns aplatisată, eficient într-un domeniu larg de 
frecvenţe excitatoare.  

3.6.5  Absorbitorul de vibraţii amortizat 

Un absorbitor dinamic de vibraţii constă dintr-un sistem secundar masă-
arc ataşat sistemului primar (iniţial) masă-arc pentru a-l proteja contra vibraţiilor. 

Principalul efect al ataşării unui sistem secundar este transformarea dintr-
un sistem cu un grad de libertate într-un sistem cu două grade de libertate. Valorile 
parametrilor fizici ai absorbitorului se aleg astfel încât deplasarea (sau alt 
parametru cinematic al) sistemului principal să fie minimă. Masa adăugată trebuie 
să aibă o mişcare suficient de mare ca să “absoarbă” energia introdusă în sistem de 
forţa care acţionează asupra masei iniţiale. Dacă se ţine cont de amortizarea din 
sistemul secundar, deplasarea masei principale nu poate fi redusă la zero, însă 
domeniul util de lucru al absorbitorului creşte, îmbunătăţindu-i eficienţa.  

 
Fig. 3.38 

3.6.5.1  Sistemul primar acţionat de o forţă armonică 

Se consideră răspunsul armonic al unui sistem cu două grade de libertate, 
compus dintr-un sistem primar neamortizat şi un absorbitor cu amortizare vâscoasă 
(fig. 3.38, a). Un astfel de sistem se obţine prin eliminarea amortizorului 1c  din 
sistemul prezentat în fig. 3.31.  

Dacă se anulează coeficientul de amortizare 1c , şi se elimină forţa 2f , 
ecuaţiile (3.136) pot fi rescrise sub forma 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) .xxkxxcxm

,tfxxkxkxxcxm

021221222

12121121211

=−−−−

=−++−+

&&&&

&&&&
 (3.159) 

În regim staţionar, cu forţă (de amplitudine constantă) şi răspuns armonic  
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tFf ωi
01 e= , tX~x ωi

11 e= , tX~x ωi
22 e= ,  (3.160) 

ecuaţiile (3.159) devin 

( ) ( )
( ) ( ) .X~cmkX~kc

,FX~kcX~cmkk

0ii

ii

22
2

22122

022212
2

121

=+−++−

=+−+−+

ωωω

ωωω
 (3.161) 

Amplitudinea vibraţiilor sistemului primar 11 X~X =  poate fi exprimată 

sub forma  

22
2

2

22
2

2
1

ζ
ζ

DC
BA

x
X

st +
+

=     (3.162) 

unde 

1kFx ost = ,   θψμ2=A , ( )22 θψμ −=B ,    ( )2212 θμθθψμ −−=C , 

( ) ( ) 222222 1 θψμθθψμ −−−=D ,   2222 2ζ mc ω= ,   (3.163) 

12 mm=μ ,   1ωωθ = ,   12 ωωψ = ,   111 mk=ω ,   222 mk=ω . 

Curbele de variaţie ale raportului stxX1  în funcţie de pulsaţia 
adimensională θ  sunt prezentate în fig. 3.39, pentru valori date μ  şi ψ , şi câteva 
valori ale raportului de amortizare 2ζ . Absorbitorul reduce amplitudinea vibraţiilor 
sistemului primar de la valori infinite la o valoare finită mică, la 1=θ . 

Când 0ζ2 = , DBxX st =1 . Când ∞=2ζ , CAxX st =1 . Curbele de 
răspuns trasate pentru cele două valori limită ale amortizării se intersectează în 
punctele R şi S. Toate curbele de răspuns ale masei primare în sistemul cu 
absorbitor, trasate pentru diferite valori 2ζ , trec prin aceste două puncte, numite 
“punctele fixe”.  

Variind raportul pulsaţiilor ψ , ordonatele celor două puncte cresc sau 
scad. Cazul cel mai favorabil, în care se obţine valoarea minimă a răspunsului 
dinamic maxim pe întregul domeniu de pulsaţii, se poate obţine dacă sunt 
satisfăcute următoarele două condiţii (J. Ormondroyd şi J. P. den Hartog, 1928):  

a) Cele două puncte R şi S să aibă ordonate egale. Aceasta se realizează 
dacă (E. Hahnkamm, 1932) raportul între pulsaţia proprie a absorbitorului şi cea a 
sistemului primar este 

μ
ψ

+
=

1
1

opt .    (3.164) 
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b) Pantele curbelor de răspuns în punctele R şi S să fie zero, deci cele două 
puncte să devină două maxime în curba de răspuns.  

Din păcate, pentru o valoare dată a raportului pulsaţiilor ψ , nu pot exista 
două maxime de ordonate egale. Totuşi, dacă panta în unul din puncte este zero, 
panta în celălalt punct este foarte apropiată de zero. Aceasta se obţine atunci când 
răspunsul (deplasarea) sistemului primar este  

( )
μ
211 +=optstxX .   (3.165) 

Pulsaţiile adimensionale la care apar cele două vârfuri (abscisele punctelor 
fixe) au expresiile 

( )
μ

μ
θ

+
+±

=
1

2212 .   (3.166) 

Raportul pulsaţiilor θ  la care apare minimul dintre cele două vârfuri este 
egal cu media aritmetică a valorilor de mai sus ( ) 2111 ψμ =+ . Acesta este deci 
raportul pulsaţiilor la care se acordează absorbitorul.  

 
Fig. 3.39 

Coeficientul de amortizare optim care rezultă din respectarea celor două 
condiţii se poate obţine derivând relaţia (3.162) în raport cu θ  şi egalând cu zero 
pentru fiecare punct de intersecţie, rezultând două valori 1222 2ζ ωψ mc= . 
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Diferenţa între aceste valori creşte atunci când raportul μ  (între masa 
absorbitorului şi masa sistemului primar) creşte. Se obişnuieşte să se aleagă media 
aritmetică a acestor valori (J. E. Broch, 1946)  

( )3
122 1832 μμω +=mc , 

sau 

( )μ
μζ
+

=
18
3

2opt .    (3.167) 

În plus, deplasarea relativă între masa principală şi cea a absorbitorului  

( )1221

1
21

22 ωθμ mck

FXXX =−   (3.168) 

trebuie să fie relativ mică, pentru a evita ruperea prin oboseală a arcului 
absorbitorului.  

Teoria prezentată, strict valabilă dacă sistemul primar este neamortizat, 
poate fi extinsă la sisteme slab amortizate. 

Dacă se minimizează viteza masei sistemului primar (în locul deplasării) 
acţionat de o forţă armonică de amplitudine constantă, atunci parametrii optimi ai 
absorbitorului dinamic au valorile (V. H. Neubert, 1964) 

  ( )
( ) ( )

,, optopt 2

2

2
2118
24513       

1
21

μμ
μμμζ
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=  (3.169) 
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Dacă asupra masei sistemului primar acţionează o forţă armonică cu 
aplitudinea proporţională cu pătratul pulsaţiei 2

0 ωrm , atunci parametrii optimi ai 
absorbitorului dinamic au valorile (G. B. Warburton şi E. O. Ayorinde, 1980) 
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=opt ,  (3.171) 

   ( )μμ
μ
+
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1

2

0

11

optrm
Xm

.   (3.172) 



                                                                                                      VIBRAŢII MECANICE 168

3.6.5.2  Sistemul primar acţionat la bază cu o acceleraţie armonică 

Dacă suportul sistemului primar vibrează cu o acceleraţie armonică de 
amplitudine constantă 0X&&  şi se minimizează acceleraţia masei sistemului primar, 
atunci parametrii optimi ai absorbitorului dinamic au aceleaşi valori (3.164), 
(3.165) şi (3.167) ca în problema clasică (F. M. Sauer şi C. F. Garland, 1949).  

Dacă însă se minimizează deplasarea masei 1m , atunci (G. B. Warburton, 
1982) 
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( )2
2
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473121

μ

μμμ
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−−+−
=opt ,   (3.173) 
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37531252212 μμμ
μ

ω
&& . (3.175) 

Pentru ca optψ  să fie real, raportul maselor 72<μ . Expresiile (3.174) şi 
(3.175) s-au obţinut prin dezvoltări în serie care asigură o precizie de 0,1% pentru 

10,≤μ . 

3.6.5.3  Amortizorul sistemului secundar ataşat de un reper fix 

În fig. 3.38, b se prezintă o variantă a absorbitorului dinamic amortizat, în 
care amortizorul nu este ataşat de sistemul primar ci de un reper fix. 

Amplitudinea vibraţiilor sistemului primar este dată de expresia (3.162) 
unde A, B şi D sunt date de (3.163) iar ( )2212 ψμθθψ +−=C . Aplicând metoda 
optimizării bazată pe teoria punctelor fixe (M. Z. Rai, 2001), se obţine condiţia de 
acordare optimă 

μ
ψ

−
=

1
1

opt     (3.176) 

şi amortizarea optimă 

( )218
3

2 μ
μζ

+
=opt .   (3.177) 

În aceste condiţii, răspunsul (deplasarea) sistemului primar maxim este 
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( )
μ

μ 211 −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

optstx
X .   (3.178) 

Comparând expresiile (3.165) şi (3.178) se observă că, pentru acelaşi 
raport al maselor μ , din relaţia (3.178) rezultă un nivel al vibraţiilor masei 
principale mai mic decât din relaţia (3.165). Deci, fără a creşte masa adiţională, 
nivelul vibraţiilor masei 1m  poate fi redus mai eficient legând amortizorul la un 
punct fix. 

3.6.5.4  Aplicaţii ale absorbitorilor dinamici de vibraţii 

Relaţiile obţinute pentru parametrii absorbitorului optim pot fi utilizate şi 
atunci când sistemul principal este un corp elastic, cu condiţia ca acesta să aibă 
pulsaţii proprii bine separate, amortizare relativ mică şi să se utilizeze în calcule 
masa efectivă a acestuia. Sistemul real este înlocuit cu un sistem echivalent cu un 
grad de libertate. Masa distribuită este concentrată în punctul de ataşare a 
absorbitorului, în care se poate calcula rigiditatea echivalentă a sistemului. 

Absorbitorul dinamic a fost inventat de H. Frahm în 1909 şi patentat în 
1911. 

La conductoarele electrice aeriene ale liniilor de înaltă tensiune apar 
vibraţii transversale cu frecvenţe între 5 şi 50 Hz şi amplitudini de ordinul 
diametrului conductorului, produse de curenţi de aer cu viteze între 1 şi 8 m/s. 
Problema a fost studiată prima dată în 1925 la linia de 220 kV dintre Big Creek şi 
Los Angeles, pentru care G. H. Stockbridge a proiectat un absorbitor dinamic cu 
două greutăţi din beton dispuse la capetele unei tije din oţel montat sub conductorul 
electric în punctul de amplitudine maximă a vibraţiilor. În prezent, absorbitorul 
Stockbridge simetric se construieşte în soluţia Monroe-Templin (fig. 3.40).  

 
Fig. 3.40 

Acesta constă dintr-un cablu toronat (care are amortizare, datorită frecării 
între fire) cu două greutăţi (metalice cilindrice) la capete, fixat cu o bridă centrală 
sub conductorul electric, deobicei în apropierea stâlpului de susţinere. 

Absorbitorul este un element reactiv, care absoarbe energia vibraţiilor 
liniei aeriene, realizând o cvasi-antirezonanţă, deci un punct aproape fix în 
apropierea stâlpului, limitând astfel solicitările mari din punctul de prindere de 
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stâlp al conductorului electric. Există o gamă largă de absorbitori Stockbridge, 
pentru conductoare cu diametre până la 75 mm şi deschideri până la 670 m. 

Deobicei, absorbitorul este acordat pe frecvenţele forţelor transversale 
armonice produse de desprinderea vârtejurilor alternante de tip Kármán. Acestea se 
calculează pe baza vitezei vântului, diametrului conductorului şi numărului 
Strouhal al curgerii. 

Sub acţiunea vântului şi cutremurelor, clădirile înalte au vibraţii laterale şi 
vibraţii torsionale. Pentru limitarea acestora, se utilizează absorbitori dinamici 
amplasaţi la un etaj superior, conform schemei din fig. 3.41. 

 
Fig. 3.41 

Prima aplicaţie de acest fel s-a utilizat la clădirea John Hancock Tower din 
Boston, Massachussetts, în urma plângerilor locatarilor deranjaţi de vibraţiile 
clădirii produse de vânt (1976). La extremităţile etajului superior au fost instalate 
două mase de câte 300 tone (plumb în cutii de oţel) acţionate hidraulic, sistemul 
secundar având perioade proprii până la 7 secunde şi amplitudini până la 1,8 m. 
Când clădirea se “clatină” sub acţiunea vântului, greutăţile tind să rămână fixe în 
spaţiu, permiţând podelei să alunece sub ele, arcurile şi amortizoarele acţionând 
asupra structurii din oţel, reducând vibraţiile. 

A doua aplicaţie a fost la Citycorp Center din Manhattan (1977), 
absorbitorul având o greutate din beton de 360 tone, acţionată hidraulic pe două 
direcţii perpendiculare între ele. Sistemul hidraulic care realizează suspensia este 
pornit automat când vibraţiile produse de vânt depăşesc un anumit nivel. Oscilaţiile 
masei absorbitorului dinamic preiau din energia vibraţiilor clădirii, realizând o 
reducere până la 50% a amplitudinii acestora. Soluţia este mai ieftină decât 
rigidizarea structurii. 

Turnul Taipei 101 are la etajul 88 un absorbitor dinamic cu o masă sferică 
de 700 tone suspendată pendular pe cabluri. Hotelul Burj al-Arab din Dubai (321 
m) are opt absorbitori dinamici orizontali montaţi la înălţimea de 280 m în braţele 
exterioare din oţel şi trei absorbitori plasaţi în vârful catargului antenei. Absorbitori 
dinamici sunt montaţi şi în antenele celor două clădiri Emirates Towers din Dubai 
şi în turnul televiziunii din Berlin. 
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Absorbitorii dinamici pot fi utilizaţi pentru atenuarea vibraţiilor blocurilor 
de fundaţii ale compresoarelor cu piston. O soluţie care utilizează absorbitori cu 
mase din fontă, montate pe arcuri din oţel în consolă, este prezentată în fig. 3.42 
(Allaway şi Grootenhuis, 1965). 

 
Fig. 3.42 

În fig. 3.43 se prezintă absorbitori utilizaţi la maşini electrice (J. 
Ormondroyd şi J. P. den Hartog, 1928). Pe piedestalul lagărului exterior al unui 
turbogenerator de 300 MW s-au înregistrat vibaţii axiale de m 137 μ  la turaţia de 
1800 minrot . S-au montat doi absorbitori constând dintr-o bară în consolă, de 
lungime 0,5m şi secţiune transversală mm 67200× , şi o greutate de 110 N cu 
poziţie reglabilă pe verticală, calculată să aibă o frecvenţă proprie de 30 Hz. 
Amplitudinea vibraţiilor a fost redusă la m 84 μ . 

 
Fig. 3.43 

Podurile pentru pietoni şi pasarelele pot vibra sub acţiunea vântului sau a 
forţelor produse de trecerea pietonilor. Sunt cunoscute problemele ridicate de 
vibraţiile laterale ale podului Millenium Bridge din Londra (cu amplitudini până la 
70 mm la frecvenţa de 0,95 Hz) sub care au fost montaţi 52 de absorbitori de 
vibraţii. Aceeaşi problemă a apărut la podurile din Auckland, Birmingham şi 
Chester, cu frecvenţe laterale de ordinul a 0,7 Hz şi în Paris, la podul peste Sena 
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dintre grădinile Tuileries şi Quay d’Orsay şi recent la pasarela Simone de 
Beauvoir. În fig. 3.44 se arată un absorbitor pentru vibraţii verticale, cu o masă de 
710 kg şi amortizare cu aer (V. A. L. Chasteau, 1973). 

 
Fig. 3.44 

O aplicaţie la o maşină de tuns electrică este prezentată în fig. 3.45. 
Mişcarea de dute-vino a lamelei tăietoare produce vibraţiile mânerului care sunt 
atenuate de amortizorul dinamic realizat ca o bară în consolă cu o masă în capăt, 
fixată de carcasa maşinii (I. O. Miner, 1931). 

 
Fig. 3.45 

În fig. 3.46 se arată schiţa unei bare de strunjit interior prevăzută cu un 
absorbitor dinamic. Masa absorbitorului (din plumb) este cilindrică. Capetele de 
diametru mai mic sunt rezemate pe două inele din cauciuc. Acestea pot fi 
comprimate axial cu o forţă reglabilă, modificându-se astfel rigiditatea şi 
coeficientul de amortizare ale absorbitorului, pentru acordarea acestuia. 
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Fig. 3.46 

La barele de alezat şi la cuţitele de strung se pot utiliza şi absorbitori 
dinamici cu acţiune prin impact. În fig. 3.47 se arată absorbitorul cu impact pentru 
cuţite de strung pentru degroşare proiectat de D. J. Rîjkov (1953). 

 
Fig. 3.47 

De menţionat că absorbitorul Lanchester a fost aplicat la bare de găurit (R. 
S. Hahn, 1951) iar absorbitori amortizaţi, cu elemente deformabile din elastomeri 
sau materiale plastice (având atât elasticitate cât şi amortizare), sunt frecvent 
utilizaţi la maşini unelte 

3.6.6  Amortizarea vâscoasă neproporţională  

Se consideră sistemul din fig. 3.30, a cu amortizare vâscoasă 
neproporţională. Ecuaţia vibraţiilor libere (3.121, a) este 

  [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }0=++ xkxcxm &&& ,  (3.179) 

unde matricea [ ]c  nu este proporţională nici cu matricea [ ]m  nici cu [ ]k . 
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Pentru simplificarea calculelor, ecuaţia de ordinul doi (3.179) este 
transformată într-o ecuaţie de ordinul întâi în spaţiul stărilor, introducând o ecuaţie 
auxiliară  

 [ ] { } [ ] { } { }0=− xmxm && .    (3.180) 

 Combinând ecuaţiile (3.179) şi (3.180) rezultă 
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sau 
 [ ] { } [ ] { } { }0=+ qBqA & ,    (3.182) 

unde matricile [ ]A  and [ ]B , de dimensiuni 4 x 4, sunt reale  
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Înlocuind o soluţie de forma { } { } tsq eΦ= , şi corespunzător 

{ } { } tsux e= , ecuaţia (3.182) devine 

 [ ] [ ]( ) { } { }0=+ ΦBAs .    (3.183) 

Există patru valori proprii rs , soluţii ale ecuaţiei 

 [ ] [ ]( ) 0det =+ BAs ,     (3.184) 

şi patru vectori proprii { }rΦ  care satisfac problema generalizată de valori proprii 

 [ ] { } [ ]{ }rrr AsB ΦΦ −= .     ( )41,...,r =   (3.185) 

Ecuaţia (3.185) se poate scrie sub forma 

 [ ] [ ] { } { }rrr sBA ΦΦ =− −1 ,     ( )41,...,r =   (3.186) 

unde 
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Ecuaţia (3.181) devine 
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La sisteme cu 2 g.d.l. amortizate subcritic, ecuaţia (3.188) are două perechi 
de rădăcini complexe conjugate  

1121 i d,s ωσ ±−= , 2243 i d,s ωσ ±−= ,  (3.189) 

unde părţile imaginare, 1dω  şi 2dω , sunt pulsaţiile proprii amortizate iar părţile 
reale, 1σ  şi 2σ , sunt factori de amortizare (constante de atenuare). Vectorii 
proprii { }rΦ  sunt complecşi conjugaţi. 

Între parametrii de mai sus şi valorile absolute ale pulsaţiilor proprii şi 
rapoartele de amortizare se stabilesc relaţiile 

 22
rrdr σωω += , 

r

r
r ω

σ
=ζ . 21,r =   (3.190) 

În general, la modurile de vibraţie amortizate supracritic, valorile proprii 
reale se pot scrie  

 rrrr s,s τσ m−=+1 ,    (3.191) 
iar relaţiile (3.190) devin 

 22
rrr τσω −= , 

r

r
r ω

σ
=ζ .   (3.192) 

Mişcarea într-un mod amortizat supracritic este aperiodică. În acest caz, nu 
există un vârf de rezonanţă în diagrama amplitudine-pulsaţie sau o buclă în 
diagrama Nyquist chiar pentru pulsaţii proprii relativ depărtate.  

Pentru sisteme amortizate subcritic, din ecuaţia (3.188) se obţin două 
perechi de vectori complecşi conjugaţi, a căror jumătate superioară defineşte forma 
modală. Diferenţa de fază între mişcările în gradele de libertate într-un mod de 
vibraţie face ca amplitudinea deplasării maxime a maselor să se înregistreze în 
momente diferite în timp. Mişcarea într-un mod de vibraţie complex nu mai este 
sincronă, şi nu are caracterul unei unde staţionare, cu noduri şi ventre fixe, ca la 
sistemele cu amortizare proporţională. Ea are proprietăţile unei unde progresive, cu 
noduri şi ventre care se deplasează ciclic, configuraţia repetându-se la fiecare ciclu 
de vibraţie,  

Exemplul 3.14 

Sistemul din fig. 3.31 are kg 1001 =m , kgm  12 = , mN1099 6
1 ⋅= ,k , 

mN1010 6
2 ⋅= ,k , mNs 12521 == cc . Să se calculeze parametrii modali şi să se 

traseze diagramele Nyquist ale receptanţelor complexe. 

Rezolvare. Matricile de masă, de rigiditate şi de amortizare sunt 
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Valorile proprii cu parte imaginară pozitivă sunt  

 12,6593i78541 ⋅+−= ,λ , 12,6853i965582 ⋅+−= ,λ . 

 
Fig. 3.48 

Vectorii proprii corespunzători sunt  
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Pulsaţiile proprii amortizate sunt srad  663121 ,d =ω  şi 
srad  683122 ,d =ω . Valorile absolute ale pulsaţiilor proprii sunt 

srad  703122
1

2
11 ,d =+= σωω , srad  193182

2
2

22 ,d =+= σωω . Rapoartele de 

amortizare modale sunt 0150ζ 111 ,== ωσ  şi 1850ζ 222 ,== ωσ . 

Pulsaţiile proprii neamortizate ale sistemului conservativ asociat sunt 
srad  30001 =ω  şi srad 331,66 1110002 ==ω , fiind diferite de valorile 

absolute ale valorilor proprii ale sistemului cu amortizare neproporţională. În acest 
caz, diferenţa între pulsaţiile proprii amortizate este srad  ,0260 , deci Hz  ,00410 , 
în timp ce pulsaţiile proprii neamortizate diferă cu Hz  ,0395 . Cuplajul prin 
amortizare apropie relativ pulsaţiile proprii, ceea ce complică determinarea lor 
experimentală.  

Diagramele Nyquist ale receptanţelor jiji fx=α , 21,j,i = , sunt 
prezentate în fig. 3.48 cu pulsaţia excitatoare marcată de-a lungul curbelor. Forma 
neobişnuită a diagramelor receptanţelor directe, fără bucle distincte, este produsă 
de apropierea relativă a pulsaţiilor proprii şi valoarea relativ mare a amortizării în 
modul al doilea de vibraţie.  

Exemplul 3.15 
Să se calculeze parametrii modali ai sistemului din fig. 3.31, utilizând 

valorile parametrilor date în Tabelul 3.1 pentru următoarele patru cazuri: cazul I: 
sistem slab amortizat, cu pulsaţii proprii relativ depărtate; cazul II: sistem slab 
amortizat, cu pulsaţii proprii relativ apropiate; cazul III: sistem puternic amortizat, 
cu pulsaţii proprii relativ depărtate; cazul IV: sistem puternic amortizat, cu pulsaţii 
proprii relativ apropiate.  

            Tabelul 3.1 

Cazul I II III IV 

21 MM =  kg  0,0259 0,0259 0,0259 0,0259 

31 KK =  mN  100 100 100 100 

2K  mN  50 1 50 1 

1C  mNs  0,3 0,3 3 3 

2C  mNs  0,2 0,2 2 2 

3C  mNs  0,1 0,1 1 1 
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Să se traseze apoi diagramele Nyquist ale receptanţelor complexe pentru 
cele patru sisteme. 

Rezolvare. Pulsaţiile proprii neamortizate au expresiile  
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Vectorii modali neamortizaţi sunt aceiaşi în toate cazurile  
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Matricile maselor modale, rigidităţilor modale şi amortizărilor modale, 
calculate cu ajutorul matricii modale construite cu vectorii de mai sus, sunt  
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Dacă 31 cc ≠ , amortizarea este neproporţională iar matricea de amortizare 
modală nu este proporţională cu matricile modale de masă şi de rigiditate.  

Valorile proprii sunt soluţii ale ecuaţiei algebrice de gradul patru 
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La moduri de vibraţie amortizate subcritic, valorile proprii complexe pot fi 
scrise sub forma (3.179), în timp ce pentru moduri amortizate supracritic valorile 
proprii reale pot fi scrise sub forma (3.181). 

Valorile numerice ale parametrilor modali sunt date în Tabelul 3.2. 

                   Tabelul 3.2 

Cazul I II III IV 

01ω  02ω  62,13 87,86 62,13 62,75 62,13 87,86 62,13 62,75 

1ω  2ω  62,24 87,69 62,16 62,71 64,28 84,92 62,16 62,71 

1ζ  2ζ  0,062 0,132 0,055 0,192 0,540 1,409 0,547 1,919 

1dω  2dω  62,13 86,93 62,07 61,55 54,09 - 52,01 - 

1σ  2σ  3,845 11,594 3,406 12,033 34,734 - 34,044 - 
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Pulsaţiile proprii neamortizate diferă de valorile absolute ale valorilor 
proprii ale sistemului cu amortizare neproporţională, rr ωω ≠0 . În cazul cuplajului 
prin amortizare, valorile absolute ale valorilor proprii, uneori denumite pulsaţii de 
rezonanţă, sunt mai apropiate între ele decât pulsaţiile proprii neamortizate 
corespunzătoare, în timp ce pulsaţiile proprii amortizate pot avea ordinea inversată. 
Pentru primul mod de vibraţie, 011 ωω > , în timp ce pentru modul al doilea, 

022 ωω < , iar în cazul II, 12 dd ωω < .  

Modul al doilea este amortizat supracritic în cazurile III şi IV, având 
raportul de amortizare modal 1ζ >r . Într-adevăr, pentru valorile parametrilor fizici 
corespunzătoare sistemelor cu pulsaţii proprii neamortizate relativ depărtate, modul 
al doilea de vibraţie devine amortizat supracritic la o valoare mNs74903 ,c ≅ , în 
timp ce primul mod de vibraţie devine amortizat supracritic pentru valori mai mari 
decât mNs8913 ,c ≅ . 

 
Fig. 3.49 

Diagramele polare ale receptanţelor complexe sunt prezentate în fig. 3.49. 
Cu excepţia cazului I, diagramele nu au două bucle, câte una pentru fiecare mod de 
vibraţie, astfel că numărul gradelor de libertate nu poate fi stabilit prin simpla 
inspectare vizuală a diagramelor răspunsului în frecvenţă. În astfel de cazuri, 
localizarea rezonanţei necesită metode adecvate, tratate în volumul 2.  
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Probleme 

3.E1  La sistemul din fig. 3.1, cu kk 21 = , kk =2 , kk 23 = , mm 31 = , 
mm =2 , se cer ecuaţiile de mişcare şi modurile proprii de vibraţie. 

Răspuns : mk,91901 =ω , mk,77612 =ω , 46401 ,=μ , 
46462 ,−=μ . 

3.E2  Să se determine amplitudinile vibraţiilor forţate ale sistemului din 
fig. 3.4, dacă mN103

1 =k , mN5002 =k , mN102 3
3 ⋅=k , kg51 =m , 

kg102 =m , N1001 =f̂ , 02 =f̂ , srad15=ω . 

Răspuns : m1601 ,X = , m3202 ,X −= . 

3.E3  Să se determine amplitudinile vibraţiilor forţate ale sistemului din 
fig. 3.4, pentru mN103=k , kg5=m , N501 =f̂ , N1002 =f̂ , srad 10=ω . 

Răspuns : m501 ,X −= , m802 ,X −= . 

3.E4  Să se determine pulsaţiile proprii şi formele modale pentru vibraţiile 
torsionale ale sistemului din fig. 3.6. Rigidităţle arborilor sunt KK =1 , KK 22 = , 

KK 33 = , iar momentele de inerţie masice ale discurilor sunt JJ 21 = , JJ =2 .  

Răspuns : JK=1ω , JK,34522 =ω , 501 ,=μ , 42 −=μ . 

3.E5  Utilizând următoarele valori numerice: radmN107
1 =K , 

radmN107
2 =K , radmN103 7

3 ⋅=K , 2
1 mkg100=J , 2

2 mkg200=J , 

N1001 =f̂ , 02 =f̂ , srad15=ω , să se determine amplitudinile vibraţiilor 
torsionale ale sistemului din fig. 3.6, dacă pe discul al doilea acţionează un cuplu 
armonic de amplitudine N105

0 =M  şi pulsaţie srad300=ω . 

Răspuns : rad0073501 ,=Θ , rad0077202 ,=Θ . 

3.E6  Să se calculeze pulsaţiile proprii şi formele modurilor proprii ale 
vibraţiilor de încovoiere pentru sistemul din fig. 3.15, în care mm 31 = , 

32 mm = , lll == 21  şi .constIE =  
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Răspuns : 3
1 5220 lmIE,=ω , 3

2 731 lmIE,=ω , 61 =μ , 

512 ,−=μ . 

3.E7  Să se determine modurile proprii ale vibraţiilor laterale ale sistemului 
prezentat în fig. 3.20, unde mm 21 = , mm =2 , lll == 21 , 23 ll =  şi 0=f . 

Răspuns : 3
1 4771 lmIE,=ω , 3

2 4643 lmIE,=ω , 11 −=μ , 

22 =μ . 

3.E8  Să se calculeze pulsaţiile proprii şi formele modurilor proprii ale 
vibraţiilor de încovoiere ale barei de greutate neglijabilă din fig. 3.E8, pe care sunt 
montate două mase. 

 
Fig. 3.E8 

Răspuns : 3
1 8910 lmIE,=ω , 3

2 6883 lmIE,=ω , 04811 ,=μ , 

47702 ,−=μ . 

3.E9  Să se determine amplitudinile vibraţiilor maselor din fig. 3.E9, 
utilizând următoarele valori numerice: 23 sec800 −=lmIE , mm23

0 =IEF l  şi 
srad10=ω . 

 
Fig. 3.E9 

Răspuns : mm51171 ,Y = , mm04252 ,Y = . 

3.E10  Să se scrie ecuaţiile de mişcare ale sistemului din fig. 3.E10 
utilizând drept coordonate deplasarea x a centrului de greutate şi rotaţia θ  faţă de 
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acest punct. Să calculeze pulsaţiile proprii şi să se traseze formele modurilor de 
vibraţie, cu localizarea nodului în fiecare mod. 

 
Fig. 3.E10 

Răspuns : mk,70701 =ω , mk,41412 =ω , l66601 1 ,=μ , 
l33301 2 ,−=μ . 

3.E11  Să se calculeze pulsaţiile proprii şi să se traseze formele modurilor 
proprii ale vibraţiilor cuplate de translaţie şi rotaţie pentru bara rigidă din fig. 
3.E11.  

 
Fig. 3.E11 

  Răspuns : mk,7801 =ω , mk,28112 =ω , l6401 1 ,=μ , l3901 2 ,−=μ . 

3.E12  Să se calculeze amplitudinile vibraţiilor forţate ale barei rigide din 
fig. 3.E12, utilizând următoarele valori numerice: mN103=k , kg5=m , 

N500 =F , m40,=l  şi srad10=ω . 

 
Fig. 3.E12 

Răspuns : m01650,Ax = , rad0830,A =θ . 
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3.E13  În tabelul alăturat se dau rezultatele unei încercări în regim armonic 
a unei structuri. Răspunsul a fost măsurat la o oarecare distanţă de punctul de 
aplicaţie al forţei excitatoare şi este dat sub forma valorilor amplitudinii şi 
unghiului de fază ale receptanţei de transfer complexe. Se cere estimarea 
parametrilor modali: masele modale, rigidităţile modale, rapoartele de amortizare şi 
coeficienţii de amortizare vâscoasă modali.  

 
Frecvenţa, 

Hz 

Amplitudinea 
receptanţei, 

Nmm10 3−  

Defazajul între 
răspuns şi forţă, 

grade 

40 
41 

   41,5 
   41,8 

42 
   42,5 
   43,5 

44 
50 
60 
68 
70 
72 
73 

   73,5 
74 

   74,5 
75 
77 

10 
   10,9 
   10,9 
   10,4 
     9,5 
     8,4 
     7,1 
     4,9 
     3,0 
     2,8 
     2,0 
     6,4 
     6,9 
     7,2 
     6,6 
     5,5 
     4,3 
     3,0 
     1,8 

  10 
  30 
  50 
  70 
  90 
110 
130 
150 
152 
160 
178 
190 
210 
230 
250 
270 
290 
310 
330 

 

Răspuns : srad2631 =ω , 046601 ,=ζ , mN7001 =K , 

mNs24801 ,C = , kg100151 2
1

−⋅= ,M , srad4622 =ω , 033902 ,=ζ , 

mN18002 =K , mNs26402 ,C = , kg10840 2
2

−⋅= ,M . 

3.E14  Să se arate că dacă se minimizează acceleraţia masei sistemului 
primar (în locul deplasării) acţionat de o forţă armonică de amplitudine constantă, 
atunci parametrii optimi ai absorbitorului dinamic amortizat au valorile  

  
μ

ψ
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3
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=opt ,  
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4. 
SISTEME CU MAI MULTE GRADE DE 

LIBERTATE 

Sistemele vibratoare cu două grade de libertate studiate în capitolul 
precedent reprezintă cazul cel mai simplu şi o introducere în studiul sistemelor cu 
mai multe grade de libertate. Un sistem are n grade de libertate dacă, în orice 
moment, configuraţia sa poate fi reprezentată de n coordonate independente. 
Deobicei, în spaţiul configuraţiilor, coordonatele sunt deplasări liniare sau 
unghiulare, dar pot fi şi viteze sau acceleraţii. 

Sistemele cu număr finit de grade de libertate sunt sisteme discrete. În 
practica inginerească, vibraţiile sistemelor continue sunt deobicei descrise cu un 
număr finit de coordonate. Fiecare element al unui sistem discret poate fi el însuşi 
un sistem continuu, dar frecvenţele proprii cele mai joase ale acestuia trebuie să fie 
mult mai mici decât cele ale sistemului discret idealizat. 

Cea mai simplă metodă de discretizare conduce la sisteme cu parametri 
concentraţi, constând din mase sau discuri rigide, arcuri şi amortizoare. 
Proprietăţile dinamice ale acestora sunt definite prin mărimi scalare. Elementele 
deformabile pot fi descrise prin matrici de rigiditate şi de amortizare, care exprimă 
forţele la extremităţile elementului în funcţie de deplasările sau vitezele relative ale 
extremităţilor. 

Un alt procedeu de discretizare este metoda elementelor finite. Aceasta 
poate fi considerată o metodă Rayleigh-Ritz, în care soluţia unei probleme 
diferenţiale de valori proprii, pentru care nu se cunoaşte forma (închisă) exactă, 
este aproximată printr-o serie finită de funcţii de formă înmulţite cu coeficienţi 
nedeterminaţi. În metoda elementelor finite, funcţiile de formă sunt polinoame de 
grad mic, definite local, iar coeficienţii sunt deplasări nodale determinate astfel 
încât să minimizeze câtul lui Rayleigh pentru întregul sistem. Pentru fiecare tip de 
element finit se definesc matricile elementului care sunt apoi asamblate în matricile 
globale de masă, de rigiditate şi de amortizare.  

Cu ajutorul matricilor globale se scriu ecuaţiile diferenţiale de mişcare. 
Căutând soluţii armonice sincrone, ecuaţiile de mişcare sunt transformate într-un 
sistem algebric liniar şi omogen, echivalent cu o problemă de valori proprii. 
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Valorile proprii dau frecvenţele proprii iar vectorii proprii dau forma modurilor 
proprii de vibraţie. Frecvenţele proprii mai pot fi obţinute prin minimizarea câtului 
lui Rayleigh. 

Răspunsul dinamic al unui sistem discret poate fi descris de ecuaţii 
diferenţiale ordinare simultane. Prin alegerea unui set convenabil de coordonate, 
numite coordonate modale sau principale, ecuaţiile de mişcare pot fi decuplate şi 
rezolvate independent. Coordonatele modale reprezintă combinaţii liniare ale 
deplasărilor reale. Invers, mişcarea în spaţiul configuraţiilor poate fi privită ca o 
suprapunere de vibraţii în modurile naturale (proprii) de vibraţie, definite de 
coordonatele modale. Mişcarea într-un mod propriu de vibraţie al unui sistem 
neamortizat este sincronă şi armonică în toate coordonatele sistemului. 

Sistemele cu un număr finit de grade de libertate vibrează simultan în cele 
câteva moduri naturale, al căror număr este egal cu numărul gradelor de libertate. 
Pentru a vibra într-un singur mod natural sunt necesare anumite combinaţii 
particulare ale condiţiilor iniţiale ale mişcării sau ale forţelor exterioare aplicate 
sistemului. În cazul vibraţiilor amortizate, vibraţia liberă este dominată doar de 
câteva moduri cu frecvenţe joase, uneori doar de modul fundamental de vibraţie, în 
timp ce vibraţia forţată poate fi descrisă de o sumă trunchiată de moduri naturale cu 
rezonanţe în domeniul frecvenţelor de interes, la care se mai adaugă câţiva termeni 
reziduali datorită modurilor cu frecvenţe inferioare sau superioare domeniului de 
lucru. 

Între sistemele discrete de ordin mic analizate în acest capitol şi sistemele 
discrete de ordin mare, tratate într-un alt capitol (volumul 2), nu există diferenţe 
esenţiale, cu excepţia faptului că rezolvarea problemei de valori proprii a 
sistemelor mari necesită metode de calcul mai eficiente. 

4.1  Sisteme cu mase concentrate 

Sistemele vibratoare formate din elemente unidimensionale, de tipul 
barelor, arborilor sau grinzilor, pot fi modelate prin sisteme simple constând din 
mase concentrate conectate prin elemente elastice cu masă proprie neglijabilă. 
Masa distribuită a elementelor elastice este concentrată în puncte alese arbitrar, 
deobicei echidistante, indiferent de variaţia amplitudinii vibraţiei în lungul 
elementului.  

4.1.1  Bare cu mase concentrate 

Pe barele cu mase concentrate pot fi ataşate fie mase punctuale, care au 
deplasări transversale de translaţie (liniare), fie discuri rigide, care au grade de 
libertate de translaţie şi de rotaţie (liniare şi unghiulare).  
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4.1.1.1  Deplasări liniare 

În fig. 4.1 se prezintă două moduri de discretizare a masei unui element de 
grindă de secţiune constantă. Modelul lui Duncan (fig. 4.1, b) are masa totală 
concentrată în centrul de greutate. Modelul lui Rayleigh (fig. 4.1, c) are câte o 
jumătate din masa totală concentrată la fiecare extremitate. S-a notat Am ρ=0  
masa pe unitatea de lungime, unde ρ  este densitatea materialului şi A este aria 
secţiunii transversale.  

 
Fig. 4.1 

Comparând cele două modele se observă că în modelul lui Duncan se 
neglijează inerţia la rotaţie faţă de mijlocul elementului, în timp ce în modelul lui 

Rayleigh momentul de inerţie faţă de mijloc este 0
22

2
2

0 ≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ llm . Din acest 

motiv, prin concentrarea masei proprii folosind modelul lui Duncan se obţin în 
general frecvenţe proprii de valori mai mari, în timp ce cu modelul lui Rayleigh se 
obţin frecvenţe proprii mai mici. Diferenţa valorilor frecvenţelor calculate cu cele 
două modele scade cu creşterea numărului elementelor.  

Modelul lui Rayleigh prezintă avantaje în cazul barelor cu secţiune 
variabilă în trepte, când modulul de rigiditate la încovoiere EI variază la capetele 
elementelor, astfel că între mase modelul cu mase concentrate are porţiuni de 
secţiune constantă. 

Discrepanţa valorilor frecvenţelor proprii calculate cu modelul lui Rayleigh 
poate fi ilustrată prin două exemple. 

Dacă grinda simplu rezemată din fig. 4.2, a este împărţită în două 
segmente (fig. 4.2, b), raportul între pulsaţia proprie aproximativă şi cea adevărată 
(5.14), calculată pentru grinda cu masă uniform distribuită, este .,9950101 =ωω  
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Dacă grinda este împărţită în patru segmente (fig. 4.2, c), sistemul cu trei grade 
libertate are pulsaţii proprii 980101 ,=ωω , 9950202 ,=ωω  şi 9950303 ,=ωω . 

La grinda în consolă din fig. 4.3, a aproximaarea este mai slabă. La 
modelul cu un segment (fig. 4.3, b), raportul între pulsaţia proprie şi valoarea 
adevărată (5.16) este .,70101 =ωω  Dacă grinda este împărţită în două segmente 
(fig. 4.3, c), raportul primelor pulsaţii proprii este .,90101 =ωω  Dacă grinda este 
împărţită în trei segmente (fig. 4.2, d), raportul primelor pulsaţii proprii este 

.,950101 =ωω  

 

 

 
     Fig. 4.2        Fig. 4.3 

4.1.1.2  Deplasări liniare şi rotiri 

O extensie a modelului lui Duncan este prezentată în fig. 4.1, d, unde masa 
şi momentul de inerţie masic ale elementului sunt concentrate la mijloc.  

Pentru un element de bară cu secţiune constantă, masa totală este  

  ll 0mAm == ρ ,    (4.1) 

iar momentul de inerţie masic total este  

  IA
A
ImmJ l

l
l

l ρρ
+=+=

1212

3

0

3
0 ,  (4.2) 

unde I este momentul de inerţie axial al secţiunii transversale. 
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Pentru un element cilindric de bară, de diametru d şi lungime l , 

  ⎟
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⎛
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2
0

4
3

12
l

l dmJ .    (4.3) 

Momentul de inerţie masic total (4.2) se compune din două părţi. Prima 
parte, 122lm , se datoreşte masei distribuite în lungul elementului la nivelul axei 
neutre. Partea a doua, “inerţia la rotaţie” Ilρ , se datoreşte faptului că masa este 
distribuită şi în afara axei neutre. Aceasta nu ia parte la translaţie, fiind activată 
doar de rotire.  

În extensia modelului lui Rayleigh (fig. 4.1, e), câte o jumătate din masa 
totală şi un moment de inerţie masic negativ sunt concentrate la cele două capete. 
Prin această distribuţie se conservă masa şi momentul de inerţie masic total faţă de 
mijlocul elementului. Verificarea se poate face utilizând teorema Huygens-Steiner 
pentru axe paralele 
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Distincţia de mai sus este utilă în analiza cu elemente finite. Se lucrează cu 
două matrici de inerţie diagonale ale elementului: una pentru inerţia la translaţie 
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şi una pentru inerţia la rotaţie 
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unde AIi = .  

4.1.1.3  Coeficienţi de flexibilitate 

Aşa cum s-a arătat în §3.3, ecuaţiile de mişcare ale sistemelor cu mase 
concentrate solicitate la încovoiere se scriu mai uşor utilizând coeficienţi de 
flexibilitate decât rigidităţi.  

Dacă deplasările maselor concentrate sunt alese coordonatele care definesc 
mişcarea sistemului, atunci vectorul deplasărilor { }y  este legat de vectorul forţelor 
aplicate maselor { }f  prin matricea de flexibilitate [ ]δ  ca în ecuaţia (3.78) 
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  { } [ ]{ }fy δ= .     (4.6) 

Ecuaţia de mişcare pentru vibraţiile libere (3.82) se poate scrie 

[ ] [ ]{ } { } { }0=+ yym &&δ .   (4.7) 

Problema de valori proprii corespunzătoare (3.85) este 

[ ][ ] [ ] { } { }01
2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − aIm

ω
δ .   (4.8) 

Din condiţia de a avea soluţii nebanale se obţine ecuaţia pulsaţiilor  

[ ][ ] [ ] 01det 2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − Im

ω
δ    (4.9) 

ale cărei soluţii sunt pulsaţiile proprii ale sistemului rω . 

Forma modurilor proprii este definită de vectorii modali { }ra , care 
satisfac sistemul de ecuaţii algebrice liniare şi omogene 

[ ][ ] [ ] { } { }01
2 =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
− r

r
aIm

ω
δ .   (4.10) 

Exemplul 4.1 
Să se calculeze pulsaţiile proprii ale vibraţiilor transversale ale barei cu trei 

mase din fig. 4.4, a, unde .constIE =  

Rezolvare . Utilizând fig. 4.4, b, săgeata produsă în secţiunea x de o forţă 
concentrată F aplicată la distanţa b de capătul din dreapta, are expresia 

  ( ) ( )222

6
bx

IE
xbFx −−= l
l

v . 

Coeficienţii de flexibilitate sunt  

  ( )222

6 ji
ij

ji bx
IE
xb

−−= l
l

δ . 

Deoarece ,bx 431 l==  ,bx 222 l==  ,bx 4313 l==  matricea de 
flexibilitate este  
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Ecuaţia (4.8) poate fi scrisă 
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unde 

   23768 ωλ lmIE= . 

 
 

 

 

 
     Fig. 4.4             Fig. 4.5 

Ecuaţia pulsaţiilor proprii este 

   0287834 23 =−+− λλλ , 

având rădăcinile 

 5563311 ,=λ ,  22 =λ ,  443603 ,=λ . 

Pulsaţiile proprii sunt 

3
1 9334 lmIE,=ω , 3

2 59619 lmIE,=ω , 3
3 60641 lmIE,=ω . 

Vectorii modali sunt 
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4.1.1.4  Formula lui Dunkerley 

La multe sisteme, frecvenţele proprii ale modului al doilea şi modurilor 
superioare de vibraţie sunt adesea mult mai mari decât frecvenţa proprie a primului 
mod de vibraţie. Aceasta permite estimarea frecvenţei proprii fundamentale cu 
ajutorul unor formule simple.  

Ecuaţia algebrică 

  01
1

10 =++++ −
−

nn
nn .... αλαλαλα  

are suma rădăcinilor  

   
0

1

1 α
α

λ −=∑
=

n

i
i . 

Pentru ecuaţia pulsaţiilor (5.9), se poate scrie 

   ∑∑∑
===

==−=
n

i ii

n

i
iii

n

i i
m

1
2

10

1

1
2

11
ω

δ
α
α

ω
, 

unde 2
iiω  este pătratul pulsaţiei proprii “izolate” a sistemului care conţine doar 

masa im . Această pulsaţie se calculează pe baza deformatei elastice exacte a 
sistemului cu o singură masă care are aceeaşi configuraţie ca sistemul analizat cu 
excepţia maselor eliminate.  

Deoarece n... ωωω <<<   21 , toţi termenii cu excepţia primului pot fi 
neglijaţi în prima sumă, rezultând o formulă din care se obţine o valoare 
aproximativă a pulsaţiei proprii fundamentale  

   ∑∑
==

=≅
n

i ii

n

i i 1
2

1
22

1

111
ωωω

, 

sau 

   ... 1111
2
33

2
22

2
11

2
1

+++≅
ωωωω

   (4.12) 

Astfel, inversul pătratului pulsaţiei proprii fundamentale se poate obţine 
însumând inversele pătratelor pulsaţiilor izolate. Ecuaţia (4.12) este cunoscută ca 
formula lui Dunkerley. Ea a fost stabilită experimental şi publicată de S. Dunkerley 
(1895) apoi justificată teoretic de R. V. Southwell (1921). 

Formula permite estimarea pulsaţiei proprii fundamentale a unui sistem 
fără rezolvarea problemei de valori proprii. Ea se aplică doar sistemelor fixate de 
un reper fix, deci nu poate fi aplicată în cazul sistemelor libere (fără legături). În 
general, valorile aproximative ale pulsaţiei obţinute cu formula lui Dunkerley sunt 
mai mici decât cele adevărate.  
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La grinda în consolă din fig. 4.3, a pulsaţia proprie fundamentală (5.16) 

este 3
10 523 lmIE,=ω . La modelul cu un segment (fig. 4.3, b), pulsaţia proprie 

este 3
1 442 lmIE,=ω , cu %,730  mai mică decât valoarea adevărată. Când 

bara este împărţită în două segmente (fig. 4.3, c), prima pulsaţie proprie este 
3

1 0983 lmIE,=ω , cu %12  mai mică decât cea adevărată. Când bara este 
împărţită în trei segmente (fig. 4.2, d), prima pulsaţie proprie este 

3
1 2863 lmIE,=ω , cu %,127  mai mică, iar când este împărţită în patru 

segmente, cu %,54  mai mică decât pulsaţia adevărată. 

Exemplul 4.2 
Să se calculeze pulsaţia proprie fundamentală a vibraţiilor transversale ale 

barei cu trei mase din Exemplul 4.1 (fig. 4.5, a) utilizând formula lui Dunkerley. 

Rezolvare . Din matricea de flexibilitate (4.11) rezultă 

   
IE768

9 3

3311
l

== δδ ,  
IE768

16 3

22
l

=δ . 

Pentru sistemele cu un grad de libertate cu mase izolate (fig. 4.5, b, c, d), 
pătratele pulsaţiilor proprii sunt respectiv  
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astfel că formula lui Dunkerley (4.12) se scrie 
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Rezultă pulsaţia proprie fundamentală  

   3
1 75274 lmIE,≅ω , 

care este cu 3,6% mai mică decât valoarea adevărată calculată în Exemplul 4.1. 
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4.1.1.5  Formula lui Rayleigh 

Pentru o bară reprezentată printr-un model cu mase concentrate, având 
masele im  ( )n,...,i 1=  ataşate în punctele de abscisă ix  de o bară cu masa 
neglijabilă, formula lui Rayleigh devine 

( )

∑
∫

=

∂∂
= n

i
im

dxxIE

1

222
2
1ω

2
iv

v
,   (4.13) 

unde ( )ii xvv =  sunt săgeţile statice în punctele de ataşare a maselor.  

Dacă energia de deformaţie se calculează pe baza lucrului mecanic efectuat 

de greutăţile gm i , atunci ∑
=

⋅=
n

i
imax gmU

12
1

iv  astfel că formula lui Rayleigh 

(4.13) devine 

∑
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i
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m
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1

12
1ω

2
i

i

v

v
,    (4.14) 

unde g este acceleraţia gravitaţiei. 

Aşa cum s-a arătat în §2.1.5, dacă se utilizează deformata adevărată a 
sistemului vibrator, atunci pulsaţia proprie fundamentală obţinută cu ajutorul 
formulei lui Rayleigh va fi valoarea adevărată. Pentru orice altă curbă, pulsaţia 
determinată prin această metodă va fi mai mare decât pulsaţia adevărată.  

Dacă se doreşte o precizie mai mare, o aproximare mai bună a curbei care 
defineşte deformata dinamică se poate obţine utilizând sarcini dinamice în locul 
greutăţilor statice. Deoarece sarcina dinamică este iv

2ωim , fiind proporţională cu 
săgeata, se poate recalcula săgeata produsă de greutăţile modificate gm1 , 

1

2
2 v
vgm , 

1

3
3 v
vgm . 

Exemplul 4.3 
Să se calculeze pulsaţia proprie a vibraţiilor transversale ale barei cu trei 

mase din Exemplul 4.1 (fig. 4.4, a) folosind formula lui Rayleigh (4.14). 

Rezolvare . Utilizând coeficienţii de flexibilitate şi principiul suprapunerii 
efectelor, deplasarea oricărei mase se poate calcula ca suma produselor între 
coeficienţii de flexibilitate din secţiunea respectivă şi greutăţile corespunzătoare. 
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Ecuaţia (4.6) se poate scrie 
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de unde rezultă 
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l
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   13 vv = . 

Înlocuind în formula (4.14), se obţine 
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sau 

   3
1 93434 lmIE,=ω , 

valoare cu numai 0,02% mai mare decât cea adevărată, calculată în Exemplul 4.1. 

Dacă 40 /mm l= , atunci sistemul din fig. 4.4, a este identic cu bara din 
fig. 4.2, c. Înlocuind această valoare în formula de mai sus rezultă 
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24
0

1
86869293434

m
IE,

m
IE,

ll
=⋅=ω , 

care este mai mică decât pulsaţia (5.14) obţinută pentru o bară cu masa distribuită 

   
0

2
0

2

2 86969
m

IE,
m

IE
adev

ll
==

πω , 

datorită procesului de concentrare în care nu s-a conservat masa totală.  

4.1.2  Structuri multietajate forfecate  

O clădire “forfecată” este o structură cu planşee rigide nedeformabile care 
au doar mişcări de translaţie orizontală. Deformarea clădirii se aseamănă cu cea 
produsă doar de forţele tăietoare într-o gridă în consolă; de aici numele de clădire 
forfecată.  
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În fig. 4.6, a se prezintă o clădire forfecată cu trei nivele, cu stâlpi flexibili 
şi rigle rigide, modelată ca un cadru plan cu trei grade de libertate. Se consideră 
doar vibraţia cadrului în planul său, datorită încovoierii stâlpilor în planul cadrului.  

Pentru a se realiza o astfel de deformaţie într-o clădire, se fac următoarele 
ipoteze simplificatoare: a) toate planşeele sunt rigide şi se pot mişca doar pe 
orizontală, astfel că în îmbinările între rigle şi stâlpi nu apar rotiri relative; b) toţi 
stâlpii sunt inextensibili şi cu masă neglijabilă; şi c) masa clădirii este concentrată 
la nivelul planşeelor, astfel încât vibraţia clădirii multietajate se reduce la vibraţia 
unui sistem cu număr finit de grade de libertate.  

Forfecarea este modelată convenabil prin deplasările orizontale relative ale 
planşeelor. Deplasării unui element orizontal i se opune o forţă de readucere 
elastică datorită încovoierii stâlpilor. Dacă aceştia sunt modelaţi ca bare cu secţiune 
constantă, cu încastrări mobile la ambele capete, se poate arăta că rigiditatea 
combinată la încovoiere a stâlpilor de la un nivel este  

  33
24212
ll

IEIEk =
⋅

= ,    (4.15) 

unde IE  este modulul de rigiditate la încovoiere al stâlpului şi l  - înălţimea 
etajului (lungimea stâlpului). 

 
Fig. 4.6 

Ecuaţiile de mişcare se pot obţine, folosind principiul lui d’Alembert şi 
diagramele forţelor din fig. 4.6, b, egalând cu zero suma forţelor care acţionează 
asupra fiecărei mase. Metoda este expusă pentru sisteme cu două grade de libertate 
în § 3.1.1. 
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4.1.3  Sisteme torsionale  

Vibraţiile torsionale ale arborilor cotiţi ai motoarelor şi compresoarelor se 
studiază utilizând un sistem simplificat cu parametri concentraţi (fig. 4.7). Acesta 
se obţine concentrând momentele de inerţie ale maselor în rotaţie şi în translaţie din 
fiecare mecanism bielă-manivelă în discuri rigide situate în dreptul cilindrilor, în 
lungul unui arbore principal echivalent. Volantul, amortizorul torsional, cuplajul şi 
rotorul maşinii antrenate sau elicea pot fi de asemenea modelate ca discuri rigide.  

 
Fig. 4.7 

Biela este înlocuită cu un sistem dinamic echivalent cu două mase 
concentrate, una la capătul din maneton, cealaltă la capătul din axul pistonului.  

În fiecare cilindru există o masă în translaţie, trm , care constă din masa 
pistonului şi masa redusă a bielei, şi o masă în rotaţie, care constă din masa 
manivelei, contragreutatea şi masa redusă a bielei, care are un moment de inerţie 
masic rotJ . Valoarea medie a momentului de inerţie pentru fiecare cilindru este  

   2

2
1 rmJJ trrot += , 

unde r este raza manivelei. 

Rigiditatea torsională a arborelui cotit dintre doi cilindri, care provine din 
efectul combinat al răsucirii fusului maneton şi încovoierii braţului manivelei, 
poate fi aproximată numeric sau măsurată experimental. La fel se poate estima 
rigiditatea arborelui cotit între ultimul cilindru şi volant, cea a cuplajului şi a 
arborelui antrenat. Tot sistemul poate fi apoi redus la un model torsional cu o serie 
de discuri rigide conectate prin arbori elastici de masă neglijabilă, ca în fig. 4.7.  

Exemplul 4.4 
Un motor diesel cuplat cu un generator electric este redus la sistemul 

echivalent din fig. 4.8, unde valorile J sunt date în 2mkg ⋅ , iar valorile K în 

Nm/radx106 : 863111 ,J = , 01122 ,J = , 16706543 ,JJJJ ==== , 89707 ,J = , 

06211 ,K = , 10162 ,K = , 053543 ,KKK === , 06746 ,K = . Să se calculeze 
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primele două pulsaţii proprii ale vibraţiilor torsionale şi să se deseneze forma 
modurilor respective de vibraţie.  

Rezolvare . rad/s 5521 =ω , rad/s 11452 =ω . Formele modale sunt 
prezentate în fig. 4.8. 

 
Fig. 4.8 

Sisteme torsionale cu roţi dinţate 

Sistemele cu roţi dinţate şi ansamblul motor-cutie de viteze al 
autovehiculelor se modelează similar. Sistemele torsionale ramificate cu roţi 
dinţate pot fi modelate ca în § 423 .. . Este convenabilă utilizarea unui sistem 
echivalent fără roţi dinţate (sau cu roţi dinţate cu raport de transmisie egal cu 1) 
care are aceleaşi frecvenţe proprii ca sistemul original. Acest lucru este posibil 
deoarece, deşi roţile dinţate modifică turaţia prin raportul de transmisie, vibraţiile 
se transmit prin roţile dinţate fără o modificare a frecvenţei, ci doar a amplitudinii.  

În § 423 .. , sistemul real cu ramuri având diferite turaţii a fost redus la un 
sistem echivalent în care toate componentele au aceeaşi turaţie, deobicei turaţia 
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arborelui de referinţă. Pornind de la acest arbore spre altă ramură printr-un 
angrenaj cu raportul de transmisie i, valorile reale J şi K sunt înmulţite cu 2i . Dacă 
se trece prin mai multe angrenaje, valorile următoare J şi K se înmulţesc cu 
pătratele rapoartelor de transmisie respective. Pentru o pereche de roţi în angrenare, 
momentul de inerţie total se calculează adunând la momentul de inerţie al roţii de 
referinţă, momentul de inerţie al roţii dinţate reduse înmulţit cu 2i . 

Modelul echivalent astfel obţinut are aceleaşi frecvenţe proprii ca sistemul 
real şi aceleaşi poziţii ale punctelor nodale. Totuşi, în ramurile reduse, 
amplitudinea deplasărilor unghiulare se împarte la i− , în timp ce momentul de 
torsiune în ramura redusă este înmulţit cu i− . 

În continuare se prezintă o metodă de calcul mai simplă. În modelul 
echivalent, arborii şi discurile au turaţia reală, şi doar roata dinţată antrenată este 
condensată.  

 
     Fig. 4.9 

În fig. 4.9, a între arborele conducător 1 şi arborele condus 2 există un 
angrenaj cilindric, roţile dinţate având momentele de inerţie masice J , 'J  şi razele 
r şi 'r . În figură s-au notat rigidităţile arborilor 1K  şi 2K , momentele de inerţie 
ale discurilor 1J  şi 2J , deplasările unghiulare şi cuplurile care acţionează asupra 
discurilor.  

Mişcarea sistemului este descrisă de patru cupluri şi patru deplasări 
unghiulare. Totuşi doar trei dintre fiecare din acestea sunt independente, datorită 
condiţiilor de compatibilitate între roţile în contact. Astfel este util să se considere 
cuplul 'M  şi deplasarea unghiulară 'θ  drept variabile dependente. Prin eliminarea 
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acestora se obţine modelul echivalent din fig. 4.9, b în care arborele conducător 1 
este ales arbore de referinţă.  

Condiţia de compatibilitate a deplasărilor unghiulare este 

   ''rr θθ −= , 

iar condiţia de compatibilitate a cuplurilor se scrie 

  
r

M
r

M
′
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−=  sau ''MM θθ = . 

Raportul de transmisie este  
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În sistemul original, matricea de rigiditate a arborelui 2 este definită de  
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Utilizând transformările bazate pe relaţiile (4.16),  
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matricea de rigiditate a arborelui 2 în modelul echivalent este definită astfel 
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Matricea de masă este definită asemănător  
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În continuare, ansamblul format din două discuri şi arborele elastic dintre 
ele este considerat un element finit. Pentru un element al arborelui condus se 
definesc matricile  
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Matricile unui element al arborelui 1 din fig.5.9 sunt  
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Acestea se pot obţine din expresiile generale (4.17) înlocuind 1−=i . În 
general, pentru elemente care nu sunt situate în vecinătatea roţilor dinţate, unul din 
momentele de inerţie de la capete este nul.  

O altă metodă constă din condensarea matricilor sistemului pe baza 
ecuaţiilor de compatibilitate a deplasărilor unghiulare ale roţilor dinţate în contact.  

Exemplul 4.5 
Sistemul ramificat cu roţi dinţate din fig. 4.10, a constă din trei discuri 

rigide cu momente de inerţie 1J , 5J  şi 6J  şi trei roţi dinţate rigide de raze r , 
2/r  şi 3/r , cu momente de inerţie masice 2J , 3J  şi 4J , conectate prin trei 

arbori cu rigidităţi torsionale 1K , 2K  şi 3K . Să se stabilească ecuaţiile vibraţiilor 
libere de torsiune.  

Rezolvare . În ramura superioară, raportul de transmisie este 2−=i . În 
ramura inferioară, raportul de transmisie este 3−=i . Pentru sistemul echivalent 
prezentat în fig. 4.10, b matricile elementelor se calculează cu relaţiile (4.17).  

Matricile globale se asamblează utilizând metoda directă a rigidităţii 
rezultând 
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Vectorul global al deplasărilor unghiulare este 
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  { } { }T
4321 θθθθΘ = . 

Ecuaţiile de mişcare se scriu sub forma 

  [ ]{ } [ ]{ } { }0=+ ΘΘ KM && . 

În continuare, matricile globale se notează cu litere mari şi nu trebuie 
confundate cu matricile modale.  

 
Fig. 4.10 

În fig. 4.10 se prezintă modelul simplificat al sistemului de propulsie al 
unei nave, cu elicea 1J  antrenată de o turbină de joasă presiune 5J  şi o turbină de 
înaltă presiune 6J .  

Pulsaţiile proprii calculate sunt comparate cu pulsaţiile perturbatoare. 
Deobicei excitaţia principală este variaţia cuplului aplicat elicei, datorită variaţiei 
forţelor produse de apă asupra palelor în rotaţie. Această perturbaţie are loc la 
frecvenţa palelor, egală cu frecvenţa elicei (o dată pe rotaţie) înmulţită cu numărul 
palelor.  

Exemplul 4.6 
Sistemul torsional ramificat cu roţi dinţate din fig. 4.11 are următorii 

parametri:   9501 =J ,  5422 =J ,   74063 ,J = ,   78654 ,JJ == ,   55137 ,J = , 

1227986 ,JJJ ===  [ ]2mkg ⋅ ,  2476−=i ,  6
1 1033620 ⋅= ,K , 6

2 101358 ⋅= ,K , 
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6
3 10221 ⋅= ,K , 6

4 104070 ⋅= ,K , 6
5 10631 ⋅= ,K , 6

6 10442 ⋅= ,K  [ ]Nm/rad . Să se 
calculeze frecvenţele proprii ale vibraţiilor torsionale.  

 
Fig. 4.11 

Rezolvare . Sistemul real este redus la un model echivalent în care cele 
două pinioane sunt condensate. Matricile elementelor (4.17) se calculează pentru 
fiecare segment, apoi sunt asamblate în matricile globale de masă şi de rigiditate.  

Matricea de rigiditate globală este  
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Matricea de masă globală este  
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Frecvenţele proprii au următoarele valori: 01 =f , 26142 ,f = , 98223 ,f = , 
34354 ,f = , 98415 ,f = , 52506 ,f = , Hz  17757 ,f = . 

4.1.4  Structuri (cu subsisteme) repetate 

Sistemele vibratoare sunt adesea formate din subsisteme cu aceeaşi 
configuraţie care se repetă în spaţiu. Exemplele prezentate în fig. 4.12 includ o 
clădire forfecată cu 5 nivele, un sistem cu 6 mase concentrate cu mişcare de 
translaţie şi un sistem torsional cu 7 discuri. La aceste sisteme calculul frecvenţelor 
proprii se poate face utilizând metoda ecuaţiilor cu diferenţe.  

 

 
 

 

  
Fig. 4.12 

Ecuaţia de mişcare a masei r (fig. 4.12, a) este 

  ( ) ( ) 011 =−−−+ +− rrrrr xxkxxkxm &&  

care, în cazul mişcării armonice tax rr ωsin= , poate fi exprimată în funcţie de 
amplitudini sub forma 

  0
2

12 1

2

1 =+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−− −+ rrr aa

k
ma ω . 

Soluţia acestei ecuaţii se obţine înlocuind 

   ri
r ea β= , 

ceea ce conduce la ecuaţia 

  βω ββ
cos

22
1

2
=

+
=⎟

⎟
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⎛
−

−ii ee
k
m ,  
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care mai poate fi scrisă 

  ( )
2

sin4cos12 2
2 ββω

=−=
k
m .   (4.18) 

Soluţia generală pentru ra  este 

  rCrCar ββ sincos 21 += , 

unde 1C  şi 2C  se determină din condiţiile la limită. La 0=r  amplitudinea este 
zero 00 =a , deci 01 =C . La capătul liber, nr = , ecuaţia de mişcare este 

  ( ) 01 =−+ −nnn xxkxm &&  

care, exprimată în amplitudini, devine 

  nn a
k
ma ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=−

2

1 1 ω . 

Înlocuind soluţia generală, se obţine următoarea ecuaţie pentru evaluarea 
lui β  : 

  ( ) ( )[ ] nn βββ sincos1211sin −−=− . 

Acest rezultat se poate rescrie sub formă de produs 

  0
2

sin
2
1cos2 =⎟
⎠
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⎛ +

ββ n , 

ecuaţie satisfăcută de 

   0
2

sin =
β , 

şi de 

  0
2
1cos =⎟
⎠
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⎜
⎝
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2 +
−

=
n

r πβ . ( )n,...,r     1=  

Pulsaţiile proprii se obţin din ecuaţia (4.18) sub forma 

  
2

sin2 βω
m
k

=     (4.19) 

care conduce la expresia 
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−
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n
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r
πω . ( )n,...,r     1=   (4.20) 
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Pulsaţiile proprii calculate cu metoda ecuaţiei cu diferenţe sunt date de 
relaţia generală (4.19). Totuşi, pentru fiecare structură cu subsisteme repetate, 
parametrul β  trebuie determinat pe baza condiţiilor la limită respective.  

4.1.5  Sisteme discrete cu mai multe mase 

Într-un sistem vibrator unidimensional, fiecare masă se mişcă într-o 
singură direcţie. În dreptul fiecărei mase concentrate se poziţionează câte un nod, 
fiecare nod având un singur grad de libertate. La marginile fixe se poziţionează un 
nod blocat.  

 
Fig. 4.13 

Modelul cu patru mase din fig. 4.13, a are patru grade de libertate şi cinci 
noduri. Deplasările nodale se notează 521     q,...,q,q  (fig. 4.13, b). Vectorul coloană 

{ } { }Tq,...,q,qQ 521     =  se numeşte vectorul global al deplasărilor nodale iar 

{ } { }Tf,...,f,fF 521     =  este vectorul global al forţelor nodale. Deplasările şi 
forţele sunt pozitive când sunt orientate în sensul pozitiv al direcţiei q. Condiţia la 
limită 05 =q  încă nu este utilizată. 

             Tabelul 4.1 

Nodul Elementul 1 2 
1 1 2 
2 2 3 
3 3 4 
4 4 5 
5 2 4 
6 3 5 
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Cele şase arcuri sunt numerotate cu indicele rigidităţii respective. Fiecare 
arc are două noduri. Informaţia privind conectivitatea elementelor se prezintă 
convenabil ca în Tabelul 4.1. În acest tabel de conectivitate, indicii locali ai 
nodurilor sunt 1 şi 2, iar indicii globali sunt i şi j.  

Cu notaţia din fig. 4.13, c, vectorul forţelor nodale locale 
{ } { }Te f,ff 21=  poate fi exprimat în funcţie de vectorul deplasărilor nodale 

locale { } { }Te q,qq 21=  prin ecuaţia { } [ ] { }eee qkf =  în care matricea de 
rigiditate a elementului este  

  [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

ee

eee

kk
kk

k .    (4.21) 

Aceasta poate fi obţinută din ecuaţiile de echilibru şi relaţiile forţă-
deformaţie: pentru 02 =q , 121 qkff =−= , iar pentru 01 =q , 221 qkff −=−= . 

Pe de altă parte, vectorul global al forţelor nodale { }F  este exprimat în 
funcţie de vectorul global al deplasărilor nodale { }Q  prin ecuaţia { } [ ] { }QKF =  
în care [ ]K  este matricea de rigiditate globală neredusă.  

Matricea [ ]K  poate fi obţinută prin metoda directă a rigidităţii. Utilizând 

informaţia privind conectivitatea arcurilor, elementele fiecărei matrici [ ]ek  sunt 
plasate în poziţia corespunzătoare din matricea de ordin mai mare [ ]K  iar 
elementele din aceeaşi poziţie sunt însumate.  

Procesul de asamblare a matricii de rigiditate globale poate fi explicat prin 
însumarea energiilor de deformaţie ale elementelor.  

De exemplu, energia de deformaţie în arcul 3 este 

{ } [ ]{ } ⎣ ⎦
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
==

4

3

33

33
43

333
3 2

1
2
1

q
q

kk
kk

qqqkqU
T

. 

Expandând matricea de rigiditate a arcului 3 la dimensiunea sistemului, se 
obţine  
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unde [ ]3k~  este matricea de rigiditate expandată a arcului 3. 

Se observă că elementele matricii [ ]3k~  sunt plasate în liniile şi coloanele 
trei şi patru ale matricii [ ]K . La însumarea energiilor de deformaţie ale arcurilor  

  { } [ ]{ }QKQUU T

e
e 2

1
== ∑ , 

elementele matricii [ ]ek  sunt plasate în poziţiile corespunzătoare din matricea 
globală [ ]K , pe baza conectivităţii arcurilor. Elementele care se suprapun sunt 
adunate astfel încât 
   [ ] [ ]∑=

e

ek~K . 

Pentru sistemul din fig. 4.13, a, matricea de rigiditate globală neredusă este  
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În continuare trebuie precizate condiţiile la limită. Nodul 5 este fix, deci 
05 =q  şi elementul respectiv trebuie eliminat din vectorul deplasărilor. Matricea 

de rigiditate globală redusă se obţine eliminând, din matricea de rigiditate 
neredusă, linia şi coloana care conţin gradul de libertate “de rezemare”.  

La sistemul din fig. 4.13, a matricea de rigiditate globală redusă este  
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Împreună cu matricea de masă diagonală  
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matricea de rigiditate este folosită pentru scrierea ecuaţiilor de mişcare 
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   [ ]{ } [ ]{ } { }0=+ QKQM &&  

şi rezolvarea problemei respective de valori proprii 

   [ ]{ } [ ]{ }ΦωΦ MK 2= , 

pentru determinarea modurilor reale de vibraţie ale sistemului neamortizat.  

Pentru sisteme care includ amortizoare vâscoase, se foloseşte aceeaşi 
metodă pentru asamblarea matricii de amortizare globale [ ]C . La modelul din fig. 
4.14 conectivităţile arcurilor sunt valabile şi pentru amortizoare deşi, în general, 
acestea pot fi diferite.  

 
Fig. 4.14 

Matricea globală de amortizare este  

 [ ]

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++−−
−++−
−−++−

−

=

54335

36322

525211

11

0
0

00

ccccc
ccccc
cccccc

cc

C . 

Ecuaţiile mişcării libere a sistemului amortizat se scriu  

   [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }0=++ QKQCQM &&& . 

În acest caz, sistemul are moduri complexe de vibraţie. Valorile proprii 
complexe dau pulsaţiile proprii amortizate şi rapoartele de amortizare modale. 
Sistemele cu amortizare proporţională au moduri reale de vibraţie. Vibraţiile 
sistemelor amortizate se calculează ca în § 3.6.2 şi sunt tratate într-un capitol din 
volumul al doilea. 

Exemplul 4.7 
Să se calculeze frecvenţele proprii şi forma modurilor proprii de vibraţie ale 

sistemului din fig. 4.15. Masele sunt egale: kg 11121 ==== m....mm , iar 
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rigidităţile sunt N/m 2421111 == kk , N/m 2989102 == kk , N/m 369193 == kk , 
N/m 455684 == kk , N/m 562575 == kk , N/m 180006 =k . 

Rezolvare . Frecvenţele proprii sunt 2,74, 2,95, 7,24, 7,80, 11,47, 12,13, 
15,00, 15,62, 18,49, 19,32 şi 28,57 Hz. Sistemul are cinci perechi de frecvenţe 
proprii apropiate între ele, câte una pentru un mod simetric şi una pentru un mod 
antisimetric. Rezultatul este tipic pentru structuri simetrice.  

Fig. 4.15 

 Primele 10 moduri sunt reprezentate în fig. 4.16 faţă de o linie de referinţă 
verticală. 

 
Fig. 4.16 
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Exemplul 4.8 
La sistemul cu 15 g.d.l. din fig. 4.17 se cer matricile M, K şi C. Să se 

calculeze apoi pulsaţiile proprii amortizate şi rapoartele de amortizare modale.  

 
Fig. 4.17 

Rezolvare . Valorile obţinute cu programul VIBMKC sunt prezentate în 
Tabelul 4.2. Valorile rapoartelor de amortizare sunt înmulţite cu 100.  

       Tabelul 4.2 

Modul Hz,dω  ,ζ % Modul Hz,dω  ,ζ % 

1 15,98 0,502 9 68,88 1,378 

2 30,86 0,968 10 73,72 1,579 

3 43,60 1,364 11 128,87 0,536 

4 46,47 0,301 12 136,59 0,506 

5 53,35 1,665 13 143,89 0,477 

6 53,42 0,670 14 150,87 0,457 

7 59,45 1,853 15 157,52 0,437 

8 61,62 1,060    
 

Cele dinci mase din partea dreaptă a sistemului sunt cu un ordin de mărime 
mai mici decât celelalte mase. Aceasta produce un grup de cinci pulsaţii proprii 
sensibil mai mari decât celelalte. Datorită valorilor relativ mici ale amortizării, 
pulsaţiile proprii amortizate sunt aproximativ egale cu pulsaţiile proprii 
neamortizate.  
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4.2  Structuri plane din bare articulate 

O structură de tip grindă cu zăbrele este compusă din bare articulate la 
capete. Principala ipoteză simplificatoare la grinzi cu zăbrele consideră că toate 
barele sunt conectate prin articulaţii fără frecare şi nu transmit momente între ele.  

În practică, asamblarea barelor se face prin nituire, sudare sau cu şuruburi. 
Totuşi, modelul simplificat cu bare articulate la capete reprezintă o aproximaţie 
inginerească surprinzător de bună. Barele articulate la capete pot prelua doar 
solicitări de întindere sau compresiune. În programele de analiză cu elemente 
finite, bara articulată la capete se numeşte truss. Structurile din bare încastrate la 
capete (grinzi) sunt tratate în § 4.3. 

La o grindă cu zăbrele, forţele exterioare şi reacţiunile se aplică doar la 
articulaţii iar barele au rigiditate axială constantă, fiind deci elemente finite 
naturale. Pentru a ţine cont de orientarea spaţială a barelor, se utilizează coordonate 
locale şi un sistem de coordonate globale. În continuare, matricile de masă şi de 
rigiditate ale elementelor se calculează întâi în coordonate locale, apoi în sistemul 
de coordonate globale. Matricile definite în sistemul global pot fi expandate la 
dimensiunea sistemului şi apoi adunate pentru a obţine matricile globale de masă şi 
de rigiditate care sunt utilizate în rezolvarea problemei de valori proprii şi în 
calculul răspunsului dinamic.  

4.2.1  Coordonate şi funcţii de formă pentru elementul truss  

Se consideră un element cu două noduri, articulat la capete, în sistemul de 
coordonate local, cu o axă în lungul elementului. Nodurile sunt numerotate 
convenabil 1 şi 2, coordonatele lor în sistemul de referinţă fizic (cartezian) fiind 1x  
şi respectiv 2x  (fig. 4.18, a).  

 
Fig. 4.18 

Se defineşte un sistem de referinţă intrinsec sau natural care permite 
precizarea poziţiei unui punct din interiorul elementului printr-o coordonată 
adimensională 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−

−
=

2
2 21

12

xx
x

xx
r ,   (4.22) 
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astfel încât 1−=r  la nodul 1 şi 1+=r  la nodul 2 (fig. 4.18, b). 

Exprimând coordonatele fizice în funcţie de coordonatele naturale rezultă  

  ( ) ( ) 2211 xrNxrNx += ,   (4.23) 

unde         ( ) ( )rrN −= 1
2
1

1    şi   ( ) ( )rrN += 1
2
1

2   (4.24) 

pot fi considerate funcţii de interpolare geometrică. Graficele acestor funcţii sunt 
prezentate în figurile 4.19, a, b. 

 
Fig. 4.19 

Pentru un element de bară cu două noduri, se poate presupune o distribuţie 
liniară a deplasărilor. Deplasarea unui punct arbitrar ales în interiorul elementului 
poate fi exprimată în funcţie de deplasările nodale 1q  şi 2q  sub forma 

  ( ) ( ) ( ) 2211 qrNqrNru += .   (4.25) 

În notaţie matricială  

  ⎣ ⎦ { }e

i
ii qNqNu == ∑

=

2

1
,   (4.26) 

unde 
 ⎣ ⎦ ⎣ ⎦21 NNN =     şi    { } { }Te qqq 21= .  (4.27) 

În relaţia (4.26), { }eq  este vectorul deplasărilor nodale al elementului 
iar ⎣ ⎦N  este vectorul linie al funcţiilor de interpolare a deplasărilor, denumite şi 
funcţii de formă. Se poate verifica uşor că 1qu =  la nodul 1, 2qu =  la nodul 2 iar 
deplasarea u variază liniar (fig. 4.19, c). 
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Relaţiile (4.23) şi (4.25) arată că atât geometria elementului cât şi câmpul 
de deplasări sunt interpolate utilizând aceleaşi funcţii de formă, procedeu denumit 
formularea izoparametrică.  

4.2.2  Matricile elementului în coordonate locale  

În analiza dinamică, deplasarea este o funcţie de spaţiu şi timp ( )t,xuu = , 
alungirile specifice sunt xu ∂∂=ε  iar tensiunile normale sunt date de legea lui 
Hooke, εσ E= . 

Energia de deformaţie a elementului ( )tUe  este 

 xd
x
uAEdxAEdVU

e

ee

e

ee

e

e

2
2

22
1

2
1 ∫∫∫ ⎟⎟

⎠
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⎛
∂
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=== εεσ . (4.28) 

Transformarea de la x la r în expresia (4.22) conduce la 

  rdrd
xx

xd e
22

12 l
=

−
= ,   (4.29) 

unde 11 +≤≤− r  iar lungimea elementului este 12 xxe −=l . 
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, astfel încât 

energia de deformaţie a elementului (4.28) devine 
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. (4.30) 

Expresia de mai sus are forma  

  { } [ ] { }eeTe
e qkqU

2
1

= ,   (4.31) 

în care matricea de rigiditate a elementului [ ]ek  este 
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  [ ] ⎥
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⎡
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1  1
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e

eee AEk
l

.    (4.32) 

Energia cinetică a elementului ( )tTe  este 

  xd
t
uAT

e

e
e

2

2 ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
∂
∂

=
ρ .    (4.33) 

unde ρ  este densitatea materialului şi utu &=∂∂  este viteza în secţiunea x. 

Din (4.26) se obţine 

  ⎣ ⎦ { }eqNu && = ,     (4.34) 

unde { }eq&  este vectorul coloană al vitezelor nodale. 

Înlocuind (4.34) în (4.33) rezultă 

 { } ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ { }e

e

T
e

Te
e qxdNNAqT && ∫= ρ

2
1 .  (4.35) 

Expresia (4.35) are forma 

  { } [ ] { }eeTe
e qmqT &&

2
1

= .   (4.36) 

unde  
   [ ] ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫=

e

T
e

e xdNNAm ρ    (4.37) 

este matricea de masă coerentă a elementului. Aceasta este calculată prin aceeaşi 
metodă şi cu aceleaşi funcţii de formă ca matricea de rigiditate a elementului.  

Schimbând variabila se obţine 
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sau 

  [ ] ⎥
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⎡
=

21
12

6
eee Am lρ .    (4.38) 

4.2.3  Transformarea din coordonate locale în coordonate globale 

În fig. 4.20 este reprezentat un element de bară articulată la capete (truss) 
în poziţia iniţială şi în poziţia deformată. Deplasările nodale sunt notate cu litere 



                                                                                                     VIBRAŢII MECANICE 216

mici în sistemul de coordonate local xOy  şi cu litere mari - în sistemul de 
coordonate global XOY. 

În sistemul de coordonate global, fiecare nod are două grade de libertate. 
Un nod al cărui index global este j are gradele de libertate 12 −j  şi j2 , şi 
deplasările 12 −jQ  şi jQ2 . 

În fig. 4.20 se observă că deplasarea 1q  este egală cu suma proiecţiilor 
deplasărilor 1Q  şi 2Q  pe axa x. Astfel 

  αα sincos 211 QQq += .   (4.39, a) 
Similar 
  αα sincos 432 QQq += .   (4.39, b) 

 
Fig. 4.20 

Relaţiile (4.39) se pot scrie matricial sub forma 

  { } [ ] { }eee QTq = ,    (4.40) 

unde { } { }Te qqq 21=  este vectorul deplasărilor elementului în sistemul de 

coordonate locale, { } { }Te Q,Q,Q,QQ 4321    =  este vectorul deplasărilor 
elementului în sistemul de coordonate globale şi  

  [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

αα
αα

sincos00
00sincoseT   (4.41) 

este o matrice de transformare a coordonatelor.  

Utilizând datele referitoare la coordonatele nodale, notând ( )11 Y,X  şi 
( )22 Y,X  coordonatele nodurilor 1 şi 2, se calculează 
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e

XX
l

12cos
−

=α , 
e

YY
l

12sin
−

=α , ( ) ( )2
12

2
12 YYXXe −+−=l . (4.42) 

Mărimile definite de relaţiile (4.42) intervin în elementele matricii (4.41).  

4.2.4  Matricile elementului în coordonate globale 

Înlocuind relaţia (4.40) în expresia energiei de deformaţie a elementului în 
coordonate locale (4.31), rezultă 

  { } [ ] [ ] [ ]{ }eeeTeTe
e QTkTQU

2
1

= . (4.43) 

În coordonate globale, energia de deformaţie a elementului are expresia  

  { } [ ]{ }eeTe
e QKQU

2
1

= ,   (4.44) 

unde [ ]eK  este matricea de rigiditate a elementului în coordonate globale.  

Comparând expresiile (4.43) şi (4.44), se obţine matricea de rigiditate în 
coordonate globale sub forma  

  [ ] [ ] [ ] [ ]eeTee TkTK = .   (4.45) 

Înlocuind [ ]eT  din relaţia (4.41) şi [ ]ek  din relaţia (4.32) se obţine 
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AEK
e

eee

l
, (4.46) 

unde αcos=c  şi αsin=s . 

Similar, energia cinetică în coordonate globale se scrie  

  { } [ ]{ }eeTe
e QMQT &&

2
1

= .   (4.47) 

Matricea de masă coerentă a elementului în coordonate globale este  

  [ ] [ ] [ ] [ ]eeTee TmTM = , 

sau, înlocuind [ ]eT  din relaţia (5.41) şi [ ]em  din relaţia (4.38) 
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Matricea (4.46) este singulară (de ordinul 4 şi de rang 1) deoarece 
elementul nu este rezemat. Deficienţa de rang a matricii este egală cu numărul 
celor trei mişcări posibile de corp rigid.  

4.2.5  Asamblarea matricilor de rigiditate şi de masă  

Matricile globale de masă şi de rigiditate, [ ]K  şi [ ]M , sunt asamblate pe 

baza matricilor elementelor [ ]eK  şi [ ]eM  utilizând informaţia privind 
conectivitatea elementelor.  

Compatibilitatea deplasărilor nodale ale elementelor cu deplasările nodale 
globale ale structurii poate fi exprimată prin relaţii de forma  

  { } [ ] { }QT~Q ee = ,    (4.49) 

unde { }eQ  este vectorul deplasărilor elementului în coordonate globale, { }Q  este 

vectorul tuturor deplasărilor nodale ale structurii şi [ ]eT~  este o matrice de 
conectivitate (de localizare), care are elemente egale cu 1 la gradele de libertate ale 
nodurilor şi zerouri în rest. 

Energia de deformaţie a elementului în coordonate globale poate fi 
exprimată în funcţie de vectorul deplasărilor globale înlocuind (4.49) în (4.44) 

  { } [ ] [ ] [ ]{ }QT~KT~QU eeTeT
e 2

1
=  

sau 

  { } [ ]{ }QK~QU eT
e 2

1
= , 

unde matricea de rigiditate expandată a elementului 

  [ ] [ ] [ ] [ ]eeTee T~KT~K~ =    (4.50) 

are dimensiunile matricilor sistemului.  

Pentru ilustrarea celor de mai sus, se consideră grinda cu zăbrele cu şapte 
bare din fig. 4.21. 

Matricea de conectivitate a elementului 4, la care cele două noduri nu sunt 
numerotate consecutiv, este  
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în timp ce, pentru elementul 5, la care cele două noduri sunt numerotate consecutiv, 
aceasta este 
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Fig. 4.21 

Matricile de rigiditate expandate corespunzătoare au forma  
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Se poate presupune că structura este construită adăugând elementele unul 
după celălalt, plasând fiecare element într-o poziţie predeterminată. Pe măsura 
adăugării elementelor la structură, capacitatea acesteia de a prelua sarcinile 
exterioare creşte, odată cu modificarea corespunzătoare a matricii de rigiditate a 
structurii. Matricile de rigiditate ale elementelor pot fi însumate pentru a obţine 
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matricea de rigiditate a întregii structuri dacă acestea au “dimensiunile structurii” şi 
dacă operează asupra unor vectori care conţin aceleaşi deplasări. Matricea de 
rigiditate a structurii se obţine prin simpla adunare a matricilor de rigiditate 
expandate ale elementelor.  

Energia de deformaţie a întregii structuri  

  { } [ ]{ }QKQU T

2
1

=     (4.51) 

poate fi calculată prin simpla însumare a energiilor de deformaţie ale elementelor  

      { } [ ]{ } { } [ ] { }QK~QQK~QUU
e

eT

e

eT

e
e ∑∑∑ ===

2
1

2
1 . (4.52) 

Comparând expresiile (4.51) şi (4.52) se obţine 

  [ ] [ ]∑=
e

eK~K .    (4.53) 

Matricea de rigiditate globală este egală cu suma matricilor de rigiditate 
expandate ale elementelor.  

Similar, matricea de masă globală [ ]M  este asamblată din matricile de 
masă expandate ale elementelor  

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]∑∑ ==
e

eeTe

e

e T~MT~M~M .  (4.54) 

Matricile de rigiditate şi de masă nereduse [ ]K  şi [ ]M  sunt utilizate în 
cazul sistemelor nerezemate. La sistemele rezemate, acestea se condensează 
utilizând condiţiile la limită.  

Efectul arcurilor şi maselor concentrate se poate include adăugând valorile 
parametrilor respectivi în poziţiile corespunzătoare pe diagonalele principale ale 
matricilor respective.  

4.2.6  Ecuaţiile de mişcare şi problema de valori proprii  

Se defineşte lagrangianul L prin expresia 

  Π−= TL ,     (4.55) 

în care T este energia cinetică  

   { } [ ]{ }QMQT T &&
2
1

=     (4.56, a) 

iar Π  este energia potenţială totală 
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   { } [ ]{ } { } { }FQQKQ TT −=
2
1Π .  (4.56, b) 

În expresia (4.56, b), { }F  este vectorul global al forţelor nodale aplicate.  

Aplicând principiul lui Hamilton, se obţin ecuaţiile lui Lagrange pentru 
sisteme neamortizate  
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. (4.57) 

Utilizând regulile de derivare a unui scalar în raport cu un vector, se obţin 
ecuaţiile de mişcare 

  [ ] { } [ ]{ } { }FQKQM =+&& .   (4.58) 

În cazul vibraţiilor libere, vectorul forţelor este zero. Astfel 

  [ ] { } [ ]{ } { }0=+ QKQM && .   (4.59) 

Căutând soluţii de forma  

  { } { } tQ ωΦ sin= ,    (4.60) 

unde { }Φ  este vectorul amplitudinilor deplasărilor nodale, rezultă problema 
generalizată de valori proprii  

  [ ]{ } [ ] { }rrr MK φωφ 2= , ( )n,...,r 1= , (4.61) 

în care 2
rω  sunt valorile proprii reale egale cu pătratele pulsaţiilor proprii şi { }rφ  

sunt vectorii proprii reali. 

Cu ajutorul programului VIBTRUSS se pot calcula modurile proprii de 
vibraţie ale structurilor neamortizate plane, din bare articulate la capete.  

   
Fig. 4.22 
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Exemplul 4.9 
Să se calculeze primele patru frecvenţe proprii şi forma modurilor 

respective de vibraţie pentru grinda cu zăbrele din fig. 4.22, a la care 
GPa200=E , 3mkg7850=ρ  şi 2mm100=A  pentru toate cele 20 bare. 

 Rezolvare . Primele patru frecvenţe proprii sunt 48,8 , 168,4 , 235,9 şi 
336,8 Hz. Formele modurilor proprii sunt prezentate în figurile 4.22, b - e. 

4.3  Cadre plane 

Cadrele sunt structuri din elemente legate rigid între ele, de tipul barelor 
încastrate la capete sau grinzilor. În programele de analiză cu elemente finite, acest 
tip de bară este denumit beam. Grinzile sunt bare solicitate prin sarcini 
transversale, interconectate prin legături (nodale) rigide care au rotiri determinate şi 
care, în afara forţelor, transmit momente încovoietoare de la un element la altul. 

În acest paragraf, întâi se prezintă elementul finit beam, definit în 
coordonate locale, apoi elementul finit de cadru (frame) care modelează o grindă 
înclinată.  

4.3.1  Analiza statică a unei grinzi cu secţiune constantă 

În continuare se consideră grinzi cu secţiunea transversală simetrică faţă de 
planul sarcinilor aplicate (fig. 4.23). Deformaţiile transversale de forfecare se 
neglijează.  

 
Fig. 4.23 

Deplasarea axială a unui punct din secţiunea transversală, situat la distanţa 
y de axa neutră, este aproximativ 



4. MAI MULTE GRADE DE LIBERTATE   223

  yy
x
vu

d
d

−=−= ϕ ,    (4.62) 

unde v  este săgeata axei barei în secţiunea x  şi v′=ϕ  este rotirea secţiunii 
transversale (sau panta) în x . Alungirile specifice sunt  

  y2x x
v

x
u

d
d

d
d 2

−==ε .    (4.63) 

Tensiunile normale în secţiunea transversală au expresia 

  yEE 2xx x
v

d
d2

−== εσ ,    (4.64) 

în care E este modulul de elasticitate longitudinal al materialului. 

Momentul încovoietor se calculează pe baza distribuţiei tensiunilor pe 
înălţimea secţiunii transversale  

  ( ) II
2x v
x
vdAx zz

A

IEIEyM ==−= ∫ d
d2

σ . (4.65) 

unde zI  este momentul de inerţie al secţiunii transversale faţă de axa neutră z. 

Forţa tăietoare este dată de  

  ( ) III
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Mx zz IEIET ===

d
d
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d 3

.  (4.66) 

Sarcina transversală pe unitatea de lungime a barei este  

  ( ) IV
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x
Tx zz IEIEp ===

d
d

d
d 4

.  (4.67) 

Ecuaţia diferenţială de echilibru se scrie  

  ( )xpIE z =4x
v

d
d4

.    (4.68) 

4.3.2  Discretizarea cu elemente finite  

Cadrul plan este împărţit în elemente finite, ca în fig. 4.24. Fiecare nod are 
trei grade de libertate, două deplasări liniare şi o rotire. Gradele de libertate ale 
nodului i sunt 23 −iQ  - deplasarea în lungul axei X, 13 −iQ  - deplasarea în lungul 
axei Y şi iQ3  - rotirea faţă de axa Z. 

Nodurile sunt localizate prin coordonatele lor în sistemul de referinţă 
global XOY iar conectivitatea elementelor este definită prin indicii nodurilor. 
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Elementele, modelate ca grinzi cu secţiunea constantă, fără deformaţii de forfecare 
şi fără sarcini aplicate între noduri, au modulul de rigiditate la încovoiere IE , 
masa pe unitatea de lungime Aρ  şi lungimea l . 

 
Fig. 4.24 

În continuare se stabilesc funcţiile de formă pentru elementul beam, apoi se 
calculează matricile de rigiditate şi de masă pentru element, întâi în sistemul de 
coordonate locale, apoi în sistemul global. Matricile sunt apoi expandate la 
dimensiunea structurii şi însumate pentru a obţine matricile globale nereduse. 
Impunând condiţiile la limită, se calculează matricile reduse de rigiditate şi de 
masă, care împreună cu matricea de amortizare sunt utilizate în analiza dinamică. 

 
Fig. 4.25 

Se consideră un element de bară înclinat, ca în fig. 4.25, a, în care se arată 
deplasările nodale şi axele sistemelor de referinţă.  
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În sistemul de coordonate fizice locale, axa x, orientată în lungul barei, are 
originea în capătul din stânga al barei şi este înclinată cu unghiul α  faţă de axa 
globală X. Se mai poate folosi şi un sistem de coordonate intrinseci (naturale).  

Vectorul deplasărilor nodale ale elementului este  

  { } { }Te q,q,q,q,q,qq 654321      =   (4.69) 

iar vectorul corespunzător al forţelor nodale (se includ şi momentele) ale 
elementului poate fi scris  

  { } { }Te f,f,f,f,f,ff 654321      = .  (4.70) 

Forţele (şi momentele) 6532    f,f,f,f  şi deplasările corespunzătoare 

6532    q,q,q,q  descriu încovoierea elementului (fig. 4.25, b), în timp ce forţele 
,f,f 41   şi deplasările ,q,q 41   descriu efectele axiale (fig. 4.25, c). Acţiunea lor 

este decuplată astfel că matricile respective ale elementului pot fi calculate separat.  

4.3.3  Funcţii de formă statice pentru elementul de grindă  

La o grindă cu secţiunea constantă, neîncărcată între extremităţi, 0=p  şi 

din ecuaţia (4.68) rezultă 0dd 44 =xv . Integrând de patru ori, se obţine deplasarea 
transversală (săgeata) v  descrisă de un polinom de gradul trei 

  ( ) 43
2

2
3

1 aaaa +++= xxxxv .  (4.71) 

În (4.71), cele patru constante de integrare 4321 aa,a,a ,  pot fi 
determinate din condiţiile la limită geometrice, care includ săgeata şi panta la cele 
două capete: 

1xx = , 2q=v , 3dd q=xv ,   şi   2xx = , 5q=v , 6dd q=xv . (4.72) 

Deplasarea transversală poate fi exprimată în funcţie de deplasările nodale 
sub forma  

   ⎣ ⎦ { }eqN=v ,    (4.73) 

unde ⎣ ⎦N  este vectorul linie al funcţiilor de formă, care sunt polinoame de gradul 
trei, numite polinoame Hermite. 

Utilizând coordonate naturale, cu 1−=r  la nodul 1 şi 1+=r  la nodul 2, 
deplasarea transversală poate fi scrisă  
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

423
1

211 d
d

d
d

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

r
NN

r
NN vrvrvrvrrv . (4.74) 

Deoarece transformarea coordonatelor se face conform relaţiei (4.22) 

  r
xxxx

x
22

1221 −
+

+
=    (4.75) 

şi deoarece 12 xxe −=l  este lungimea elementului, este valabilă relaţia (4.29)  

  rdxd e
2
l

= .     (4.76) 

 Calculând derivata 

  
x
vv

d
d

2d
d e

r
l

= ,     (4.77) 

relaţia (4.74) devine 

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

423
1

211 d
d

2d
d

2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

x
NN

x
NN ee vrvrvrvrrv ll  (4.78) 

sau 

  ( ) 64533221 22
qNqNqNqN ee ⋅+⋅+⋅+⋅=

llrv . (4.79) 

În expresia (4.73) vectorul linie al funcţiilor de formă este  

   ⎣ ⎦ ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢= 4321 22

N,N,N,NN ee ll .  (4.80) 

Funcţiile de formă hermitiene sunt polinoame cubice care satisfac 
condiţiile la limită date în Tabelul 4.3 unde semnul “prim” indică derivarea în 
raport cu variabila r. 

Tabelul 4.3 

 1N  1N ′  2N  2N ′  3N  3N ′  4N  4N ′  

1−=r  1 0 0 1 0 0 0 0 
1+=r  0 0 0 0 1 0 0 1 

Impunând condiţiile de mai sus unor polinoame de gradul trei cu patru 
constante arbitrare, se obţin expresiile funcţiilor de formă ale elementului beam în 
coordonate naturale (4.81), reprezentate grafic în fig. 4.26: 
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 ( ) ( ) ( ) ( )32
1 32

4
121

4
1 rrrrrN +−=+−= , 

 ( ) ( ) ( ) ( )322
2 1

4
111

4
1 rrrrrrN +−−=+−= ,  (4.81) 

 ( ) ( ) ( ) ( )32
3 32

4
121

4
1 rrrrrN −+=−+= , 

 ( ) ( ) ( ) ( )322
4 1

4
111

4
1 rrrrrrN −−+−=−+−= . 

 
Fig. 4.26 

Se poate verifica uşor că la nodul 1, 2q=v  şi 32d
d q

r
el=

v , iar la nodul 2, 

5q=v  şi 62d
d q

r
el=

v . 

4.3.4  Matricea de rigiditate a unui element de grindă  

Energia de deformaţie eU  a unui element de grindă este  

  xEIU
e

e
e d

d
d

2

2

2

2

∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

x
v .    (4.82) 
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Din relaţia (4.77) se obţine 

  
re d

d2
d
d v
x
v

l
=   şi 2

2

2

2

d
d4

d
d
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v
x
v
2 l
= . 

Înlocuind (4.73) rezultă 
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Ridicând la pătrat se obţine  
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care se mai poate scrie  

 { } ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ { }e
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T
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Înlocuind (4.76) şi (4.84) în (4.82) se obţine energia de deformaţie a 
elementului 

 { } ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ { }e
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T
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e qrdNNIEqU ∫
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  (4.85) 

care are forma 

  { } [ ] { }ee
B

Te
e qkqU

2
1

= .   (4.86) 

Comparând (4.85) cu (4.86) se obţine matricea de rigiditate a elementului 
pentru încovoiere  

  [ ] ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫
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sau 
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Înlocuind funcţiile de formă (4.81) şi rezolvând integralele se obţine 
matricea de rigiditate a elementului pentru încovoiere în coordonate locale  

 [ ]
e

e

ee
B

EIk
⎥
⎥
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⎦

⎤

⎢
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llll

ll

llll

ll

l
.   (4.89) 

4.3.5  Matricea de masă coerentă a elementului de grindă  

În calcule dinamice, deplasările laterale ale grinzii sunt funcţii de spaţiu şi 
de timp, ( )tx,vv = . 

Energia cinetică instantanee a elementului de grindă este  

  xd
t

AT
e

e
e

2

2 ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
vρ ,    (4.90) 

unde ρ  este densitatea materialului şi vv &=∂∂ t  este viteza în secţiunea x. 

Din relaţia (4.73) se obţine 

   ⎣ ⎦ { }eqN && =v ,    (4.91) 

unde { }eq&  este vectorul coloană al vitezelor nodale. 

Înlocuind (4.76) şi (4.91) în relaţia (4.90) rezultă 

 { } ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ { }e

e

T
e

Te
e qxdNNAqT && ∫= ρ

2
1   (4.92) 

care are forma 

  { } [ ] { }ee
B

Te
e qmqT &&

2
1

= .   (4.93) 

unde  

   [ ] ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫
+

−

=
1

1

d
2

rNNAm r
T

r
eee

B
lρ   (4.94) 

este matricea de masă coerentă a elementului. 

Înlocuind funcţiile de formă (4.81) şi integrând produsele acestora, se 
obţine matricea de masă coerentă a elementului de grindă în coordonate locale 
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Această matrice de masă este obţinută prin aceeaşi metodă ca şi matricea 
de rigiditate, deci este coerentă cu matricea de rigiditate. 

4.3.6  Eforturi axiale 

Forţele nodale axiale se exprimă în funcţie de deplasările axiale prin relaţia  
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în care matricea de rigiditate (4.32) este 
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Similar, din relaţia (4.38) se obţine matricea de masă a elementului pentru 
mişcări axiale 
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4.3.7  Matricile unui element de cadru în coordonate locale 

Combinând expresiile (4.97) şi (4.89) prin aranjarea elementelor în poziţia 
corespunzătoare, se obţine matricea de rigiditate a elementului de cadru plan 
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În expresia (4.99), raportul între elementele care descriu încovoierea şi cele 
care descriu întinderea este de ordinul ( ) 2li , unde ‘i’ este raza de inerţie. La bare 
zvelte, acest raport poate fi între 201  şi 501 , deci matricea de rigiditate poate fi 
rău condiţionată numeric. 

Combinând expresiile (4.98) şi (4.95) şi aranjând elementele în poziţia 
corespunzătoare, se obţine matricea de masă coerentă a elementului de cadru plan 
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4.3.8  Transformarea coordonatelor 

În fig. 4.27 se prezintă un element de cadru plan în starea iniţială şi cea 
deformată. Pentru nodul 1, deplasările liniare locale 1q  şi 2q  sunt exprimate în 
funcţie de deplasările liniare globale 1Q  şi 2Q  prin relaţiile 

  
.QQq

,QQq

αα

αα

cossin 

sincos 

212

211

+−=

+=
.   (4.101) 

 
       Fig. 4.27 

Relaţiile (4.101) pot fi scrise matricial sub forma 



                                                                                                     VIBRAŢII MECANICE 232

  [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

2

1

2

1

Q
Q

R
q
q

    (4.101, a) 

unde 
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    (4.102) 

este o matrice de rotaţie în care αcos=c  şi αsin=s . 

Deplasările unghiulare (rotirile) sunt aceleaşi în ambele sisteme de 
coordonate  

  33 Qq = .     (4.103) 

Adăugând relaţiile similare scrise pentru nodul 2  
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,  66 Qq = , 

rezultă 

  { } [ ] { }eee QTq = ,    (4.104) 

unde { }eq  este vectorul deplasărilor elementului în sistemul de coordonate locale, 

{ }eQ  este vectorul deplasărilor elementului în sistemul de coordonate globale şi 
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este matricea de transformare din coordonate locale în coordonate globale. 

4.3.9  Matricile elementului de cadru în coordonate globale  

Utilizând acelaşi procedeu ca în § 4.2.4 se obţin matricile de rigiditate şi de 
masă ale elementului de cadru în coordonate globale  

  [ ] [ ] [ ] [ ]eeTee TkTK = ,   (4.106) 

şi 

  [ ] [ ] [ ] [ ]eeTee TmTM = .   (4.107) 
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4.3.10  Asamblarea matricilor de rigiditate şi de masă  

Matricile globale de rigiditate şi de masă, [ ]K  şi [ ]M , sunt asamblate din 

matricile elementelor [ ]eK  şi [ ]eM  utilizând matricile de conectivitate ale 

elementelor [ ]eT~  care stabilesc legătura între deplasările nodale la nivelul 
elementelor şi deplasările nodale la nivelul întregii structuri, prin relaţii de forma 

  { } [ ] { }QT~Q ee = .    (4.108) 

Matricea de rigiditate globală neredusă este egală cu suma matricilor de 
rigiditate expandate ale elementelor  

  [ ] [ ]∑=
e

eK~K ,    (4.109) 

unde  
  [ ] [ ] [ ] [ ]eeTee T~KT~K~ = .   (4.110) 

Similar, matricea de masă globală neredusă [ ]M  este asamblată din 
matricile de masă expandate ale elementelor 

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]∑∑ ==
e

eeTe

e

e T~MT~M~M .  (4.111) 

La sistemele rezemate, matricile nereduse de rigiditate şi de masă [ ]K  şi 
[ ]M  sunt condensate utilizănd condiţiile la limită. 

Efectul maselor concentrate şi arcurilor se poate include adăugând valorile 
parametrilor respectivi în poziţiile corespunzătoare pe diagonalele principale ale 
matricilor structurii. Dacă încărcările exterioare includ sarcini distribuite, acestea 
sunt înlocuite cu forţe nodale cinematic echivalente, calculate printr-o metodă 
coerentă cu cea prin care s-au obţinut matricile de rigiditate şi de masă, bazată pe 
utilizarea funcţiilor de formă statice. Odată calculate matricile de rigiditate şi de 
masă şi vectorul forţelor, se pot obţine direct ecuaţiile de mişcare.  

Exemplul 4.10 
Să se calculeze primele 15 pulsaţii proprii şi forme modale pentru cadrul 

plan din fig. 4.28 la care GPa207=E , 3mkg7810=ρ , 4mm271=I  şi 
2mm680,A =  pentru toate barele. Cadrul cu lungimea mm9606,  şi înălţimea 

mm9606,  are doi stâlpi şi două rigle echidistante.  

 Rezolvare . Datorită simetriei se consideră doar jumătate de cadru, cu 
legături diferite pentru modurile simetrice şi cele antisimetrice.  
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Fiecare jumătate de cadru a fost modelată cu 16 elemente identice de 
grindă plană, 8 pentru stâlp şi 4 pentru fiecare jumătate de riglă. 

 
Fig. 4.28 

Primele 15 pulsaţii proprii, calculate cu programul VIBFRAME, au 
următoarele valori: 107,20 , 377,47 , 397,25 , 475,73 , 1099,3 , 1316,2 , 1504,0 , 
1911,6 , 2061,4 , 2447,5 , 2695,0 , 2903,7 , 4171,1 , 4618,3 şi 4943,6 srad .  

Formele modurilor proprii sunt prezentate în fig. 4.28. 

Exemplul 4.11 
 Să se calculeze primele 15 frecvenţe proprii şi forma modurilor proprii ale 
vibraţiilor coplanare ale cadrului din fig. 4.29 dacă GPa210=E , 

3mkg7850=ρ , 47 m100551 −⋅= ,I , 24 m10733 −⋅= ,A  şi m50,=l . 

 
Fig. 4.29 



4. MAI MULTE GRADE DE LIBERTATE   235

  

   

   

   

   
Fig. 4.30 

 Rezolvare . Fiecare segment de lungime l  a fost modelat cu 5 elemente 
de grindă identice, rezultând în total 85 elemente, deci 86 de noduri. Cu patru 
noduri fixe şi trei grade de libertate pe nod, matricile condensate ale sistemului sunt 
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de ordinul 246. Modurile proprii calculate cu programul VIBFRAME sunt 
prezentate în fig. 4.30 în care apar şi valorile frecvenţelor proprii.  

4.4  Grilaje 

Grilajele sunt cadre plane solicitate de forţe perpendiculare pe planul 
structurii. Ele sunt cazuri speciale de cadre tridimensionale în care fiecare punct de 
îmbinare are doar trei deplasări nodale, o translaţie şi două rotiri, rezultate din 
acţiuni de forfecare (neglijabile), încovoiere şi răsucire.  

 
Fig. 4.31 

4.4.1  Discretizarea cu elemente finite  

Grilajul este împărţit în elemente, ca în exemplul din fig. 4.31. Fiecare nod 
are trei grade de libertate, două rotiri şi o deplasare liniară, perpendiculară pe 
planul grilajului. Gradele de libertate ale nodului i sunt 23 −iQ  - rotaţia faţă de axa 
X, 13 −iQ  - rotaţia faţă de axa Y şi iQ3  - deplasarea în lungul axei Z.  

Nodurile sunt localizate prin coordonatele lor în sistemul de referinţă 
global XOY iar conectivitatea elementelor este definită prin indicii nodurilor. 
Elementele sunt modelate ca bare cu secţiune constantă, solicitate la încovoiere şi 
răsucire, fără deformaţii de forfecare şi fără sarcini între noduri. Proprietăţile 
caracteristice sunt modulele de rigiditate la încovoiere IE  şi la răsucire tIG , masa 
pe unitatea de lungime Aρ  şi lungimea l . Se consideră doar bare cu secţiuni al 
căror centru de forfecare coincide cu centrul de greutate.  
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4.4.2  Matricile elementului de grilaj în coordonate locale 

Se consideră un element de grilaj înclinat, ca în fig. 4.32, a, în care se arată 
deplasările nodale în coordonate locale şi în coordonate globale. 

Fig. 4.32 

În sistemul local de coordonate fizice, axa x, orientată în lungul barei, este 
înclinată cu unghiul α  faţă de axa globală X. Axa z a sistemului local de 
coordonate este coliniară cu axa Z a sistemului global. Alternativ, se mai poate 
folosi un sistem de coordonate intrinseci (naturale). 

Vectorul deplasărilor nodale ale elementului este  

  { } { }Te q,q,q,q,q,qq 654321      =   (4.112) 

iar vectorul corespunzător al forţelor nodale ale elementului se poate scrie  

  { } { }Te f,f,f,f,f,ff 654321      = .  (4.113) 

În (4.113) 3 f , 6 f  sunt forţe transversale, iar 2f , 5 f  sunt cupluri care 
produc încovoiere (fig. 4.32, b). În (4.112) deplasările 63   q,q  sunt translaţii, în 
timp ce 52  q,q  sunt rotiri. Vectorii coloană corespunzători sunt legaţi prin 
matricea de rigiditate la încovoiere.  

Rearanjând matricea (4.89) rezultă 
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Cele patru forţe nodale ale elementului sunt legate de acceleraţiile nodale 
respective prin matricea de masă. Rearanjând matricea (4.95) relaţia se poate scrie 
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Forţele nodale axiale 41  f,f  sunt cupluri de răsucire iar deplasările nodale 

41  q,q  sunt unghiuri de răsucire. Deoarece descriu efecte torsionale, acţiunea lor 
este decuplată de încovoiere. Matricile respective de rigiditate şi de masă pot fi 
calculate separat. Ele se calculează la fel ca matricile de rigiditate şi de masă pentru 
solicitări axiale.  

Unghiul de răsucire, exprimat prin funcţiile de formă (4.24)  

  ( ) ( ) ( ) 4211 qrNqrNr +=θ , 

poate fi înlocuit în expresia energiei de deformaţie x
x
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trecerea la coordonate naturale se obţine matricea de rigiditate pentru torsiune 
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Datorită acestei analogii, forţele nodale pot fi exprimate în funcţie de 
deplasările nodale prin relaţia  
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în care matricea de rigiditate pentru torsiune este 
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În expresia (4.117), G este modulul de elasticitate transversal iar etI  este 
constanta torsională a secţiunii transversale. În cazul secţiunilor axial-simetrice, 
această constantă este momentul de inerţie polar.  

Similar, matricea de masă coerentă a elementului pentru torsiune este 
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Pentru elementul de grilaj, combinând elementele matricilor de rigiditate 
(4.114) şi (4.117), se obţine matricea de rigiditate în coordonate locale, care 
exprimă forţele nodale (4.113) în funcţie de deplasările nodale (4.112) 
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unde eeet IEIGa 2l= . 

Combinând elementele matricilor de masă (4.115) şi (4.118) se obţine 
matricea de masă coerentă a elementului de grilaj în coordonate locale  
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în care eet AIb 70= . 

4.4.3  Transformarea coordonatelor 

Înaintea asamblării în matricile globale ale grilajului, este necesară 
transformarea matricilor (4.119) şi (4.120) din sistemul local în sistemul global de 
coordonate. Deoarece direcţia z a axelor locale coincide cu direcţia Z a axelor 
globale, trebuie transformate doar rotirile. Transformarea coordonatelor este 
definită de relaţia (4.104) 

  { } [ ] { }eee QTq = ,    (4.121) 

în care { }eq  este vectorul deplasărilor elementului (4.112) în sistemul de 
coordonate locale,  

  { } { }Te Q,Q,Q,Q,Q,QQ 654321      =  
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este vectorul deplasărilor elementului în sistemul de coordonate global (fig. 4.32) şi  
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în care αcos=c  şi αsin=s , este matricea de transformare (4.105) de la 
coordonate locale la coordonate globale. Aceeaşi matrice de transformare (4.122) 
este utilizată pentru forţele nodale.  

4.4.4  Matricile elementului de grilaj în coordonate globale 

Utilizând aceeaşi metodă ca în § 4.2.4 şi § 4.2.5, se obţin matricile de 
rigiditate şi de masă ale elementului de grilaj în coordonate globale  

  [ ] [ ] [ ] [ ]eeTee TkTK =    (4.123) 

şi 

  [ ] [ ] [ ] [ ]eeTee TmTM = .   (4.124) 

Ele pot fi utilizate la asamblarea matricilor de rigiditate şi de masă 
nereduse, [ ]K  şi [ ]M , folosind matricile de conectivitate ale elementelor [ ]eT~  
care exprimă deplasările nodale la nivelul elementului în funcţie de deplasările 
nodale la nivelul întregii structuri prin relaţii de forma (4.108).  

La sisteme rezemate, matricile nereduse [ ]K  şi [ ]M  sunt apoi condensate 
utilizând condiţiile la limită. Efectul rigidităţii arcurilor şi al maselor concentrate 
poate fi inclus adăugând valorile acestora în poziţiile definite de gradele de 
libertate respective pe diagonalele principale ale matricilor respective.  

Exemplul 4.12 
Să se calculeze primele 9 moduri proprii de vibraţie ale grilajului din fig. 

4.33, rezemat pe patru arcuri de rigiditate mN1000=k  fiecare. Proprietăţile 

sistemului sunt GPa210=E , GPa81=G , 3mkg7900=ρ , m50,=l  şi 
diametrul barelor mm20=d .  
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Fig. 4.33 

 Rezolvare . Grilajul a fost modelat cu 10 elemente şi 8 noduri, având 
astfel 24 grade de libertate. Formele modurilor proprii, calculate cu programul 
VIBGRID, sunt prezentate în fig. 4.34 împreună cu valorile frecvenţelor proprii. 

   

   

   
Fig. 4.34 

Primele trei moduri de vibraţie sunt moduri de ‘corp rigid’, de rotaţie şi 
translaţie ale grilajului nedeformat pe arcurile de suspensie. Modul 4 este ‘primul 
mod de încovoiere’ (două linii nodale pe lăţime), modul 5 este ‘primul mod de 
torsiune’ (o linie nodală longitudinală), modul 6 este ‘al doilea mod de încovoiere’ 
(trei linii nodale pe lăţime), modul 7 este ‘al doilea mod de torsiune’, modul 8 este 
‘al treilea mod de torsiune’ şi modul 9 este ‘al treilea mod de încovoiere’.  
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Examplul 4.13 
Grilajul din fig. 4.35 este încastrat în punctele 1 şi 2, având m1=l , 

48 m107850 −⋅= ,I , 48 m10571 −⋅= ,It , 24 m10143 −⋅= ,A , 3mkg7900=ρ , 
GPa210=E  şi GPa81=G . Să se calculeze primele 9 moduri proprii de vibraţie.  

 
Fig. 4.35 

 Rezolvare . Grilajul a fost modelat cu 14 elemente şi 8 noduri, având 18 
grade de libertate. Formele modurilor proprii calculate cu programul VIBGRID sunt 
prezentate în fig. 4.36 împreună cu valorile frecvenţelor proprii.  

   

   

   
Fig. 4.36 
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Modul 1 este ‘primul mod de încovoiere’, modul 2 este ‘primul mod de 
torsiune’, modul 3 este ‘al doilea mod de încovoiere’, modul 4 este ‘al doilea mod 
de torsiune’, modul 5 este ‘modul al treilea de încovoiere’ iar modul 6 este un 
‘prim mod de încovoiere’ faţă de axa longitudinală. 

4.5  Funcţii de răspuns în frecvenţă 

Prima parte a acestui capitol a fost consacrată calculului modurilor proprii 
de vibraţie ale sistemelor neamortizate de ordin relativ mic. În continuare se 
studiază răspunsul în frecvenţă al sistemelor amortizate şi se prezintă diagramele 
funcţiilor de răspuns în frecvenţă (FRF) ale acestora. Analiza FRF măsurate 
experimental face obiectul unui capitol din volumul al doilea în care se prezintă 
Analiza modală experimentală şi Identificarea sistemelor vibratoare.  

4.5.1  Matricea FRF 

Pentru un sistem cu amortizare vâscoasă, matricea funcţiilor de răspuns în 
frecvenţă (matricea FRF) din (3.143) are forma 

  ( )[ ] [ ] [ ] [ ][ ] 12 ii
−

++= kcmH ωωω ,  (4.125) 

unde ω  este pulsaţia excitatoare. 

Matricea FRF poate fi scrisă  
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unde ( )ωiljh  este răspunsul măsurat la coordonata j produs de o forţă armonică 
aplicată la coordonata l .  

Există mai multe tipuri de funcţii de răspuns în frecvenţă, după cum 
răspunsul este o deplasare, viteză sau acceleraţie (v. § 742 .. ). Utilizând notaţia 

complexă, dacă excitaţia ( ) tef̂tf ωi
ll =  produce răspunsul ( ) ( )φω += t

jj ex̂tx i , 
atunci receptanţa complexă poate fi exprimată prin componentele reală şi 
imaginară  

 ( ) ( ) ( )ωωφφω φ I
j

R
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jjjj
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Raportul ll xf  se numeşte receptanţă directă (receptanţa în punctul de 
aplicare a forţei), în timp ce raportul jxfl  ( )l≠j  se numeşte receptanţă de 
transfer sau inter-receptanţă după cum j este o coordonată în alt punct, sau în 
acelaşi punct ca l  dar pe altă direcţie. 

De notat că FRF sunt mărimi măsurabile care pot fi determinate prin 
încercări cu excitaţie armonică.  

4.5.2  Diagramele FRF 

FRF sunt mărimi complexe, definite de trei cantităţi – frecvenţa plus părţile 
reală şi imaginară (sau modulul şi faza) – care sunt reprezentate grafic. 

 
Fig. 4.37 

Cele trei formate grafice de prezentare a FRF sunt: a) diagramele Bodé 
(modulul în funcţie de frecvenţă şi faza în funcţie de frecvenţă); b) diagramele 
componentelor în fază şi în cuadratură (componenta reală în funcţie de frecvenţă şi 
componenta imaginară în funcţie de frecvenţă); şi c) diagramele Nyquist (partea 
imaginară în funcţie de partea reală, eventual cu gradaţii la intervale egale de 
frecvenţă). 
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Graficele includ FRF de tipul mişcare/forţă, cum sunt receptanţa, 
mobilitatea şi inertanţa (acceleranţa), şi inversele acestora (forţă/mişcare), 
rigiditatea dinamică, impedanţa şi masa dinamică (v. § 742 .. ). Diagramele pot 
avea scară liniară, logaritmică sau semilogaritmică, cu sau fără caroiaj, cu unul sau 
două cursoare, posibilităţi de ‘zoom’ sau de suprapunere a mai multor curbe. 

 
Fig. 4.38 

În fig. 4.37 se prezintă diagramele Bodé ale receptanţelor unui sistem 
amortizat cu trei grade de libertate, pentru deplasări măsurate în g.d.l. 1, 2, şi 3, 
produse de o forţă aplicată în g.d.l. 1. Diagramele modùlului au scară verticală 
logaritmică, necesară pentru detalierea răspunsului de nivel relativ scăzut din 
vecinătatea antirezonanţelor. 

În fig. 4.38 se arată diagramele componentelor reală (în fază) şi imaginară 
(în cuadratură) ale aceloraşi receptanţe, iar în prima coloană a fig. 4.39 se arată 
diagramele Nyquist corespunzătoare. Se observă că, la sisteme slab amortizate şi 
cu frecvenţe proprii relativ depărtate, buclele răspunsului în vecinătatea 
rezonanţelor pot fi aproximate cu cercuri.  

Pentru comparaţie, în coloanele a doua şi a treia din fig. 4.39 sunt 
prezentate diagramele mobilităţilor şi inertanţelor, pentru aceleaşi FRF. Se observă 
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rotirea acestora cu 090 , respectiv 0180 , în planul complex, datorită defazajului 
între deplasare, viteză şi acceleraţie. 

 
Fig. 4.39 

În fig. 4.40 se prezintă o diagramă tridimensională a receptanţei directe 
11h , împreună cu diagramele Nyquist şi ale părţilor reală şi imaginară. 

 
Fig. 4.40 
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La sisteme slab amortizate şi cu densitate modală mică, vârfurile din 
diagramele FRF ale modulului şi componentei imaginare ale receptanţei, 
mobilităţii sau acceleranţei indică rezonanţe. Un sistem cu n grade de libertate, cu 
moduri de vibraţie cu amortizare subcritică, are n rezonanţe. Adesea, simpla 
analiză vizuală a diagramelor FRF permite estimarea ordinului sistemului, prin 
numărarea vârfurilor de rezonanţă din domeniul frecvenţelor de interes.  

Aşa cum s-a arătat pentru sisteme cu două grade de libertate (fig. 3.49), la 
sisteme cu amortizare mare şi/sau frecvenţe proprii relativ apropiate este posibil ca 
diagramele FRF să nu aibă vârfuri la unele rezonanţe. La sisteme cu amortizare 
moderată, cea mai precisă localizare a rezonanţelor se face pe diagramele Nyquist, 
în punctele în care viteza de variaţie cu frecvenţa a unghiului de fază (sau a 
lungimii arcului de cerc) are un maxim local. Dacă o astfel de diagramă este 
gradată la creşteri egale ale frecvenţei excitatoare, rezonanţa poate fi localizată 
acolo unde distanţa între două puncte succesive este maximă (ca în fig. 3.48). 

Antirezonanţele apar ca minime pronunţate în diagramele modulului FRF 
de tipul mişcare/forţă. La o FRF directă, rezonanţele şi antirezonanţele alternează 
(teorema reactanţelor a lui Foster). Între două vârfuri de rezonanţă apare un minim 
pronunţat de antirezonanţă. La o FRF de transfer, unele sau toate antirezonanţele 
sunt înlocuite de minime aplatisate. Numărul şi poziţia antirezonanţelor variază în 
diagramele FRF calculate în alte puncte sau pe alte direcţii.  

În fig. 4.41 se prezintă diagramele receptanţelor unei structuri, calculate în 
acelaşi punct dar pentru trei direcţii diferite. Figura ilustrează alinierea vârfurilor de 
rezonanţă precum şi numărul şi poziţia diferită a minimelor de antirezonanţă. 
Curba de sus, la care rezonanţele şi antirezonanţele alternează, este a unei 
receptanţe directe.  

 
   Fig. 4.41 
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În fig. 4.42 sunt redate diagramele receptanţei 153,h  calculate pentru 
sistemul cu 15 grade de libertate din Exemplul 4.8 (fig. 4.17).  

 
a b 

 
c d 

Fig. 4.42 

Comparând frecvenţele vârfurilor de rezonanţă cu frecvenţele proprii date 
în Tabelul 4.2, se remarcă grupul celor mai mari cinci frecvenţe proprii, care apar 
distincte în pofida valorilor reduse ale răspunsului, datorită scării logaritmice (fig. 
4.42, a). Dintre celelalte zece rezonanţe, se pot distinge doar nouă, modurile cu 
frecvenţe relativ apropiate la 53,35 Hz şi 53,42 Hz producând un singur vârf, în 
timp ce rezonanţele de la 59,45 Hz şi 73,72 Hz sunt aproape estompate. 

  
a b 

Fig. 4.43 
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Individualizarea vârfurilor de rezonanţă depinde de rezoluţia în frecvenţă a 
datelor reprezentate grafic. La curbe FRF calculate pentru puncte diferite de 
răspuns şi excitare, de exemplu funcţia 11h  în fig. 4.43, a şi funcţia 66h  în fig. 
4.43, b, unele vârfuri pot lipsi. 

Probleme 
4.E1  Să se calculeze frecvenţele proprii şi forma modurilor proprii de 

vibraţie ale sistemului din fig. 4.E1. Se consideră mN106=k , 
kg50741 ,mmm === , kg51952 ,mmm === , kg1863 === mmm . 

 
Fig. 4.E1 

Răspuns : Hz5731 ,f = , Hz621242 ,f = , Hz781743 ,f = , Hz464339 ,f = . 

4.E2  Să se calculeze modurile proprii de vibraţie ale sistemului din fig. 
4.E2, considerând kg1=jm  ( )121 ...,,j = , mN100=jk  ( )111 ...,,j = , 

mN10212 =k . Să se compare rezultatele cu cele obţinute pentru mN10012 =k . 

 
Fig. 4.E2 

      Răspuns : a) Hz82402 ,f = , Hz82803 ,f = , Hz59114 ,f = , Hz59415 ,f = . 
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b) Hz824032 ,ff == , Hz591154 ,ff == , Hz251276 ,ff == . 

4.E3  Să se calculeze frecvenţele proprii şi rapoartele de amortizare modale 
ale sistemului cu 10 g.d.l. din fig. 4.E3. Apoi să se calculeze frecvenţele proprii 
neamortizate şi formele modale corespunzătoare. Parametrii sistemului sunt: 

2111 ,m = , 4412 ,m = , 6913 ,m = , 9614 ,m = , 2525 ,m = , 5626 ,m = , 8927 ,m = , 
2438 ,m = , 6139 ,m = , kg 410 =m , 11001 =k , 12002 =k , 13003 =k , 

14004 =k , 15005 =k , 16006 =k , 17007 =k , 18008 =k , 19009 =k , 

mN200010 =k , jj k,c 0020=  ( )101 ...,,j = . 

 

Fig. 4.E3 

Răspuns : Hz71801 ,f = , %,4501 =ζ , Hz34810 ,f = , %,24510 =ζ . 

4.E4  La sistemul cu 15 g.d.l. din fig. 4.E4 să se calculeze frecvenţele 
proprii amortizate şi rapoartele de amortizare modale.  

 
Fig. 4.E4 

Răspuns : Hz6521 ,f = , %,8101 =ζ , Hz7315615 ,f = , %,44015 =ζ . 



4. MAI MULTE GRADE DE LIBERTATE   251

4.E5  O structură în formă de scară este fixată la ambele capete ca în fig. 
4.E5. Masa fiecărei trepte este m iar rigiditatea laterală între două trepte este k. Să 
se calculeze pulsaţiile proprii şi să se traseze forma modurilor proprii de vibraţie.  

   Răspuns : mk,51701 =ω , mk=2ω , mk,41413 =ω , mk,73214 =ω , 

 

 

 

 
  Fig. 4.E5   Fig. 4.E6 

 

4.E6  Un motor cu cinci cilindri şi volant este folosit la antrenarea unui 
generator electric. Pentru calculul frecvenţelor proprii de torsiune, sistemul real 
este modelat prin sistemul echivalent prezentat în fig. 4.E6. Să se determine 
primele patru moduri proprii de vibraţie şi să se traseze formele modale utilizând 
următoarele valori: radmMN22342312 ,KKK === , radmMN9045 ,K = , 

radmMN24056 ,K = , 2
4321 mkg510,JJJJ ==== , 2

5 mkg35,J = , 
2

6 mkg44,J = . 

    Răspuns : Hz21462 ,f = , Hz111063 ,f = , Hz412914 ,f = , Hz454815 ,f = .  

4.E7  Sistemul torsional din fig. 4.E7 modelează un motor diesel cu opt 
cilindri şi volant, transmisia cu roţi dinţate şi elicea vaporului. Să se determine 
primele trei moduri proprii ale vibraţiilor torsionale utilizând următoarele valori: 

rot/min405=An , rot/min225=Bn , 2
9 mkg602=J , 2

10 mkg91=J , 
2

11 mkg1953=J , 2
12 mkg4331=J , 2

821 mkg184==== J...JJ , 
radmMN11689 =K , radmMN513109 ,K , = , radmMN1851110 =,K  (redusă la 

Bn ), radmMN84601211 ,K , = , radmMN84782312 ==== K...KK  (G. 
Ziegler, 1977). 
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Fig. 4.E7 

Răspuns : Hz6822 ,f = , Hz60203 ,f = , Hz81354 ,f = . 

4.E8  Să se determine primele două frecvenţe proprii (nenule) ale 
sistemului torsional al unui autovehicul modelat ca în fig. 4.E8, pentru următoarele 
valori ale momentelor de inerţie şi rigidităţilor torsionale: radmMN21 =K , 

radmMN612 ,K = , radmMN13 =K , radmMN44 =K , 2
1 mkg15=J , 

2
2 mkg10=J , 2

3 mkg18=J , 2
4 mkg6=J . Raportul de transmisie al 

angrenajului conic din diferenţial este 4 : 1. 

 
Fig. 4.E8 

Răspuns : Hz26552 ,f = , Hz32623 ,f = . 

4.E9  Sistemul de antrenare a paletelor unui mixer industrial este ilustrat în 
fig. 4.E9. Roţile conice au fiecare 20 dinţi, două roţi cilindrice au 36 dinţi iar 
pinionul comun are 12 dinţi. Să se calculeze frecvenţele proprii ale vibraţiilor 
torsionale ale sistemului, utilizând valorile GPa81=G , mm19=d , 

23
1 mkg10622 −⋅= ,J , 23

32 mkg10655 −⋅== ,JJ , 23
4 mkg10311 −⋅= ,J , 

23
65 mkg10556 −⋅== ,JJ , 23

87 mkg10490 −⋅== ,JJ , m915021 ,== ll , 
m01613 ,=l  (James et al., 1989). 
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Fig. 4.E9 

        Răspuns : Hz90162 ,f = , Hz41183 ,f = , Hz39374 ,f = , Hz61795 ,f = . 

4.E10  Să se calculeze modurile proprii ale vibraţiilor laterale ale grinzilor 
cu masa neglijabilă din fig. 4.E10.  

 
Fig. 4.E10 

Răspuns : a) Matricea de flexibilitate este  

  [ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

32454023
45726840
40687245
23404532

3750

3

IE
mlδ . 

Pulsaţiile proprii sunt 3
1 41264 lmIE,=ω , 3

2 61117 lmIE,=ω , 

3
3 98638 lmIE,=ω , 3

4 199764 lmIE,=ω . 

 b) 3
1 6470 lmIE,=ω , 3

2 4822 lmIE,=ω , 3
3 655 lmIE,=ω . 



                                                                                                     VIBRAŢII MECANICE 254

4.E11  Să se determine primele opt moduri proprii de vibraţie coplanară 
ale grinzilor cu zăbrele din fig. 4.E11. Barele au secţiunea transversală mm1x6Φ  

şi m30,=l , GPa772,E = , 3mkg3100=ρ . Toate masele sunt kg60,m = .  

 
Fig. 4.E11 

Răspuns : a) 20,51; 83,31; 111,49; 164,82; 215,10; 265,74; 299,27; 361,48 Hz. 

     b) 20,02; 79,07; 117,04; 163,05; 231,06; 272,94; 290,24; 358,46 Hz. 

4.E12  La grinda cu zăbrele din fig.4.E12 să se determine primele şase 
frecvenţe proprii şi formele modale respective, dacă GPa210=E , 

3mkg7800=ρ , m2=l , 2mm2000=A . 

Fig. 4.E12 

   Răspuns : Hz61741 ,f = , Hz241422 ,f = , Hz222373 ,f = , Hz155296 ,f = . 

4.E13  Să se determine primele 20 moduri proprii de vibraţie ale grinzii 
continue cu patru deschideri egale din fig. 4.E13 şi să se comenteze gruparea 
frecvenţelor proprii. Se consideră GPa208=E , 3mkg7850=ρ , m1=l  şi 
secţiune transversală dreptunghiulară cu mm402 == hb . 

 
Fig. 4.E13 
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    Răspuns : 46,69; 54,48; 72,98; 94,33 Hz,   187,48; 203,59; 237,82; 274,84 Hz, 

           427,85; 452,63; 504,23; 557,66 Hz,    829,07; . . . , 1043,98 Hz. 

   

   

   

   

4.E14  O grindă simplu rezemată cu două deschideri (fig. 4.E14) are un arc 
de răsucire la suportul din mijloc. Rigiditatea acestuia este lEIK 500= , unde 

IE  este modulul de rigiditate la încovoiere al grinzii şi l  este lungimea totală. a) 
Să se calculeze modurile proprii ale vibraţiilor transversale ale grinzii cu deschideri 
de lungimi egale ( )0=Δ . Să se comenteze gruparea frecvenţelor proprii. b) Se 
consideră o grindă cvasiperiodică cu cuplaj slab, cu lungimile deschiderilor 
( )Δ−50,l  şi ( )Δ+50,l , unde 010,=Δ . Să se explice fenomenul de localizare în 

structuri mecanice dezordonate. c) Să se extindă analiza la grinzi cvasiperiodice cu 
trei şi patru deschideri. 

 
Fig. 4.E14 

4.E15  O grindă de secţiune constantă simplu rezemată are lungimea m3 , 

masa pe unitatea de lungime mkg15 , modulul de rigiditate la încovoiere 2kNm4  
şi GPa200=E . Să se reprezinte grinda prin patru elemente finite şi să se 
calculeze primele patru frecvenţe proprii presupunând: a) masa concentrată la 
mijlocul fiecărui element; b) câte o jumătate din masa fiecărui element plasată la 
capetele elementului; c) masa uniform distribuită în lungul grinzii (matrice de masă 
coerentă). Să se compare rezultatele cu cele calculate cu formula lui Rayleigh, 
utilizând o funcţie “sinus” pentru deformata grinzii, şi cu formula lui Dunkerley. Să 
se traseze forma modurilor proprii de vibraţie pentru cazul (c). 
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4.E16  Utilizând metoda elementelor finite, să se calculeze primele două 
frecvenţe proprii ale vibraţiilor transversale ale unei grinzi în consolă, de secţiune 
constantă. Să se modeleze grinda cu 1, 2, 3, 4, 5 şi 6 elemente de lungime egală şi 
să se compare frecvenţele proprii astfel obţinute cu valorile adevărate. 

4.E17  Un arbore din oţel (fig. 4.E17) cu diametrul mm40=d  şi lungimea 
m21,=l  este rezemat în două lagăre de rigidităţi mN41 μ=k  şi mN62 μ=k . 

Cele două discuri au masele kg4001 =m  şi kg6002 =m , şi razele de inerţie 
m301 ,r =  şi respectiv m502 ,r = . Să se determine: a) frecvenţele proprii ale 

vibraţiilor laterale, şi b) primele patru forme modale, considerând GPa210=E  şi 
3mkg7850=ρ . 

Fig. 4.E17 

Răspuns : 

  

  
 

4.E18  Arborele din oţel din fig. 4.E18 este simplu rezemat în lagăre 
scurte. a) Să se calculeze frecvenţa proprie fundamentală cu formula lui Rayleigh. 
b) Să se compare rezultatul cu cel obţinut utilizând un model cu parametri 
concentraţi. c) Să se calculeze primele două frecvenţe proprii cu ajutorul 
programului VIBFRAME, considerând GPa210=E  şi 3mkg7850=ρ . 
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Fig. 4.E18 

Răspuns : Hz76361 ,f = , Hz431202 ,f = . 

4.E19  Să se determine primele două frecvenţe proprii ale barei cotite din 
fig. 4.E19 şi să se traseze forma modurilor proprii de vibraţie în planul barei. a) Se 
consideră l== CDAB  şi 0=BC . Cele două bare se modelează fiecare cu cel 
puţin trei elemente finite. b) Pentru l== CDAB  şi 10l=BC  să se compare 
frecvenţele proprii cu cele calculate la (a). 

 
Fig. 4.E19 

Răspuns : a) Hz711121 ,ff == . b) Hz45101 ,f = , Hz69102 ,f = . 

  

4.E20  Să se calculeze primele opt frecvenţe proprii şi formele modale 
corespunzătoare pentru vibraţiile coplanare ale cadrului din fig. 4.E20 cu 
următoarele proprietăţi: 2m0060,Avert = , 2m0040,Aoriz = , 2m0030,Adiag = , 

4m07560,I = , GPa75=E  şi 3mkg2800=ρ . 

 
Fig. 4.E20 
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R . Folosind 48 elemente şi 44 noduri (4 elemente pentru o bară), frecvenţele 
proprii sunt 45,15; 79,07; 227,72; 249,94; 365,62; 444,03; 452,83; 476,83 Hz. 

4.E21  Să se determine primele 12 moduri proprii ale vibraţiilor laterale 
coplanare ale crucii duble din fig. 4.E21. Cele opt bare au lungimea 50=l m şi 
secţiunea transversală un pătrat cu latura m1250, . Capetele exterioare sunt 
articulate iar cele interioare sunt încastrate într-un punct comun. Proprietăţile 
materialului sunt GPa200=E  şi 3mkg8000=ρ . Se recomandă modelarea 
fiecărui braţ cu mai mult de două elemente finite de tip beam.  

 
Fig. 4.E21 

Răspuns : Hz668751 ,f = , Hz8485832 ,ff == , Hz8856884 ,f...f === . 

   

   

4.E22  La sistemul din fig. 4.E22, modelat ca grilaj orizontal, să se 
calculeze primele patru moduri proprii de vibraţie. Se consideră m250,=l , 

m201 ,=l , GPa210=E , 30,=ν  şi 3mkg7850=ρ . Barele au secţiunea 

transversală un pătrat cu latura mm5=a  şi 41410 a,It = . 
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Fig. 4.E22 

    Răspuns : Hz69101 ,f = , Hz31272 ,f = , Hz96443 ,f = , Hz651084 ,f = . 

  

  
 

4.E23  Să se determine primele şase moduri proprii de vibraţie ale 
grilajului din fig. 4.E23. Se consideră mm50=l , GPa210=E , GPa80=G , 

3mkg7800=ρ  şi secţiuni transversale circulare cu diametrul mm5=d .  

 
Fig. 4.E23 

Răspuns : Primele şase forme modale sunt prezentate în continuare.  
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4.E24  Grilajul din fig. 4.E24 este realizat astfel: a) o bară orizontală ABC 
din oţel, cu modulul de rigiditate la încovoiere 27 Nm1052 ⋅, , modulul de rigiditate 
la răsucire 27 Nm10921 ⋅,  şi masa pe unitatea de lungime mkg300 ; b) două bare 
orizontale EBD şi GCF din oţel, încastrate rigid în bara ABC, cu modulul de 
rigiditate la încovoiere 27 Nm105 ⋅  şi masa pe unitatea de lungime mkg500 ; c) 
mase de kg500  în E şi D, şi mase de kg250  în G şi F. Se neglijează momentele 
de inerţie ale acestor mase. Se consideră GPa210=E , GPa81=G  şi 

3mkg7850=ρ . Se cer primele şase frecvenţe proprii de vibraţie.  

 
Fig. 4.E24 

Răspuns : 2,35; 10,39; 13,39; 36,16; 63,25; 105,22 Hz.   
 



 
 
 
 

5. 
SISTEME CONTINUE 

Când masa şi elasticitatea unui sistem în vibraţie sunt distribuite în tot 
sistemul, pentru descrierea configuraţiei acestuia este necesar un număr infinit de 
coordonate. Astfel de sisteme au un număr infinit de grade libertate, deci un număr 
infinit de frecvenţe proprii şi forme modale proprii. 

În acest capitol se studiază vibraţiile barelor cu masă şi elasticitate 
distribuite, din materiale elastice, omogene şi izotrope. Se tratează doar câteva 
cazuri simple care pot constitui exemple de referinţă pentru problemele rezolvate 
cu ajutorul calculatorului numeric. Vibraţiile plăcilor sunt tratate în partea a doua a 
lucrării.  

5.1  Vibraţiile laterale ale barelor zvelte 

În continuare se vor adopta ipotezele uzuale din teoria încovoierii simple, 
denumită curent teoria Bernoulli-Euler a barelor: a) bara este iniţial dreaptă; b) 
grosimea barei este mică în comparaţie cu raza sa de curbură în secţiunea cu 
deplasare maximă; c) secţiunile transversale plane rămân plane în toate fazele unei 
vibraţii; d) una dintre axele principale de inerţie ale secţiunii este perpendiculară pe 
direcţia mişcării; e) nu există forţe axiale; f) deformaţiile transversale datorite 
forfecării sunt neglijabile; g) masa barei este concentrată în axa neutră. Ultimele 
două ipoteze arată că se neglijează efectele forfecării şi inerţiei la rotaţie.  

5.1.1  Ecuaţia diferenţială a mişcării 

Deplasarea laterală a barei este o funcţie de spaţiu şi de timp, ( )tx,vv = . 
Relaţia între momentul încovoietor şi curbură (4.65) devine 

  ( ) 2x
vtx,

∂
∂

=
2

zIEM ,    (5.1) 
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unde E este modulul de elasticitate longitudinal al materialului barei şi zI  este 
momentul de inerţie axial al secţiunii transversale, faţă de axa principală de inerţie 
cuprinsă în planul neutru.  

Din ecuaţiile de echilibru ale unui element de bară infinitezimal (fig. 5.1), 
se obţin relaţiile între momentul încovoietor, forţa tăietoare şi sarcina distribuită 
exterioară. 

 
Fig. 5.1 

Forţa tăietoare este dată de  

  ( ) 3x
v

x
Mtx,

∂
∂

=
∂
∂

=
3

zIET .   (5.2) 

Sarcina transversală pe unitatea de lungime este 

  ( ) 4x
v

x
Ttx,

∂
∂

=
∂
∂

=
4

zIEp .   (5.3) 

Aceasta constă din două componente, sarcina transversală exterioară 
aplicată barei ( )t,xq  şi sarcina transversală inerţială (masa pe unitatea de lungime 

înmulţită cu acceleraţia) 2t
v

∂
∂

−
2

Aρ . Înlocuind 

  ( ) ( ) 2t
vtx,

∂
∂

−=
2

At,xqp ρ  

în ecuaţia (5.3) se obţine ecuaţia diferenţială a mişcării 

  ( )t,xq
t

AIE z =
∂
∂

+
∂
∂

2

24 v
x
v
4 ρ .   (5.4) 
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5.1.2  Moduri proprii de vibraţie 

În cazul vibraţiilor libere ( ) 0=t,xq . Interesează condiţiile în care ( )tx,v  
defineşte o mişcare armonică sincronă 

  ( ) ( ) ( )φω += txV sintx,v .   (5.5) 

Înlocuind soluţia (5.5) în ecuaţia (5.4), rezultă pentru 0=q  

  0
d
d 2

4
=− V

IE
AV

z

ρω4x
.    (5.6) 

Ecuaţia (5.6) este de ordinul patru deci soluţia generală (exceptând 
mişcările de corp rigid) are forma  

 ( ) xBxBxBxBxV αααα chshcossin 4321 +++=  (5.7) 
unde 

  
zIE
Aρωα 24 = .     (5.8) 

Cele patru constante de integrare se determină din condiţiile la limită. Cele 
trei condiţii de rezemare clasice includ: a) capătul simplu rezemat sau articulat, 
pentru care deplasarea transversală şi momentul încovoietor sunt zero; b) capătul 
încastrat sau fixat, pentru care deplasarea transversală şi rotirea (panta liniei 
elastice) sunt zero; c) capătul liber, pentru care momentul încovoietor şi forţa 
tăietoare sunt zero. Pentru o bară de secţiune constantă, aceste condiţii se exprimă 
în funcţie de ( )xV  după cum urmează: 

a) La un capăt simplu rezemat: 

  0=V    şi   0dd 22 =xV .   (5.9) 

b) La un capăt încastrat:  

  0=V    şi   0dd =xV .    (5.10) 

c) La un capăt liber: 

  0dd 22 =xV    şi   0dd 33 =xV .  (5.11) 

Impunând câte două condiţii la fiecare capăt se obţine un sistem de patru 
ecuaţii omogene. Soluţia nebanală se obţine anulând determinantul coeficienţilor. 
Dezvoltarea determinantului conduce la o ecuaţie transcendentă în lα  ale cărei 
soluţii înlocuite în (5.8) conduc la expresia pulsaţiilor proprii  

  ( ) 4
2

l
l

A
IE z

nn ρ
αω = .  ...,,,n 321=  (5.12) 
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şi înlocuite în (5.7) conduc la funcţiile care definesc formele proprii de vibraţie. 

Deoarece ecuaţia (5.6) este omogenă, fiecare funcţie modală ( )xVn  poate 
descrie doar deplasări relative ale diferitelor secţiuni ale barei, şi nu deplasări 
absolute. La fel ca la sistemele discrete, procesul de atribuire a unor valori absolute 
funcţiei ( )xVn  se numeşte normalizare, şi constă din înmulţirea cu o anumită 
constantă. Alegerea acestei constante este arbitrară. Astfel, se poate atribui o 
valoare egală cu 1 deplasării dintr-o anumită secţiune. Pentru reprezentarea grafică 
a formei mai multor moduri proprii, se dă o valoare egală cu 1 deplasării relative 
maxime din fiecare mod de vibraţie. O altă metodă constă din normalizarea 
formelor modale astfel încât să aibă o masă modală egală cu 1.  

În continuare, se vor determina pulsaţiile proprii şi formele proprii de 
vibraţie pentru câteva cazuri particulare de rezemare.  

 
Fig. 5.2 

5.1.2.1  Ambele capete simplu rezemate 

La o bară simplu rezemată la capete (fig. 5.2), condiţiile la limită sunt 
0=V  şi 0dd 22 =xV  la 0=x  şi la l=x . Înlocuind condiţiile la 0=x  în 

expresia (5.7) rezultă 

  420 BB +=  şi 420 BB +−= . 

Astfel 042 == BB . 

Aplicând condiţiile la l=x , rezultă 

 ll αα shsin0 31 BB +=    şi   ll αα shsin0 31 BB +−= .  

Singura soluţie nebanală este 03 =B  şi 0sin =lα , deci 

  πα n=l ,  ...,,,n 321=   (5.13) 

Primele patru rădăcini ale ecuaţiei (5.13) sunt  

  56612  4259  2836  1423 ,;,;,;,n =lα . 4321 ,,,n = . 
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Pentru o bară cu secţiune constantă, simplu rezemată la capete, pulsaţiile 
proprii sunt  

  
A
IEn z

n ρ
πω

4
2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
l

. ...,,,n 321=   (5.14) 

iar formele proprii sunt date de  

  ( )
l

xnCxVn
πsin= , 

unde C este o constantă arbitrară. 

Formele primelor patru moduri de vibraţie, pentru 1=n , 2, 3, 4, şi poziţiile 
punctelor nodale corespunzătoare sunt prezentate în fig. 5.2. 

 
Fig. 5.3 

5.1.2.2  Bara în consolă 

Alegând originea axei x în încastrare, şi aplicând condiţiile la limită (5.10) 
şi (5.11), rezultă: 

La 0=x , 0=V ,  420 BB += . 

La 0=x , 0dd =xV .  310 BB += . 

La l=x , 0dd 22 =xV . 

 llll αααα chshcossin0 4321 BBBB ++−−= . 

La l=x , 0dd 33 =xV . 

 llll αααα shchsincos0 4321 BBBB +++−= . 

Cele patru ecuaţii liniare omogene de mai sus au o soluţie nebanală dacă se 
anulează determinantul coeficienţilor  
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 0

shchsincos
chshcossin

0101
1010

=

−
−−

llll

llll

αααα
αααα

 

de unde rezultă ecuaţia pulsaţiilor proprii 

  1chcos −=⋅ ll αα .    (5.15) 

Primele cinci soluţii ale ecuaţiei (5.15) sunt  

13714  99610  8557  6944  8751 ,;,;,;,;,n =lα . 543 21 ,,,,n = .  (5.16) 

Pentru 5>n  valorile soluţiilor pot fi aproximate prin  

   πα
2

12 −
=

n
nl .   (5.16, a) 

Înlocuind 24 BB −=  şi 13 BB −=  în ultimele două condiţii la limită, 
rezultă  

 
( ) ( )
( ) ( ) .BB

,BB

0shsinchcos

0chcosshsin

21

21

=−−+

=+++

llll

llll

αααα

αααα
 

Egalând cu zero determinantul coeficienţilor ecuaţiilor de mai sus se obţine 
ecuaţia pulsaţiilor proprii (5.15). Exprimând 4B , 3B  şi 2B  în funcţie de CB =1 , 
se obţine funcţia care descrie forma modului de ordinul n  

 ( ) ( )[ ]xxkxxCxV nn αααα sinshcosch −−−=  (5.17) 
unde 

   
ll

ll

αα
αα

sinsh
cosch

+
+

=nk ,  ...,,,n 321=  (5.18) 

Formele primelor patru moduri proprii de vibraţie şi poziţiile punctelor 
nodale respective sunt prezentate în fig. 5.3. 

5.1.2.3  Bara liberă la capete 

La o bară liberă la capete (fig. 5.4), condiţiile la limită sunt 

 ( ) 00 =′′V , ( ) 00 =′′′V , ( ) 0=′′ lV , ( ) 0=′′′ lV .  (5.19) 

Cu metoda utilizată în exemplele precedente şi aplicând condiţiile la limită 
(5.19) se obţine ecuaţia pulsaţiilor proprii  
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  1chcos +=⋅ ll αα .    (5.20) 

Primele patru rădăcini ale ecuaţiei (5.20) sunt  

  13714  99610  8537  7304 ,;,;,;,n =lα . 4321 ,,,n =  (5.21, a) 

Pentru 4>n  valorile soluţiilor pot fi aproximate prin 

   πα
2

12 −
=

n
nl .   (5.21, b) 

 
Fig. 5.4 

Formele proprii sunt date de 

 ( ) ( )[ ]xxkxxCxV nn αααα coschsinsh +−+=  (5.22) 
unde 

   
ll

ll

αα
αα

cosch
sinsh

−
−

=nk ,  ...,,,n 321=  

Formele primelor patru moduri proprii de vibraţie şi poziţiile punctelor 
nodale respective sunt prezentate în fig. 5.4. 

Ecuaţia (5.6) admite alte două soluţii care satisfac condiţiile la limită 
(5.19), anume 

  ( ) ( ) .BxBxV.,constBxV 75 6
    +===  

Acestea definesc modurile de vibraţie “de corp rigid”. Prima corespunde 
translaţiei verticale, a doua – rotaţiei în plan vertical, ambele având pulsaţia proprie 
nulă.  

5.1.2.4  Bara încastrată la capete 

La o bară încastrată la ambele capete (fig. 5.5), condiţiile la limită sunt 

 ( ) 00 =V , ( ) 00 =′V , ( ) 0=lV , ( ) 0=′ lV . 
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Ecuaţia pulsaţiilor proprii este (5.19) iar pulsaţiile proprii sunt date de 

137149961085377304 ,;,;,;,n =lα , pentru 4321 ,,,n = , şi πα
2

12 −
=

n
nl  pentru 

4>n . 

 
Fig. 5.5 

Formele modurilor proprii sunt date de 

 ( ) ( )[ ]xxkxxCxV nn αααα sinshcosch −−−=  (5.23) 

unde 

   
ll

ll

αα
αα

sinsh
cosch

−
−

=nk ,  ...,,,n 321=  (5.24) 

Formele primelor patru moduri proprii de vibraţie şi poziţiile punctelor 
nodale corespunzătoare sunt prezentate în fig. 5.5. 

 
Fig. 5.6 

5.1.2.5  Un capăt încastrat şi un capăt liber 

Când bara este încastrată la un capăt şi liberă la celălalt (fig. 5.6), condiţiile 
la limită sunt  

 ( ) 00 =V , ( ) 00 =′V , ( ) 0=lV , ( ) 0=′′ lV . 

Ecuaţia pulsaţiilor proprii este  
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   ll αα tgth = .    (5.25) 

Primele patru rădăcini ale ecuaţiei (5.25) sunt  

 35213  21010  0697  9273 ,;,;,;,n =lα .  4321 ,,,n = . 

Pentru 4>n  valorile soluţiilor pot fi aproximate prin 

   πα
4

14 +
=

n
nl .   (5.26) 

Formele modurilor proprii sunt date de 

 ( ) ( )[ ]xxkxxCxV nn αααα sinshcosch −−−=  (5.27) 
unde 

   
ll

ll

αα
αα

sinsh
cosch

−
−

=nk ,  ...,,,n 321=  (5.28) 

Formele primelor patru moduri proprii de vibraţie şi poziţiile punctelor 
nodale corespunzătoare sunt prezentate în fig. 5.6. 

5.1.3  Ortogonalitatea funcţiilor proprii 

Ca la toate sistemele vibratoare neamortizate, funcţiile proprii ale barelor 
cu masă şi elasticitate distribuite sunt ortogonale. În cazul general al barelor cu 
secţiune variabilă, acestea sunt ortogonale în raport cu o funcţie de ponderare 
( )xm , unde ( ) ( )xAxm ρ=  este masa pe unitatea de lungime. Modulul de rigiditate 

la încovoiere se notează ( )xIE . 

Considerând modurile de indice r şi s, se poate scrie 

  ( ) 02 =−′′ rrr Vm"VIE ω ,    (5.29) 

  ( ) 02 =−′′ sss Vm"VIE ω .    (5.30) 

Înmulţind ecuaţiile (5.29) şi (5.30) cu sV  şi respectiv rV , şi integrând de la 
0 la l  rezultă 

  ( ) ∫∫ =′′
ll

0

2

0

dd xmVVxV"VIE srrsr ω ,  (5.31) 

  ( ) ∫∫ =′′
ll

0

2

0

dd xmVVxV"VIE rssrs ω .  (5.32) 
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Scăzând ecuaţia (5.32) din (5.31) rezultă 

( ) ( ) ( )[ ]∫∫ ′′−′′=−
ll

00

22 dd xV"VIEV"VIExmVV rssrrssr ωω . (5.33) 

Integrând prin părţi membrul drept al ecuaţiei (5.33) se obţine 

( ) ( ) ( )[ ] ( ){ }l
l

0
0

22 d srrssrrsrssr VVVVIE'VIEV'VIEVxmVV ′′′−′′′−′′−′′=− ∫ωω .     (5.34) 

Membrul drept al ecuaţiei (5.34) se anulează dacă, la capetele barei, se 
aplică cel puţin una dintre următoarele perechi de condiţii la limită: 

 
( )
( ) .'VIEVIE

,'VIEV

,VIEV

,VV

0        ,  0

0         ,  0      

0         ,  0       

0           ,  0       

=′′=′′

=′′=′

=′′=

=′=

    (5.35) 

Presupunând că una dintre perechile de condiţii la limită de mai sus se 
aplică la fiecare din capete barei, ecuaţia (5.34) se reduce la 

 ( ) ( ) ( ) 0d
0

=∫
l

xxVxVxm sr ,  sr ≠ .  (5.36) 

Ecuaţiile de tipul (5.36) se numesc relaţii de ortogonalitate între funcţiile 
proprii ale barei. Se spune că funcţiile ( )xVr  şi ( )xVs  sunt ortogonale (între ele) în 
raport cu funcţia de ponderare ( )xm . 

La o bară de secţiune constantă, relaţia (5.36) devine 

 ( ) ( ) 0d
0

=∫
l

xxVxV sr ,  sr ≠ .   (5.36, a) 

De asemenea, la o bară cu o combinaţie oarecare între condiţiile la limită 
de mai sus (simplu rezemată, încastrată sau liberă) 

 ( ) ( ) ( ) 0d
0

=′′′′∫
l

xxVxVxIE sr , sr ≠ . 

Relaţiile (5.36) pot fi utilizate la determinarea răspunsului liber cu condiţii 
iniţiale date.  
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5.1.4  Grinzi continue 

La calculul pulsaţiilor proprii ale barelor pe mai multe reazeme, tronsonul 
dintre două reazeme este considerat ca o bară separată, cu originea în reazemul din 
stânga. Ecuaţia (5.7) se aplică fiecărui tronson.  

La capetele barei, sunt aplicabile condiţiile la limită corespunzătoare 
tipului de rezemare. Pe fiecare reazem intermediar săgeata este nulă. Deoarece bara 
este continuă, pantele şi momentele încovoietoare la stânga şi la dreapta reazemelor 
intermediare sunt egale. Saltul forţei tăietoare este egal cu reacţiunea din reazem. 

În Tabelul 5.1 se dau valorile lui lnα  din relaţia (5.12) pentru calculul 
primelor cinci pulsaţii proprii ale grinzilor continue de secţiune constantă şi cu 
deschideri egale.  

Tabelul 5.1 

Configuraţia barei Modul 
1 2 3 4 5 

 
Număr de  
deschideri 

Rădăcinile ecuaţie caracteristice 

1 3,142 6,283 9,425 12,566 15,708 

2 3,142 3,927 6,283 7,069 9,425 

3 3,142 3,550 4,304 6,283 6,692 

4 3,142 3,393 3,927 4,461 6,283 

5 3,142 3,299 3,707 4,147 4,555 

6 3,142 3,267 3,550 3,927 4,304 

7 3,142 3,236 3,456 3,770 4,084 

8 3,142 3,205 3,393 3,644 3,927 

9 3,142 3,205 3,330 3,550 3,801 

10 3,142 3,205 3,299 3,487 3,707 

11 3,142 3,173 3,267 3,424 3,613 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

12 3,142 3,173 3,267 3,393 3,550 
 

Pulsaţiile proprii ale grinzilor continue cu deschideri egale formează 
grupuri cu valori apropiate între ele, numărul pulsaţiilor dintr-un grup fiind egal cu 
numărul deschiderilor barei. Aceasta este o proprietate a aşa-numitelor “sisteme 
periodice”. În fig. 5.7 se prezintă formele modurilor proprii de vibraţie pentru 
primul grup de pulsaţii proprii plus prima pulsaţie proprie din grupul următor la 
grinzi continue cu două, trei, patru şi respectiv cinci deschideri egale. 
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Fig. 5.7 
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Exemplul 5.1 

Să se stabilească ecuaţia pulsaţiilor proprii la o bară cu două deschideri 
inegale, simplu rezemată la capete. 

Rezolvare . Pentru primul tronson, de lungime 1l , soluţia (5.7)se scrie 

( ) 1111111111 chshcossin xDxCxBxAxV αααα +++=  

iar pentru al doilea tronson, de lungime 2l , are forma 

( ) 2222222222 chshcossin xDxCxBxAxV αααα +++= . 

Pe baza condiţiilor la limită şi de continuitate 

( ) ( ) 000 11 =′′=VV ,   ( ) ( ) 00211 ==VV l ,   ( ) ( )0211 VV ′=′ l , 

( ) ( )0211 VV ′′=′′ l ,    ( ) ( ) 02222 =′′= ll VV  

se stabilesc următoarele cinci relaţii între constantele de integrare  

( )
( ) .DCA

,DCA

,DCA

,CACA

,CA

0coschchsin

0coschshsin   

02shsin

0chcos    

0shsin    

2222222

2222222

21111

221111

1111

=+++−

=−++

=−+−

=−−+

=+

llll

llll

ll

ll

ll

αααα

αααα

αα

αα

αα

 

Sistemul de ecuaţii de mai sus are soluţii nebanale dacă determinantul 
coeficienţilor necunoscutelor 1A , 1C , 2A , 2C  şi 2D  este egal cu zero. Din 
această condiţie se obţine ecuaţia pulsaţiilor proprii 

( ) ( ) 0sh1sinsinsin1shsh =⋅−⋅−⋅−⋅ llllll ααμαμααμαμ , 

în care s-a notat ll1=μ  şi 21 lll += . 

5.1.5  Condiţii la limită naturale  

Efectul forţelor şi momentelor concentrate, al reazemelor elastice şi al 
maselor concentrate poate fi introdus prin condiţiile la limită naturale bazate pe 
ecuaţiile (5.1) şi (5.2), care definesc momentul încovoietor şi forţa tăietoare în 
secţiunea respectivă. După caz, acestea sunt utilizate împreună cu condiţiile la 
limită geometrice, care definesc deplasarea laterală (săgeata) şi panta liniei elastice 
(rotirea secţiunii). 



                                                                                                       VIBRAŢII MECANICE 274

5.1.5.1  Forţe şi momente concentrate  

Condiţiile la limită naturale se stabilesc cel mai uşor pe baza condiţiilor de 
continuitate care definesc saltul momentului încovoietor şi al forţei tăietoare în 
secţiunile unde sunt aplicate un moment concentrat sau o forţă concentrată. 

  
a b 

Fig. 5.8 

Din fig. 5.8, a rezultă relaţia între momentele încovoietoare la dreapta dM  
şi la stânga sM  secţiunii în care se aplică momentul M 

   MMM sd −= .    (5.37) 

Din fig. 5.8, b rezultă relaţia între forţele tăietoare la dreapta dT  şi la 
stânga sT  secţiunii în care se aplică forţa F 

   FTT sd += .    (5.38) 

Dacă relaţiile (5.37) şi (5.38) se aplică la capătul din stânga al unei bare, 
atunci 0=sM  şi 0=sT , iar dacă se aplică la capătul din dreapta, atunci 0=dM  
şi 0=dT . 

  
a b 

Fig. 5.9 

Astfel, la bara din fig. 5.9, a, la capătul din dreapta 0=M  şi 
tFF ωcos0−= , deci condiţiile la limită se scriu 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) .t
IE

F,tFFTIE

,MIE

ωω cos       cos

0

0
0 =′′′=−==′′′

==′′

lll

ll

vv

v
  (5.39) 

La bara din fig. 5.9, b, la mijlocul barei, condiţiile la limită sunt 
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.t
IE

M,tMMMIE

,

ωω cos
22

       cos
2222

0
2

00 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′′−=−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′′

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′

lll

l

vv

v
   (5.40) 

5.1.5.2  Reazeme elastice  

În reazemele elastice liniare, reacţiunile sunt proporţionale cu deplasările 
corespunzătoare. La un arc de translaţie de rigiditate k, forţa este proporţională cu 
săgeata, vkF −= . La un arc de rotaţie de rigiditate K, momentul este proporţional 
cu rotirea, v′−= KM . 

Condiţiile de continuitate (5.37) şi (5.38) se scriu 

  vvv sd kIEIE −′′′=′′′ ,    (5.41) 

  vvv sd ′+′′=′′ KIEIE .    (5.42) 

Acestea se particularizează la capetele barei prin anularea termenului 
respectiv. Pentru capătul din stânga condiţiile la limită sunt date în fig. 5.10, a iar 
pentru capătul din dreapta – în fig. 5.10, b. 

 

 
 

( ) ( )00 vv kIE −=′′′  
 
 

( ) ( )00 vv ′=′′ KIE  
 
 

 

 
 

( ) ( )ll vv kIE =′′′  
 
 

( ) ( )ll vv ′−=′′ KIE  
 
 

a b 
Fig. 5.10 

5.1.5.3  Mase concentrate  

Pentru o greutate ataşată barei, de masă m şi moment de inerţie masic J, 
condiţiile de continuitate (5.37) şi (5.38) se scriu 

  vvv sd &&mIEIE −′′′=′′′ ,    (5.43) 

  vvv sd ′+′′=′′ &&JIEIE .    (5.44) 

Exprimând acceleraţiile în funcţie de deplasări, rezultă 
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  vvv sd
2ωmIEIE +′′′=′′′ ,    (5.43,a) 

  vvv sd ′−′′=′′ 2ωJIEIE .    (5.44,a) 

Înlocuind 2ω  din relaţia (5.8), se obţine 

  ( ) vvv sd
l

l
A
m
ρ

α
αα

+′′′=′′′ 33
11 ,   (5.43,b) 

  ( ) vvv sd ′−′′=′′
αρ

α
αα

111
3

3
22 l

l
A
J .  (5.44,b) 

Relaţiile de continuitate se particularizează la capetele barei prin anularea 
termenului respectiv. Pentru capătul din stânga condiţiile la limită sunt date în fig. 
5.11, a iar pentru capătul din dreapta – în fig. 5.11, b. 

 

 
 

( ) ( )00 vv &&mIE −=′′′  
 
 
 

( ) ( )00 vv ′=′′ &&JIE  
  

 
 

( ) ( )l&&l vv mIE =′′′  
 
 
 

( ) ( )l&&l vv ′−=′′ JIE  
 

a b 
Fig. 5.11 

Exemplul 5.2 
O bară prismatică cu lungimea l  şi modulul de rigiditate la încovoiere EI  

este articulată la un capăt şi simplu rezemată pe un arc de rigiditate k – la celălalt 
capăt (fig. 5.12). Să se determine ecuaţia pulsaţiilor proprii ale vibraţiilor 

transversale ale barei şi primele două pulsaţii proprii pentru cazul când .
IE

k 1
3
=

l  

Rezolvare.  Se utilizează soluţia ecuaţiei de mişcare (5.7). La 0=x , 
săgeata şi momentul încovoietor sunt nule, ( ) 00 =V  şi ( ) 00 =′′V . Rezultă 

042 == BB .  

La l=x , momentul încovoietor este zero iar forţa tăietoare este forţa din 

arc, proporţională cu săgeata, ( ) 0=′′ lV  şi ( ) ( )ll V
IE

kV =′′′ . Rezultă un sistem 
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algebric omogen cu necunoscutele 1B  şi 3B . Anulând determinantul coeficienţilor 
se obţine ecuaţia pulsaţiilor proprii 

  ( )
IE

k 3
3

shsin2
shcoschsin l

l
ll

llll
=

− α
αα

αααα .  (5.45) 

Pentru 1
3
=

IE
kl , rezultă ( ) 31011 ,=lα  şi ( ) 94332 ,=lα , deci primele două 

pulsaţii proprii sunt 

  
A
IE,

ρ
ω 21

7161
l

= ,     
A
IE,

ρ
ω 22

54715
l

= . 

  
  Fig. 5.12     Fig. 5.13 

Exemplul 5.3 
Să se determine ecuaţia pulsaţiilor proprii ale vibraţiilor transversale ale 

unei bare cu lungimea a2  şi modulul de rigiditate la încovoiere IE , rezemată la 
capete pe arcuri de rigiditate k (fig. 5.13). 

Rezolvare.  Se utilizează soluţia ecuaţiei de mişcare (5.7). Cu originea 
axelor de coordonate la mijlocul barei, condiţiile la limită se aplică pentru 
jumătatea din dreapta a barei.  

Pentru modurile simetrice de vibraţie, la 0=x , panta şi forţa tăietoare sunt 
nule, ( ) 00 =′V  şi ( ) 00 =′′′V . Rezultă 031 == BB . 

La ax = , momentul încovoietor este zero iar forţa tăietoare este forţa din 

arc, proporţională cu săgeata, ( ) 0=′′ aV  şi ( ) ( )aV
IE

kaV =′′′ . Rezultă 

 0chcos 42 =+− aBaB αα , 

 ( ) ( )  chcosshsin 4242
3 aBaB

IE
kaBaB ααααα +=+ . 

Anulând determinantul coeficienţilor lui 2B  şi 4B  se obţine ecuaţia 
pulsaţiilor proprii ale modurilor simetrice de vibraţie 
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 ( )
IE

aka
aa

aaaa 3
3

chcos2
shcoschsin

=
+ α

αα
αααα .  (5.46) 

Aceasta corespunde barei încastrate în capătul din stânga şi rezemate 
elastic în capătul din dreapta. 

Pentru 0=k , din (5.46) rezultă ecuaţia pulsaţiilor proprii pentru modurile 
simetrice ale barei libere la capete  

   0thtg =+ aa αα . 

Pentru ∞→k , din (5.46) se obţine ecuaţia pulsaţiilor proprii pentru 
modurile simetrice ale barei simplu rezemate la capete 

   0cos =aα . 

Pentru modurile antisimetrice de vibraţie, la 0=x , săgeata şi momentul 
încovoietor sunt nule, ( ) 00 =V  şi ( ) 00 =′′V , ca la problema precedentă. Deci 
ecuaţia pulsaţiilor proprii pentru modurile antisimetrice se obţine din (5.45) 
înlocuind a=l . 

Pentru 0=k , rezultă 0thtg =− aa αα , iar pentru ∞→k , se obţine 
0sin =aα . 

Exemplul 5.4 
O bară în consolă, cu lungimea l , modulul de rigiditate la încovoiere EI  

şi masa pe unitatea de lungime Aρ , are ataşată în capătul liber o greutate de masă 
m şi moment de inerţie masic J (fig. 5.14). Să se determine ecuaţia pulsaţiilor 
proprii ale vibraţiilor transversale ale barei.  

Rezolvare.  Se utilizează soluţia ecuaţiei de mişcare (5.7). În încastrare, la 
0=x , săgeata şi rotirea sunt nule, ( ) 00 =V  şi ( ) 00 =′V . Rezultă 24 BB −=  şi 

13 BB −= . 

La l=x , condiţiile la limită se scriu  

  ( ) ( ) ( )lll VV αμ
α

−=′′′
3

1 , 

  ( ) ( ) ( )lll VV ′=′′
α

αβ
α

11 3
2 , 

unde s-a notat 

   
lA

m
ρ

μ = ,      3lA
J

ρ
β = . 
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Rezultă un sistem algebric omogen cu variabilele 1B  şi 2B . Anulând 
determinantul coeficienţilor se obţine ecuaţia pulsaţiilor proprii 

      ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 0thtgthtg
chcos

11 3
4

4 =−−−−
+

+− llllll
ll

l
l αααβαααμ

αα
αβμαβμ . 

Prin particularizare, înlocuind 0=β , se obţine ecuaţia pentru bara cu o 
masă concentrată, cu moment de inerţie neglijabil 

  μ
ααααα

αα
=

−
+

lllll

ll 1
shcoschsin

chcos1 .  (5.47) 

Pentru 0=β  şi 0=μ  rezultă ecuaţia pulsaţiilor proprii ale barei fără masă 
în capăt (5.15). 

  
    Fig. 5.14      Fig. 5.15 

Exemplul 5.5 
O bară cu lungimea l , modulul de rigiditate la încovoiere EI  şi masa pe 

unitatea de lungime Aρ , este rezemată la capete pe arcuri torsionale de rigiditate K 
şi are ataşată la mijloc o greutate de masă m şi moment de inerţie masic J (fig. 
5.15). Să se determine ecuaţiile pulsaţiilor proprii ale vibraţiilor transversale 
simetrice şi antisimetrice ale barei.  

Rezolvare.  Ecuaţia pulsaţiilor proprii ale modurilor simetrice de vibraţie 
este 

2
2

tg
2

th2
2

sech
2

sec1
22

tg
2

th
2

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

ll

l

ll

l

llll

l

αα
α

αα
ρ

ααα
ρ A

m
EI

K
A
m . 

Ecuaţia pulsaţiilor proprii ale modurilor antisimetrice de vibraţie este 

  

.
A
J

EI
K

EI
K

A
J

 01
2

ch
2

cos
2

4
2

                                              

2
coth

2
cotg2

2
4

2
2

2
sh

2
sin

2

3

3

3

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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⎠
⎞

⎜
⎝
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+
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5.1.6  Răspunsul la excitaţie armonică  

La o bară solicitată de o forţă sau un cuplu cu variaţie armonică în timp, 
răspunsul dinamic poate fi calculat utilizând soluţia pentru bara fără sarcină 
exterioară distribuită, introducând excitaţia printr-o condiţie la limită. 

Pentru exemplificare se consideră o bară liberă la capete.  

Fig. 5.16 

Încărcare simetrică 

Se consideră o bară liberă la capete, acţionată de o forţă armonică 
tF ωsin0  aplicată la mijlocul barei (fig. 5.16). 

În regim staţionar, soluţia se alege de forma  

  ( ) ( ) tosxY ωc=tx,v ,    (5.48) 

în care ω  este pulsaţia excitatoare. Din relaţia (5.4) rezultă 

 ( ) xCxCxCxCxY αααα chshcossin 4321 +++=  (5.49) 

unde 

  
zIE
Aρωα 24 = .     (5.50) 

Pentru jumătatea din stânga a barei, condiţiile la limită sunt  

( ) 00 =′′Y ,  ( ) 00 =′′′Y ,  ( ) 02 =′ lY ,  ( ) 22 0FYIE =′′′ l .  (5.51) 

Amplitudinea vibraţiilor forţate într-o secţiune 20 l≤≤ x  este 



5. SISTEME CONTINUE   281

( ) ( )

( )G

C

xx

xx
IE

F
xY

αααααα

αα

αααααα

αα

α

chcos

2
sh

2
cos

2
sin

2
ch

2
ch

2
cos

                       

shsin

2
sh

2
cos

2
sin

2
ch

2
sin

2
sh

4 3
0

+
+

+
−

−+
+

−
=

llll

ll

llll

ll

  (5.52) 

Săgeata dinamică la mijlocul barei este  
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Anulând numitorul expresiei (5.53) se obţin pulsaţiile de rezonanţă. 
Rezultă ecuaţia  

  0
2

tg
2

th =+
ll αα .    (5.54) 

Primele trei rădăcini ale ecuaţiei (5.54) sunt  

 6398  4985  36522 ,;,;,n =lα .  321 ,,n = . 

Valorile 

 ( ) 73041 ,s =lα ;  ( ) 996102 ,s =lα ;  ( ) 278173 ,s =lα ; (5.55) 

sunt rădăcinile ecuaţiei (5.20) corespunzătoare modurilor simetrice de vibraţie. 

Anulând numărătorul expresiei (5.53) se obţin pulsaţiile de antirezonanţă. 
Rezultă ecuaţia 

  0
2

ch
2

cos1 =+
ll αα ,    (5.56) 

ale cărei prime trei rădăcini sunt  

 8557  6944  87512 ,;,;,n =lα ;  321 ,,n = , 
sau 

 ( ) ( ) 75031 ,=lα ;  ( ) ( ) 38892 ,=lα ;  ( ) ( ) 710153 ,=lα . 
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Fig. 5.17 

Curba receptanţei directe (în punctul de excitare) a barei libere la capete 
din fig. 5.16 este prezentată în fig. 5.17 în care s-a utilizat o scară verticală 
logaritmică. 

Încărcare antisimetrică 

Se consideră o bară de secţiune constantă, liberă la capete, acţionată de un 
cuplu armonic tM ωcos0  aplicat la mijlocul barei (fig. 5.18). 

Fig. 5.18 

Deplasarea laterală are expresia (5.49). Pentru jumătate de bară, condiţiile 
la limită sunt  

( ) 00 =′′Y ,  ( ) 00 =′′′Y ,  ( ) 02 =′ lY ,  ( ) 22 0MYIE −=′′ l . (5.57) 

Amplitudinea vibraţiilor forţate într-o secţiune 20 l≤≤ x  este 
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 (5.58) 

Anulând numitorul expresiei (5.58) se obţine ecuaţia pulsaţiilor 

  0
2

tg
2

th =−
ll αα .    (5.59) 

Primele trei rădăcini ale ecuaţiei (5.59) sunt  

 6398  4985  36522 ,;,;,n =lα .  321 ,,n = . 

Valorile 

 ( ) 92731 ,a =lα ;  ( ) 06972 ,a =lα ;  ( ) 21103 ,a =lα ; (5.60) 

sunt rădăcinile ecuaţiei (5.20) corespunzătoare modurilor antisimetrice de vibraţie.  

Dacă bara este acţionată de o forţă armonică tF ωcos0  aplicată într-o 
secţiune oarecare, sarcinile echivalente aplicate la mijlocul barei sunt o forţă şi un 
cuplu, deci răspunsul forţat se poate obţine prin însumarea soluţiilor (5.52) şi 
(5.58). Pulsaţiile de rezonanţă au expresia (5.12) 

  ( ) 4
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l
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A
IE z

nn ρ
αω =   ...,,,n 321=  

unde lnα  este dat de (5.52) şi (5.57). Se observă că  

11 αα =s , 21 αα =a , 32 αα =s , 42 αα =a , 53 αα =s , 63 αα =a , . . . 

Aceasta se explică scriind ecuaţia (5.20) sub forma 
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care se mai scrie 
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Anulând fiecare factor se obţin ecuaţiile pulsaţiilor proprii (5.54) şi (5.59). 

Exemplul 5.6 
O bară prismatică cu lungimea a2  şi modulul de rigiditate la încovoiere 

EI  este rezemată la capete pe arcuri de rigiditate k (fig. 5.19) şi solicitată la 
mijlocul deschiderii de o forţă armonică transversală tFF ωcos0= . Se cere să se 
calculeze expresia amplitudinii vibraţiilor barei în punctul de aplicaţie al forţei. 

 
Fig. 5.19 

Rezolvare.  Deoarece forţa F excită doar modurile simetrice de vibraţie, 
se poate considera doar jumătatea din dreapta a barei, alegând originea axelor de 
coordonate în mijlocul acesteia. 

În regim staţionar, soluţia ecuaţiei de mişcare este de forma (5.45) în care 
deplasarea transversală ( )xY  este dată de (5.46). Condiţiile la limită sunt  

( ) 00 =′Y ,  ( ) 20 0FYIE −=′′′ ,  ( ) 0=′′ aY ,  ( ) ( )aYkaYIE =′′′ . 

Săgeata dinamică la mijlocul barei este  

     ( )
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−++
= , (5.61) 

unde s-a notat 

   
IE

k
3α

κ = . 

Prin anularea numitorului expresiei (5.61) se obţine ecuaţia pulsaţiilor 
proprii pentru modurile simetrice de vibraţie (5.46). 

Pentru 0=κ  se obţine expresia (5.53) stabilită pentru bara liberă la capete. 
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5.2  Vibraţiile longitudinale ale barelor 

Se consideră o bară cu secţiunea transversală constantă A şi densitatea ρ , 
în care apar deplasări longitudinale ( )t,xuu =  datorită forţelor axiale. În fig. 5.20 
se prezintă forţele care acţionează asupra unui element infinitezimal de lungime dx 
detaşat din bară.  

 
Fig. 5.20 

Ecuaţia de mişcare în direcţia x este 

   ( ) 02
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    2
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x
N

∂
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=
∂
∂ ρ ,    (5.62) 

unde u este deplasarea în secţiunea x. 

În secţiunea xdx +  deplasarea este ( ) xdxuu ∂∂+ . Alungirea specifică 
axială este xux ∂∂=ε , tensiunea normală axială xuEx ∂∂=σ , unde E este 
modulul de elasticitate longitudinal al materialului barei. Alungirea specifică poate 
fi exprimată în funcţie de forţa axială N sub forma  

   
EA
N

x
u
=

∂
∂ .    (5.63) 

Combinând ecuaţiile (5.62) şi (5.63) rezultă ecuaţia diferenţială a 
vibraţiilor longitudinale libere  
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∂ ρ .    (5.64) 
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Constanta ρEc =  este viteza de propagare a undelor longitudinale în 
lungul barei.  

Interesează în ce condiţii poate avea loc o mişcare armonică sincronă 
definită printr-o soluţie de forma  

   ( ) ( ) ( )φω += txUt,xu sin .   (5.65) 

Înlocuind soluţia (5.65) în ecuaţia (5.64) rezultă 

    0
d
d 2

2

2
=+ U

x
U β    (5.66) 

în care 

    
E
ρωβ 22 = .    (5.67) 

Soluţia generală a ecuaţiei (5.66) este 

   ( ) xCxCxU ββ cossin 21 += .   (5.68) 

Cele două constante de integrare 1C  şi 2C  se determină din condiţiile la 
limită. La un capăt fix, deplasarea este zero, 0=u . La un capăt liber, tensiunile şi 
deci alungirile specifice sunt nule, 0=∂∂ xu . Efectul unei mase sau al unui arc 
ataşate la capătul barei poate fi de asemenea introdus prin condiţii la limită.  

Bara liberă la capete 

La o bară liberă la ambele capete, 0=∂∂ xu  la 0=x  şi l=x . Rezultă 
01 =C  şi, deoarece 2C  trebuie să fie diferit de zero pentru a exista vibraţii, 

ecuaţia pulsaţiilor proprii (ecuaţia caracteristică) este 

   0sin =lβ .    (5.69) 

Soluţia ecuaţiei (5.69) constă dintr-un număr infinit de valori proprii 

   πβ nn =l .  ...,,,n 321=  

Pulsaţiile proprii rezultă din (5.67)  

   
ρ

πω Enn
l

= ,  ...,,,n 321=  (5.70) 

iar formele modale sunt definite de funcţiile proprii 

    ( )
l

xnCxUn πcos= , 
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unde C este o amplitudine nedeterminată. 

Răspunsul dinamic al unei bare cu masă şi elasticitate distribuite poate fi 
exprimat printr-o suprapunere de mişcări în modurile proprii de vibraţie ale barei. 
Acestea sunt mişcări armonice sincrone, la pulsaţia proprie respectivă, în care toate 
punctele vibrează în fază (sau în opoziţie), distribuţia spaţială a amplitudinilor fiind 
definită de funcţia proprie. În aplicaţii practice, seria infinită este trunchiată la 
modurile ale căror pulsaţii proprii sunt cuprinse în domeniul de pulsaţii de lucru ale 
barei.  

Matricea de rigiditate dinamică  

Este util să se compare matricea de rigiditate dinamică exactă pentru un 
segment de bară în vibraţii axiale (element articulat la capete) cu matricile obţinute 
pe baza funcţiilor de formă statice, (4.32) şi (4.38). 

Notând 1u , 2u , deplasările nodale dinamice şi 1f , 2f , forţele nodale 
dinamice (pozitive în sensul pozitiv al axei x), ca în §4.2.1, condiţiile la capete sunt 

( ) 10 qU = ,   ( ) 2qU =l ,   ( )
AE

f
U 10 −=′ ,   ( )

AE
f

U 2=′ l .  (5.71) 

Utilizând soluţia (5.68) rezultă 
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şi, pentru 0sin ≠lβ , 
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astfel încât matricea de rigiditate dinamică este  
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Din dezvoltarea în serie Taylor, limitată la trei termeni, a coeficienţilor 
matricii dinamice (5.72), se obţine 
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În ambele dezvoltări, se observă că primul termen este egal cu elementul 
corespunzător din matricea de rigiditate (4.32) iar termenul al doilea este egal cu 
elementul respectiv din matricea de masă coerentă (4.38) înmulţit cu ( )2ω− , 
ambele calculate utilizând funcţiile de formă statice (4.24).  

Dacă matricea de rigiditate dependentă de pulsaţie este  
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iar matricea de masă coerentă dependentă de pulsaţie este  
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se constată că al treilea termen din seriile de mai sus provine din elementele 
dependente de frecvenţă ale matricilor de masă şi de rigiditate. 

5.3  Vibraţiile torsionale ale barelor 

Ecuaţia de mişcare a unei bare în vibraţii torsionale este similară cu cea 
pentru vibraţiile longitudinale stabilită în paragraful precedent şi are forma  

   2

2

2

2

tGx ∂
∂

=
∂
∂ θρθ ,     (5.73) 

unde θ  este unghiul de răsucire în secţiunea x şi G este modulul de elasticitate 
transversal al materialului barei. 

Pentru calculul modurilor proprii de vibraţie se caută soluţii armonice de 
forma  

   ( ) ( ) ( )φωΘθ += txt,x sin .   (5.74) 

Înlocuind în ecuaţia (5.73), se obţine 

   0
d
d 2

2

2
=+ ΘγΘ

x
    (5.75) 

unde 

   
G
ρωγ 22 = .     (5.76) 
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Soluţia generală a ecuaţiei (5.75) este 

   ( ) xCxCx γγΘ cossin 21 += .   (5.77) 

Constantele de integrare 1C  şi 2C  se determină din condiţiile la limită. La 

un capăt fix unghiul de răsucire este zero, 0=θ . La un capăt liber, 0=∂∂ xθ  
(căci unghiul de răsucire produs de un moment de torsiune M este 

tIGxMd d=θ ). Efectul momentelor concentrate, al arcurilor de torsiune şi al 
discurilor ataşate de bară poate fi de asemenea introdus prin condiţii la limită 
naturale. 

Bară fixă la un capăt şi liberă la celălalt capăt  

La 0=x , 0=θ , şi la l=x , 0=∂∂ xθ . Rezultă 02 =C  şi ecuaţia 
pulsaţiilor proprii 

  0cos =lγ .     (5.78) 

Ecuaţia (5.78) are un număr infinit de soluţii de forma 

  πγ
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12 −
=

n
nl .  ...,,,n 321=  

Pulsaţiile proprii sunt date de 
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= , ...,,,n 321=   (5.79) 

iar formele modurilor proprii de vibraţie sunt definite de 

   ( )
l

xnCxn πΘ
2

12sin −
=  

unde C este o amplitudine unghiulară nedeterminată. 

Matricea de rigiditate dinamică  

Prin analogie cu vibraţiile longitudinale, matricea de rigiditate dinamică a 
unui element de bară solicitat la răsucire este  
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unde γ  este dat de (5.76) iar tIG  este modulul de rigiditate la răsucire. Această 
matrice exprimă momentele de răsucire dinamice nodale în funcţie de unghiurile de 
răsucire dinamice nodale.  
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Utilizând dezvoltarea în serie Taylor ca în §5.2, rezultă următoarele matrici 
de rigiditate şi de masă dependente de pulsaţie  
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5.4  Grinzi Timoshenko  

Rezultatele obţinute în §5.1 sunt valabile pentru bare zvelte, la care se 
neglijează inerţia la rotaţie şi deformaţiile produse de forfecare. Analiza vibraţiilor 
barelor care include aceste efecte, cunoscută sub numele de teoria Timoshenko a 
barelor, este prezentată în partea a două a lucrării. În general, prin considerarea 
acestor efecte rezultă pulsaţii proprii cu valori mai mici decât cele obţinute din 
relaţia (5.6). 

La o bară cu secţiunea constantă, simplu rezemată la capete, valorile 
pulsaţiilor proprii calculate cu relaţia (5.14) au o eroare sub 5% dacă 080,rn <l , 
unde AIr =  este raza de inerţie a secţiunii transversale iar n este indicele 
modal. 

O particularitate a barelor de tip Timoshenko este existenţa a două pulsaţii 
proprii diferite pentru fiecare tip de formă deformată a liniei elastice a barei. 
Pulsaţia mai mică se obţine pentru un mod de vibraţie în care deformaţiile datorite 
încovoierii şi forfecării sunt în fază şi se însumează pentru a da deformaţia laterală 
totală. Pulsaţia mai mare corespunde unui mod de vibraţie în care deformaţiile de 
încovoiere şi cele de forfecare sunt în opoziţie, iar deformaţia laterală totală este 
egală cu diferenţa lor.  

În teoria lui Timoshenko, ipoteza de bază se referă la forma secţiunii 
transversale. Se presupune că secţiunile plane rămân plane în timpul vibraţiilor, dar 
nu sunt perpendiculare pe axa deformată a barei, ci rotite cu un unghi de lunecare 
specifică constant în toate punctele secţiunii (neglijând deplanarea datorită 
deformaţiilor de forfecare). Acest unghi se calculează pe baza unei suprafeţe 
efective obţinute înmulţind aria reală a suprafeţei secţiunii transversale cu un factor 
de forfecare care depinde de coeficientul lui Poisson al materialului şi de forma 
secţiunii barei.  

 



 
 
 
 

6. 
UNDE ELASTICE 

În acest capitol se studiază undele elastice în medii solide. Pentru 
simplificarea expunerii, la început se prezintă propagarea undelor în bare drepte, 
deci într-un mediu elastic limitat, pentru care interpretarea fizică a relaţiilor 
matematice este mai simplă. În continuare se tratează undele într-un mediu elastic, 
izotrop, omogen şi infinit, pornind de la ecuaţiile generale ale mişcării în trei 
dimensiuni, apoi într-un semispaţiu elastic omogen şi într-un semispaţiu stratificat. 
Prezentarea se bazează pe un text scris pentru lucrarea [20] (L. Fetcu, 1975). În 
final se descriu pe scurt undele ghidate în plăci omogene. 

6.1  Propagarea undelor 

O perturbaţie produsă într-un mediu continuu se propagă sub formă de 
unde. 

Dacă unui punct i se impune o deplasare, el antrenează prin forţele de 
legătură elastice şi punctele învecinate. Dacă deplasarea este variabilă în timp, 
punctul respectiv devine sursă de mişcare. Mişcarea lui se transmite de la punct la 
punct spre zonele neexcitate direct, aflate iniţial în repaus. Cu cât punctele sunt mai 
îndepărtate de sursă, cu atât intră mai târziu în mişcare. În felul acesta, mişcarea se 
propagă prin mediu cu viteză finită. 

Este de aşteptat ca soluţiile ecuaţiilor de mişcare stabilite în cazul 
vibraţiilor sistemelor continue să descrie şi fenomenul de propagare a mişcării 
vibratorii, deoarece aceste ecuaţii sunt deduse pe baza legilor mecanicii, 
considerând aceleaşi forţe de legătură elastice care condiţionează propagarea 
mişcării. 

De exemplu, vibraţiile longitudinale armonice ale barelor prismatice sunt 
descrise de o deplasare ( )t,xu  care poate fi scrisă sub forma 

  ( ) ( ) ( )tTxXt,xu = ,    (6.1) 
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unde ( )xX  este elongaţia deplasării axiale a punctelor din secţiunea x, iar ( )tT  este 
funcţia care descrie variaţia în timp a deplasării secţiunii considerate. Forma (6.1) a 
deplasării permite fie analiza mişcării vibratorii a punctelor barei dintr-o secţiune 
dată, fie determinarea distribuţiei deplasărilor în lungul axei longitudinale, la un 
moment dat. 

Particularizând soluţia (6.1) pentru cazul unei bare libere la capete (v. 
§5.2), în vibraţie armonică (faza iniţială nulă) 

  ( ) txat,xu ωα sincos0= , 
unde 

  2

2
22

cE
ωωρα == , 

prin transformarea produsului de funcţii trigonometrice în sumă, se obţine 
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ωω

αωαω
 

Astfel deplasarea ( )t,xu  se poate scrie sub forma unei sume a două funcţii 
de câte o variabilă 

  ( ) ( ) ( )21 ξξ fft,xu += ,    (6.2) 
unde 

  xtc −=1ξ ,   xtc +=2ξ ,  (6.3) 

  ( ) ξωξ
c

af sin0= .    (6.4) 

Se consideră componenta ( )t,xu1  a deplasării ( )t,xu , dată de funcţia 
( )1ξf  

  ( ) ( )xtcft,xu −=1 , 

pentru care se poate scrie şirul de egalităţi evidente 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )tt,tcxutcxttcfxtctctcft,xu ΔΔΔΔΔΔ ++=+−+=−−+= 11  

sau, reţinând termenii extremi, 

  ( ) ( )tt,xxut,xu ΔΔ ++= 11 , tcx ΔΔ = .  (6.5) 

Egalităţile (6.5) arată că deplasarea ( )t,xu1  din secţiunea x se regăseşte 
după timpul tΔ  într-o secţiune aflată la distanţa tcx ΔΔ = , deci această valoare a 
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deplasării s-a propagat în lungul axei x, în sensul pozitiv, cu viteza constantă 
ρEc = . 

Funcţia ( )xtcf −  defineşte o undă progresivă. Caracterul de undă al unei 
mărimi (în acest caz – al deplasării) este dat de forma argumentului xtc −=1ξ  şi 
nu de forma funcţiei f, care arată ce tip de mărime fizică se propagă. Prin unda 
(6.4) se propagă o deplasare armonică. 

În mod similar se arată că funcţia ( )xtcf +  descrie propagarea deplasării 
în sensul negativ al axei, constituind o undă regresivă. Despre deplasarea ( )t,xu  
se spune că se propagă prin unde. Mişcarea vibratorie a punctelor mediului poate fi 
deci privită ca o suprapunere de unde progresive şi regresive. 

 
Fig. 6.1 

Dacă se fixează timpul 0t , unda are o reprezentare dată de forma funcţiei 
( )xtcf −0  considerată ca funcţie de x, adică ( )0t,xf  (de exemplu, ca în Fig. 6.1, 

a). După timpul tΔ , deci la tt Δ+0 , deplasarea din secţiunea 1x  se regăseşte în 
secţiunea tcxx Δ+= 12  (Fig. 6.1, b). Deoarece viteza c este independentă de 

secţiunea x, forma ( )0t,xf  s-a translatat după timpul tΔ  cu distanţa tcx ΔΔ = , 
fără să se deformeze. Se spune că unda se propagă în lungul axei x (în spaţiu), cu 
viteza constantă c. 



                                                                                                       VIBRAŢII MECANICE 294

În lichide nevâscoase şi gaze se propagă unde de compresiune-rarefiere 
(dilatare), prin care particulele se deplasează pe direcţia de propagare. 

În solide elastice, interacţiunile de forfecare produc şi alte tipuri de unde. 
În medii elastice nelimitate, se propagă unde longitudinale (unde P) şi unde 
transversale (unde S) în care particulele se deplasează pe direcţia, respectiv 
perpendicular pe direcţia de propagare. La suprafaţa mediilor elastice se propagă 
unde Rayleigh (unde R), în care particulele au traiectorii eliptice cu semiaxa mare 
perpendiculară pe suprafaţa solidului. 

În medii elastice limitate se propagă unde ghidate. În straturi de grosime 
finită, dispuse deasupra semispaţiului elastic, şi în plăci se propagă unde Love 
(unde Q), în care deplasarea particulelor este paralelă cu suprafaţa stratului şi 
perpendiculară pe direcţia de propagare. În plăci se propagă unde Lamb, în care 
particulele se deplasează pe orbite eliptice în plane care conţin normala la suprafaţa 
plăcii şi direcţia de propagare. Undele Stoneley sunt ghidate în lungul interfeţelor 
în medii stratificate. Undele ghidate sunt descrise prin moduri de undă, similare 
modurilor proprii de vibraţie ale elementelor structurilor de dimensiuni finite. 

6.2  Unde longitudinale în bare prismatice 

În bare prismatice se pot propaga trei feluri independente de unde: 
longitudinale, torsionale şi de încovoiere. Primele două tipuri sunt descrise de 
ecuaţia undelor, fiind unde nedispersive, ale căror viteze nu depind de frecvenţa de 
excitaţie sau lungimea de undă. În continuare se studiază doar undele longitudinale. 

6.2.1  Ecuaţia undelor. Soluţia lui d’Alembert 

Se consideră ecuaţia de mişcare (5.52) pentru vibraţiile longitudinale libere 
ale barelor prismatice 

   2

2

22

2 1
t
u

cx
u

∂
∂

=
∂
∂ ,  

ρ
Ec =2 ,  (6.6) 

cunoscută sub numele de ecuaţie a undelor, pentru care se face schimbarea de 
variabile dată de relaţiile (6.3): 

  xtc −=1ξ ,   xtc +=2ξ . 

Exprimând derivatele funcţiei ( )t,xu  în noile variabile, se obţine:  
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Ecuaţia (6.6) este astfel redusă la forma 

  0
21

2
=

∂∂
∂

ξξ
u ,     (6.7) 

numită forma canonică a ecuaţiei undelor. Ea este satisfăcută de orice funcţie 
( )21 ξξ ,u  de tipul 

  ( ) ( ) ( )221121 ξξξξ ff,u += .   (6.8) 

Trecând la variabilele iniţiale, se obţine soluţia lui d’Alembert pentru 
ecuaţia undelor 

  ( ) ( ) ( )xtcfxtcf,u ++−= 2121 ξξ ,  (6.9) 

care exprimă deplasarea ( )t,xu  ca suprapunerea a două unde: o undă progresivă, 
( )xtcf −1 , şi o undă regresivă, ( )xtcf +2 . Formele funcţiilor 1f  şi 2f  nu sunt 

impuse prin ecuaţia (6.7); ele sunt determinate prin condiţiile iniţiale şi condiţiile la 
limită ale problemei. 

Valorile succesive ale deplasării ( )t,xu  în timp, formează fazele (etapele) 
mişcării. Undele 1f  şi 2f  prin care se propagă aceste faze se numesc unde de fază. 
Despre punctele care au simultan aceleaşi deplasări se spune că sunt în fază.  

Dacă deplasarea ( )t,xu  este dată, de exemplu, de o undă progresivă 

  ( ) ( )xtcft,xu −= 1 , 

fazele mişcării sunt complet determinate de valorile argumentului funcţiei 1f , 
xtc −=1ξ , care se numeşte faza undei.  

Punctele în care faza undei are aceeaşi valoare 1ξ  la un moment dat 0t  
formează o suprafaţă de undă. Ecuaţia suprafeţei de undă este deci 

  .xtc const10 ==− ξ , 

de unde, pentru că şi termenul 0tc  este constant, rezultă 

  010 xtcx =−= ξ .    (6.10) 
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Expresia (6.10) este ecuaţia unui plan normal pe axa longitudinală a barei, 
deci suprafaţa de undă este plană, iar undele de acest tip se numesc unde plane.  

Suprafaţa de undă (6.10), caracterizată de faza 1ξ , se găseşte la timpul 0t  
în secţiunea 0x  a barei. La timpul 1t  ea se găseşte în secţiunea 1x  

  111 ξ−= tcx , 

parcurgând distanţa  

   ( )0101 ttcxxx −=−=Δ . 

Rezultă că suprafaţa de undă, de fază 1ξ , se propagă în lungul axei Ox  cu 
viteza constantă c, numită viteză de fază. Aceasta poate fi definită ca variaţia 
poziţiei x, dată de (6.10), pentru t variabil, când 1ξ  rămâne constant 

  
t
xc
∂
∂

= .      (6.11) 

Există o infinitate de suprafeţe de undă, corespunzătoare infinităţii de 
valori ale argumentului 1ξ . Suprafaţa de undă care separă zona perturbată de zona 
neperturbată se numeşte front de undă. 

O suprafaţă de undă trece succesiv prin diferite puncte materiale ale barei. 
Direcţia de propagare a suprafeţei de undă coincide cu direcţia de mişcare a 
punctelor materiale, care au în acest caz deplasări axiale. Undele pentru care 
direcţia de propagare coincide cu direcţia de deplasare a punctelor materiale se 
numesc unde longitudinale.  

Viteza de mişcare a punctelor materiale aflate la un moment dat pe o 
suprafaţă de undă diferă de viteza de propagare a undei, c. Într-adevăr, viteza de 
mişcare este derivata în timp a deplasării ( )t,xu . Pentru deplasarea dată printr-o 
undă progresivă, rezultă o viteză 
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=& .   (6.12) 

Deformaţia specifică respectivă, xε , are expresia 
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=
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∂

= ,   (6.13) 

deci, înlocuind Exx σε = , rezultă pentru viteză 

  
E

ccu x
xp

σε −=−=& .    (6.14) 
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Astfel, într-o undă progresivă de dilatare ( )0>xσ  punctele materiale se 
mişcă în sens invers direcţiei de propagare, iar pentru o undă de comprimare 
( )0<xσ  - în acelaşi sens. 

Repetând raţionamentul pentru mişcarea propagată printr-o undă regresivă, 
se obţine 

  
E

ccu x
xr

σε ==& .    (6.15) 

Viteza de mişcare şi viteza de propagare au acelaşi sens în unde de dilatare, 
şi sensuri opuse – în undele de comprimare. 

6.2.2  Unde armonice 

Dacă mişcarea care se propagă prin unde este periodică (bara vibrează 
longitudinal), deplasarea ( )t,xu  pentru fiecare secţiune x este o funcţie periodică 
de timp. Când deplasarea este reprezentată sub forma (6.9), această condiţie este 
îndeplinită dacă funcţiile 1f  şi 2f  sunt periodice în timp.  

Fie T perioada mişcării. Din condiţia de periodicitate în timp pentru unda 
progresivă, rezultă că într-o secţiune dată x are loc egalitatea 

  ( ) ( )[ ]xTtcfxtcf −+=− 11 .   (6.16) 

Deoarece unda s-a deplasat în timpul T pe distanţa cT=Λ , aceeaşi valoare 
a funcţiei 1f  se regăseşte în secţiunea Λ+x  

  ( ) ( )[ ]Λ+−=− xtcfxtcf 11 ,   (6.17) 

deci unda este o funcţie periodică în spaţiu, de perioadă cT=Λ .  

Distanţa Λ  se numeşte lungime de undă. Când punctele materiale 
efectuează un ciclu de oscilaţie, unda se deplasează cu o lungime de undă. După 
cum se constată din relaţia (6.17), punctele aflate la distanţă de o lungime de undă 
se mişcă în fază. 

Cel mai simplu tip de undă este unda armonică 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]xtcBxtcBUeUxtcf xctB −+−==− − sinicos1
i

11 , (6.18) 

cu 1U  şi B constante. 

Faza undei armonice, ϕ , este argumentul funcţiei exponenţiale, care are 
perioada π2 . Dacă unda are perioada mişcării T şi lungimea de undă Λ , din 
condiţia de periodicitate în timp şi în spaţiu rezultă 

  πΛ 2== BtcB , 
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de unde 

  
Λ
ππ 22

==
Tc

B .     (6.19) 

Faza undei devine astfel 

  ( ) xt
T

xtc
Tc Λ

πππϕ 222
−=−= .   (6.20) 

Variaţia fazei în unitatea de timp, într-o secţiune dată a barei,  

  ωπϕ
==

∂
∂

Tt
2      (6.21) 

este egală cu pulsaţia vibraţiei. 

Modificarea fazei pe unitatea de lungime, la un anumit moment, 

  k
x

==
∂
∂

Λ
πϕ 2      (6.22) 

se numeşte număr de undă. 

Rezultă 

   
c

k ω
= .      (6.23) 

Constanta 1U , egală cu valoarea maximă pe care o poate atinge deplasarea 
în unda 1f , este amplitudinea undei. 

Unda armonică (6.18) devine 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]xktxktUeUxtcf kxt −+−==− − ωωω sinicos1
i

11 . (6.24, a) 

În mod similar, pentru o undă regresivă de aceeaşi pulsaţie, se obţine 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]xktxktUeUxtcf kxt +++==+ + ωωω sinicos2
i

21 . (6.24, b) 

Deplasarea ( )t,xu  este dată fie de partea reală, fie de partea imaginară a 
sumei celor două unde. Punctele în care deplasarea este nulă se numesc noduri. 
Punctele în care deplasarea este maximă se numesc ventre.  

Pentru o undă progresivă, luând deplasarea egală cu partea reală a funcţiei 
( )xtcf −1 , nodurile se obţin din ecuaţia 

        ( ) 0cos =− xktω , 

de unde rezultă 
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 ( )
2

12 πω +=− nxkt , 

 ( ) ( )
4

12
2

12 Λπω
+−=+−= ntc

k
nt

k
x . (6.25) 

 
Fig. 6.2 

În fiecare moment t, nodurile se găsesc în altă poziţie, deplasându-se cu 
viteza c. Ventrele, care se află la distanţa 4Λ±  de nodurile vecine, se deplasează 
cu aceeaşi viteză (Fig. 6.2, a). Deplasarea se produce în sensul pozitiv al axei sau 
în sens opus, după cum unda este progresivă sau regresivă. 

Când deplasarea este dată de o sumă de unde – progresivă şi regresivă 

  ( ) ( ) ( )xktUxktUt,xu ++−= ωω coscos 21 , 

nodurile se obţin din ecuaţia 

  ( ) ( ) 0coscos 21 =++− xktUxktU ωω , 

sau din ecuaţia echivalentă 

 ( ) ( ) 0sinsincoscos 1221 =−−+ xktUUxktUU ωω . (6.26) 

Când amplitudinile celor două unde sunt egale, 21 UU = , rezultă 

 0coscos2 1 =kxtU ω , 
sau 

   ( )
2

12 π
+= nxk ,  ( )

4
12 Λ

+= nx ,  (6.27) 
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deci nodurile nu se deplasează, unda rezultantă este staţionară (Fig. 6.2, b). 

Dacă 21 UU ≠ , unda rezultantă este progresivă când 21 UU >  şi regresivă 
când 21 UU < . Poziţia x a nodurilor este dată de soluţia ecuaţiei (6.26) 

   ⎟⎟
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1tgarc1

12
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iar viteza lor de propagare, tx dd , nu mai este constantă. 

Viteza de fază ρEc =  depinde numai de caracteristicile materialului. 
Două unde de pulsaţii diferite ( )21 ωω ≠  se propagă cu aceeaşi viteză c, dar au 
lungimi de undă diferite 
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cTc π
ω
πΛ === ,  
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k

cTc π
ω
πΛ === . 

Când într-o bară se suprapun două unde armonice progresive de pulsaţii 
diferite, deplasarea rezultantă se obţine însumând deplasările exprimate prin cele 
două unde, la acelaşi moment t, în aceeaşi secţiune x.  

Se consideră, de exemplu, două unde armonice progresive de pulsaţii 1ω , 

2ω , cu amplitudini egale şi faze iniţiale nule 

  ( ) ( )xkteUxtcf 11i
11

−=− ω ,  c
k

=
1

1ω , 

  ( ) ( )xkteUxtcg 22i
11

−=− ω ,  c
k

=
2

2ω
. 

Dacă deplasarea este dată de părţile reale ale celor două unde, rezultă 
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Deplasarea (6.28) poate fi privită ca o undă de pulsaţie  

   
T
πωω

ω 2
2

21 =
+

=  

şi număr de undă 
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care are viteza de fază 
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şi amplitudinea U modulată 
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aşa cum se arată în Fig. 6.3. 

 
Fig. 6.3 

Modulaţia se realizează tot printr-o undă, de pulsaţie 
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care se propagă cu viteza 

   
kkk

cM Δ
ωΔωω

=
−

−
=

21

21 . 

Când pulsaţiile undelor componente diferă foarte puţin, modulaţia se face 
foarte lent ( )00 →→ k,ΔωΔ  şi viteza ei de propagare devine 
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→
.    (6.30) 
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Relaţia (6.30) defineşte viteza de grup. Deoarece pentru undele 

longitudinale c
kk

==
2

2

1

1 ωω
, se deduce că viteza de fază fc  a undei rezultante şi 

viteza de grup gc  sunt constante şi egale 

  c
kk

c f =
+

+
=

21

21 ωω
,  cc

k
c Mg ===

d
dω .  (6.31) 

Modulaţia amplitudinii se propagă deci simultan cu unda modulată. Undele 
componente nu se deplasează relativ una faţă de alta; ele se numesc nedispersive. 

6.2.3  Unde în bara de lungime finită 

La extremitatea 0=x  a barei finite din Fig. 6.4, se aplică o forţă armonică 
de pulsaţie ω , reprezentată prin funcţia complexă teFF ωi

0= . Deplasarea 
complexă, armonică, provocată iniţial în secţiunea 0=x , se propagă în sensul 
pozitiv al axei printr-o undă progresivă şi la atingerea extremităţii l=x  se va 
reflecta, transformându-se într-o undă regresivă, care se suprapune defazat peste 
unda progresivă. Deplasarea se poate pune deci sub forma 

  ( ) ( ) ( )kxtkxt eUeUt,xu +− += ωω i
2

i
1 ,  (6.32) 

amplitudinile 1U  şi 2U  rezultând din condiţiile la limită. 

 
Fig. 6.4 

Astfel, în secţiunea 0=x , tensiunea de compresiune este dată de raportul 
între forţa F şi aria secţiunii A 
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uEE
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F εσ ,  (6.33) 
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de unde se obţine 
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sau 

   
AEk

FUU
i

0
21 =− .    (6.34) 

Pentru bara liberă la ambele capete, în secţiunea l=x  tensiunea 
x
uE
∂
∂

=σ  

este nulă 
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de unde rezultă 
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1 =−− ll kk eUeU .    (6.35) 

Rezolvând sistemul format de ecuaţiile (6.34) şi (6.35) se obţine 
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Deplasarea (6.32) devine 

  ( ) ( ) ( )[ ]l
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kxktkxt

k
ee
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AEk
Ft,xu 2ii

i
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sin2
−+− += ωω . (6.37) 

Se poate observa că unda progresivă şi unda regresivă dau deplasări de 
acelaşi sens, iar la capătul l=x  dau aceleaşi valori. Unda regresivă este defazată 
faţă de unda progresivă cu unghiul constant  

   
c

k l
l

ωθ 22 −=−= , 

corespunzător timpului 
c
l2  în care parcurge bara dus şi întors. Bara intră în 

rezonanţă pentru 0sin =lk , de unde rezultă 

   πnkn =l , 
ρ

ππω Encnn
ll

== ,  (6.38) 

valoare obţinută în (5.70) pentru pulsaţiile proprii. 
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Unda rezultantă (6.37) este staţionară. Această proprietate este pusă în 
evidenţă dacă se scrie deplasarea (6.37) sub forma echivalentă 

( ) ( ) ( )[ ] ( )
l

l

l
ll

k
xk

AEk
eFee

k
e

AEk
Ft,xu

t
xkxk

t

sin
cos

sin2

i
0ii

i
0 −

−=+−= −−−
ωω

, 

de unde rezultă că deplasarea ( )t,xu  se anulează pentru 

   ( ) 0cos =− xk l , ( ) ( )
2

12 π
+=− nxk l , 

   ( )
4

12 λ
+−= nx l .    (6.39) 

Pentru bara încastrată la capătul al doilea (Fig. 6.4, b), punând condiţia ca 
în încastrare deplasarea (6.32) să fie nulă 

  ( ) ( ) ( ) 0i
2

i
1 =+= +−

=
ll

l
ktkt

x eUeUt,xu ωω , 

sau 
  0i

2
i

1 =+− ll kk eUeU , 

se obţin constantele 1U  şi 2U , deci deplasarea ( )t,xu  este de forma 

  ( ) ( ) ( )[ ]l
l

l
kxktkxt

k
ee

k
e

AEk
Ft,xu 2ii

i
0

cos2
i −+− −−= ωω . (6.40) 

Spre deosebire de cazul precedent, deplasările punctelor materiale în cele 
două unde au sensuri contrare, deci se scad, adică unda regresivă slăbeşte unda 
progresivă. 

Deplasările reale se obţin din partea reală sau partea imaginară a 
deplasărilor complexe (6.37), (6.40), după cum forţa armonică este dată de partea 
reală sau de partea imaginară a forţei complexe teF ωi

0 . 

6.2.4  Propagarea energiei prin unde 

Într-o bară elastică în vibraţie, odată cu deplasarea ( )t,xu  se propagă prin 
unde toate mărimile în expresia cărora intră deplasarea. Un interes deosebit 
prezintă propagarea energiei transmise mediului în vibraţie de la sursa excitaţiei. 

Se consideră unda progresivă armonică 

  ( ) ( )kxteUxtcf −=− ωi
11 , 

k
c ω
= , 
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deplasarea ( )t,xu  fiind dată de partea reală a undei 

   ( ) ( )xktUt,xu −= ωcos1 .   (6.41) 

Valoarea instantanee a energiei pe unitatea de lungime a barei de masă 
Am ρ= , care se deplasează cu viteza tuu ∂∂=&  şi este deformată cu xε  sub 

acţiunea forţei axiale Axσ , are expresia 

       
22

2
0 2

1
2
1

2
1

2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=+=+=
x
uAE

t
uAAumWWW xxpc ρεσ& . (6.42) 

Introducând deplasarea (6.41) în (6.42) şi ţinând cont că 222 kc=ω  se 
obţine 
   ( )xktUAW −= ωωρ 222

0 sin .   (6.43) 

Deoarece 0W  nu este uniform distribuită pe unitatea de lungime, relaţia 
(6.43) indică de fapt energia punctelor materiale din secţiunea x, la momentul t. 
Aceasta se propagă printr-o undă progresivă de argument xkt −ω , cu viteza 
constantă kc ω= . Printr-o secţiune x, în timpul td , trece energia conţinută într-o 
porţiune de bară de lungime tcx dd =  

   tcWxWW ddd 00 == . 

Astfel, în unitatea de timp, prin secţiunea x se transferă o cantitate de 
energie 

   ( )xktcUAcW
t

W
−== ωωρ 222

0 sin
d
d ,  (6.44) 

reprezentând fluxul energiei la momentul t, egal cu puterea instantanee P, 
dezvoltată de forţa de compresiune Axσ−  care imprimă punctelor din secţiune 
viteza tuu ∂∂=&  

  ( )xktcUA
t
u

x
uEAuAP x −=
∂
∂

∂
∂

−=−= ωωρσ 222 sin& . 

Energia conţinută într-o porţiune de bară de o lungime de undă Λ  este 
egală cu cantitatea de energie care trece printr-o secţiune oarecare într-o perioadă T 

   TcUAtcWxWW
T

22

0
0

0
0 2

1dd ωρ
Λ

=== ∫∫ . (6.45) 
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Se obţine astfel energia medie distribuită pe unitatea de lungime a barei 

   22

2
1 UAWWm ωρ

Λ
==     (6.46) 

şi fluxul mediu de energie printr-o secţiune 

   cUA
T
W

t
Wm 22

2
1

d
d ωρ== .   (6.47) 

Dacă unda este regresivă, energia se propagă în sensul negativ al axei x. 
Pentru o bară semi-infinită ( )∞<≤ x0  excitată în secţiunea de capăt 0=x  (Fig. 
6.5), o undă regresivă ar trebui să transporte energie de la ∞+  către sursa de 
mişcare, fapt imposibil din punct de vedere fizic.  

 
Fig. 6.5 

Afirmaţia că energia nu poate fi radiată de la infinit spre zona unde se 
aplică excitaţia constituie condiţia de radiaţie. Conform acesteia, în bara semi-
infinită nu pot apare unde regresive. Dacă bara este de lungime finită, unda 
regresivă rezultă din reflectarea unei unde progresive şi readuce spre sursă energia 
purtată de aceasta şi nedisipată în mediul înconjurător. 

6.2.5  Atenuarea undelor 

În cazul materialelor cu amortizare mare, propagarea undelor nu mai este 
descrisă corect de ecuaţia (6.60). Se observă că dacă unei secţiuni i se impune, de 
exemplu, o deplasare armonică, de amplitudine constantă, această amplitudine 
descreşte în spaţiu, în sensul propagării. Unda are amplitudinea descrescătoare, se 
atenuează.  

Considerând că în prezenţa amortizărilor interne, la o variaţie armonică a 
tensiunii 

   te ωσσ i
0= , 

corespunde o variaţie armonică defazată în urmă a deformaţiei specifice 
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   ( )δωεε −= te i
0 , 

se introduce în ecuaţia undelor modulul de elasticitate complex 

   ( )dEEEeE i1i 121
i

0

0 +=+==∗ δ

ε
σ .  (6.48) 

Ecuaţia undelor devine 

   2

2

22

2 1
t
u

cx
u

∂
∂

=
∂
∂

∗
, 

ρ

∗
∗ =

Ec ,  (6.49) 

Partea reală 1E  a modulului de elasticitate complex 

   δ
ε
σ cos

0

0
1 =E  

este modulul de elasticitate dinamic, iar 

   δtg
1

2 ==
E
Ed  

este factorul de amortizare. 

Se poate defini astfel o viteză de propagare complexă 

( ) ( ) 2
i

1
21

1
1 i1i1

δ

ρ
eDcdcdEc =+=

+
=∗ , 21 dD += , (6.50) 

care are sens doar în cazul propagării unei deplasări armonice, deoarece modulul 
de elasticitate complex (6.48) este definit pentru solicitări armonice. 

Numărul de undă corespunzător este de asemenea complex 

  ir kke
D

k
e

Dcc
k i2

i-12
i-

1
+==== ∗

∗
δδ

ωω ,  (6.51) 

având partea reală şi cea imaginară date de relaţiile 

 
D

Dk
D

k
kr 2

1
2

cos 1
1 +

==
δ , 

D
Dk

D

k
ki 2

1
2

sin 1
1 −

−=−=
δ .  (6.52) 

O undă progresivă prin care se propagă deplasarea armonică a secţiunii 
0=x , dată de funcţia complexă 

   ( ) teut,u ωi
00 = ,    (6.53) 

se poate pune sub forma 



                                                                                                       VIBRAŢII MECANICE 308

   ( ) ( )xkteut,xu
∗−= ωi

0 ,    (6.54) 

care satisface atât condiţia (6.53) cât şi ecuaţia (6.49). 

Introducând numărul de undă complex (6.51) în expresia (6.54) a undei, 
rezultă 

  ( ) ( ) ( )xktxkxkxkt riir eeueut,xu −−− == ωω i
0

ii
0 .  (6.55, a) 

sau 

   ( ) ( )xktx reeut,xu −−= ωα i
0 ,   (6.55, b) 

unde coeficientul 0>−= ikα  se numeşte constantă de atenuare. 

Partea reală rk=β  a numărului de undă complex se numeşte constantă de 
fază. Numărul complex βαγ i+=  se numeşte constantă de propagare. 

Unda dată de expresia (6.55) nu mai este armonică, deoareace 
amplitudinea ei xeuU α−= 0  nu este constantă, ci descreşte exponenţial în spaţiu. 
Unda (6.55) se propagă cu viteza 

  
ρδδδ

ωω |E|Dc
k

D
k

c
r

∗
====

2
cos

1

2
cos

2
cos

1

1

.  (6.56) 

Deoarece factorul de amortizare d este în general mic în comparaţie cu 
unitatea, se poate face aproximarea 

   
( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≈

+
=∗

2
i1

i1
121

1 dk
d

k
k , 

de unde rezultă 

   
21
δα k= , 1k=β ,  1

1
c

k
c ==

ω . 

Pentru a caracteriza atenuarea undelor trebuie determinată experimental 
constanta α . O măsură a atenuării este mărimea, definită prin analogie cu 
decrementul logaritmic al vibraţiei (2.51), dată de logaritmul raportului a două 
amplitudini aflate la distanţă de o lungime de undă 

   ( ) ΛαΔ Λα

α
=== +−

−

x

x

eu
eu

U
U

0

0

2

1 lnln ,  (6.57) 

de unde rezultă constanta de atenuare 
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Λ
Δ

Λ
α ==

2

1ln1
U
U .    (6.58) 

Se consideră două amplitudini 1U  şi 3U  aflate la distanţa 0x , al căror 
raport este 

   
0

0
1

1

3
x

x

e
e

U
U

α
α == − . 

Acest raport devine 36801 ,
e
=  când exponentul este 10 =xα . Deci 

atenuarea este inversul distanţei 0x  (Fig. 6.6). 

 
Fig. 6.6 

Atenuarea α  se măsoară în Neper/m (1 Neper = 8,686 dB). Ea este 
numeric egală cu logaritmul natural al raportului a două amplitudini măsurate la 
distanţa de 1 m (Fig. 6.6) 

   
U
U1ln=α  [Neper/m]. 

În general, atenuarea este proporţională cu pătratul frecvenţei undelor, deci 
valorile atenuării se dau la o anumită frecvenţă sau mediate pe un interval de 
frecvenţe. Se recomandă determinarea experimentală a atenuării pentru fiecare 
material. 

Problemele concrete de tipul celor rezolvate în § 6.2.3 se tratează analog, 
introducând în expresia undei (6.37) sau (6.40) numărul de undă complex ∗k . 

Studiul propagării undelor torsionale în bare prismatice conduce la 
rezultate similare cu cele obţinute pentru propagarea undelor longitudinale, 
deoarece ecuaţia care descrie fenomenul are forma (6.6) 
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   2

2

22

2 1
tcx s ∂

∂
=

∂
∂ θθ , 

ρ
Gcs = , 

unde θ  este unghiul de răsucire iar sc  - viteza de propagare a undelor de torsiune. 

6.3  Unde transversale în bare prismatice 

Spre deosebire de undele longitudinale şi cele torsionale, undele 
transversale în bare prismatice sunt dispersive, viteza lor depinzând de frecvenţa de 
excitaţie şi de lungimea de undă. În barele de lungime finită, undele progresive şi 
cele regresive se compun, producând unde staţionare care constituie modurile 
proprii de vibraţie. 

6.3.1  Viteza de fază şi viteza de grup 

În cazul vibraţiilor transversale libere ale barelor drepte, ecuaţia de mişcare 
a fost stabilită în Cap.5 sub forma 

  02

24
=

∂
∂

+
∂
∂

t
AIE z

v
x
v
4 ρ .   (6.59) 

O deplasare armonică, reprezentată prin partea reală sau cea imaginară a 
funcţiei complexe 

   ( ) ( ) texYt,x ωi=v     (6.60) 

este soluţie a acestei ecuaţii, dacă funcţia ( )xY  satisface condiţia 

  0
d
d 4

4
=− YkY

T4x
, 

z
T IE

Ak ρω24 = , 

de unde rezultă 

  ( ) xkxkxkxk TTTT eCeCeCeCxY i
4

i
321 +++= −− . (6.61) 

Introducând expresia (6.61) a funcţiei ( )xY  în relaţia (6.60), se obţine 

       ( ) ( ) ( ) ( )xktxkttxkxk TTTT eCeCeeCeCt,x +−− +++= ωωω i
4

i
3

i
21v . (6.62) 

În (6.62) se identifică două unde plane armonice: una progresivă 
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   ( ) ( )xkt
T

Textcf −=− ωi
1    (6.63) 

şi una regresivă 

   ( ) ( )xkt
T

Textcf +=+ ωi
2 ,   (6.64) 

care se propagă în lungul axei x cu viteza de fază Tc  

 rcrckrc
A
IE

k
c

T
T

z

T
T Λ

πω
ρ

ωω 2
4 ===== ,  (6.65) 

unde rckT ω=  este numărul de undă, ρEc =  este viteza de propagare a 

undelor longitudinale şi AIr z=  este raza de inerţie a secţiunii transversale. 

Deoarece direcţia de mişcare y a punctelor materiale este perpendiculară pe 
direcţia de propagare a undelor (6.63), (6.64), acestea se numesc unde transversale. 

Viteza de propagare Tc  depinde de pulsaţia ω  a mişcării vibratorii 

propagate, astfel încât vibraţiile de frecvenţă mică ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

π
ω
2

1
1f  se propagă mai încet 

decât vibraţiile de frecvenţă mare ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

π
ω
2

2
2f , 

   rccrcc TT 21 21
ωω =<= . 

Când se suprapun două unde de pulsaţii diferite ( )21 ωω ≠ , unda rezultantă 
dată de (6.28) se propagă cu viteza 

   
21
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TT
T kk

c
+

+
=

ωω
, 

diferită de vitezele de propagare ale undelor componente 

   
1

1

1

T
T k

c
ω

= , 
2

2

2

T
T k

c
ω

= , 

şi de viteza de propagare a modulaţiei 

   
21

21

TT
M kk

c
−

−
=

ωω
. 

Undele componente se deplasează relativ una faţă de alta, la fel unda 
rezultantă şi unda de modulaţie. Astfel de unde se numesc dispersive.  
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În cazul particular al compunerii a două mişcări de pulsaţii foarte apropiate 
( )21 ωω ≅ , unda rezultantă are aproximativ aceeaşi viteză de fază ca şi undele 
componente 

   
2121

2
2

2
2 2121

TTTT
T kkkk

c
ωωωω

≈≈
+

+
= . 

Viteza de grup, gc , cu care se propagă modulaţia, diferă de viteza de fază 
comună, Tc , 

   ( )
TT

T

T

T
g crck

k
rck

k
c 22

d
d

d 
d 2

====
ω .  (6.66) 

Relaţia de definiţie a vitezei de fază (6.65) arată că, micşorând lungimea de 
undă TΛ  (ceea ce echivalează cu creşterea frecvenţei oscilaţiei transmise), se pot 
obţine viteze de propagare a deplasărilor oricât de mari şi respectiv, viteze de grup 
duble. În realitate, atât viteza de fază cât şi viteza de grup sunt limitate superior, 
fapt care nu este pus în evidenţă de relaţia (6.65).  

Această neconcordanţă este rezultatul neglijării inerţiei la rotaţie a secţiunii 
transversale în ecuaţia (6.59) care, la frecvenţe mari, deci la acceleraţii unghiulare 
mari, modifică aspectul fenomenului. Într-adevăr, introducând în ecuaţia (6.59) 

termenul 22

4

tx
I z

∂∂
∂

−
vρ , corespunzător inerţiei la rotaţie a secţiunii transversale 

(Hamburger şi Buzdugan, 1958), aceasta devine 
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v

x
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24 .  (6.67) 

O undă de tipul (6.63) sau (6.64) satisface ecuaţia (6.67) dacă 

   011 2
22
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4 =−− ωω
rc

k
c

k TT .   (6.68) 

Introducând viteza de fază 
T

T k
c ω

=  (sau TT kc=ω ) în relaţia (6.68), se 

obţine 
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.  (6.69) 
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Pentru lungimi de undă rT >Λ , se poate face aproximarea 

   22

2

22

2

44
1

rr
TT

π

Λ

π

Λ
≈+ , 

obţinându-se pentru viteza de fază expresia (6.65). Dacă rT <<Λ , această 
aproximare poate conduce la rezultatul absurd ccT > , sau, la concluzia că pot 
exista viteze oricât de mari de propagare a undelor transversale, când 0→TΛ . 
Datorită modificării calitative a rezultatelor, neglijarea inerţiei de rotaţie a secţiunii 
transversale este permisă pentru frecvenţe  

   
zI

AE
r
cf

ρ
ππ 22 =< . 

De exemplu, pentru o bară de oţel cu diametrul de mm100 , se poate utiliza 

ecuaţia (6.59) până la o frecvenţă de Hz106 . 

Exprimând ω  în funcţie de Tk  din relaţia (6.68) şi derivând în rapot cu 

Tk , se obţine viteza de grup 

   T

T

T
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T
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rk

rkc
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c >
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==

22

22

11

21

d 
dω ,   (6.70) 

care, pentru lungimi de undă TΛ  mai mari ca raza de inerţie r, devine 

   T

T

T
Tg c

rk

rkcc 21

2

22

22
=≈ , 

fiind de asemenea limitată superior de viteza de propagare a undelor longitudinale 
c, după cum se poate verifica uşor. 

Din expresia (6.62) a deplasării ( )t,xv  se constată că numai o parte a 
acestei deplasări se propagă prin unde. Considerând condiţiile la limită specifice 
fiecărei probleme concrete, se pot determina constantele 1C ,…, 4C , deci se pot 
stabili amplitudinile undelor progresive şi regresive prin care se propagă mişcările 
armonice (6.62). 

Problemele legate de transmiterea energiei prin unde transversale şi de 
atenuarea undelor transversale, se tratează ca şi pentru undele longitudinale, ţinând 
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seama de concluziile obţinute anterior cu privire la proprietăţile de propagare ale 
mişcărilor transversale prin unde. 

6.3.2  Unde în bara rezemată pe mediu elastic 

În cazul unei rezemări continue pe un mediu deformabil, mediul se opune 
deplasărilor transversale ale barei printr-o reacţiune distribuită continuu, ( )xpr . 
Cea mai simplă lege de distribuţie a reacţiunii opuse de un mediu elastic este 
obţinută pe baza ipotezei lui Winkler, conform căreia reacţiunea este proporţională 
cu săgeata barei 

   ( ) vκ−=xpr .     (6.71) 

Dacă bara rezemată pe mediu vibrează transversal în planul xOy, în ecuaţia 
fibrei medii deformate 

  ( )t,xpIE z =
∂
∂

4x
v4

 

sarcina distribuită ( )t,xp  este formată din forţele de inerţie 2

2

t
A
∂
∂

−
vρ  şi din 

reacţiunea mediului (6.71), astfel încât ecuaţia de mişcare a barei devine 

  02

24
=+

∂
∂

+
∂
∂ vv
x
v
4 κρ

t
AIE z .   (6.72) 

Pentru a constata dacă deplasările barei în vibraţie armonică se pot propaga 
prin unde, se introduce funcţia  

   ( ) ( )xkt eet,x mωi
0vv =     (6.73) 

în ecuaţia (6.72). 

Notând 

   2
22 41 n

rcIE
A

z
==

ρ , 24 m
IE z

=
κ , 

rezultă că funcţia (6.73) satisface ecuaţia (6.72) dacă 

   044 4224 =+− mnke ω ,    (6.74) 

relaţie care precizează legătura între numărul de undă şi pulsaţia mişcării armonice 
propagate. 

Viteza de propagare a undei (6.73) 
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e

e k
c ω

= , 

se obţine din (6.74) înlocuind ee kc=ω  

  4
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kc Λ
πΛ

π
+=+= . . (6.75) 

Deoarece viteza de propagare depinde de lungimea de undă ee kπΛ 2= , 

undele sunt dispersive. Expresia (6.75) are un minim pentru mke 2= , deci există 
o viteză de propagare minimă 

   
n
mc

mine = ,     (6.76) 

corespunzătoare pulsaţiei 

   ( )
An

mkc eemin ρ
κω 22

2

4
22 === .   (6.77) 

Dacă se analizează vibraţiile provocate de o sarcină transversală mobilă pe 
bară, atunci când sarcina se deplasează cu viteza 

minec  grinda intră în rezonanţă. 

Înlocuind în (6.74) 4

4
4

e
e c

k ω
= , se obţine 
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ω . 

Viteza de propagare are valori reale (propagarea se poate produce) pentru 
mişcări cu pulsaţii 

   
An

m
ρ
κω => 2

4
2 , 

sau 
   00

2 vv κρω >A ,    (6.78) 

ceea ce înseamnă că amplitudinea forţei de inerţie distribuite trebuie să depăşească 
amplitudinea reacţiunii distribuite a mediului elastic, condiţie necesară mişcării 
vibratorii. 
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6.4  Unde în medii elastice 

Studiul propagării undelor longitudinale şi transversale în bare s-a făcut pe 
baza ecuaţiilor de mişcare simplificate, stabilite cu ipoteza secţiunii plane 
(Bernoulli), specifică Rezistenţei materialelor. Pentru a controla efectul 
aproximărilor implicate în această ipoteză, se poate rezolva aceeaşi problemă 
pornind de la ecuaţiile de mişcare generale ale unui mediu elastic izotrop. 

6.4.1  Ecuaţiile undelor în trei dimensiuni 

Ecuaţiile de mişcare generale ale unui mediu elastic (Nowacki, 1969) se 
deduc din studiul condiţiilor de echilibru al unui element infinitezimal (Fig. 6.7), 
aplicând principiul lui d’Alembert. 

 
Fig. 6.7 

Astfel, scriind echilibrul forţelor care acţionează paralel cu axa x, se obţine 
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Ecuaţii similare se pot scrie pentru forţele care acţionează paralel cu axele 
y şi z. După reduceri şi simplificări, rezultă ecuaţiile mişcării 
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ρσττ

, 

în care u , v , w  reprezintă deplasările în direcţiile x, y, respectiv z, ρ  este masa 
specifică, iar t – timpul. 

Pentru a exprima ecuaţiile (6.79) numai în deplasări, se utilizează relaţiile 
cunoscute între tensiuni şi deformaţii specifice, în care acestea din urmă se exprimă 
prin deplasările u , v  şi w . 

Se obţin astfel ecuaţiile 

   ( )  2

2
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t
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x
G
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∂
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+ ρελ v ,  (6.80, a) 
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+ ρελ v ,  (6.80, c) 

unde λ  este constanta lui Lamé, vε  este deformaţia volumică specifică şi 2∇  - 
operatorul lui Laplace: 
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Dacă se derivează ecuaţia (6.80, a) în raport cu x, ecuaţia (6.80, b) în raport 
cu y şi (6.80, c) în raport cu z, după însumarea lor rezultă 

   ( )  2 2

2
2

t
G

∂
∂

=∇+ v
v

ερελ .   (6.81) 
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Dacă se derivează ecuaţia (6.80, a) în raport cu y şi ecuaţia (6.80, b) în 
raport cu x, după scăderea lor rezultă 

    2

2
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t
G

∂
∂

=∇ z
z

ωρω ,    (6.82) 

unde 

   ⎟⎟
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este componenta rotaţiei faţă de axa z. 

Procedând în mod asemănător, se obţin şi pentru componentele yω , xω  
ecuaţii de forma (6.82) 
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O ecuaţie de tipul  

   ( )  1
2

2

2
2

t
F

c
t,z,y,xF

∂
∂

=∇ ,   (6.85) 

este ecuaţia undelor în trei dimensiuni.  

6.4.2  Unde longitudinale şi unde transversale 

Se poate verifica uşor că orice funcţie ( )ξF , unde ξ  are forma 

   tcznynxn −++= 321ξ ,   (6.86) 

satisface ecuaţia (6.85), dacă este îndeplinită condiţia 

   12
3

2
2

2
1 =++ nnn .    (6.87) 

Ecuaţia 

   pznynxn =++ 321     (6.88) 

reprezintă un plan, pentru care 1n , 2n , 3n  sunt cosinuşii directori ai normalei şi p 
este distanţa la originea sistemului de axe. 
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Deoarece au loc egalităţile evidente 

( ) ( ) ( )[ ]ttcppFtctctcpFtcpF ΔΔΔΔ +−+=−−+=− , tcp ΔΔ = , 

funcţia ( )ξF  descrie propagarea unei unde plane în sensul pozitiv al normalei de 
cosinuşi directori 1n , 2n , 3n . 

Deformaţia volumică specifică vε  şi rotirile specifice xω , yω , zω  se pot 
propaga deci prin unde plane, cu viteze diferite, vε  cu viteza 

   ( )
( ) ( )ννρ

ν
ρ

λ
211

12
−+

−
=

+
=

EGcP ,  (6.89) 

iar xω , yω , zω  cu viteza 

   PS cGc <=
ρ

.     (6.90) 

Valori tipice pentru metale sunt skm85 −=Pc  şi PS c,c 50≈ . 

Relaţia (6.89) se mai scrie 
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= ,    (6.89, a) 

unde 

   ( ) GEK
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ν
 

este modulul de elasticitate volumic. 

Se consideră cazul particular în care suprafaţa de undă este un plan paralel 
cu planul yOz, cu normala Ox ( )01 321 === nn,n , iar deplasările u , v  şi w  

sunt funcţii de x şi t. În acest caz, atât deformaţia volumică specifică vε  cât şi 
rotirile specifice xω , yω , zω  sunt funcţii de x şi t, obţinându-se 

x
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Ecuaţiile (6.81)-(6.83) devin astfel 
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şi  coincid  ca  formă cu  ecuaţiile care rezultă prin particularizarea sistemului 
(6.80, a)-(6.80, c). 

Ecuaţia (6.91, a) defineşte o undă plană longitudinală, ( )t,xu , care se 
deplasează cu viteza (6.89). Ecuaţiile (6.91, b) şi (6.91, c) definesc două unde 
transversale ( )t,xv , ( )t,xw , care se deplasează cu viteza (6.90). 

Deformaţiile de volum se propagă deci prin unde longitudinale, iar 
componentele rotaţiilor – prin unde transversale. Deoarece SP cc > , în seismologie 
undele longitudinale se numesc primare (unde P), fiind primele înregistrate în 
cazul unui cutremur, având viteză de propagare mai mare. Undele transversale se 
numesc secundare (unde SH – în plan orizontal, unde SV – în plan vertical), având 
viteză de propagare mai mică, deci fiind înregistrate mai târziu. 

Într-un mediu infinit se pot propaga unde sferice, dacă perturbaţiile care le 
produc sunt simetrice faţă de un punct. Undele sferice sunt unde longitudinale şi se 
obţin sub forma 

  ( ) ( )tcrF
R

t,rF −= 1
1 ,  222 zyxr ++= , 

din ecuaţia (6.85) scrisă în cordonate sferice. 

  
a b 

Fig. 6.8 

O reprezentare simplificată a propagării undelor este prezentată în Fig. 6.8, 
a, pentru undele longitudinale şi în fig. 6.8, b pentru undele transversale SV. 
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Atunci când undele P şi S ajung la o interfaţă sub un unghi diferit de 090 , 
se produce o conversie a modurilor de propagare. Dacă o undă P întâlneşte o 
interfaţă, pot rezulta patru moduri de propagare: unde P reflectate şi transmise, 
unde SV reflectate şi transmise. Similar, atunci când o undă SV întâlneşte o 
interfaţă, aceleaşi patru moduri se produc în proporţii diferite. Studiul reflecţiei şi 
refracţiei undelor depăşeşte cadrul acestui curs. 

6.4.3  Unde Rayleigh 

În cazul unui mediu omogen infinit, formele undelor care se pot propaga 
sunt determinate de excitaţie şi de condiţiile iniţiale, astfel încât deplasările la 
infinit să rămână finite şi, în plus, să fie satisfăcută condiţia de radiaţie. 

Dacă spaţiul este limitat de un plan, introducerea condiţiilor la limită pe 
suprafaţa respectivă permite punerea în evidenţă a unui tip particular de unde (J. 
W. Strutt, Lord Rayleigh, 1885) care se propagă numai în vecinătatea suprafeţei 
limită, denumite unde Rayleigh. 

 
Fig. 6.9 

Se consideră semispaţiul mărginit de planul xOy, cu axa z orientată spre 
interiorul mediului (fig. 6.9), aflat într-o stare plană de deformaţie, astfel încât  

   ( )t,z,xuu = , 0=v , ( )t,z,xww = .  (6.92) 

Ţinând seama că, pentru aceste condiţii, se obţine 
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ecuaţia de mişcare (6.80, b) este identic satisfăcută, iar ecuaţiile (6.80, a, c) devin 
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Suprafaţa semispaţiului este liberă, deci tensiunile zσ , zxτ , zyτ  sunt nule 
pentru 0=z : 
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Condiţia 0
0
=

=zzyτ  este identic satisfăcută, deoarece în toate punctele 

semispaţiului deformaţia 
y
w

zzy ∂
∂

+
∂
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=
vγ  este nulă. 

Ecuaţiile (6.93, a, b) împreună cu condiţiile (6.94, a, b) determină 
mişcările plane libere ale semispaţiului elastic. Se pune problema dacă punctele 
materiale pot executa mişcări vibratorii armonice de pulsaţie ω  în plane paralele 
cu xOz, care să se propage numai în lungul axei Ox, deci dacă deplasări de forma 

   ( ) ( ) ( )xkt RezUt,z,xu −= ωi ,   (6.95, a) 

   ( ) ( ) ( )xkt RezWt,z,xw −= ωi ,   (6.95, b) 

satisfac ecuaţiile obişnuite şi condiţiile la limită. 

Introducând funcţiile (6.95, a, b) în ecuaţiile (6.93, a, b) şi rezolvând 
sistemul de ecuaţii diferenţiale rezultat, liniar şi omogen în ( )zU  şi ( )zW , se obţine 

 ( ) ( )zskzskzqkzqk RRRR eCeCseCeCzU 4321 +++= −− ,  (6.96, a) 

 ( ) ( ) ( )zskzskzqkzqk RRRR eCeCeCeCqzW 4321 ii +−+−= −− , (6.96, b)   

unde q şi s sunt constante reale şi pozitive pentru ω  dat 

   
21

2

221

22

2
11 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

P

R

PR c
c

ck
q ω , 



6. UNDE ELASTICE   323

  
21

2

221

22

2
11 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

S

R

SR c
c

ck
s ω ,  PS

R
R cc

k
c <<=

ω . 

Pentru q sau s imaginar, ar rezulta componente ale deplasărilor u, w care se 
propagă şi în lungul axei z, ceea ce a fost exclus prin enunţul problemei.  

Deoarece pentru ∞→z  deplasările trebuie să rămână finite, rezultă 
042 == CC , funcţiile (6.96, a, b) devenind 

   ( ) zskzqk RR eCseCzU −− += 31 ,   (6.97, a) 

   ( ) ( )zskzqk RR eCeCqzW −− +−= 31i .  (6.97, b) 

Condiţiile la limită (6.94, a, b) sunt îndeplinite dacă funcţiile ( )zU  şi ( )zW  
satisfac ecuaţiile 

   ( ) ( ) ( ) ,UkWG R 00i02 =−′+ λλ   (6.98, a) 

   ( ) ( ) ,WkU R 00i0 =−′     (6.98, b) 

de unde rezultă pentru constantele 1C  şi 3C  sistemul liniar şi omogen 

   ( ) 021 31
2 =++ CsCs , 

   ( ) 012 3
2

1 =++ CsCq . 

Condiţia ca acest sistem să aibă soluţii nebanale (diferite de zero) se obţine 
prin anularea determinantului coeficienţilor 

   ( ) 041
22 =−+ qss ,    (6.99) 

de unde rezultă o ecuaţie pentru viteza de propagare 
R

R k
c ω

=  a undelor Rayleigh, 

unde Rk  este numărul de undă al undelor Rayleigh. 

Introducând notaţiile  
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ecuaţia (6.99) în necunoscuta p devine 

  ( ) ( ) ( ) 011616248 23 =−−−+−= εε ppppf ,  (6.100) 

formă cunoscută sub numele de ecuaţia vitezei de fază a undelor Rayleigh. 
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Dacă această ecuaţie admite o rădăcină reală pozitivă subunitară (care va 
da viteza de propagare Rc ), rezultă că mişcările (6.95, a, b) sunt posibile. Deoarece 
( ) ( ) 01160 <−−= εf  şi ( ) 011 >=f , există o rădăcină reală 10 << p  şi se poate 

demonstra că ea este unică în acest interval.  

Viteza de propagare a undelor Rayleigh este deci mai mică decât viteza de 
propagare a undelor transversale în acelaşi mediu SR cc < . Ea nu depinde de 
frecvenţa mişcării vibratorii, deci undele Rayleigh într-un mediu elastic omogen 
sunt nedispersive. În seismologie, datorită neomogenităţii solului, undele Rayleigh 
sunt dispersive, viteza lor crescând cu adâncimea. 

Deoarece amplitudinile (6.97, a, b) scad exponenţial cu adâncimea z, 
undele se numesc de suprafaţă. Cea mai mare parte a energiei lor se propagă 
printr-un strat limitat la suprafaţa semispaţiului, atfel că atenuarea lor în direcţia de 
propagare este mai lentă decât a undelor P sau S, care se propagă prin tot 
semispaţiul.  

S-a calculat că din totalul energiei transmise semispaţiului de o presiune 
oscilantă normală la suprafaţa 0=z , uniform distribuită pe o zonă circulară, 67% 
se propagă prin unde Rayleigh, 26% prin unde transversale şi 7% prin unde 
longitudinale. De asemenea, pe seismogramele înregistrate în timpul unui cutremur 
sau al unei explozii în pământ, amplitudinile maxime – deci efectele distructive 
maxime – corespund undelor Rayleigh. 

În general, ( ) SR c,...,c 950870= . În oţel skm3=Rc , skm253,cS = . 

Pentru sol se consideră de obicei G=λ , deci 
4
1

=ν . În acest caz 
3
1

=ε  şi 

ecuaţia (6.100) admite ca rădăcină reală, pozitivă, subunitară 
84530322 ,p =−= . Se obţine astfel 

SR c,c 91940= , 84750,q = , 39330,s = , 24 4681 C,C −= . (6.101) 

Amplitudinile (6.97, a, b) devin 

 ( ) ( )zk,zk, RR e,eCzU 3933084750
1 57730 −− −= ,   (6.102, a) 

 ( ) ( )zk,zk, RR e,eC,zW 3933084750
1 7321184750i −− −−= .  (6.102, b) 

În Fig. 6.10 s-a reprezentat, pentru 250,=ν , variaţia acestor amplitudini, 

raportate la valoarea de la suprafaţă, în funcţie de variabila adimensională 
R

z
Λ

, 

unde RR kπΛ 2=  este lungimea de undă Rayleigh (Richart, Hall & Woods, 1970). 
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Fig. 6.10 

Se constată că pentru 
R

R k
,,z 21119300 == Λ  amplitudinea ( )0zU  a mişcării 

pe direcţia x (orizontală) este nulă. Punctele din acest plan se mişcă doar pe direcţia 
z (verticală). Amplitudinea mişcărilor pe verticală este maximă pentru 

R,z Λ07600 = , scăzând apoi rapid. La Rz Λ=  aceasta este doar 0,19 din 
amplitudinea punctelor de la suprafaţă. 

Pentru un punct material, compunerea mişcărilor pe cele două direcţii x, z, 
conduce la o traiectorie eliptică. Astfel, dacă deplasările sunt date de părţile reale 
ale funcţiilor (6.95, a, b), pentru punctele de la suprafaţă se obţine ecuaţia 
parametrică a elipsei sub forma 

   ( ) ( )xktat,,xu R−= ωcos0 ,   (6.103, a) 

   ( ) ( )xkta,t,,xw R−−= ωsin46810 .  (6.103, b) 

În Fig. 6.11 este reprezentată traiectoria punctului material de coordonate 
( )00 == z,x , iar în Fig. 6.12 – evoluţia fenomenului la suprafaţa semispaţiului 
într-o semiperioadă.  

La suprafaţă particulele se deplasează pe orbite eliptice (sau circulare). Pe 
măsura îndepărtării de suprafaţă, particulele se deplasează pe orbite mai mici. La o 
anumită adâncime elipsele degenerează în linii drepte verticale (sau chiar puncte, 
denumite noduri). Sub această adâncime se inversează directivitatea mişcării în 
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lungul elipsei, după care apar regiuni în care alternează mişcarea eliptică cu 
nodurile sau traiectoriile verticale. 

 
 
 

 

 Fig. 6.11     Fig. 6.12 

Amplitudinea undelor Rayleigh descreşte după legea r1 , unde r este 
distanţa parcursă de undă de la focar. 

 
Fig. 6.13 

O reprezentare simplificată a propagării undelor Rayleigh este arătată în 
Fig. 6.13. Se remarcă asemănarea undelor Rayleigh cu undele de la suprafaţa 
oceanelor. 
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În cazul a două semispaţii din materiale diferite, despărţite de o interfaţă 
comună, în lungul interfeţei se propagă unde Stoneley. Acestea sunt tot unde 
nedispersive ca şi undele Rayleigh, dar pot exista doar pentru anumite domenii de 
variaţie a proprietăţilor celor două materiale în contact. 

6.4.4  Unde Love 

În cazul undelor Rayleigh, componentele orizontale u ale deplasărilor 
punctelor materiale sunt pe direcţia de propagare x a undei, deci sunt deplasări 
longitudinale. Deplasările orizontale transversale v  (pe direcţia y, perpendiculară 
pe x) sunt nule. 

Totuşi, în măsurările seismice s-a constatat existenţa unor deplasări 
orizontale transversale ( )tz,x,v  independente de y, care se propagă de asemenea în 
direcţia x. Apariţia acestor unde de tip SH a fost explicată de A. E. G. Love (1911). 
El a arătat că existenţa lor este datorată structurii neomogene din punct de vedere 
mecanic a scoarţei pământului, schematizată de el printr-un semispaţiu 2, acoperit 
cu un strat superficial 1, de grosime H (Fig. 6.14). 

 
Fig. 6.14 

Luând sistemul de axe cu originea în planul de separaţie al celor două 
medii, notând cu x direcţia de propagare şi cu z axa verticală, deplasarea armonică 
propagată printr-o undă Love are componentele 

  ( ) ( ) ( )xkt LezVt,z,x += ωiv , 0≡u , 0≡w .  (6.104) 

De notat că în continuare se lucrează cu semnul plus în paranteza 
exponentului soluţiei (6.104), deci cu unde Love regresive. 

Ecuaţiile de mişcare (6.80, a, c) sunt identic satisfăcute, iar ecuaţia (6.80, 
b) devine 

    1
2

2

22

2

2

2

tczx S ∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂ vvv .   (6.105) 
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Condiţiile la limită se pun pe suprafaţa liberă Hz −= , pe care 

  0≡= zxz τσ , 01 =
∂
∂

==
−= Hz

zyzy z
GG vγτ   (6.106) 

şi pe suprafaţa de separaţie, pe care deplasările şi tensiunile sunt continue 

  0=z ,  ( ) ( )
21 zyzy ττ = ,   (6.107) 

 ( ) ( )t,,xt,,x 00 21 vv = . 

Introducând funcţia ( )t,z,xv  în ecuaţia (6.105), se obţine 
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ω , 

de unde rezultă 

   ( ) zskzsk LL eCeCzV −+= ,   (6.108) 

unde 

  
21

2

221
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2
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⎛
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s ω ,  

L
L k

c ω
= . 

Parametrul s poate fi real sau imaginar, după cum SL cc < , respectiv 

SL cc > . 

Particularizând în funcţia (6.108) constantele elastice ale mediilor, se obţin 
amplitudinile deplasărilor ( )zV1  în mediul 1 şi ( )zV2  în mediul 2 

  ( ) zskzsk LL eCeCzV 11
111

−+= ,  0≤z ,  (6.109, a) 

  ( ) zskzsk LL eCeCzV 22
222

−+= ,  0≥z .  (6.109, b) 

Deoarece amplitudinea ( )zV2  trebuie să rămână limitată când ∞→z , 
rezultă 02 =C . Condiţiile (6.106), (6.107) impuse funcţiilor (6.109, a, b) conduc la 
sistemul algebric omogen cu necunoscutele 1C , 1C , 2C : 

   011
11 =−− HskHsk LL eCeC ,   (6.110, a) 

   ( ) 2221111 CsGCCsG −=− ,   (6.110, b) 

   211 CCC =+ ,     (6.110, c) 
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Anulând determinantul coeficienţilor se obţine ecuaţia 
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sGHskL −= ,    (6.111) 

în care 

  
21

2

2

1
1

1
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−=

S

L

c
cs , 

21

2

2

2
2

1
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−=

S

L

c
cs .  (6.112) 

Pentru ca în partea infinită 2 a semispaţiului undele să se propage numai în 
direcţia x, este necesar ca 2s  să fie real, deci 

2SL cc < . În aceste condiţii, ecuaţia 
(6.111) are rădăcini reale (deci viteze reale de propagare, Lc , ale undelor Love) 
dacă 

1SL cc > , de unde rezultă că 1s  este imaginar 
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Deoarece, în general, αα itgiith = , ecuaţia (6.111) devine 

    ( ) 01tg11
21

2

2
21

2

2

1

21

2

2

2
112

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−=

S

L
L

S

L

S

L
L c

cHk
c
cG

c
cGcf , (6.114) 

cu condiţia 

   
21 SLS ccc << .     (6.115) 

Se verifică uşor că există o valoare a vitezei Lc  care satisface condiţia 
(6.115) şi ecuaţia (6.114), deoarece ( ) 0

1
>Scf  şi ( ) 0

2
<Scf . Această valoare este 

funcţie de numărul de undă Lk , deci undele Love sunt dispersive. 

Viteza undelor Love este mai mare decât viteza undelor Rayleigh 

   LR cc < . 

Pentru Lc  determinat din ecuaţia (6.114), constantele 1C , 1C , 2C  rezultă 
din sistemul (6.110), astfel că undele Love regresive în stratul superficial 1 sunt 
date de deplasarea 

  ( ) ( )[ ] ( )xktzHrkzrk LLL eeeCt,z,x ++−+= ωi2ii
11v . (6.116) 

Funcţia 

   ( ) ( )zrkxkt LLet,z,xf ++= ωi
1    (6.117) 
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reprezintă o undă plană care se propagă cu viteza 
1

1
S

S k
c ω

=  pe direcţia normală la 

planul .constzrx =−  

Într-adevăr, argumentul ϕ  al undei (6.117) se poate pune sub forma 
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în care 
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deci este îndeplinită condiţia (6.87) ca funcţia (6.117) să satisfacă ecuaţia undelor 
(6.85). 

Funcţia 
   ( ) ( )[ ]zHrkxkt LLet,z,xf +−+= 2i

2
ω   (6.118) 

reprezintă o undă plană care se propagă cu viteza 
1Sc  pe o direcţie normală la 

planul .constzrx =− , defazată faţă de unda ( )t,z,xf1 . 

Astfel, deplasarea 1v  este dată de suprapunerea a două unde cu direcţii de 
propagare înclinate faţă de axa x, unda 1f  fiind incidentă pe planul de separaţie şi 
unda 2f  - reflectată. 

Considerând deplasările punctelor materiale date de partea reală a funcţiei 
complexe (6.116), se obţine 

  ( ) ( ) [ ]HrkxktHzrkCe LLL −++=ℜ ωcoscos21v . (6.119) 

Amplitudinile 
10V , variabile cu z,  

   ( )HzrkCV L += cos2
10  

se anulează pentru valorile z care satisfac condiţia 

  ( ) ( )
2

12 π
+=+ nHzrkL , 0≤<− zH ,  (6.120) 

deci sunt dispuse în plane paralele cu suprafaţa liberă şi sunt maxime pentru 
Hz −= , adică pe suprafaţa liberă. Undele Love sunt unde transversale polarizate 

orizontal (unde SH). 
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În Fig. 6.15 s-a reprezentat o undă Love regresivă în stratul 1, în două 
poziţii la interval de timp de 4T  ( )ωπ2=T . 

 
Fig. 6.15 

S-a arătat (R. Jones, 1958) că pentru 3
1

2 ≥
G
G  soluţiile ecuaţiei (6.114) sunt 

aproximativ cele corespunzătoare cazului ∞→
1

2
G
G , când ecuaţia devine 
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deci pentru 

   
2

1
21

2

2

1

π
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

S

L
L c

cHk .    (6.121) 

Înlocuind în (6.121) pe 
L

L c
fk π2

= , unde f este frecvenţa vibraţiilor 

propagate, rezultă 
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   2222
1

11
16

11

SL cfHc
+−= ,    (6.122) 

deci 2
1

Lc
 depinde liniar de 2

1
f

 (Fig. 6.16). 

 
Fig. 6.16 

Panta dreptei care reprezintă relaţia (6.122) este o mărime pe baza căreia 
poate fi determinată grosimea H a stratului superficial 1. 

 
Fig. 6.17 

O reprezentare simplificată a propagării undelor Love progresive este 
arătată în Fig. 6.17. 



6. UNDE ELASTICE   333

6.5  Unde ghidate în plăci 

Într-un mediu elastic infinit se propagă doar două tipuri de unde 
nedispersive, undele longitudinale (de compresiune) şi undele transversale (de 
forfecare). Într-o placă se propagă două familii infinite de unde Lamb, ale căror 
viteze depind de raportul între lungimea de undă şi grosimea plăcii (H. Lamb, 
1917), precum şi unde Love.  

Undele ghidate sunt folosite în încercări nedistructive. Un semnal de scurtă 
durată conţine o bandă finită de frecvenţe. Componentele de joasă frecvenţă se 
propagă cu viteze diferite faţă de cele cu frecvenţe înalte, rezultând o dispersie a 
pachetului de unde. Forma semnalului se modifică pe măsura propagării, în spaţiu 
şi în timp, deci este importantă relaţia viteză-frecvenţă, reprezentată sub forma 
curbelor de dispersie. Dispersia nu este determinată de proprietăţile materialului în 
care se propagă undele, ci de condiţiile la limită impuse de structura ghidului de 
unde. 

6.5.1  Unde Lamb în plăci 

Se consideră o placă omogenă de grosime h pe direcţia z, având dimensiuni 
infinite pe direcţiile x şi y. Pornind de la ecuaţiile de mişcare în trei dimensiuni, se 
caută soluţii armonice de forma (6.95), (6.96), în care kkR = . Ele reprezintă unde 
sinusoidale care se propagă în direcţia x, cu lungimea de undă kπ2  şi frecvenţa 

πω 2 . Nu există deplasări în direcţia y.  

La suprafeţele libere ale plăcii, tensiunile zσ  şi zxτ  sunt nule, deci 

condiţiile la limită (6.94) sunt valabile la 
2
hz ±= . Cele patru condiţii conduc la un 

sistem liniar, omogen în constantele 1C ,…, 4C . Anulând determinantul 
coeficienţilor, rezultă două ecuaţii caracteristice, cunoscute ca ecuaţiile de 
dispersie ale undelor Lamb. 

Cu notaţiile specifice undelor Lamb  
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unde numărul de undă 

    
fc

k ω
= ,    (6.124) 
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iar fc  este viteza de fază a undelor Lamb în placă, se obţine, pentru modurile 
simetrice faţă de planul median al plăcii  

  ( ) ( ) 0
2

tg4
2

tg 222 =+−
hkhk ββααβ ,  (6.125, a) 

iar pentru modurile antisimetrice faţă de planul median al plăcii  

  ( ) ( ) 0
2

cotg4
2

cotg 222 =+−
hkhk ββααβ .  (6.125, b) 

 
Fig. 6.18 
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Ecuaţiile (6.125) sunt relaţii implicite între viteza de fază fc  a undelor 
Lamb (viteza crestelor undelor) şi produsul frecvenţă× grosimea plăcii, hf . 

În fig. 6.18 se prezintă curbele de dispersie ale undelor Lamb pentru o 
placă din oţel (Lowe, 2002). Aceste curbe pot reprezenta modurile de propagare fie 
într-o placă de mm1  grosime în domeniul de frecvenţe până la MHz10 , fie într-o 
placă de mm2  grosime, la frecvenţe până la MHz5 . Modurile ‘s’ sunt simetrice 
iar modurile ‘a’ sunt antisimetrice faţă de planul median al plăcii. Prin ,..,, 210  se 
arată indicele modului de propagare respectiv.  

Modurile fundamentale, 0s  şi 0a , sunt cele mai utilizate în încercări 
nedistructive, fiind relativ distanţate între ele la frecvenţe joase. Ele există la toate 
frecvenţele şi în majoritatea aplicaţiilor practice transportă mai multă energie decât 
modurile de ordin superior. Formele acestor moduri sunt reprezentate în fig. 6.18. 
Orbita eliptică a punctelor materiale are semiaxa mare în planul plăcii - la modul 
simetric, respectiv perpendiculară pe planul plăcii - la modul antisimetric. 

La creşterea frecvenţei, vitezele ambelor moduri variază, tinzând 
asimptotic la frecvenţe înalte spre viteza undelor Rayleigh. La aceste frecvenţe, 
formele modurilor de undă arată că mişcarea are loc tot mai mult doar în 
vecinătatea suprafeţelor plăcii. La limită, în lungul ambelor suprafeţe se propagă 
unde Rayleigh. În cazul modului 0s , cele două unde Rayleigh sunt în fază; în cazul 
modului 0a , ele sunt în antifază. În toate modurile Lamb, mişcarea particulelor are 
loc în planul definit de normala la suprafaţa plăcii şi direcţia de propagare. 

 

     Fig. 6.19 
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O formă diferită a curbelor de dispersie a undelor Lamb este prezentată în 
fig. 6.19, unde s-a înlocuit viteza de fază prin numărul de undă (înmulţit cu 
grosimea plăcii). 

Curbele vitezei de fază prezintă viteza crestelor undelor, dar aceasta nu 
este, de fapt, viteza de deplasare a unui impuls sau unui pachet de unde de scurtă 
durată. Un pachet de unde se deplasează cu viteza de grup, egală cu derivata 
pulsaţiei în raport cu numărul de undă (6.30)  

    
k

cg d
dω

= ,    (6.126) 

sau, în funcţie de viteza de fază, 

    
f

f
ffg

c
cc

Λ
Λ

∂

∂
−= ,   (6.127) 

unde kf πΛ 2=  este lungimea de undă. 

Aşa cum s-a arătat anterior, dacă semnalul corespunzător unui pachet de 
unde este o undă sinusoidală modulată în amplitudine de o înfăşurătoare, atunci 
unda modulantă se propagă cu viteza de grup în timp ce crestele undei sinusoidale 
în interiorul înfăşurătorii se deplasează cu viteza de fază pentru frecvenţa 
respectivă. 

 
Fig. 6.20 

Viteza de grup oferă deci informaţii asupra timpilor de propagare a 
pachetelor de undă pe distanţe mari, utile în controlul nedistructiv. Figura 6.20 
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prezintă curbele de dispersie ale vitezei de grup a undelor Lamb pentru o placă din 
oţel. Calculul acestora se poate face pe baza curbelor de dispersie a vitezei de fază 
(fig. 6.18) utilizând relaţia 
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11

f

ffg
c

ccc ,  (6.128) 

în care hf=ξ ,  f  este frecvenţa undei şi h este grosimea plăcii. 

6.5.2  Unde Love în plăci 

Într-o placă orizontală infinită, în afara modurilor Lamb se pot propaga şi 
moduri de undă transversale orizontale, de tip Love. În acest caz, mişcarea 
punctelor materiale are loc perpendicular pe direcţia de propagare şi paralel cu 
suprafaţa plăcii. 

 
Fig. 6.21 
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În fig. 6.21 se arată curbele de dispersie ale modurilor Love calculate 
pentru o placă din oţel (Lowe, 2002), precum şi formele modale ale deplasărilor 
pentru primele două moduri. 

În modul fundamental 0SH , deplasarea nu variază pe grosimea plăcii, ci 
numai în direcţia de propagare. Ca urmare, viteza de propagare este egală cu viteza 
constantă a undelor transversale în trei dimensiuni, Sc . 

În modul 1SH , variaţia deplasării pe grosimea plăcii are forma unei semi-
sinusoide. Placa este deformată antisimetric, cu deplasări pozitive pe o suprafaţă şi 
negative pe cealaltă. Deplasările în modurile de ordin superior au legi de variaţie pe 
grosimea plăcii cu număr crescător de semiunde. 

Trebuie notat că formele modale pentru fiecare mod SH sunt identice în 
orice punct de pe curba de dispersie, spre deosebire de majoritatea undelor ghidate, 
la care forma modală variază considerabil în lungul curbei de dispersie. 
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