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Prefata

Lucrarea se bazeaza pe cursurile de Vibratii mecanice predate la
Universitatea Politehnica Bucuresti, la facultatea .M.S.T. (1972-2006), la cursul
postuniversitar de Vibratii organizat in cadrul Catedrei de Rezistenta materialelor
(1985-1990), la Facultatea de Inginerie in Limbi Strdine, Filiera Engleza (1993-
2007) si la un curs de masterat de la Facultatea de Inginerie Mecanica si
Mecatronica.

Vibratiile mecanice au fost introduse in planul de invatamant al facultatilor
cu profil mecanic ca un curs de sine stitator in 1974. Pentru a sustine cursul, am
publicat, sub conducerea profesorului Gh. Buzdugan, monografia Vibratiile
sistemelor mecanice la Editura Academiei in 1975, urmatd de doud editii ale
manualului Vibratii mecanice la Editura didacticd si pedagogica in 1979 si 1982. In
1984 am publicat Vibration Measurement la Martinus Nijhoff Publ., Dordrecht,
reprezentdnd versiunea revizuitd in limba englezd a monografiei ce a aparut in
1979 la Editura Academiei.

Dupa cum reiese din Cuprins, cursul este orientat spre aplicatii ingineresti,
fiind limitat la ceea ce se poate preda in 28 ore. Materialul prezentat contine
exercitii rezolvate care sustin seminarul, in cadrul ciruia se utilizeaza programe cu
elemente finite elaborate de autor si se prezinta lucrari demonstrative de laborator,
fiind utile si la rezolvarea temelor de casd. Cursul urmareste a) descrierea
fenomenelor vibratorii intalnite in practica inginereascd; b) modelarea sistemelor
vibratoare si analiza acestora cu metoda elementelor finite; si c¢) Inarmarea
studentilor cu baza fizicd necesard in modelarea analitica i numerica a structurilor
in vibratie si a masinilor, pentru elaborarea solutiilor ingineresti ale problemelor de
vibratii.

In volumul al doilea se vor prezenta vibratiile autointretinute, metode de
calcul pentru probleme de valori proprii de ordin mare, estimarea pametrilor
sistemelor vibratoare pe baza analizei functiilor raspunsului in frecventd, analiza
modala experimentald si Tncercarile la vibratii. Nu se trateaza dinamica sistemelor
rotor-lagare si vibratiile discurilor si paletelor, acestea fiind studiate in cadrul
cursului de Dinamica masinilor.

Decembrie 2008 Mircea Rades
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1.
MODELAREA SISTEMELOR VIBRATOARE

Vibratiile sunt fenomene dinamice intdlnite in activitatea curentd, de la
bataile inimii, alergatul si mersul pe jos, leganatul copacilor in bataia vantului si
trepidatiile cladirilor la cutremure, la vibratiile instrumentelor muzicale, ale
perforatoarelor pneumatice §i benzilor transportoare oscilante.

De cele mai multe ori “vibratii” sunt denumite miscérile nedorite care
produc zgomote sau solicitiri mecanice relativ mari. In acest caz intereseaza in
special efectul vibratiilor asupra omului, masinilor si cladirilor. Modelarea
fenomenelor vibratorii implicd definirea structurii §i parametrilor corpurilor in
vibratie, a functiilor care descriu excitatia si a nivelelor raspunsului dinamic.

Acest capitol introductiv cuprinde definitii si clasificari, necesare pentru o
imagine generald a principalelor notiuni utilizate in studiul vibratiilor.

1.1 Vibratii si oscilatii

Conform “Dictionarului explicativ al limbii romdne” (DEX-1998),
vibratia este o “miscare periodicd a unui corp sau a particulelor unui mediu,
efectuatd in jurul unei pozitii de echilibru”. Oscilatia este “variatia periodicd in
timp a valorilor unei marimi care caracterizeazd un sistem fizic, insotitd de o
transformare a energiei dintr-o forma 1n alta”.

Oscilatiile — de naturd mecanica, termicd, electromagnetica etc. — sunt
fenomene dinamice caracterizate prin variatia in timp a unei mdrimi de stare a
sistemului, de obicei in vecinatatea valorii corespunzatoare unei stari de echilibru.

Vibratiile sunt oscilatii ale sistemelor elastice, adica miscari ale sistemelor
mecanice datorite unei forte de readucere elastice. Astfel o bara elastica sau o
coarda vibreaza, in timp ce un pendul oscileaza.

Toate corpurile care au masa si elasticitate pot vibra. Un sistem vibrator
are atit energie cinetica, Tnmagazinatd in masa In miscare, cat si energie
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potentiald, inmagazinatad in elementul elastic ca energie de deformatie. In timpul
vibratiilor, are loc o transformare ciclica a energiei potentiale in energie cinetica si
invers.

Intr-un sistem conservativ, in care nu existd disipare de energie, energia
mecanici totali este constanti. In pozitia de amplitudine maxima a deplasarii,
viteza instantanee este zero, sistemul are numai energie potentiald. In pozitia de
echilibru static, energia de deformatie este nuld iar sistemul are numai energie
cineticd. Energia cineticd maxima este egald cu energia de deformatie maxima.
Egaland cele doua energii se poate calcula frecventa proprie fundamentald de
vibratie. Acesta este principiul metodei lui Rayleigh.

Sistemele vibratoare sunt supuse amortizarii datoritd pierderii de enegie
prin disipare sau radiatie. Amortizarea produce descresterea amplitudinii vibratiilor
libere, defazajul intre excitatie si raspuns, precum si limitarea amplitudinii
raspunsului fortat al sistemelor vibratoare.

1.2 Sisteme discrete si sisteme continue

Numarul gradelor de libertate ale unui sistem vibrator este egal cu
numarul coordonatelor independente necesare pentru a defini complet configuratia
instantanee a sistemului.

Rezultd cd pentru a defini miscarea tuturor particulelor unui sistem,
numarul gradelor de libertate ar trebui sa fie infinit. Totusi, In probleme practice, se
utilizeaza sisteme similare din punct de vedere dinamic, cu numar redus de grade
de libertate.

Criteriile prin care se stabileste numarul gradelor de libertate ale unui
sistem se bazeaza pe considerente practice. Astfel, unele dintre miscarile posibile
ale sistemului pot fi atdt de mici incat sa nu prezinte interes. Grupuri de particule
cu miscari practic similare pot fi considerate corpuri rigide, ceea ce permite
reducerea numarului coordonatelor necesare pentru descrierea migcarii. Domeniul
frecventelor fortelor excitatoare poate fi atdt de ingust incdt numai una sau cateva
dintre frecventele proprii pot da nastere la rezonante.

Aceste consideratii conduc la conceptul de mase concentrate care sunt
corpuri rigide conectate prin elemente elastice cu masa neglijabild. Miscarile
descrise de astfel de sisteme discrete sau cu parametri concentrati sunt adesea
aproximari suficient de bune ale vibratiilor reale pentru a satisface cerintele
practice, oferind date utile proiectarii si valori privind limitele admisibile ale
vibratiilor.

Atunci cand elementele deformabile au mase distribuite comparabile cu
masele componentelor modelate prin corpuri rigide, aproximarea se poate
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imbunatati tindnd cont de masa elementelor elastice. Deobicei masa proprie este
concentratd Intr-un numar arbitrar de puncte, in functie de gradul de aproximare
dorit.

Exista insd multe elemente de masini si structuri cu forma atat de simpla
incat pot fi considerate sisteme cu numar infinit de grade de libertate. Astfel de
sisteme continue sau cu parametri distribuiti pot fi modelate ca bare, fire, placi,
membrane, invelisuri sau combinatii ale acestora.

In aplicatiile ingineresti, structurile cu forma complicata sunt inlocuite prin
modele matematice discrete. O metoda eficientd de discretizare este metoda
elementelor finite. Sistemul cu numar infinit de grade libertate este inlocuit cu un
sistem discret care are aceeasi comportare dinamicad. Structura reald este divizata
(ipotetic) in subdomenii bine definite (elemente finite) care sunt atat de mici incat
forma functiei cdmpului de deplasari poate fi aproximata destul de precis, urmand
sd se determine doar marimea acesteia. Elementele individuale sunt apoi asamblate
astfel incat deplasarile lor sunt compatibile la nodurile elementelor si in cateva
puncte la interfata lor, tensiunile interne sunt in echilibru cu fortele aplicate reduse
la noduri, si conditiile la limita sunt satisfacute. Erorile de modelare includ alegerea
unui tip neadecvat de element, functii de forma incorecte, reazeme nepotrivite si o
retea de discretizare grosiera.

1.3 Sisteme cu un grad de libertate

Un numadr surprinzitor de mare de probleme de vibratii care apar in
practica inginereasca pot fi rezolvate cu o precizie acceptabild modeland sistemul
real ca un corp rigid rezemat elastic, a carui migcare poate fi descrisd de o singura
coordonata.

Cel mai simplu sistem vibrator constd din corpul a carui miscare este
studiatd si mediul inconjurdtor, fatd de care se masoard miscarea. Analiza acestui
sistem simplificat parcurge patru etape. In prima ctapi se stabileste partea
sistemului care reprezintd corpul rigid si cea care reprezintd elementele
deformabile. In etapa a doua se calculeazi parametrii dinamici ai corpului rigid si
ai elementelor elastice. In etapa a treia se scriu ecuatiile de miscare ale sistemului
echivalent. Etapa a patra consta din rezolvarea ecuatiilor de miscare in conditiile
date pentru vibratii libere sau fortate. In ultimele doua etape se pot utiliza metode
diferite, bazate pe expresiile energiilor cinetica si potentiala ale sistemului.

Primele doud etape implicd discernamant si experienta, care se dobandesc
in practica, in procesul alegerii sistemelor echivalente, definirii miscarii acestora si
compararii predictiilor cu rezultatele masurarilor pe sistemele reale. Verificarea si
validarea modelelor pot impune reactualizarea parametrilor sistemului sau chiar a
structurii modelului. Adecvarea solutiei depinde in mare masura de priceperea cu
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care se aleg ipotezele simplificatoare de baza. Optiunea principald este intre un
model liniar si un model neliniar. Alegerea tipului amortizarii poate fi o sursa de
erori, deoarece amortizarea nu poate fi calculata la fel ca masa si rigiditatea.

Ultimele doud etape constau din aplicarea unor proceduri stabilite de
matematicieni. Activitatea inginereasca propriu-zisa se limiteaza la primele doua
etape, 1n timp ce ultimele doud etape pot fi considerate ca aplicari directe ale unor
retete de calcul.

In capitolul 2 se studiaza sisteme cu un grad de libertate. Sistemele discrete
sunt analizate 1n capitolele 3 si 4. Capitolul 5 este dedicat vibratiilor barelor iar
capitolul 6 este o introducere in studiul propagérii undelor in bare si medii elastice
infinite.

1.4 Miscari vibratorii

In functie de cauza care produce sau sustine miscarea vibratorie, se pot
distinge: a) vibratii libere, produse de un impact sau o deplasare initiala; b) vibratii
fortate, produse de forte exterioare sau excitatii cinematice; c) vibratii parametrice
— datorite variatiei, produse de o cauza externd, a unui parametru al sistemului; si
d) vibratii autoexcitate — produse de un mecanism inerent in sistem, prin conversia
unei energii obtinute de la o sursa de energie constanta in timp.

Un sistem elastic scos din pozitia de echilibru stabil, apoi lésat liber,
efectueazi vibratii libere. In prezenta unor forte de frecare, energia mecanici este
disipata, iar vibratia este amortizata dupa un numar oarecare de cicluri. Frecventele
vibratiilor libere depind de masa, rigiditatea §i amortizarea din sistem, fiind
independente de conditiile initiale ale migcarii sau de forte exterioare sistemului.
De aceea se numesc frecvente proprii sau frecvente naturale de vibratie. Inversele
acestora se numesc perioade proprii de vibratie. Pentru un anumit sistem, ele au
valori constante bine definite. Cand toate particulele unui corp vibreaza intr-o
migcare armonica sincrond, deformata dinamica este definita de o forma proprie de
vibratie.

Vibratiile fortate (intretinute) sunt produse de forte perturbatoare care
existd independent de miscare. In general, sarcinile exterioare sau deplasarile sunt
aplicate dinamic, deci sunt variabile 1n timp. Astfel de excitatii implica un transfer
de energie de la sursa perturbatoare periodica la sistem. Dacd transferul are loc
periodic, constant pe fiecare ciclu, vibratia fortatd este stationard, de amplitudine
constantd. Dacd transferul se face neuniform, vibratia are caracter tranzitoriu,
amplitudinea variind pana la stabilirea unui regimn stationar sau pana la
amortizarea completa.

Aplicarea bruscd a unei perturbatii produce socuri sau impacturi. Socu/ este
o perturbatie prin care se transmite sistemului energie cinetica Intr-un interval de



1. MODELAREA SISTELOR VIBRATOARE 5

timp scurt Tnh comparatie cu perioada sa proprie de oscilatie. Raspunsul la un soc
este deci, din momentul incetdrii actiunii, o vibratie liberd. Excitatia tranzitorie
este o perturbatie care dureazd mai multe perioade de vibratie proprie ale
sistemului.

Vibratiile periodice si cele tranzitorii sunt fenomene deterministe, pentru
care se pot stabili functii de timp care si defineascda in orice moment valoarea
instantanee a deplasarii. In multe aplicatii practice se intilnesc vibratii aleatoare,
cu caracter nedeterminist, la care valorile instantanee ale marimilor care definesc
migcarea nu mai sunt predictibile. Se recurge la calculul probabilitatilor si se
lucreaza cu marimi statistice sau valori medii, care in cazul proceselor stationare,
ergodice si cu distributie gaussiand devin predictibile.

In general, cand asupra unui sistem liniar si cu parametri invariabili in timp
se aplica o perturbatie oarecare, miscarea rezultanta este suma a doud componente
distincte: vibratia fortata, descrisa de o functie asemanatoare functiei excitatiei si
vibratia proprie, dependentd doar de caracteristicile dinamice ale sistemului, a
carei functie de timp este de obicei o combinatie intre o sinusoidd si o
exponentiala.

In cazul unei perturbatii armonice sau aleatoare stationare, vibratia proprie
se amortizeaza imediat dupa inceputul miscarii, rdimanand doar vibratia fortata,
care 1n anumite conditii poate produce rezonanta.

Daca un sistem este actionat de o fortd exterioard periodicd, a carei
frecventa este egala cu (sau apropiatad de) una din frecventele proprii ale sistemului,
vibratia produsa are amplitudini relativ mari chiar pentru amplitudini relativ mici
ale fortei perturbatoare. Se spune ca sistemul este Intr-o stare de rezonantd. Un
exemplu este leaganul Tmpins la anumite intervale. Alte exemple includ vibratiile
sistemelor cu roti dintate la frecventa de angrenare, vibratiile torsionale ale
arborilor motoarelor cu ardere internd la frecventa aprinderilor din cilindri,
vibratiile rulmentilor la frecventa trecerii bilelor peste un defect, etc.

Rezonanta ia nastere la frecventele la care suma celor doud energii
“reactive” recuperabile — potentiald si cineticd — este nuld, iar energia transmisa
sistemului este egald cu energia disipatd prin freciri. Fenomenul apare cand
spectrul de frecvente al excitatiei acoperd un domeniu ce cuprinde frecventele
proprii ale sistemului.

La rezonanta o fortd de amplitudine constanta produce un raspuns maxim,
sau, pentru a mentine un raspuns de amplitudine constanta, este necesara o forta
minima.

Rezonanta Inseamna amplitudini mari ale miscérii In anumite puncte sau
parti ale sistemului in vibratie, insotite de solicitari i tensiuni mari sau miscari
relative considerabile, care pot duce la ruperi prin oboseald, functionare
necorespunzatoare, uzura, trepidatii, deci zgomot — cu actiune nociva aspra omului.
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O rezonanta este definitd de o frecventa, un nivel al rdspunsului dinamic si
o latime a curbei de raspuns in frecventd. Evitarea regimurilor periculoase de
vibratii din vecinatatea rezonantelor se poate face prin: a) modificarea frecventelor
excitatoare; b) modificarea masei sau rigiditatii sistemului vibrator, pentru variatia
frecventelor proprii; c) cresterea sau addugarea amortizarii, i d) atasarea unui
absorbitor dinamic de vibratii.

Daca miscarea are loc in prezenta unei surse de energie, pot apare
autovibratii (vibratii autoexcitate). Miscarea este Intretinutd de o fortd periodica,
creatd sau determinatd de miscarea insdsi, desi energia este furnizatd in mod
uniform de sursa exterioard. Cand miscarea se opreste, forta periodica dispare.
Exemple cunoscute sunt vibratiile corzii de vioarda produse de arcus, “scartaitul”
cretei pe tabla sau al balamalei unei usi, “tiuitul” masinilor unelte cand sculele sunt
ascutite necorespunzator, “fluieratul” tramvaiului la curbe, vibratiile liniilor
electrice aeriene produse de vant, etc.

In timpul vibratiilor la rezonantd si al celor autoexcitate, sistemul vibreaza
la o frecventa proprie. In primul caz vibratiile sunt fortate, deci au loc la frecventa
excitatoare (sau multipli intregi ai acesteia, in cazul sistemelor neliniare). In al
doilea caz, frecventa este independenta de orice stimul exterior.

Vibratiile parametrice sunt produse de variatia unui parametru dinamic al
sistemului, rigiditatea sau inertia. Exemple sunt vibratiile transversale ale
rotoarelor de sectiune necirculara, pendulelor de lungime variabild, sistemelor
torsionale cu roti dintate, etc.

1.5 Amortizarea vibratiilor

Amortizarea reprezintd disiparea energiei mecanice dintr-un sistem,
deobicei prin transformare in energie termicd. Pierderea energiei prin radiatie,
uneori definitd ca amortizare geometricd, nu este tratatd in aceasta lucrare.

Mecanismele de amortizare frecvent utilizate sunt: a) frecarea uscata
(coulombiand), in care amplitudinea fortei de amortizare este independentd de
viteza, b) amortizarea vascoasa liniard, la care forta este proportionala cu viteza, c)
amortizarea vascoasd proportionald cu o putere a vitezei, si d) amortizarea
structurald (histeretica, internd) in care forta este proportionald cu deplasarea.
Amortizarea ereditara si cea dintre piesele cu jocuri sunt alte modele posibile.

Amortizarea coulombiana sau amortizarea prin frecare uscatd este un
mecanism de amortizare neliniara, produs de forte de frecare care se opun miscarii.
Forta de amortizare coulombiana are amplitudine constanta, fiind independenta de
viteza, odata ce s-a depasit forta de frecare statica initiala. Energia disipatd intr-un
ciclu de vibratie armonicd este proportionald cu amplitudinea deplasarii si
independenta de pulsatie.
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Amortizarea vdscoasa liniara este produsd de frecarea relativd a
moleculelor unui fluid vascos, care produce forte proportionale si de sens contrar
vitezei unui obiect care se misca in fluid. Energia disipata intr-un ciclu de vibratie
armonica este proportionala cu frecventa si cu patratul amplitudinii deplasarii. Este
cel mai simplu model de amortizare, frecvent utilizat datoritd simplitatii
matematice, in special pentru modelarea amortizarii externe, produse de miscarea
in mediul ambiant.

Amortizoarele cu ulei din suspensia automobilelor si motocicletelor produc
forte proportionale cu o putere a vitezei relative. Amortizarea proportionald cu o
putere a vitezei este un mecanism neliniar, in care energia disipata Intr-un ciclu de
vibratie armonica depinde atat de pulsatie cat si de amplitudinea vibratiei.

S-a observat experimental ca la multe materiale folosite curent in practica
energia disipatd intr-un ciclu de vibratie armonica este proportionald cu patratul
amplitudinii deplasarii dar este independenta de pulsatie, deci modelul amortizarii
vascoase liniare nu descrie corect comportarea acestor materiale. Aceeasi
constatare priveste amortizarea produsd de miscarea relativi a elementelor
asamblate prin nituire sau cu suruburi.

Amortizarea structurald sau histeretica este mecanismul de frecare de
alunecare care descrie aceastd comportare. Forta de amortizare este proportionala
cu deplasarea relativa dar in faza cu viteza relativa. Acest model de frecare a fost
postulat si este strict valabil doar 1n cazul vibratiilor armonice. El nu reprezinta un
mecanism de disipare a energiei realizabil fizic, deoarece in cazul solicitarii in
regim tranzitoriu conduce la rezultate absurde. In acest caz, valoarea instantanee a
fortei de amortizare depinde nu numai de variatia in timp a deplasarii pana in
momentul aplicarii fortei, dar si dupa acest moment (sistem necauzal). Totusi, in
regim armonic §i pe domenii limitate de frecvente, modelul amortizarii structurale
da rezultate bune, confirmate experimental pe structuri aeronautice.

Natura fizicd a mecanismelor de amortizare este atit de diferitd, Incat
pentru descrierea lor s-au elaborat mai multe modele matematice, majoritatea fiind
neliniare, deci implicand dificultéti de calcul. S-a recurs la conceptul de amortizare
vdscoasd echivalenta, prin care forta de amortizare neliniard se inlocuieste cu o
forta vascoasa liniard, astfel Incat energia disipata pe ciclu de amortizorul neliniar
sa fie egald cu cea disipatd de un amortizor vascos echivalent, supus la o deplasare
relativa de aceeasi amplitudine.

Generalizand notiunea de amortizare echivalentd, calculul analitic al
vibratiilor mecanice este simplificat prin folosirea cu precadere a doud modele de
amortizare — vascoasi si structurald. Se egaleaza deci energia disipata intr-un ciclu
de vibratie prin toate mecanismele de amortizare, inclusiv cea datoritd radiatiei
(prin unde, in medii continue infinite), cu energia disipatd printr-un singur
mecanism, vascos sau histeretic, intr-un regim de vibratii cu aceeasi amplitudine.
Rezulta astfel fie un coeficient de amortizare vdscoasa echivalentd, fie un
coeficient de amortizare structurald echivalentd, marimi dependente in general de
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pulsatie si amplitudinea deplasdrii, cu care se lucreaza ca si cand ar fi constante,
urmand sd se determine experimental domeniile in care aceastd ipoteza este
valabila.



2.
SISTEME CU UN GRAD DE LIBERTATE

Sistemele vibratoare au masa si elasticitate. Cel mai simplu sistem vibrator
constd dintr-o masa atasatd de un arc liniar. Cand miscarea poate fi descrisa de o
singurd coordonata, sistemul are un singur grad de libertate. Utilizand acest model
simplu, se pot introduce concepte de baza ca frecventa proprie, rezonanta, bataile si
antirezonanta. In timpul vibratiilor, energia mecanica se disipeaza prin amortizare.
Aceasta limiteaza amplitudinea miscarii la rezonantd, descreste amplitudinea
vibratiilor libere, si introduce defazaje intre raspuns si excitatie. Masurarea
amortizarii este importantd deoarece ea nu poate fi calculatd ca celelalte doua
proprietati, masa si rigiditatea.

2.1 Vibratii libere neamortizate

Vibratia liberd a unui sistem masd-arc, care are loc In absenta oricérei
excitatii exterioare, este o miscare armonicd a carei frecventd depinde exclusiv de
masa si rigiditatea sistemului, fiind independenta de conditiile initiale ale miscarii.
Fiind o proprietate intrinseca (naturald) a sistemului, aceasta se numeste frecventa
proprie sau frecventd naturala. Calculul frecventelor proprii se bazeaza pe valorile
maselor si ale rigiditatilor elementelor elastice.

2.1.1 Sistemul masa-arc

Sistemul din fig. 2.1 consta dintr-un arc liniar de rigiditate & si o greutate W
avind masa m=W/g, unde g este acceleratia gravitatiei. Greutatea este

constransa sa se deplaseze pe directie verticala, fara sd se roteasca. Rigiditatea &
este egald cu forta care produce o variatie a lungimii arcului egala cu unitatea.

In fig. 2.1, a se aratd arcul netensionat. Cand masa m este atasati arcului
(fig. 2.1, b), capitul acestuia se deplaseaza in jos si se opreste in pozitia de
echilibru static, determinati de deformatia statica J,, . In acestd pozitie, greutatea
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W =mg care actioneazd in jos este echilibrata de forta din arc ko, care
actioneaza in sus (fig. 2.1, ¢), astfel incat sdgeata statica este

mg
5” ZT. (21)

Daca masa este deplasatd din pozitia de echilibru static si lasata liber,
sistemul efectueaza vibratii libere. Pentru a scrie ecuatia miscarii, originea
deplasdrilor dinamice se alege in pozitia de echilibru static, astfel incat trebuie
luate in considerare doar fortele datorite deplasarii fatd de aceasta pozitie.

k
Porzitia k s
nedeformatd é; ll Pozitia de T st
L

hilib kx

m echilibru m X 1

1 m

W=mg
a b ¢ d
Fig. 2.1

Alegénd sensul pozitiv in jos, forta elastica ce actioneaza asupra masei in
pozitia x este —k x (fig. 2.1, d). Miscarea masei este descrisa de legea a doua a lui

Newton

mx=-kx,
care poate fi scrisa

mX+kx=0, 2.2)
unde un punct deasupra literei denota derivarea in raport cu timpul.

Relatia (2.2) este o ecuatie diferentiald de ordinul doi, omogena. Solutia
generala are forma

x=C,sinw,t+C, cos w,t, (2.3)
unde

w, =+ k/m [rad/s] (2.4
este pulsatia proprie neamortizata a sistemului.

Frecventa proprie neamortizatd este

I L[k . [Hz] 2.5

"o \'m
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Constantele arbitrare C; si C, se determind pe baza conditiilor initiale ale
miscarii. In cazul general, sistemul poate porni din pozitia X, cuviteza v, astfel

incat solutia generala devine

(N
x=—Lsinw,+x, cos w,1 . (2.6)

@,

O alta forma a solutiei generale este
x = Asin(w,t+4), (2.7)

unde cele doud constante arbitrare sunt date de

A=y 23 +(vy/0,)* ¢ = arctg 2220 (2.8)
v

0
Expresia (2.7) aratd ca vibratia liberd a sistemului masé-arc este armonica

si are loc la frecventa proprie f,. Marimea A reprezintd amplitudinea deplasarii

fata de pozitia de echilibru static iar ¢ este unghiul de faza. Pulsatia @, defineste

frecventa vibratiei in radiani pe secundd, 2z radiani corespunzadnd unui ciclu
complet de vibratie.

Frecventa vibratiei este egald cu numarul de cicluri de miscare in unitatea
de timp. Inversul frecventei proprii este perioada proprie de vibratie

T=1/f, =2n/w,. [sec] (2.9)

Perioada vibratiei este egala cu timpul necesar migcarii sa se repete.

Frecventa proprie neamortizatd se poate exprima in functie de sageata
statica utilizand relatia (2.1)

_ 1]
fu=or 5 [Hz] (2.10)

unde g = 9,81m/ s este acceleratia gravitatiei.

2.1.2 Rigiditatea elementelor elastice

Desi sistemul cu un grad de libertate este deobicei modelat printr-o masa
atasatd de un arc cilindric elicoidal, in multe sisteme practice elementul elastic
poate lua diferite forme sau poate consta din mai multe arcuri legate intre ele.

In fig. 2.2 rigidititile mai multor elemente elastice au fost calculate ca
raport intre forta aplicata si deplasarea punctului ei de aplicatie.
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k= ik I = momentul de inertie
al sectiunii transversale
£ = lungimea tofald
EA . L
«—l$—> k= va A = aria sectiunii transversale

Gl
@ﬁ: k= habat | It = constanta torsionalcd
b4 b4

a sectiunii transversale

[ Gd* )
h[mw — |2r k= - numdrul spirelor

Rz £3 703
?ij—/% L, 192Er e ol o] _3EI
Ea /7'4; e %7 azbz

Fig. 2.2

In fig. 2.3 se prezinta doua tipuri generale de combinatii de arcuri.

ky
ks

w w

Fig. 2.3

La legarea in serie (fig. 2.3, a), in ambele arcuri actioneaza aceeasi forta.
Doua arcuri liniare, de rigiditati k; si &, , actionate de greutatea I, se deformeaza

static
§“:K+K:W L+L .
ky  ky ky  ky
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Rigiditatea echivalentd, reprezentand efectul combinat al arcurilor &, si

k, , este

kg == 2.11)

Un sistem cu n arcuri legate in serie are o rigiditate echivalenta k data de

L:L+L+...+L. (2.12)
kg ki k, k

n

La legarea in paralel (fig. 2.3, b) deformatia ambelor arcuri este aceeasi iar
suma fortelor din arcuri este egala cu greutatea aplicata W :

W:k1551+k255t‘

Astfel, pentru arcuri legate in paralel, rigiditatea echivalenta este

st
In general, un sistem cu z arcuri in paralel are o rigiditate echivalenta

kp =k +ky+..+k,. (2.14)

Regulile de compunere a rigiditatilor arcurilor sunt aceleasi cu cele
utilizate la calculul capacitatii totale a condensatoarelor legate in serie sau in
paralel in circuitele electrice.

2.1.3 Sisteme torsionale

Se considera sistemul torsional din fig. 2.4 care constd dintr-un disc cu un
moment de inertie masic J, kg m?, atasat de o bard sau un fir de rigiditate la
rasucire K, Nm/rad. Sistemul este constrins sd efectueze vibratii unghiulare in
jurul axei verticale.

Daca pozitia instantanee a discului este data de unghiul &, cuplul care

actioneaza asupra discului este — K@ astfel incat legea a doua a lui Newton pentru
miscarea unghiulara este

care se mai scrie
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JO+KO=0, (2.15)

unde un punct deasupra literei denota derivare in raport cu timpul.

K
a4=>
Fig.2.4

Ecuatia (2.15) a fost stabilitd de Ch. O. Coulomb in 1784. Solutia generala
are forma

0(t)=C, sinw,t+C, cos w1,
unde

w,=+K/J [rad/s] (2.16)

este pulsatia proprie neamortizata a sistemului torsional.

Frecventa proprie neamortizata este

1 | K
I =2\ 7 [Hz] 2.17)

Din Rezistenta materialelor se stie cd o bard de diametru d si lungime /7,
dintr-un material cu modulul de elasticitate transversal G, solicitatd de un moment

4
M, se rasuceste cu un unghi 0 = M, sunde /, = este momentul de inertie
p
polar al sectiunii transversale a barei. Rigiditatea la rasucire (torsionald) este deci
M, GI,
o 0

Exista o analogie directd Intre sistemele 1n vibratii de translatie si cele in
vibratii torsionale. Arcurile si masele din primul caz sunt inlocuite de arcuri
torsionale si discuri rigide care au moment de inertie masic polar.
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2.1.4 Metoda energetica

Dacé vibratia este armonicd, atunci frecventa poate fi calculatd printr-o
metoda energeticd. Cand nu existd disipare de energie, sistemul se numeste
conservativ. In orice moment, energia unui sistem conservativ este suma constanti
a energiilor potentiala si cinetica

U +T =const. (2.18)

Energia potentiald maxima, care apare in pozitia de elongatie maxima,
unde masa sta pe loc un moment, trebuie sé egaleze energia cineticd maxima, care
apare atunci cAnd masa trece prin pozitia de echilibru static, cu viteza maxima.

Forta din arc este kx, iar lucrul mecanic efectuat pe o deplasare
infinitezimald dx este kx dx . Energia potentiald din arc, acumulatd cand un capat

X
. . < 1 A
al acestuia este deplasat pe o distantd x, este U = I kxdx= Ekxz. Presupunénd o
0
miscare armonicd de forma x=4A4sinw,t, energia potentiald maxima este

U L

max 5
o . : | -
Energia cineticd este in orice moment 7 = 5 mv~. Viteza este
< . - 1
v=Aw,cosw,t , astfel cd energia cineticd maximd este 7,,,, =—m a),f A
2

Egaland energiile maxime U, =T, rezultd %I’CA2 = % mao?A* de

— “max >

unde se obtine pulsatia proprie @, =/ k/m , independenta de amplitudinea A .

Exemplul 2.1

Sa se determine pulsatia proprie a oscilatiilor fluidului intr-un tub in forma
de U (fig. 2.5).

Rezolvare. Fie ¢ lungimea totala a coloanei de fluid, A - aria sectiunii
transversale a tubului si p - densitatea fluidului.

Presupunand ci particulele de fluid au aceeasi vitezd in orice moment,
C : 1 . < s q
energia cinetica are expresia T =5pA€ %% . Daca fluidul oscileazd in tub, lucrul

mecanic efectuat este acelasi ca si cand o coloand de fluid de lungime x ar fi
transferatd din partea stangd in partea dreaptd a tubului, lasand restul fluidului
nemiscat.
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. e . 2 A . ..
Energia potentiala instantanee este U = g pAx~. Inlocuind expresiile celor
doua energii 1n conditia ca variatia in timp a energiei totale sa fie nula

d
L(r+u)=0
(T+U)

si simplificand cu X, se obtine ecuatia diferentiala a miscarii fluidului

)'c'+2—gx=0.
1

Pulsatia proprie

w, =+ 2g/!

n

este independentd de natura fluidului utilizat, de forma si aria sectiunii transversale
a tubului.

2.1.5 Metoda lui Rayleigh

Metoda lui Rayleigh este o aplicatie a metodei energetice la sisteme cu
masa/elasticitate distribuita. Metoda este utilizata pentru a reduce un sistem cu
parametri distribuiti la un sistem echivalent masa-arc §i pentru a determina pulsatia
proprie fundamentald a acestuia.

Energiile cinetica si potentiala se calculeazd presupunand orice forma
deformata care satisface conditiile la limita geometrice. Daca se alege deformata
reala sistemului, atunci formula lui Rayleigh va da pulsatia proprie adevarata a
sistemului. Pentru orice altd curba, pulsatia datd de aceastd metoda va fi mai mare
decét cea corectd. Aceasta se explicd prin faptul cad orice deviatie de la curba
adevaratd implicd niste constrangeri suplimentare, deci o rigiditate mai mare si o
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pulsatie mai inalti. In continuare, metoda lui Rayleigh este aplicata vibratiilor de
incovoiere ale barelor.

Fie o bara cu modulul de rigiditate la incovoiere E/ (unde E este modulul

de elasticitate longitudinal si / este momentul de inertie axial al sectiunii
transversale) si masa pe unitatea de lungime pA4 (unde p este densitatea

materialului §i 4 este aria sectiunii transversale). Se presupune ca deplasarea
laterald este armonica, cu frecventa @, sincrond in toate punctele in lungul barei

y(x,t)z v(x) coswt.

Energia potentiald instantanee este

M?dx 1 oy
U= =— I Er <2 dx
2E] 2 ox*
unde s-a utilizat ecuatia diferentiald liniarizatd (4.65) a liniei elastice a barei
M=E1(0%/0:2).

Valoarea sa maxima este

1 oY
Umaxz—JEl 2O dx.
2 ox’

Energia cinetica instantanee este
1f(oy), 1
Y 2 2
T=—||—|dn=—wipA dx,
2.[ (Btj 217 I g

T :%a)zlj pAvidx.

cu valoarea maxima

Egaland energia potentiald maxima cu energia cineticd maxima, se obtine
formula lui Rayleigh pentru pulsatia proprie fundamentala

2 2)?
o = J Elj.(a :/(Z ) dx. (2.19)
p Ao dx

Exemplul 2.2

Sa se determine pulsatia proprie fundamentald a barei in consola din fig.
2.6.
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Rezolvare. Se alege forma deformata aproximativa

X
vzvo(l—cosgj.

Aceasta functie satisface conditiile la limitd x=0, v=0, dv/dx=0, si

x=/1, dzv/dx2 =0, Insd nu satisface conditia x=/, d3v/dx3 =0 (forta
taietoare nuld), deci este o functie admisibild aproximativa.

\

ALY

£ |
>|
Fig. 2.6
: - L nt EI , L
Energia potentialda maxima este U,,,, 256_300' Energia cinetica

maxima este 7,,,, = pAa)z1 03 l (%—%} ,sau T, .= %wzl vé ?-0,23.

Egaland cele doua energii, se obtine pulsatia proprie fundamentald (in

3,6638 |EI
a)l = ) —_— .
! pA

Solutia adevarata (5.16) este @ ; = 3,515 E—i , deci valoarea obtinutad cu
\/ Yo,

rad/s)

/2
formula lui Rayleigh este cu 4 % mai mare.

Daca functia admisibild se alege deformata statici a barei In consold
actionata de o forta aplicata la capat, la care se neglijeaza greutatea proprie

bl )

. s . 1 . e
energia potentiald maxima este U, = 2 v _Ek 03 si energia cinetici

. 1 33/?14f 2 2 1 2
maxima este 7, ,. = B (Wj w10y = Emred (a) 100)

Egaland cele doud energii, pulsatia proprie fundamentala datd de formula
lui Rayleigh este



2. SISTEME CU UN GRAD DE LIBERTATE 19

3EI P [k 35675 El
(33/140)p A0\ m,,, pA’

care este numai cu 1,47 % mai mare decat valoarea adevarata (5.16).

Relatia de mai sus arata cd, pentru deformata aproximativd considerata,
bara cu masa uniform distribuitd are aceeasi pulsatie proprie ca o bara fard masa
distribuita dar cu o masa concentrati (33/140)pA/ in capitul liber. Aceasta se

numeste masa redusd a barei.

Exemplul 2.3

Sa se determine pulsatia proprie fundamentalad a barei libere la capete din
fig. 2.7.

4

Fig. 2.7

Rezolvare. Se alege deformata aproximativa de forma
. WX
vV=0,siIn——a.
4

Constanta a trebuie determinata din conditia de conservare a cantitatii de
migcare pentru bara libera la capete

‘ /
J.(vzteza masa Jwv pAdx aJijvdx 0,
0 0

de unde rezultd a =2v, /= .

Utilizand forma deformata
[ TX 2}
V="0,|siIn——— |,
Y4 i

din ecuatia (2.19) se obtine pulsatia proprie fundamentala a barei

_226 |EI
2 \pd
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Valoarea adevdratd (5.21, a) este o, = 2622,4 E—; deci discrepanta este
\/ P

doar 0,9 %.

2.2 Vibratii fortate neamortizate

Vibratiile fortate sunt produse de forte exterioare variabile in timp sau
deplaséri impuse. Dacd asupra masei actioneaza o fortd armonica de amplitudine
constanta si frecventa variabila, atunci cand frecventa excitatoare se apropie de
frecventa proprie a sistemului, deplasarea masei creste nelimitat. Aceastd conditie
se numeste rezonanfd $i este caracterizatd de vibratii puternice. La sisteme
neamortizate, frecventele de rezonantd sunt egale cu frecventele proprii ale
sistemului si, Tn majoritatea cazurilor, functionarea la rezonanta trebuie evitata. La
sisteme amortizate, raspunsul la rezonantd are amplitudine finita.

Un leagén impins la anumite intervale efectueazd oscilatii la rezonanta.
Functionarea utilajelor de compactare a terenului si a betonului, a transportoarelor
oscilante, a uneltelor si a ciururilor vibratoare este adesea bazati pe rezonanta.
Totusi principala problema cu rezonanta este legatd de efectele daunatoare ale
acesteia. Functionarea la rezonanta implica deplasari si tensiuni mari, care produc
oboseala si ruperi, efecte nocive sau disconfort utilizatorilor, si o descrestere a
preciziei produselor. Zgomotul produs de o masind casnica sau de un subansamblu
al unui automobil poate fi o piedicd in vanzarea acestora.

Daca forta armonica este aplicatd arcului, deplasarea punctului de excitatie
descreste la zero la frecventa proprie a sistemului. Aceastd conditie se numeste
antirezonantd. In general, aceasta este o proprietate locala, dependenti de punctul
de aplicatie a excitatiei.

2.2.1 Excitarea masei cu o forta arbitrara

Fie forta F(¢) cu o variatie arbitrara in timp (fig. 2.8).

In intervalul de timp infinitezimal dz, forta F(r) poate fi consideratd
constantd. Suprafata hasuratd reprezintd un impuls infinitezimal F (r)dz’ care
produce o variatie de viteza

. F (r)dr

dx=——+"—.
m

Raspunsul masei m produs de impulsul diferential, de-a lungul intregii
istorii de solicitare pentru ¢ > 7, este
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dx=MLsinwn(t—r),
m o,

si poate fi dedus din (2.6) considerand cd la ¢ =7, deplasarea x, =0 si viteza
UO = dx .

Se poate considera cd intreaga istorie de solicitare constd dintr-o
succesiune de astfel de impulsuri infinitezimale, fiecare producind un raspuns

(2.20)

diferential de forma (2.20).

Ft)l

5—- F(r)
: \\~

T | |dr t

Fig. 2.8

Pentru un sistem liniar, raspunsul total se poate obtine insumand toate
raspunsurile diferentiale produse in timpul istoriei de solicitare, deci integrand

expresia (2.20) dupa cum urmeaza

x(r)= mi) I F(r)sinw, (t-7)dz. (2.21)
0

Relatia (2.21) este cunoscuta sub numele de integrala lui Duhamel pentru

un sistem neamortizat.

2.2.2 Excitarea masei cu o forta armonica

Sistemul masa-arc din fig. 2.9, a este excitat de o fortd armonica
f (t): Fycoswt de amplitudine constantd F, si pulsatie perturbatoare @, aplicata

masei.
Pe baza diagramei fortelor din fig. 2.9, b, se scrie legea a doua a lui

Newton
mX=—kx+Fycosmt,

care devine ecuatia diferentiald a miscarii
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mX+kx=F,coswt. (2.22)

Solutia generald a ecuatiei liniare neomogene (2.22) este suma solutiei
(2.3) a ecuatiei cu membrul drept zero si a solutiei particulare. In regim stationar,

solutia particulara se alege de aceeasi forma ca excitatia

xp(t)=X cosawt, (2.23)

unde X este amplitudinea raspunsului fortat.

l F, coswt
F,cos wt
m
Tx
i m
T kx
a b
Fig. 2.9

Inlocuind solutia particulara (2.23), ecuatia (2.22) devine
—mw’ X coswt +k X coswt = Fycoswt,
in care se poate simplifica cos@?, rezultand
(k—ma?)x=F, .

F Fy/k
o 0/2 S R (2.24)
k-mo® 1-mao?/k 1-(0/w,)

sau X =

In expresia (2.24)

_Fo
st — 7
este sdgeata statica a arcului produsa de forta (constantd) F| iar @, = W este

X (2.25)

pulsatia proprie neamortizata (2.4).

La pulsatii @ # w,, solutia generald a ecuatiei (2.22) este
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st

t)=C, si t+C t+
x() | sinw, 5 COS W, 1—(60/60,,)2

cos wt. (2.26)

Fiind suma a doua componente armonice de pulsatii diferite, solutia (2.26)
nu reprezintd o miscare armonica.

Dacd deplasarea initiala este x, si viteza initiala este ©,, atunci din
ecuatia (2.26) se obtine

x(O):CﬁLz:xo, x(0)=Cw, =v,,
1- (a)/wn)
deci raspunsul total este

0]

x(r)= o sinw,t + {xo -
n

Xst Xst
— f4—75 t. 2.27
1_(@/%)2 :lcosa)n 1—(a)/a)n)2 cosw ( )

x(t)=¢2 (coswt—cosm,t). (2.28)

1-(0/,)

2.2.3 Batai

Diferenta cosinusurilor din relatia (2.28) se poate exprima sub forma de
produs

2X ) )
x(t)z—”zsm o,,t sindwt, (2.29)
1_(0)/0)}1)
unde
w0, + 0 ) ®, —®
o, = 1 Aw = .
" 2 ’ 2

Atunci cand A@ devine foarte mic, deoarece @, este relativ mare,
produsul din expresia (2.29) reprezintd o oscilatie modulatd in amplitudine.
Miscarea armonica cu pulsatia mai mare @, este modulatdi in amplitudine de

migcarea armonica cu pulsatie mai joasa Aw (fig. 2.10). Miscarea rezultanta, care
este o oscilatie rapida cu amplitudinea variabila lent, este cunoscuta sub numele de
batdi.

Terminologia deriva din acusticd. Cand doua coarde de pian pentru aceeasi
notd sunt putin dezacordate, se aude un sunet a cirui intensitate creste si scade
periodic (batai). Bataile dispar cand corzile sunt acordate la unison, si se aude o
singura frecventa.
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207
A®

1

2
(Um
X

A

Fig. 2.10

Batdile se pot auzi intr-un avion bimotor, cand cele doua motoare au turatii
putin diferite. Ele apar in centrale electrice la pornirea unui generator. Putin nainte
de conectarea generatorului la retea, frecventa curentului produs de generator este
putin diferitd de frecventa retelei. Zgomotul produs de generator si zgomotele
produse de celelalte generatoare si transformatoare au inaltimi diferite si se pot auzi
bataile.

2.2.4 Curbe de raspuns in frecventa

Este interesant de examinat in detaliu dependenta de frecventd a
amplitudinii raspunsului stationar

1
X=——""=X,, . (2.30)
1—(&)/ wn)z !
Valoarea absoluta a coeficientului Iui X, in membrul drept al relatiei
(2.30) se numeste factor de amplificare dinamic.
In fig. 2.11, a s-a reprezentat variatia amplitudinii X in functie de pulsatia
excitatoare @. La pulsatii w <w, ordonatele sunt pozitive, forta si deplasarea

masei sunt in faza, in timp ce la pulsatii @ > @, ordonatele sunt negative, forta si

deplasarea masei sunt defazate 180° (fig. 2.11, b). In timp ce pentru @ < ®, masa
este sub pozitia de echilibru static cand forta actioneaza in jos, pentru @ > @, masa
este deasupra pozitiei de echilibru cand forta actioneaza in jos.



2. SISTEME CU UN GRAD DE LIBERTATE 25

X 180°
F,=const.
90° - - - - -

LX1
F,=const.

Fig. 2.11

Deobicei relatia de faza intereseaza mai putin, iar curba de rezonanta este
prezentatd ca in fig. 2.11, ¢ cu modulul amplitudinii pe axa ordonatelor. Aceasta
diagrama este denumita curba de rdspuns in frecventd.

2.2.5 Rezonanta

La w/w, =1, cand pulsatia perturbatoare coincide cu pulsatia proprie a
sistemului, amplitudinea devine infinitd (deoarece sistemul este neamortizat). Acest
fenomen este numit “rezonanta”, iar pulsatia proprie este uneori numita “pulsatia
de rezonanta”.

Atunci cand @ = w, forta elasticd si forta de inertie se echilibreaza

reciproc iar forta excitatoare produce cresterea nelimitatd a amplitudinii miscarii
sistemului neamortizat. Sistemele amortizate au amplitudini finite la rezonanta iar

defazajul intre forta si deplasare este 90° (fig. 2.28).

Se considera cazul in care, pornind din repaus, sistemul masa-arc este
solicitat de o forta Fycosw,?, unde @, este pulsatia proprie. Atunci ciand @
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devine exact egal cu ®,, solutia (2.27) nu mai este valabila. Inlocuind

F(z)=F,cosw,r in ecuatia (2.21) se obtine

t

x(t)= Fo jcosa)nr sinw, (1 —7)dr,
mao,

n 0
FE t t
x(t)z 0| sinaw,t j cosza)nr dr—cosw,t Icosa)nr sinw,rdr |,
ma, 0 5
F
xp(t)=—" 2.31)
mo, 2

Astfel, atunci cidnd este excitat la rezonantd, amplitudinea sistemului
neamortizat creste liniar in timp. Deoarece excitatia este o functie cosinus iar

raspunsul este o functie sinus, Intre ele existd un defazaj de 90°

Fy

ﬁ%mﬂﬂ

Fig. 2.12

Solutia totald pentru conditii initiale nenule este in acest caz

)

mao,

Uy .
x(t)z—osm w,t+XyCcosw,t+

o

tsinw,t. (2.32)

Variatia in timp a deplasarii la rezonanta x(t) este prezentata in fig. 2.12
pentru conditii initiale nule. Se observa ca x(t) creste nelimitat, dar aceasta

crestere nu este instantanee ci necesitd un anumit timp, functie de masa si
rigiditatea sistemului.
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2.2.6 Trecerea prin rezonanta

Pentru majoritatea sistemelor vibratoare, valoarea stationara a amplitudinii
deplasdrii se atinge relativ repede, viteza cu care se realizeaza contand mai putin.

Totusi, atunci cand un sistem vibrator este accelerat prin rezonantd, deci
cand frecventa excitatoare este baleiatd cu o anumitd viteza ¢ = dw/d?, nu mai este

timp suficient pentru atingerea valorii stationare a deplasarii si amplitudinea la
rezonantd este finitd chiar in cazul sistemelor neamortizate. Astfel, la trecerea prin
rezonanta, intereseaza raspunsul la o fortd cu frecventa variabila.

In acest caz, infisuritoarea raspunsului are un maxim ca un varf de
rezonantd, uneori urmat de batdi. Dacd frecventa excitatoare creste (fig. 2.13),
atunci frecventa la care apare raspunsul maxim este mai mare decat cea obtinuta in
conditii stationare, amplitudinea maxima este mai micd si latimea curbei de
rezonantd este mai mare. Daca frecventa excitatoare scade, frecventa la care apare
raspunsul maxim este mai mica decat cea obtinutd in conditii stationare. In fig.

2.13, forta are o variatie f(¢)=F, sin (%g 1+ %) cu € = const.
(Y

x(1)

Efectul vitezei de baleiaj depinde de amortizarea din sistem. Cu cat
amortizarea este mai micd, cu atat este necesar mai mult timp pentru atingerea
nivelului stationar al raspunsului. Figura 2.13 este trasata pentru amortizare nula.

2.2.7 Rezonanta cu amplitudine constanta a deplasarii

Rezonanta este o stare in care fie o deplasare maxima este produsa de o
fortd cu amplitudine constanta, fie o fortd minima este necesara pentru a mentine o
anumita deplasare constanta.
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Cand amplitudinea fortei / este variabild si amplitudinea deplasarii X
este mentinuta constanta, relatia (2.24) se poate scrie

F:kXO[l—(a)/a)n)z]. (2.33)

In fig. 2.14 se prezinta variatia valorii absolute a fortei in functie de
pulsatia excitatoare, pentru X, =const. Pentru un sistem neamortizat, forta

aplicata la rezonantd este zero, deoarece forta elasticd este echilibratd de forta de
inertie.

|F|
kX,
X,=const.

1

|

[

, o
Fig. 2.14

Rezonanta este o stare in care o excitatie minima este necesarda pentru a
produce un raspuns dinamic maxim.

2.2.8 Excitatia cu mase excentrice in rotatie

In multe cazuri practice, vibratiile apar sub actiunea fortelor centrifuge
produse de mase excentrice in rotatie. Spre deosebire de fortele cu amplitudine
constanta, considerate anterior, fortele produse de mase excentrice In rotatie au
amplitudini proportionale cu patratul pulsatiei. Aceste forte au forma

2 . . . . o . . <
mew”coswt, fiind proiectia verticald a fortelor centrifuge ce actioneazd asupra

maselor m / 2 in rotatie cu viteza unghiularda @ si excentricitatea e (fig. 2.15, a).

Amplitudinea vibratiilor fortate produse de aceasta fortd se poate obtine
inlocuind F| cu m]ea)2 in relatia (2.24). Rezulta

mew* _ mlea)z/k _ (0/o,)*

Y= .
k—m w? 1—((0/@,,)2 1—((0/%)2

(2.34)



2. SISTEME CU UN GRAD DE LIBERTATE 29

In expresia (2.34) m este masa totald in vibratie care include si masa m, .

~|

7 Qﬁg% “ ]
e \E |
| |
[
- |
| m |
1 ' |
é \
0 @, )

Fig. 2.15

e=const.

o

N
S

In fig. 2.15, b se prezinti variatia valorii absolute a amplitudinii X din
relatia (2.34) in functie de pulsatia @, pentru e =const. Diagrama porneste de la
zero, tinde la infinit la rezonanta si descreste la valoarea e la pulsatii inalte.

2.2.9 Antirezonanta

Fie sistemul masa-arc nerezemat din fig. 2.16, actionat de o fortd armonica
aplicata la baza. Ecuatiile de miscare au forma

_mjéz =k(x2 —x1)=F0 coswt .

Amplitudinea deplasarii punctului de aplicatie al fortei este

:& k—ma? :& 1—(a)/a)n)2
komo®  k (0)o,)

X

In cazul unei forte de amplitudine constanti F,, = const. , valoarea absoluti
a amplitudii deplasarii are o valoare minima egala cu zero la pulsatia proprie.

Aceastd conditie este definitd ca o antirezonantd, deoarece sistemul se
comporti total diferit de rezonanti, unde amplitudinea este infinitd. In general,
antirezonanta are loc la o pulsatie la care o fortd de amplitudine maxima produce
un raspuns de amplitudine minima.

Spre deosebire de rezonantd, care este o proprietate globald a unui sistem
in vibratie, independentd de pozitia punctului de aplicatie a excitatiei,
antirezonanfa este o proprietate /ocala, care depinde de pozitia punctului de
aplicatie a excitatiei.
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log|X,| F =const. Xycos ot
o - ? _T
k X, coswt
i
TE)cos ot
o w

n

Fig. 2.16

In absenta amortizarii, pulsatia de antirezonanti a sistemului masi-arc
excitat la baza este aceeasi ca pulsatia de rezonanta a sistemului rezemat la baza si
excitat prin masa. Daca se atageaza o a doua masa la baza, in punctul de aplicatie al
excitatiei, se obtine un sistem masd-arc-masa al carui raspuns in punctul de aplicare
a excitatiei are pe 1anga antirezonanta §i o rezonanta.

2.2.10 Transmisibilitatea

Daca la baza sistemului maséa-arc se aplicd o deplasare impusa (excitatie
cinematicd) x; =X, cos@wt, atunci miscarea transmisd masei x, = X, cos@t

este definitd de raportul amplitudinilor
X 1

Raportul TR:|X 2| /X | se numeste transmisibilitate i este reprezentat

grafic in fig. 2.17 in functie de pulsatia adimensionald @/, .

Pentru valori @/, > /2, transmisibilitatea este subunitard (TR <1) iar
masa sistemului se spune ca este izolatd fatd de miscarea bazei. Izolarea vibratiilor
este posibila doar deasupra rezonantei, la pulsatii @ > \/Ea)n. Elementul elastic

dintre masa si baza in vibratie poate fi proiectat astfel incat sd asigure un anumit
grad de izolare, impunand o anumitd valoare 7R. Aceasta aratd in ce masura
miscarea masei izolate este redusa fata de cazul in care masa ar fi montata direct pe
baza vibranta.
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TR " _TX_;cos ot

k IXJ cos wt

2.2.11 Turatia critica a rotorului Laval

Fie rotorul din fig. 2.18, compus dintr-un disc rigid, dispus la mijlocul unui
arbore de masa neglijabila, rezemat la capete in lagare rigide, denumit rotorul
Laval. Centrul de greutate G al discului se afla la o distantd radiald e de centrul sau
geometric C. Linia centrelor lagarelor intersecteaza planul discului in punctul O.

Cand arborele este rotit n jurul axei lagarelor, discul se roteste in planul
sau in jurul centrului geometric C. Asupra discului actioneaza o fortd centrifuga
mrg a)z, unde @ este viteza unghiulard de rotatie, m este masa discului
concentratd in G si 7, = OG. Aceasta fortd produce indoirea arborelui, despre

care se spune ci este intr-o stare de dezechilibru. Arborele reactioneaza cu o forta
de readucere elastica k7. aplicatd in C, unde k este rigiditatea arborelui masurata

in dreptul discului si 7~ = OC.

Neglijand efectul greutatii proprii si al amortizarii, discul este solicitat
numai de aceste doud forte. Pentru a fi in echilibru, cele doua forte trebuie sa fie
coliniare, egale si de sens contrar

kre = me* (rc +e).
Rezolvand in functie de 7., se obtine

- mo’e e(w/w,)? (2.36)
¢~ 2~ 2 :
k-mo® 1-(0/o,)

unde @, =,/ k/ m este pulsatia proprie a vibratiilor transversale ale rotorului la

vitezad unghiulara nula.
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Aceasta expresie reprezintd raza orbitei punctului C in precesie in jurul
axei lagarelor cu viteza unghiulard @ . Deoarece simultan discul se roteste in jurul
punctului C cu aceeasi viteza unghiulara, miscarea arborelui se numeste precesie
sincrond.

Fig. 2.18

Raza orbitei circulare a punctului G este
e
5 -
1- (a)/ o )

In fig. 2.19 se prezintd grafic variatia razelor - (linie continud) si 7y

Tg=rc+te= (2.37)

(linie intreruptd) in functie de viteza unghiulara @ .

I
e

Fig. 2.19
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La o viteza unghiulard @, <@, sistemul se roteste cu punctul G, in
exteriorul punctului C;, in timp ce la viteze unghiulare @, > @, punctul G, se
roteste in interiorul punctului C, . La viteze unghiulare foarte mari, @ >> w,, raza

7. devine egala cu excentricitatea e, iar punctele O si G coincid, discul avand o

precesie n jurul centrului sau de greutate.

La w=w,, razele r. §i r, cresc nelimitat. Turatia n, =30®,/7 se

n?’
numeste turatia critica a arborelui. Relatiile (2.36) si (2.37) aratd cad viteza
unghiulard critica a arborelui este egald cu pulsatia proprie a vibratiilor de
incovoiere ale rotorului.

Variatia bruscé a pozitiei relative a punctelor O, C si G la turatia critica se
variazd, segmentul CG se roteste continuu fata de OC, astfel incat “punctul cel mai
indepartat” (“high spot”) nu mai coincide cu “punctul greu” (“heavy spot”). La
turatia criticd, unghiul intre cele doua segmente este 90° (v. § 2.4.11) .

Desi existd o analogie evidentd intre expresiile (2.36) si (2.37) pe de o
parte, si raspunsul stationar al unui sistem liniar masa-arc (2.30) si (2.34) pe de alta
parte, miscarea fortati a arborelui in rotatie nu este o vibratie propriu-zisi. In
arbore nu apar tensiuni ciclice, acesta se incovoaie si ‘indoitura’ este constanta la
turatie constantd. Deformatia de iIncovoiere este maxima atunci cand viteza
unghiulard este egala cu pulsatia vibratiilor de Incovoiere ale arborelui pe care
acesta le-ar efectua dacd nu s-ar roti si ar executa doar vibratii laterale libere
neamortizate.

2.3 Vibratii libere amortizate

In timpul vibratiilor, energia mecanici se disipeaza prin freciri sau alte
rezistente. In prezenta amortizarii, amplitudinea vibratiilor libere scade in timp iar
pentru a mentine constanta amplitudinea vibratiilor trebuie aplicate forte exterioare.
In general, disiparea de energie este denumiti amortizare. Ea este produsi de
frecarea internd in materiale, de frecarea intre componentele unei structuri, de
interactiunile fluid-structura, de radiatie si de migcarea in campuri electrice sau
magnetice.

Cel mai simplu mecanism de amortizare se datoreste miscarii Intr-un
mediu vascos. Forta de amortizare véscoasd este proportionald cu viteza.
Experienta a aratat ca in structuri aeronautice disiparea de energie este mai bine
reprezentatd de amortizarea structurald. Amortizarea structurala sau histeretica
este descrisda de o fortd de amortizare in fazd cu viteza dar proportionald cu
deplasarea. Pentru a descrie mai bine comportarea unor sisteme vibratoare reale, s-
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au imaginat mecanisme mai complicate de amortizare, cum ar fi amortizarea
ereditara.

2.3.1 Amortizarea viascoasa

Sistemul din fig. 2.20, a consta dintr-un arc liniar de rigiditate k£, 0 masa m
si un amortizor vascos. Forta din amortizor este proportionala cu viteza si de semn
opus. Factorul de proportionalitate se numeste coeficient de amortizare vascoasd,
¢, avand unitati N/(m/s).

m

ol le

a b
Fig. 2.20

b

Cc

In cazul vibratiilor libere, ecuatia diferentiald a miscarii se obtine utilizand
diagrama fortelor din fig. 2.20, b si legea a doua a lui Newton

mx=—cx—kx,

care mai poate fi scrisa

mX+cx+kx=0. (2.38)
Presupunand solutii de forma x =e*’, se obtine ecuatia caracteristicd
c k
sP+—s+—=0, (2.39)
m m
care are doud radacini
2
c c k
S| o=——%. ] | — | ——. (2.40)
’ 2m 2m m

Solutia generala pentru vibratiile libere amortizate este
x(1)=C e +Cye™’, (2.41)
in care constantele de integrare se determind din conditiile initiale ale migcarii.

Ca o marime de referinta, se alege amortizarea critica definitd de valoarea
coeficientului ¢ pentru care radicalul din expresia (2.40) este zero
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c, k
= _—= a)n .
2m m
sau ¢, =2\km =2ma, . (2.42)

Amortizarea din sistem poate fi definitd printr-o marime adimensionala,
egala cu raportul intre coeficientul de amortizare real si cel critic

{=—, (2.43)

denumit raport de amortizare (sau fractiune din amortizarea criticd)

Cu aceasta notatie, relatia (2.40) devine

slazz(—(;im)wn. (2.44)

In continuare se considerd cele trei cazuri distincte pentru natura
radacinilor (2.44), care pot fi reale diferite, complexe sau reale egale.

Cazul I: Sistem amortizat subcritic, { <1

Pentru { <1, expresia (2.44) se poate scrie

sl,zz(—ciiq/l—czja)n. (2.45)
Inlocuind radacinile (2.45) in solutia (2.41) rezulti
x(f)= oo :(Cl oV 1-¢% o, L Cye —iy1-¢ o, zJ

sau, utilizand formula lui Euler ¢” = cosf +isinf, dupa transformari se obtine

x(t):AeC“’n’sm(,/ I—Cza)nt+¢). (2.46)

Expresia (2.46) arata cda miscarea este oscilatorie cu amplitudine

- . e ee A . . - — t
descrescatoare. Descresterea amplitudinii n timp este proportionald cu e Con ,

dupa cum se arata cu linii intrerupte in fig. 2.21.

Pulsatia oscilatiei amortizate

w, =1- o, (2.47)

este mai micd decat pulsatia proprie neamortizata ®, $i se numeste pulsatie
proprie amortizata sau pseudopulsatie. Dacd {—1, w, tinde la zero si miscarea
nu mai este oscilatorie.
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Relatia (2.44) se poate scrie

unde
oc=(Cw, (2.49)

este un factor de amortizare egal cu viteza de descrestere a amplitudinii (panta
tangentei la infasuratoarea exponentiald la ¢ = 0), deci o constantd de atenuare.

Fig. 2.21

Se pot stabili urmatoarele relatii

o o 2 2
(=—7—7, w,=—=+w5+0". (2.50)
Joi +o° g

X
G,
N CpelE VB Dot
\\\
0 == > sz
//’Cze(-é—vg “”wnl
/
/
/
/
G

Fig. 2.22
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Cazul II: Sistem amortizat supracritic, {>1

Pentru { >1, inlocuind radacinile (2.44) in (2.41) rezulta

(@ (@

x(t)=Ce +C,e

Miscarea nu mai este oscilatorie (Fig. 2.22) fiind denumita aperiodica.

Fig. 2.23

Cazul I11: Sistem amortizat critic, { =1

Amortizarea criticd marcheaza tranzitia de la miscari oscilatorii la migcari
aperiodice. In acest caz limita, solutia generald este

x(l‘)=(C1 +C2t)e_w’1[.

Miscarea este similard celei cu amortizare supracritica (fig. 2.23) dar
revine la repaus in timpul cel mai scurt fard oscilatii. Aceastd proprietate este
utilizatd la aparatele electrice cu ac indicator, a caror parte mobild este amortizata
critic pentru a reveni cat mai repede pe valoarea masurata.

2.3.2 Decrementul logaritmic

O modalitate de determinare a amortizarii intr-un sistem in vibratie este
masurarea vitezei de descrestere a amplitudinii oscilatiilor. Aceasta se exprima
convenabil prin decrementul logaritmic, definit ca logaritmul natural al raportului a
douid amplitudini succesive. In cazul amortizirii vascoase, acest raport este
constant, indiferent de amplitudinile utilizate in calcul.

Se considerd vibrograma unei vibratii amortizate (fig. 2.24), descrisda de
expresia (2.46).
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Fig. 2.24

Sinusoida cu amplitudini descrescatoare este tangentd la infasuratoarca
exponentiald in puncte situate putin la dreapta punctelor cu valori extreme ale
amplitudinii, unde functia sinus este egald cu 1. Intrucdt aceasti diferentd este
practic neglijabild, raportul a doud amplitudini succesive poate fi inlocuit cu
raportul ordonatelor exponentialei calculate la distantd de o perioada de oscilatie

—Cw,t
xXp Ae =" _ to,Ty
- )

X, B Ae—Cwn(H'Td)

unde perioada vibratiei amortizate este
2n 2n
Iy=—F—=—.
w,1-¢>  @a

Decrementul logaritmic este

S=nM (o 1, =285 2.51)

x) N

Pentru { <<1, decrementul logaritmic este aproximativ 6 =2z (.

Uneori descresterea amplitudinii dupa un singur ciclu de oscilatie este prea
mica pentru a fi masuratd corect si poate fi observatd numai dupd n cicluri.
Raportul amplitudinilor masurat dupa » cicluri de oscilatie este

xo — x_oﬁx_z _xn71 — (65 )I’l_ en5
- - - s

Xp X X2 X3 Xn

astfel incat decrementul logaritmic se poate calcula cu relatia

s=tmXo .51, a)

n Xy
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Daca amplitudinile succesive sunt reprezentate grafic in functie de indicele
ciclului pe o scard logaritmica, punctele se vor inscrie in lungul unei linii dreapte
daca amortizarea este vascoasa, agsa cum s-a presupus in ecuatia (2.38).

In practicd, se traseaza intdi infisuritoarele care trec prin punctele de
amplitudine maxima, respectiv minimd (fig. 2.25, a). Se masoard apoi distanta
verticald Intre cele doud Infasuratoare, in dreptul punctelor de maxim si minim ale
vibrogramei. Aceste distante se reprezintd grafic pe o scard logaritmica in functie
de numarul de semicicluri de vibratie, apoi prin punctele obtinute se traseaza o linie
dreapta (fig. 2.25, b). Panta acestei drepte este utilizatd apoi pentru calculul
raportului de amortizare.

X

Raportul de amortizare = panta o
I o]
1 1 L I
0 2 4 5 :
Semicicluri
b
Fig. 2.25

Pentru { <<1, logaritmand relatia (2.51, @) se obtine
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Inx, =Inx, -2{n-n,

deci raportul de amortizare { este egal cu panta dreptei impartita la 2n (sau la 7,
daca se masoara ordonatele maximelor si minimelor ca in fig. 2.25).

2.3.3 Factorul de pierderi

O masura convenabild a amortizarii este factorul de pierderi definit ca
raportul intre energia disipatd Intr-un ciclu de vibratie (sau energia ce trebuie
suplinitd sistemului pentru a mentine vibratii de amplitudine constantd) AU si
energia potentiala maxima U, acumulata de sistem in ciclul respectiv

_au

U (2.52)

n

In general, factorul de pierderi depinde de frecventa si amplitudinea
vibratiilor, putand fi calculat si pentru sisteme neliniare si sisteme cu parametri
dependenti de frecventa.

Daca x; si x, sunt doud amplitudini consecutive intr-o vibratie liberd

amortizatd, atunci energia acumulatd in elementul elastic la aceste deplasari

: 1 : 1 : NI
maxime este U, = 3 kx% , respectiv U, = 3 kxzz. Pierderea de energie impartita la
energia initiala este

2
U -t, :1_&:1_ 2 =1-e% =225

U, U, X1

unde O este decrementul logaritmic. Prin urmare, pentru amortizari mici, factorul
de pierderi este aproximativ egal cu dublul decrementului logaritmic

n=20. (2.52, a)

2.4 Vibratii fortate amortizate

In timpul vibratiilor fortate amortizate, raspunsul este defazat in urma
excitatiei datorita disipdrii de energie prin amortizare. Raspunsul are amplitudine

finitd la rezonanta de fazad si este defazat 90° in urma excitatiei. Amplitudinea
miscarii la rezonanta este dependenta de amortizare iar latimea curbei de rezonanta
este direct proportionald cu amortizarea din sistem. In cazul vibratiilor armonice,
diagrama deplasare-fortd este o bucla de histerezis inchisa, care pentru sisteme cu
amortizare vascoasa este o elipsd a cirei suprafatd este o masura a energiei disipate
prin amortizare.
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2.4.1 Vibratii stationare cu amortizare viascoasa

Se considera sistemul masa-arc-amortizor fixat la baza, solicitat de o forta
armonicd Fcoswt aplicata masei (fig. 2.26, a).

l F, cos wt
F, coswt

m

Tx

m
k -|- c
kx T T cx
2

a b

Fig. 2.26

Pe baza diagramei fortelor din fig. 2.26, b ecuatia diferentiala a migcarii se
poate scrie sub forma

mX+cx+kx=Fycoswt. (2.53)

Solutia completa a ecuatiei (2.53) consta din suma solutiei (2.46) a ecuatiei
omogene (2.38) si o solutie particulara care are forma functiei excitatiei din
membrul drept.

Datoritd amortizarii, solutia omogena se anuleaza in scurt timp, rdimanand
doar solutia particulara care descrie o miscare armonica avand aceeasi frecventa ca
forta excitatoare si un defazaj fatd de aceasta

x(t)=Xcos (wt—9p). (2.54)

Amplitudinea deplasarii X si defazajul ¢ dintre deplasare si fortd se obtin
inlocuind solutia (2.54) in ecuatia (2.53).

Deplasand toti termenii in membrul drept, se obtine
2 .
maw?* X cos(wt — ¢)+ co X sin (01 — @) -k X cos(wt — @)+ Fy coswt =0.

Termenii din ecuatia de mai sus reprezinta proiectii ale vectorilor forta pe o
axd (orizontald) rotita cu unghiul w¢ fata de vectorul fortei excitatoare (fig. 2.27).

Vectorul fortei F|, este rotit cu un unghi ¢ inaintea vectorului deplasare

X . Forta elasticd kX are sens opus deplasarii, in timp ce forta de inertie ma’* X
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este in faza cu deplasarea. Forta de amortizare cw X este rotitd cu 90° fata de

forta elastici. In timpul vibratiei, vectorii au pozitii relative fixe si se rotesc
impreund cu viteza unghiulard @ in sens trigonometric. Diagrama vectorilor
rotitori (fazori) din fig. 2.27 este trasatd pentru o pulsatie excitatoare inferioara
pulsatiei de rezonanta.

Fig. 2.27

Insumand proiectiile vectorilor pe directia deplasarii si pe directia
perpendiculara pe aceasta, se obtin ecuatiile de echilibru dinamic

kX—mw2X=F0 cos @, coX =Fysing. (2.55)

O componenta a fortei excitatoare echilibreaza forta de amortizare in timp
ce cealaltd componentd este necesara pentru echilibrarea fortei reactive, egala cu
diferenta intre forta elastica si forta de inertie.

Rezolvand pentru X si ¢ se obtine amplitudinea vibratiilor fortate

FO Xst , (256)

Jle=ma? P cor | [1-(@/o)] +(2t0/a,)?

si tangenta unghiului de faza

cw 2Aw/w,
tgp= 7= Co/ 7> (2.57)
k-mo® 1-(0o/o,)

unde

w, =W si Czc/Zm.

Amplitudinea adimensionala si unghiul de faza sunt reprezentate grafic in
fig. 2.28 pentru F, = const. si cateva valori are raportului de amortizare (.
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Diagramele amplitudine-frecventa se numesc curbe de rezonantd sau curbe

de raspuns in frecventa. O astfel de curbd incepe din punctul de ordonatd X,

atinge valoarea maxima la pulsatia de rezonanta, descreste trecdnd prin valorile
corespunzatoare pulsatiei proprii amortizate (2.47) si pulsatiei proprii neamortizate
(2.4), tinzand asimptotic spre zero odata cu cresterea pulsatiei.

i

X
Xst

Fig. 2.28

Unghiul de faza dintre forta excitatoare si deplasare variaza de la zero, la
pulsatie nula, devine 90° 1a pulsatia proprie neamortizatd, apoi tinde asimptotic la

180° pe misura cresterii pulsatiei. La amortizari reduse, se observd o variatie
rapida a defazajului la trecerea prin pulsatia proprie.

In cazul amortizarii subcritice, curba raspunsului in frecventa (fig. 2.28, a)
are un varf de rezonantd, care se spune cd apare la frecventa (pulsatia) de
rezonanta. Pentru valori {> 0,707, varful de rezonantd este complet aplatisat.

Sistemele amortizate supracritic nu au rezonante.

Este important de notat ca “rezonanta amplitudinii” este definita la pulsatia
X

1—2C2 la care apare valoarea maximd X, B =—H— a

=y, max ZC\/TCZ

r

raspunsului stationar.



44 VIBRATII MECANICE

Prin definitie, “rezonanta fazei” apare la pulsatia proprie neamortizata
A . o .. X
® = o, (cand defazajul este 90°) la care amplitudinea deplasarii este X ez = 2—2‘

Pentru valori mici ale amortizarii cele doud rezonante coincid.

=,
[ Forta
excitatoare
Forta elasticd
KX
@ = 90° X
F
Deplasarea
coX &
Forta de
amortizare 2
me X
Forta de inerfie
Fig. 2.29

Diagrama vectoriald a fortelor la rezonanta de faza este prezentata in fig.
2.29. Forta elastica echilibreaza forta de inertie a masei, iar forta excitatoare
compenseazi doar forta de amortizare. Intre masa si arc are loc un schimb continuu
de energie cinetica s§i potentiald. Forta exterioara ce trebuie aplicatd pentru a
mentine sistemul In vibratie stationard este cea necesara pentru a suplini energia
disipata prin amortizare.

La rezonanta, energia reactiva (din arc si masa) este zero iar energia activa
(efectiv disipatd) este maxima. Din acest motiv la rezonanta este necesara o forta
minima pentru a mentine o anumitd amplitudine a deplasarii. Pe o diagrama a
rigiditatii dinamice (forta necesard pentru a produce o deplasare egald cu unitatea
in punctul de aplicatie) in functie de pulsatia excitatoare, rezonanta este marcata de
un minim (ca in fig. 2.14).

2.4.2 Diagrama deplasare-forta

Se considera (pentru simplificarea prezentarii) deplasarea armonica in
regim stationar de forma

x(1)=Xcos wt, (2.58)

defazatd cu un unghi ¢ fata de forta excitatoare aplicatd masei

£(t)=Fycos (w1 +p). (2.59)
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Relatiile (2.58) si (2.59) sunt ecuatiile parametrice ale unei elipse.
Eliminand timpul intre cele doud expresii rezulta

2 2
x—+f——2iicos¢7=sin2(p. (2.60)
X* F§ XF

Diagrama deplasare-fortd este o bucla de histerezis de forma eliptica (fig.
2.30), parcursa in sens trigonometric.

Xcos

Fig. 2.30

Aria suprafetei acestei elipse este 0 masura a energiei disipate intr-un ciclu
de vibratie. Aceasta este egald cu lucrul mecanic efectuat de forta (2.59) pe
deplasarea (2.58)

27w 2z
d .
Wd=jfdx= ;l). fd—);dtz—XFO .([cos(a)t+(0)sma)td(a)z),

W,=nFy,Xsing.
Utilizand a doua ecuatie (2.55), expresia de mai sus devine
W,=ncoX?. (2.61)
Pentru a produce lucru mecanic, forta de amortizare f; = —cx = o X sin wt

trebuie sa fie defazata cu 90° fata de deplasarea x(¢)= X cos wt.

Daca deplasarea si forta sunt mdasurate cu traductoare de vibratii si
semnalele acestora sunt aplicate pe placile de deflectie ale unui osciloscop
(deplasarea in ordonata si forta in abscisd) imaginea obtinuta pe ecran este o figura
Lissajous. La frecvente joase figura este o linie dreaptd, a carei pantd depinde de
raportul amplitudinilor celor doud semnale (fig. 2.31, @). Pe masura cresterii
pulsatiei, linia dreaptd devine o elipsa (fig. 2.31, ) a carei semiaxa mare creste cu



46 VIBRATII MECANICE

pulsatia. La pulsatia proprie neamortizata (fig. 2.31, ¢) semiaxa mare a elipsei este
verticald si de amplitudine mare. La cresterea in continuare a pulsatiei, semiaxa
mare continud sa se roteasca dar descreste in amplitudine (fig. 2.31, d). Latimea
elipsei descreste pand cand, la pulsatii mult deasupra rezonantei, elipsa
degenereaza din nou intr-o linie dreaptd aproape paralelda cu axa orizontala (fig.
231, e).

- N~

O>>0,
0 <<, >0,

0 <O,

Fig. 2.31

La rezonanta fazei, o =w,, ¢ = 90°, X,os =Fy/ 28k, semiaxa mare a
elipsei este verticald iar energia disipata prin amortizare este

Wy =nFyX,, =ncw,X2,. (2.62)

Energia disipata intr-un ciclu de vibratie prin amortizare vascoasd este
proportionald cu pulsatia excitatoare (ec. 2.61).

2.4.3 Amortizarea structurala

Experiente cu structuri aeronautice si diferite materiale aratd ca energia
disipatd intr-un ciclu de vibratie este independenta de pulsatie si proportionala cu
patratul amplitudinii deplasarii. Valorile amortizarii in structuri ingineresti sunt
relativ mici chiar la frecvente de rezonanta inalte (de ordinul ¢ =0,02—-0,05). De
asemenea, daca toatd amortizarea ar fi vascoasa, atunci clopotele mici, care produc
sunete inalte, ar reactiona la lovire cu un sunet infundat, in locul unui clinchet. De
aici rezultd cd amortizarea vascoasa, adoptata initial datoritd simplitatii
matematice, trebuie inlocuitd printr-un model in care energia disipatd prin
amortizare este independentd de frecventd. Acest tip de amortizare se numeste
amortizare structurala sau histereticd.
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Utilizarea termenului amortizare “histereticd” este nepotrivita, deoarece
toate mecanismele de amortizare conduc la o bucld de histerezis. De aceea in
continuare se prefera termenul amortizare “structurala”. Acesta implica o forta de
sens opus care este in fazd cu viteza nsa, spre deosebire de amortizarea vascoasa,
are o amplitudine care nu este proportionald cu viteza ci cu deplasarea.
Coeficientul de amortizare este invers proportional cu pulsatia, astfel ca forta de
amortizare este —A x/w (inloc de — cx ). Ecuatia (2.53) devine

mjc'+£5c+kx:F0cosa)t, (2.63)
@

unde 4 este un coeficient de amortizare structurala. Includerea pulsatiei @ in
coeficientul vitezei x implicd faptul cd solutiile sunt valabile numai la aceasta

pulsatie. Ecuatia de miscare se mai poate scrie utilizand o rigiditate complexa
k™ =k +ih (fiindci s-a pus conditia de a avea o solutie armonici), sub forma
mi+(k+ih)x = Fy e’ (2.64)
Deoarece c este inlocuit prin A/, energia disipata pe ciclu este
W,=nhX?, (2.65)
fiind independenta de pulsatie.
Expresiile (2.56) si (2.57) devin
K X

Y- _ st . (2.66)
\/(k—ma)z)erh2 \/[1—(a)/a)n)2]2+g2
tg¢=k_f:m2 =1_(a)g/wn)2, (2.67)

unde g =h /k este factorul de amortizare structurald.

2.4.4 Metoda punctelor de semi-putere

Curba de rezonantd a sistemului masa-arc-amortizor poate fi utilizata
pentru determinarea raportului de amortizare (fig. 2.32).

g 9 X o
La w=w, amplitudinea la rezonanta este X, = 2—“ Pentru valori mici

ale amortizarii, varful M coincide cu punctul care marcheaza rezonanta fazei.
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Punctele B si C, de ordonata (\/5/ Z)X re- S€ numesc punctele de semi-

putere. Aceasta deoarece patratul amplitudinii este (1/ 2)X rzez , deci puterea disipata
prin amortizare la pulsatiile acestor puncte ®; si @,, este jumatate din puterea

disipata la rezonanta.

Fig. 2.32

Inlocuind in expresia (2.56) se obtine

l(LT _ !
2020 [ (1=(0/0,)?) +(to/o,)’
de unde rezultd ecuatia
(0/0,)' -2 (1-2¢) @/, + (1-8¢)=0.
Solutiile ecuatiei sunt pulsatiile de semi-putere

(w/@,);, :(1—2C2)i2C\/1+C2 ,

care pentru amortizari mici { <<1 pot fi aproximate prin

b

(a)/a)n)lz2 =1+2¢.
Notand

o} 2w?(1-20), o}z (1+20),

se obtine
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o — o
2z2——— (2.68)
@5 + o)
sau
2 2
2= Wy~ O] 00 Oy +®) 0y~
T 2w o, 20, @,
deci raportul de amortizare este dat de expresia
Aw
(=z—m0o (2.69)
2w,

in care Aw = w, — ®, este latimea de banda a curbei de rezonanta.

Pe baza formei curbei de rezonanta determinate experimental este dificil de
stabilit daca amortizarea este Intr-adevar de tip vascos. Daca se considera un singur
grad de libertate §i miscarea este armonicd, atunci este convenabild utilizarea
conceptului de “amortizare vascoasd echivalenti”. In acest caz, coeficientul de
amortizare vascoasa are o astfel de valoare incat energia disipatd intr-un ciclu de
deplasare armonica cu o anumitd amplitudine si frecventa, este aceeasi ca cea
disipata prin mecanismul real de amortizare, in acelasi ciclu de deplasare. In relatia
(2.43) coeficientul ¢ este atunci coeficientul de amortizare vascoasa echivalenta.

2.4.5 Metoda masei aditionale

In vecinitatea unei rezonante izolate, comportarea unui sistem vibrator
oarecare se aseamana raspunsului unui sistem cu un grad de libertate. Masa si
rigiditatea sistemului echivalent pot fi determinate experimental prin metoda masei
aditionale.

st

Fig. 2.33

Se traseaza experimental doud curbe de raspuns in frecventa, una pentru
sistemul real, cealaltd pentru sistemul in care s-a addugat o masa aditionala
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cunoscutd m, (fig. 2.33). Pulsatiile proprii ®,; $i ®,, se determind in punctele cu
amplitudine maxima a deplasarii.

Din relatiile corepunzatoare (2.4)
k=ma?,, (2.70)
k=(m+m,)o?,, (2.71)

se poate obtine masa echivalenta

(2.72)

mll
"= 2 /.2 ’
(a)n 1 /wn 2 )_ 1
apoi, din relatia (2.70), rigiditatea echivalenta k.

De notat ca raspunsul la rezonanta al sistemului cu masa atasatd este mai
mare deoarece pentru sistemul real

R __F _R[n
ez k 2(_,1 Ca)nl C k

iar pentru sistemul cu masa atagata

_& 1 K _& m+m,
e k 2@2 Ca)nz C k

Daca pulsatia de lucru este in vecindtatea valorii @, , atunci amplitudinea

raspunsului fortat al sistemului poate fi micsoratd adaugand o masa m,, .

2.4.6 Rezolvarea prin algebra complexa

In cazul excitatiei armonice, forta care actioneaza asupra masei sistemului
din fig. 2.26 se poate scrie

ft)=Fye’, (2.73)
astfel incat solutia stationara (2.54) devine
x()=Xxe", (2.74)
unde
X=xe%=x,+iX, (2.75)

este amplitudinea complexa a deplasarii.

In relatia (2.75), X este modulul, € este unghiul de fazi, X, este

componenta reald (in fazd) si X; este componenta imaginara (in cuadratura)
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Xp =Xcosd, X; =Xsind, (2.76)

X=yX2+X}, tgh=X;/Xg. (2.77)

In cazul amortizarii structurale, ecuatia miscarii (2.63) devine

mx+ﬁx+kx=F0eW. (2.78)
w

Inlocuind (2.73) si (2.74) in (2.78) se obtine
Cmo?+in+k)X=F,.
Amplitudinea complexa X are expresia

fo Xy (2.79)

X- - ,
k—mo* +ih 1-(0/w,)* +ig

unde w, =k/m si g=h/k,astfel incat

PR ol G121 S m: X, (280
S e e
X, tgf=— 5 (2.81)

X = ! -~
V1-@/e,)?] +&
Eliminand pulsatia @ intre expresiile componentelor X, and X, rezulta
2 2
1 2 1
Xi+—X, | +Xp=|—X, | - (2.82)
2g 2g

Acest cerc este locul geometric al varfului vectorului deplasarii in planul complex.

2.4.7 Functiile raspunsului in frecventa

Dupa cum raspunsul este o deplasare, vitezd sau acceleratie, existd mai
multe functii de raspuns in frecventa (FRF) definite ca rapoarte complexe
raspuns/excitatie sau excitatie/raspuns. Urmatoarele definitii sunt aproape general
acceptate si chiar standardizate :

deplasare / forta = receptanta,
vitezd / forta = mobilitate,

acceleratie / fortd = accelerantd (inertantd),
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forta / deplasare = rigiditate dinamica,
fortd / viteza = impedantd mecanica,

fortd / acceleratie = masa aparenta.

w
9 w1|”a)2 o
o [ o
[
459 T T |
I
-00%T —— — 37\ |
1350 ———2C
A
b
GER‘ af:
ey B
2 7\ ©
Ry W ot
- a)'d)'z _%
I ™ n
|
Ky &/ -
> T~ o rez
e OCIJ.
O X
-
do
) B
(Uz S w!
o MV ds
wn e
Fig. 2.34

Datorita caracterului armonic al marimilor considerate, aceste functii

contin de fapt aceeasi informatie despre sistemul in vibratie, putandu-se stabili
relatii simple intre ele.
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In general, se folosesc trei tipuri de diagrame:

a) diagrame Bodé ale modulului FRF in functie de frecventa gi ale
unghiului de faza al FRF in functie de frecventa;

b) diagrame ale partii reale a FRF in functie de frecventa si ale partii
imaginare a FRF 1n functie de frecvent;

c¢) diagrame Nyquist ale partii imaginare a FRF in functie de partea reald a
FRF, cu marcarea frecventei in lungul curbei.

Pentru un sistem cu amortizare structurald, in fig. 2.34 se prezinta
diagramele receptantei o0 = X / F,, pentru o valoare data a factorului de amortizare.
Rezonanta apare 1n punctul M, iar punctele de semi-putere sunt notate B si C.

Diagrama Nyquist (fig. 2.34, e) este un cerc. Ea contine intr-un singur
grafic informatia asupra amplitudinii si unghiului de faza. In vecinatatea rezonantei
scara frecventelor este ‘dilatata’, astfel incat raspunsul intre punctele de semi-
putere este reprezentat pe un semicerc, indiferent de nivelul amortizarii. Scaderea

amortizarii duce la cresterea diametrului cercului (pentru aceeasi scara a
amplitudinii) si la expandarea scarii frecventelor.

Rezonanta este indicata de maxime in diagramele « (fig. 2.34, a) si |a ,|
(fig. 2.34, d), si prin puncte de inflexiune (pantd maxima sau valoare maxima a
derivatei in raport cu 0)2) in diagramele 6 (fig. 2.34, b) si o, (fig. 2.34, c).
Varful in diagrama |a1| este mai ascutit decat in diagrama « . La rezonanta,
0=-90° si ap=0. In diagrama Nyquist (fig. 2.34, e), rezonanta apare la
intersectia cercului cu axa imaginara, In punctul unde viteza de variatie a lungimii

arcului de cerc in raport cu frecventa este maxima. Aceasta se bazeazd pe
observatia ca derivata

ds 1 de 1

dlorfod) " alorser) (i-0t/ai) s

are o valoare maxima la rezonanta. Daca sistemul este excitat cu o fortd armonica
iar receptanta este reprezentatd grafic prin puncte, corespunzitoare unor cresteri
egale ale pulsatiei Aw, atunci lungimea arcului As intre doud puncte succesive

—ka® (2.83)

este maxima la rezonanta. Aceasta proprietate formeaza baza teoreticd a metodei
dezvoltate de Kennedy si Pancu (1945) pentru localizarea rezonantei.

Factorul de amortizare structurald se poate calcula cu relatia (Broadbent si
Hartley, 1958)

v - o]
g=——7

: (2.84)
0)2 + C()l
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unde @; si @, sunt pulsatiile punctelor de extrem din diagrama o (a)) sau ale
capetelor diametrului BC, trasat perpendicular pe OM, in diagrama Nyquist.

Rigiditatea se poate calcula pe baza valorii receptantei «,,. la rezonanta

11 1 F
h=—m— =0 (2.85)
g e & Xper
Deoarece in planul complex viteza este defazata 90° fnaintea deplasarii si
acceleratia este defazata 90° fnaintea vitezei, diagramele Nyquist ale mobilitatii si
accelerantei sunt rotite 90° i respectiv 180° in sens trigonometric fata de
diagrama polara a receptantei.
Diagrama Nyquist a mobilitatii M=iw X / Fy=Mp +1M/, care nu este un
cerc, este prezentata in fig. 2.35, g, fiind descrisa de urméitoarea ecuatie

2
My +MRM[ _

(M123+M12)2_g2km ghkm

0.

&y

!
m ﬁ'R
b

Fig. 2.35

Diagrama Nyquist a accelerantei f = — 0*X / Fy = Pr +1f3; este prezentata
in fig. 2.35, b, fiind un cerc de ecuatie

2 2 2
1 1 l+g
_ + — = .
(ﬁR sz [/BI zgmj 4g2m2
In ambele figuri s-au marcat punctele de semi-putere B si C, si punctul de
amplitudine maxima a raspunsului R.
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2.4.8 Diagrama polara a receptantei pentru amortizare vascoasa

Receptanta este exprimatd prin raportul intre amplitudinea complexa a
deplasarii X si amplitudinea fortei armonice F|,. Utilizand, in locul lui & , notatia
generald pentru o functie de raspuns in frecventd H (ica), in cazul amortizarii
vascoase se obtine

X 1 1/m

Hliw)=—= = . 2.86
(i) Fy k-mo*+ivc o -0’ +i2oo, (2:86)

La sisteme cu amortizare vascoasa, diagrama Nyquist a receptantei nu mai
este un cerc, ceea ce constituie un dezavantaj la identificarea parametrilor
sistemului. Totusi, se poate arata ca aceasta poate fi descompusa in doua cercuri.

Relatia (2.86) se poate scrie sub forma

1/m

H(i ):(ia)—sl)(ia)—sz)’ (2.87)
unde s, , =-0 tiw, (2.48) sunt radacinile ecuatiei caracteristice (2.39).
Relatia (2.87) se poate scrie ca o suma de fractii partiale
Ym SR (2.88)

(iw —Sl)(ia)—sz)_ iw—s io-s,

Inmultind ambii membri ai relatiei (2.88) cu (iw—s,) si calculand
rezultatul pentru iw =s; se obtine

| l/m =C1+C2—i_a)_S1 .
(160—52) iw=s, 10 =53 iw=s,
Prin urmare
1/m 1/m 1/m
Cl = = - - = -
S1—S, (—0+1a)d)—(—0—1a)d) 12w,
si similar
1/m
12w,
Extragand un factor constant 2— din expresia lui C; si C,, expresia
1

(2.88) se poate scrie sub forma
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R R
- 2.89
2i(iw—-s;) 2iliw-s,)’ (2:89)

H(iw)=

unde steluta denota conjugata complexa.
In acest caz, reziduurile sunt pur reale
. Um
R=R = /— . (2.90)
Wy

La sisteme cu mai multe grade de libertate, acestea sunt complexe conjugate.

Expresia (2.89) se poate scrie

Hliw)=— v +— v . (2.91)
oti(o-w;) o+i(o+ae,)
unde
Uz-U =i (2.92)
2mCl)d
In continuare se va analiza diagrama Nyquist obtinutd pe baza expresiei
(2.91).
Im ®,-0
i w
S a,
o2 4y Re
=00 M W+
\<c;_
+C
a b

Fig. 2.36

Pentru a trasa diagrama primului termen al sumei (2.91)

S A (2.93)
o+i(w-w,)

se considera intai diagrama corespunzatoare expresiei
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1

ey st (2.94)

In planul complex, expresia (2.94) reprezintd un cerc (fig. 2.36, a) cu
centrul in punctul (1/20',0) si diametrul 1/o. In punctul M de amplitudine

maxima, adicd in punctul de intersectie al cercului cu axa reald, pulsatia este @,

pulsatia proprie amortizatd. Constanta de atenuare o este egald cu intervalul de
frecvente masurat de la punctul M la punctele B si C, ai céror vectori fac unghiuri

de +45° cu vectorul raspuns din punctul M. La frecvente negative, cercul este
trasat cu linie intrerupta.

In continuare se consideri efectul numarului imaginar U de la numdritorul
expresiei (2.93). Inmultirea cu acest numar imaginar produce o rotatie de 90° a
diagramei in sens orar si o dilatare sau contractie cu un factor 1/ 2mo, (fig. 2.36,
b). Cercul rezultant se numeste cercul cu pulsatii predominant pozitive. Centrul

E‘_L;
o _ch 11_C2 '

acestui cerc este in punctul (0,—|U / 20 |) iar diametrul este

Portiunea trasaté cu linie Intrerupta corespunde pulsatiilor negative.

Im
Im
Pl %y
L - @ O =%
// \\ e ~
: 3 ZINX
J/ i \ / o \\
’a):c;ao e} - Re { \
0 b~ % —aJd—o-é\ $-0+0
i \ /"
=0 e N Y,
- E 0y —
~. 7 ~ =0 Re
—_—— TR, o
-@d+0 a):DO
a b

Fig. 2.37

Se considera apoi al doilea termen al sumei (2.91)

.U— . (2.95)
o +1 ( w + a)d )
Diagrama polara a expresiei
! (2.96)

oc+i(o+aw,)
este prezentata in fig. 2.37, a.
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Expresia (2.95) reprezintd de asemenea un cerc (fig. 2.37, b), numit cercul
cu pulsatii predominant negative. Acest cerc are acelasi diametru cu cercul din fig.

2.36, b dar este rotit 90° in sens trigonometric fatd de axa reald. Arcul de cerc
corespunzator pulsatiilor pozitive reprezintd numai o mica parte din acest cerc.
Restul cercului, corespunzator pulsatiilor negative, este trasat cu linie intrerupta.

Combinand diagramele din fig. 2.36, b si fig. 2.37, b, se obtine diagrama
Nyquist din fig. 2.38, a (linie groasd), care nu mai este un cerc. Cateva astfel de
diagrame sunt prezentate in fig. 2.38, b pentru diferite valori ale Iui (.

Im '
-@
$ %
I
|

RS
Vi by

A

! ! i
—lf!?'—(‘}'o___.|____‘l -
d | Q J+D-

\ |
\ !

l

\w=00l =0,
> @=0 Re

(!,‘d

Fig. 2.38

Valoarea FRF (2.89) la pulsatia proprie amortizata este

. R/21 R*/2i
H(la)d)= / - / .
o o+i2wy;
1 1 1
Hlio, )=— - . 2.97
(i) 2i{ma)d0' ma)d(0'+i2a)d)} @97)

Aceasta poate fi aproximata prin
R 1

P (2.98)
120 120muwy,

H(ia)d);

deoarece al doilea termen in membrul drept al expresiei (2.97) tinde spre zero
pentru valori mari ale lui @, .
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De fapt, o serie de modele cu un grad de libertate pot fi reprezentate
simplificat prin functia
R 3 R
2i(w-s) 2ilo-(c-iw,)]

Hlio)= (2.99)

2.4.9 Transmisibilitatea in sisteme amortizate

Daca sistemul masd-arc-amortizor este excitat cinematic la bazd cu o
1ot . .o . ey 1ot
deplasare x; = X,e'“", miscarea transmisd masei este x, = X,e'“’, unde
X, = ‘X 2‘ e '? este 0 amplitudine complexa. Ecuatia diferentiald a miscarii este
miy =k (xy =)= (i —iy)
si poate fi rearanjatd sub forma

miy +ciy +kxy =ci +kx. (2.100)

Raportul amplitudinilor este

Xy, k+iwc 2.101)
X, k-mo*+ioc
TR 180° T
| P L
0,05 B 018 ——
3,0 I 120 —0,751
_-0,10 —0.375
‘ f""o,so
015 60
/A -
e / | o 10 2,0 30 40 50
0,375 @
N
0,50
1,0
1,0
&= Cic &
| \Q%::_ ——
| \“\__h___
0 1,0 /3 2,0 w 3,0 4.0 5,0
Wi
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Transmisibilitatea miscarii este

)?2|: \/ 1+(2tw/w,)?

TR = % . , (2.102)
R [ B S
Defazajul intre cele doud miscari este dat de
3
@ = arctg 2(:(0)/0)”) (2.103)

1—(0)/(0,1)24-(2(;60/(0”)2 ‘

Expresiile (2.102) si (2.103) sunt reprezentate grafic in fig. 2.39 pentru
cateva valori ale raportului de amortizare ( .

Pentru a)/ a)n>\/5 , TR este subunitard, ca In fig. 2.17, Insa daca

amortizarea creste, creste si transmisibilitatea, deci scade gradul de izolare.
Diminuarea amortizarii nu este o solutie eficientd deoarece, pentru a functiona la

pulsatii @ / w, > V2 , sistemul trebuie sd treaca prin rezonanta, unde amplitudinea

este limitata de amortizare. In unele cazuri, existd o amortizare redusa inerenta iar
amplitudinile mari in vecinatatea rezonantei sunt eliminate prin limitatoare sau
accelerarea prin rezonanta.

O problema similard de izolare a vibratiilor poate fi formulatd pentru un
sistem rezemat la baza si excitat prin masa (fig. 2.26). Daca forta excitatoare ce
iot

trebuie izolatd este Fye @ (2.73), iar amplitudinea complexd a deplasarii este X

(2.74), atunci forta transmisa prin arc §i amortizor, legate in paralel, este armonica
si de amplitudine

Fp =+ (kX ) +(cox ) (2.104)
astfel ca transmisibilitatea fortei

TR =Fy | F, (2.105)
este data de expresia (2.102).

De observat ca forta transmisa la baza prin arc si amortizor este defazata
fata de forta elastica si forta de amortizare.

2.4.10 Teoria captorilor seismici

Exista doua tipuri conceptual diferite de instrumente pentru masurarea
vibratiilor: a) aparate cu punct fix sau cvasi-statice, care masoard migcarea
vibratorie fatd de un punct de referintd fix in spatiu, si b) captori seismici, in care
miscarea vibratorie este masuratd fatd de masa unui sistem masd-arc-amortizor
atasat structurii in vibratie.
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Captorul seismic (fig. 2.40) constd din suportul S, atasat rigid de sistemul
in vibratie, sistemul masa-arc-amortizor m-k-c, si traductorul 7, care masoara
miscarea relativa intre masa seismica si suport.

Se presupune ca sistemul in vibratie, deci si baza captorului, efectueaza o
miscare armonica

x,(1)=X,cos wt. (2.106)

Neglijand termenii tranzitorii, deplasarea relativa Intre masa m si suportul
S poate fi scrisa sub forma
x,(t)= X, cos (wt-p). (2.107)
Deplasarea absoluta a masei m, fatd de un punct de referinta fix, este
Xy, =X +X,
iar acceleratia absoluta este
X, =X, +X,.
Ecuatia de migcare a masei m este
m (¥ +%,)+cx, +kx, =0
sau

mx, +cx, +kx, =-mi, =mX, w*cos t . (2.108)

||l11

§xr=Xr cos (@t -@)

r=--=n
-
(N |

b g | s
Lfl.

/I /é X1=X] cos wt

Fig. 2.40

Ecuatia (2.108) are o solutie stationara pentru care

X (0/o,)”

r

5 =@/e,)] +2toje,)?

: (2.109)
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Q arctgl_(w/a)n)2 . (2.110)

| e

§iEy

a

s ovE SY

//%c» 025
2 ™~ 05

0 05 10 15 20 25

Fig. 2.42
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In fig. 2.41 se aratd variatia raportului amplitudinilor (2.109) in functie de
pulsatia adimensionald @/, , pentru doud valori ale raportului de amortizare.

Figura 2.42 prezinta variatia defazajului ¢ in functie de @/, .

In functie de domeniul de pulsatii utilizat, captorul misoard deplasarea,
viteza sau acceleratia.

Vibrometrul. In intervalul III, la pulsati @ >> w,, se observd cd

X, = X,, deci deplasarea relativda X, intre masa si suport, masuratd de traductor,
este practic egald cu deplasarea X a structurii in vibratie. Figura 2.42 aratd cd, in
acest domeniu de pulsatii, defazajul este ¢ =7 pentru amortizare mica (C - 0),

astfel cd masa m si suportul vibreaza defazate cu 180°. Fata de un sistem de
referinta inertial (punct de referinta fix) masa m ramane aproape nemiscata (devine
un “punct fix” in spatiu) iar miscarea suportului este masurata in raport cu masa.

Daca T este un traductor de deplasari, instrumentul este un captor seismic
de deplasari absolute (vibrometru). Daca T este un traductor de viteze, atunci
instrumentul devine un captor de viteze.

Captorii seismici de deplasari au frecvente proprii joase (1-5 Hz) care se
obtin cu valori mici ale rigiditatii &, deci cu o suspensie moale a masei seismice,
respectiv cu mase m mari.

Accelerometrul. In intervalul I, la pulsatii @ << ®,, expresia (2.109)

no°

devine
Xr/Xl E(w/wn)z’
sau
X, ;%(Xlaﬂ), (2.111)
a)n

2 . e . .
unde X,@"” este acceleratia structurii in vibratie.

In acest caz, captorul masoard o marime direct proportionald cu acceleratia
absoluta a structurii si se numeste accelerometeru. El are o frecventa proprie relativ
mare, realizatd cu o masa seismicd mica si cu un arc rigid.

In intervalul 11, la @ = , , masa vibreaza cu amplitudini mari, proprietate

utilizatd in proiectarea frecventmetrelor lamelare si accelerometrelor folosite la
masurarea defectelor rulmentilor.

Distorsiuni de amplitudine. Pentru a reproduce un semnal complex fara
distorsiuni, toate componentele armonice trebuie amplificate in mod egal,
indiferent de frecventa. Aceasta se poate realiza daca raportul amplitudilor X, /X,
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este aproape constant. Ca urmare, pentru fiecare captor se indicd domeniul
frecventelor de lucru in care distorsiunile sunt sub anumite limite.

Figura 2.43 prezintd o portiune marita a fig. 2.41, cu patru curbe trasate
pentru diferite valori ale raportului de amortizare. Captorul cu {=0,7 are o curba
de raspuns orizontald pand la @w/w, =4 . Distorsiunile de amplitudine fixeaza o
limita inferioara a frecventelor vibratiilor masurate cu un captor de deplasari.

X L] AN |
f}; 104 .0=06 N |z=0
e
102 £=065"T [ ~_
[ ] e |
100 / ,’é’:q} =
098 14
096 "I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
w
win
Fig. 2.43

Distorsiuni de faza. Pentru a reproduce un semnal complex fara
modificarea formei in timp a acestuia, defazajele relative ale diferitelor
componente armonice trebuie sa fie egale. Aceasta se poate realiza daca defazajul
@ creste liniar cu frecventa.

La un vibrometru, raportul /@, este relativ mare, si unghiul ¢ este

aproximativ 180° pentru toate armonicele, deci nu apar distorsiuni de faza. La un
accelerometru, cand raportul de amortizare este aproximativ egal cu 0,7, existd o
relatie aproape liniara intre unghiul de faza si pulsatie, ¢ = (71'/ 2)(a) / a)n) Aceasta
valoare a amortizérii este folositd pentru minimizarea raspunsului tranzitoriu al
captorului.

2.4.11 Precesia rotorului Laval cu amortizare externa

Se considera miscarea rotorului din fig. 2.18 sub actiunea unei forte de
frecare generate de miscarea relativa fatd de mediul ambiant stationar. In timpul
precesiei sincrone, punctele C si G se rotesc in jurul axei lagarelor O cu o viteza
unghiulard @, aceeasi ca viteza de rotatie a arborelui in jurul lui C. Forta de
amortizare f,; se poate considera proportionald cu viteza tangentiald r-w, deci

fq =—crco, unde c este coeficientul de amortizare vascoasa exterioara.
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Diagrama fortelor care actioneazd asupra discului este prezentatd in fig.
2.44. Forta de readucere elasticd k 7, datorita Incovoierii arborelui, actioneaza pe

directia CO. Forta centrifuga ma)er , datorita excentricitatii CG =e, actioneaza
pe directia OG. Forta de amortizare vascoasa este perpendiculara pe OC. Punctele
O, C si G nu mai sunt coliniare, iar linia CG devanseaza linia OC cu un unghi ¢.

Echilibrul dinamic al celor trei forte implica

ma)z(rc +e COSq)):k}”C, ma)ze Sin(t):crca). (2‘112)

Fig. 2.44
Orbita circulard a punctului C are o raza
e = ma’e cozsgoze (0/o,)* '
om0, P+ o/a,)?

La turatia critica, atunci cAnd @ = @, , raza orbitei este 1 =¢/2(.

(2.113)

@ >>wp

F2




66 VIBRATII MECANICE

Unghiul intre segmentele CG si OC este dat de
tgp=—"2 = 2C“)/‘”"2. (2.114)
k-mo® 1-(0/o,)

Unghiul ¢ creste cu viteza unghiulard @. Cand o<, (fig. 2.45, a),

discul se roteste cu punctul G in afara lui C. Cu cresterea turatiei, lungimea
segmentului OC creste, si CG se roteste fatd de OC. La o = w,,, segmentul CG este

rotit fata de OC cu 90°. Cand o> o, , discul se roteste cu punctul G in interiorul

cercului descris de C, iar lungimea segmentului OC descreste. La turatii foarte
mari, punctul G coincide cu punctul O, raza r. tinde spre e, iar arborele are o

precesie in jurul centrului sdu de greutate.

2.4.12 Amortizarea ereditara

Amortizarea vascoasa intervine in cel mai simplu model, care consta dintr-
un amortizor legat in paralel cu un arc (fig. 2.26). numit modelul Kelvin-Voigt, cu
amortizare cuplata direct.

Fig. 2.46

Alte modele simple includ mecanisme de amortizare vascoasd cuplate
elastic. In modelul Maxwell cu trei parametri, amortizorul este legat in serie cu un
al doilea arc (fig. 2.46, a). Sistemul are doua grade de libertate.

Ecuatiile de miscare se scriu
mi+vkx+c(i—x)=1, c(x—% )=k x,. (2.115)
Pentru o excitatie f = F el se presupun solutii de forma

x=Xe' x =X, (2.116)
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unde X si X, sunt amplitudini complexe.

Ecuatiile (2.115) devin

(k—ma)2+ia)c)X—ia)c)?l =F,

_ _ (2.117)
~iwcX+(k +iwc)X, =0,
si pot fi rescrise sub forma
2 . > - =
(1—77 +12C_77)X—12C77X1_=F0/k, 2.118)
—i20p X +(N+i2¢n)X, =0,
unde s-a notat
o, =+\klm,n=0/w,, (=c/2mo,, N=k k. (2.119)
'10 T T 1 T 1T]
! N=5 17
. Lot
X W T
03
F/k 0,8 \
T \ ‘/_—;‘:!OP
il \ //-1‘35
! N\ 177
»._\ — Pl - l‘ T\
L ~\
‘-..__.____
0.1 \
0,01 ’
0,1 1 10 @ 100
Fig. 2.47

Amplitudinea deplasarii complexe a masei m este
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X i .1+12C77/N . (2.120)
Fy/k 1-p> +i(Cp/N)(N +1-77)
Factorul de amplificare a deplasarilor
X 1+(2¢n/N)?

Fylk \/(1—772)2 +(22;77/N)2(N+1—772)2 .

este reprezentat grafic in fig. 2.47 pentru un raport al rigiditatilor N =5 si diferite
valori ale raportului de amortizare. Diagrama unghiului de faza corespunzitor este
prezentata in fig. 2.48.

180° =
;010_\$ //J 1
o] A A
150 03] /
120° el
tf S
a0” -
TS
0 T4
60 A / —
"] /, A
" ol g
00:———"" T \ |
0,1 1 10 @ 100
Fig. 2.48
Expresia (2.121) poate fi ridicata la patrat si scrisa sub forma
x| )’ ¢ +2C
Fo/k G+CCy
sau
c3¢/2—cl+(c4y/2—cz)§2=0. (2.123)

Toate curbele fascicolului reprezentat de ecuatia (2.123) trec prin punctul
de intersectie al celor doua curbe de ecuatii

Cyp?-C, =0, C,y?-C,=0.

Acestea pot fi exprimate sub forma
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l//:\/CI/C3, W:\/C2/C4,

sau
%] L (2.124)
Folk 1-*" '

si B
Xl (2.125)

Fplk  N+1-p*
Expresia (2.124) reprezinta curba (2.123) de parametru {=0. Expresia
(2.125) reprezintd curba (2.123) de parametru {=o. Cele doua curbe se
intersecteazd in  punctul de abscisa 7=+ (N+2)/2 si ordonata
| X | / (Fy/k)=2/N . Toate curbele de rispuns in frecventa trec prin acest punct.
Figura 2.47 aratd cd mici variatii ale amortizarii pot produce variatii
insemnate ale pulsatiei de rezonanta. Aceastd comportare este total diferitd de cea a
sistemelor cu amortizare vascoasd cuplata direct (fig. 2.28), la care variatia
pulsatiei de rezonantd cu amortizarea este neglijabila.
Pulsatia de rezonantad creste de la 7=1 pentru (=0, la =41+ N

pentru {=oo0. Cand amortizarea creste, varful raspunsului intdi descreste, apoi
creste, ceea ce indica existenta unei amortizari optime

Cope = N/2(N +2),

la care varful de rezonanta are amplitudine minima, egala cu ordonata punctului de
intersectie al tuturor curbelor trasate pentru diferite valori ale raportului de
amortizare.

Pentru N>2 si valori ale raportului de amortizare 0,7 <{<(,,, in
curbele de raspuns in frecventd nu apare un varf de rezonanta.

Aceastd comportare poate fi explicatd analizand raspunsul dinamic al
modelului cu trei parametri din fig. 2.46, b. Comportarea acestuia este descrisa de
doua ecuatii

fi=kx+c(x—x), (2.126)
c(x—x)=k x. (2.127)

Deoarece nu intereseaza coordonata “ascunsa” x,, care defineste gradul de
libertate interior, se rezolva ecuatia (2.127) pentru x; si se inlocuieste rezultatul in
ecuatia (2.126). Rezulta
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17 =kx+jG(z—r)x(r) dr, (2.128)
0
unde
_k,
G(t)=kje ¢ (2.129)

cu presupunerea subinteleasa ca modelul este nesolicitat la 1 =0.

In expresia (2.128) termenul care descrie amortizarea depinde de toata
istoria variatiei in timp a vitezei; de aici denumirea de “amortizare ereditara”.

Cand forta f; este datd ca o functie de timp, solutia ecuatiilor (2.126) si
(2.127) este

t

x(t)= i) +l( ki TJ' e " f(t-7)dr, (2.130)

k+k1 C k+k1

0

unde “constanta de timp” a modelului este

1 1
T]ZC — 4+ — .

Primul termen in membrul drept al expresiei (2.130) descrie raspunsul
instantaneu, observat practic la multe sisteme amortizate.

In continuare se considera raspunsul fortat la excitatie armonica. Inlocuind
solutiile complexe (2.116) in ecuatiile (2.126) si (2.127), apoi eliminand
coordonata interna, se obtine

fi=kx, (2.131)
unde rigiditatea complexi k este
— . wck
k=k+i——m—. (2.132)
ki+iwc

Daca in expresia (2.132) se separa partea reald si cea imaginard, se obtine
forma corespunzatoare modelului cu amortizare vascoasa cuplata direct

k=k,+iwc,, (2.133)

unde rigiditatea echivalentd si coeficientul de amortizare vdscoasa echivalenta
sunt
2.2 2
wc k
Cp=C—t . (2.134)

227 2

k,=k+k
lkl +wc k12+a)2c
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Modelul cu amortizare ereditara este astfel redus la un model Kelvin-Voigt
cu parametri dependenti de frecventa. Rigiditatea echivalentd k, creste cu pulsatia

de la valoarea k si tinde asimptotic spre k+k;, in timp ce coeficientul de

amortizare vascoasa echivalenta c, descreste de la valoarea c la zero.
Energia disipata intr-un ciclu de vibratie este

a)ckl2

2 2

Wd=IZ'X2a)Ce=IZ'X2 3
kl +w ¢

(2.135)

fiind nula la @=0 si @=o0, avind o valoare maxima la @, =k;/c pulsatie la

care ¢, =¢/2.

Fig. 2.49

Aceastd comportare se regaseste si in curba de histerezis (fig. 2.49). La
pulsatie nula aceasta este o dreaptd care corespunde unui arc de rigiditate k. La
@ = o, elipsa are suprafata maxima. Cand pulsatia tinde spre infinit, raspunsul este

o dreapta mai putin inclinata, care corespunde unui arc de rigiditate & + &, .

2.5 Sisteme cu rigiditate cubica

Sistemele vibratoare reale pot avea caracteristici neliniare. Forta elastica
poate fi o functie neliniard de deplasare, iar forta de amortizare poate fi o functie
neliniard de viteza sau deplasare. Daca un sistem neliniar este actionat de o forta
armonicd, raspunsul stationar nu mai este armonic, ca la sisteme liniare, ci
periodic, deci poate fi exprimat ca o suma de componente armonice.

Sistemele cu neliniaritati locale mici pot fi studiate folosind metoda
liniarizarii echivalente, In care se presupune ca raspunsul este dominat de
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componenta armonicd fundamentald. Se considera cd raspunsul stationar consta
dintr-o singurd armonicd la frecventa excitatiei, neglijaind componentele
subarmonice sau supraarmonice. Raspunsul fortat este studiat numai in vecinatatea
asa-numitei rezonante principale. Studiul sistemelor neliniare depaseste cadrul
acestei lucrdri. In continuare se descrie numai raspunsul armonic fortat al unui
sistem cu rigiditate cubica.

2.5.1 Rigiditatea cubica

La sisteme fara preincarcari si fard jocuri, forta elasticd poate fi
reprezentata printr-o functie cubica de deplasari

fo =k(x+ux3), (2.136)

numitd caracteristica elastica a arcului. Se spune (impropriu) ca sistemul are o
rigiditate cubica.

In expresia (2.136), k este panta in origine iar u este un coeficient de

neliniaritate. Coeficientul u este pozitiv la sisteme cu caracteristica tare (cu panta
crescatoare) si negativ la cele cu caracteristica moale (cu panta descrescatoare).

Pentru o deplasare armonica
x(t)=acoswt, (2.137)
forta elasticd (2.136) devine f, =ka (cosa)t +pa® c0s3a)t).
Inlocuind cos’w ¢ = %cos t+ %cos 3wt , si neglijand termenul armonic

superior in cos3wt, se obtine
f.=ka (cosa)t+,ua2%cosa)t+....j =Kk,op X,
unde rigiditatea echivalenta este
kechzk(1+%ya2j. (2.138)

Raspunsul dinamic al sistemului neliniar se poate obtine introducand
aceastd rigiditate dependentd de amplitudinea deplasarii in locul rigiditatii
constante in ecuatiile obtinute pentru sistemul liniar.

2.5.2 Raspunsul armonic

In fig. 2.50 se prezintd un sistem cu un grad de libertate, cu un arc neliniar
si un element disipativ cu amortizare structurald. Arcul are o caracteristica elastica
tare, descrisa de o rigiditate cubica cu coeficient de neliniaritate pozitiv.
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Daca asupra masei actioneza o fortd armonicad de amplitudine constanta £
si pulsatie @, ecuatia de migcare de tip Duffing a masei se poate scrie sub forma

mje+ﬁx+k(x+yx3)=Foei“”, (2.139)
w

unde & =gk ,iar g esteun factor de amortizare structurala echivalenta.

lFOeiwt

m .
Tx:ﬁelwl

Fig. 2.50

Raspunsul este aproximat cu prima armonica

x=de' =(aR+ia1)eim=aei(w+9). (2.140)

Utilizand metoda liniarizarii armonice, se neglijeaza armonicele de ordin
superior, deci se considera ca

3

X a’x. (2.141)

11

Blw

Inlocuind (2.140) si (2.141) in (2.139) se obtin componenta reald si cea
imaginara ale deplasarii

2
] . (2.142)

a;=—-g—a’, (2.143)

n=-2 a)n:\/E. (2.144)
o, m

Amplitudinea deplasarii

unde s-a notat
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a=+lak+a? (2.145)

este datd implicit de expresia

2 3 9
=l+—pa" =

2
£ —g?. (2.146)

Unghiul de faza se calculeaza din relatia

tgd = o - o . (2.147)
ﬂz_l_ng R )
4 Tl 2278
k“a

2

Elimindnd a si 7~ intre expresiile (2.142) si (2.143) se obtine locul

geometric al varfului vectorului @ in planul complex, care este un cerc de ecuatie
1 RY (1 RY

ap+|ap+—=2| = —=2| . (2.148)

2 29 k

Aceasta este identica cu ecuatia (2.82) obtinuta pentru sisteme liniare.

Elimindnd amplitudinea a 1intre relatiile (2.143) si (2.145) se obtine
dependenta de frecventa a componentei imaginare a; a deplasarii

o 1
gk (_a[)

Similar, dependenta de frecventa a componentei reale a a deplasdrii se

n =1+—y%(—a,)ig -1. (2.149)
g

obtine sub forma

(2.150)

2.5.3 Curbele raspunsului in frecventa

Pe baza relatiei (2.146), in fig. 2.51 s-au trasat curbele amplitudine-pulsatie
pentru o valoare g =const. si cateva valori F{, ale amplitudinii fortei armonice

(care cresc in sensul sagetii).
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Curbele de raspuns sunt dispuse simetric fata de “curba schelet” de ecuatie

wzza),f(u%yazj (2.151)

care trece prin punctele de amplitudine maxima. La sisteme liniare, aceasta este o

linie verticald de abscisd @ =), . La sisteme cu caracteristica tare (x> 0), curba
schelet se “apleacd” spre pulsatiile inalte. La sisteme cu caracteristici moale

=9

(/1 < O), curba schelet se “apleacd” spre pulsatiile joase.

Locul geometric al punctelor cu tangentd verticala de pe curbele
amplitudine-pulsatie are ecuatia

2 3 5 9 2 4 2
=l+—pua " +,|—u-a - 2.152
n e T g ( )

a
H=>0
5
Curba X ¥
schelet
: . Limita de
Limita de L stabilitate
stabilitate K
>0
w
a, @ d
Fig. 2.51 Fig. 2.52

Punctele situate 1n interiorul regiunii delimitate de aceastd curba definesc
regimuri instabile de vibratie. Pe curbele de rdspuns aceste puncte corespund
portiunilor trasate cu linie intrerupta.

Aceeasi informatie este redata in fig. 2.52 unde s-au trasat curbele forta-
deplasare la diferite pulsatii (care cresc n sensul sagetii) si g = const. Acestea sunt

curbe de pulsatie constantd, numite si izocrone. Limita de stabilitate este definita
de locul geometric al punctelor cu tangentd orizontald. Punctul K defineste
amplitudinea maximd a fortei pentru care vibratiile sunt stabile indiferent de
amplitudinea deplasarii. Punctul L defineste amplitudinea maxima a deplasarii
pentru care vibratiile sunt stabile indiferent de nivelul fortei.

Curbele faza-pulsatie din fig. 2.53 se bazeaza pe expresia (2.147). Limita
de stabilitate XLKY este definita de ecuatia
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2 g 3
=1+&| tgfd+—|, 2.153
n > ( g tg@j ( )

care este locul geometric al punctelor cu tangenta verticala in fig. 2.53.

g

90" - Y

Limita de

o !
-120°F K stabilitate

-135° L

180+

Fig. 2.53

Curbele polare ale raspunsului in frecventa sunt prezentate in fig. 2.54, in
coordonate a; —ap. O astfel de reprezentare combind in aceeasi diagrama
informatia asupra amplitudinii, fazei §i pulsatiei vibratiei, iar regiunea din
vecindtatea rezonantei ocupa o mare parte a curbelor.

Fig. 2.54

La sisteme neliniare se recomanda trasarea diagramelor deplasarii si nu
cele ale receptantei (deplasare/fortd) sau altor FRF. Fiecare punct reprezentat in
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planul complex este definit de doi parametri — pulsatia excitatoare, @, si
amplitudinea fortei F,. Ca urmare, se pot trasa doud familii de curbe de raspuns,

izocronele — care unesc punctele cu aceeasi pulsatie si diagramele Nyquist — care
unesc punctele cu nivel constant al excitatiei. Deoarece atat amplitudinea deplasarii
cat si unghiul de faza sunt functii de amplitudinea fortei, deviatia acestor curbe de
la linia dreapta poate fi utilizata ca un indicator al comportarii neliniare. In general,
faza este mult mai sensibila la neliniaritati decat amplitudinea.

In fig. 2.54, izocronele sunt trasate cu linii intrerupte. Ecuatia lor se obtine
eliminand £ intre expresiile (2.142) si (2.143). Rezulta

aR:[qz—l—%,u (a123+a?)}%. (2.154)

Pentru x =0, deci pentru sisteme liniare, ecuatia (2.154) descrie linii
drepte care trec prin originea coordonatelor. Pentru u # 0, ecuatia (2.154) descrie

curbe care trec prin origine, avand deviatii de la forma rectilinie cu atat mai
pronuntate cu cat Fy, este mai mare, ajungand sd fie tangente la curbele Nyquist.

Locul geometric al punctelor de tangenta ale diagramelor Nyquist cu
izocronele defineste limita de stabilitate XLKY. Aceasta este o hiperbola de ecuatie

3pu
(definitd numai pentru ap <0, a; <0), simetricd fatd de bisectoarea ap =a; a
axelor de coordonate.

Limita de stabilitate XLKY intersecteazd bisectoarea ap = a; in punctul L,

de pulsatie @; =,/ 1+2g, la o distantd a; =4/ 4g/3u de origine. La pulsatii
joase si amplitudini mici ale deplasarii nu apar fenomene de salt.

1,025

Fig. 2.55
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Punctul K, unde curba limita de stabilitate este tangentd la curba Nyquist

de parametru F, =k, 32 g3 / ‘9\/5 /Ji si la izocrona de parametru
wg =, 1+4/3g , indicd forta minimd §i pulsatia minima la care pot apare

vibratii instabile. Acest punct corespunde unui unghi de faza 6 = ~120°. Punctele
K si L sunt marcate si in fig. 2.51 — 2.53.

Efectul rigiditatii neliniare este o “deplasare a frecventelor” in lungul
diagramelor circulare Nyquist, in sens orar - pentru arcuri cu caracteristica moale,
si In sens trigonometric — pentru arcuri cu caracteristica tare, asa cum se aratd in
fig. 2.55. Rezonanta principalad (77 =1) nu mai apare in punctul de amplitudine

maxima a deplasarii. Daca pe diagramele Nyquist se marcheaza puncte la intervale
egale de pulsatie, atunci arcul de lungime maxima intre doud puncte succesive nu
mai apare la rezonanta principald, deci criteriul Kennedy-Pancu nu mai poate fi
utilizat pentru localizarea rezonantei.

Fo= k (x +px%)

Tare Liniar Moale

#=0

Fig. 2.56
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La sistemele cu un grad de libertate, cu rigiditate cubicd si amortizare
structurald, diagramele Nyquist sunt cercuri ca la sistemele liniare. Neliniaritatea
distorsioneaza izocronele care nu mai sunt linii drepte, ca la sistemele liniare, ci

curbe in forma de “vartej”.

Izocronele sunt curbate in sens trigonometric la sisteme cu caracteristica
tare, si in sens orar, la sisteme cu caracteristicd moale (fig. 2.56). Aceasta
proprietate poate fi utilizata la identificarea tipului neliniaritatii.

2.5.4 Fenomene de salt

La sisteme cu rigiditate neliniara, variatia pulsatiei sau amplitudinii fortei
excitatoare produce variatii bruste de amplitudine si fazd, numite fenomene de
“salt”, care nu se Intalnesc la sisteme liniare.

Un prim tip de fenomene de salt apare atunci cdnd amplitudinea fortei
armonice F; este mentinutd constantd iar pulsatia excitatoare variazd lent (fig.
2.57, a). Pe masura ce pulsatia creste de la valoarea zero, amplitudinea deplasarii
creste, varful vectorului deplasare parcurge portiunea BF a diagramei Nyquist
corespunzatoare pana ajunge la limita de stabilitate in punctul C. Urmeaza un
“salt” al amplitudinii si fazei din C in D, in lungul izocronei @, = const., dupa care

varful vectorului revine pe diagrama Nyquist si parcurge arcul DO.

s
T @=const

=

Fig. 2.57

Daca pulsatia are valori foarte mari si apoi scade, varful vectorului
deplasare parcurge arcele ODE si FB pe diagrama Nyquist, si “sare” din £ in F' in
lungul izocronei ; = const. Arcele BF si DO ale diagramei Nyquist definesc

regimuri stabile de vibratii, arcele FC si ED definesc regimuri de vibratie
conditionat stabile, in timp ce arcul CE defineste regimuri instabile de vibratie. De
aici rezulta cd, in prezenta neliniaritdtilor puternice, portiuni insemnate ale curbei
de raspuns in frecventa nu pot fi obtinute experimental.
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Un alt fenomen de salt apare cand pulsatia excitatoare este mentinuta
constanta si variaza amplitudinea fortei armonice aplicate sistemului (fig. 2.57, b).
Céand amplitudinea fortei F{, creste progresiv, amplitudinea raspunsului creste.
Varful vectorului deplasare parcurge izocrona respectiva (arcul OVS ) pand la
limita de stabilitate in punctul S. Urmeaza un salt din S in 7, in lungul diagramei
Nyquist Fy = const., dupa care varful vectorului urmeaza izocrona (arcul 772).

Cand amplitudinea fortei descreste, varful vectorului deplasare parcurge
portiunea ZTU a izocronei pana la limita de stabilitate in punctul U, de unde sare in
punctul ¥, urmand cercul F = const. dupa care revine pe izocrona de la V'1a O.

[2)
5
' S
F 0 ST T
FE) = const. [ods e N
] 14 u
W=const.
(4] O p
a b

Fig. 2.58

Cele douad fenomene de salt sunt reprezentate in fig. 2.58, a pe o curba
amplitudine-pulsatie si in fig. 2.58, b pe o curba forta-deplasare.

2.6 Vibratii tranzitorii

In acest paragraf se studiaza raspunsul la excitatii nearmonice al sistemelor
cu un grad de libertate neamortizate. Excitatiile pot fi forte aplicate masei sau
deplasdri, viteze sau acceleratii aplicate bazei (suportului) sistemului, fie brusc,
ramanand apoi constante, fie cu variatii bruste ale amplitudinii pe o durata limitata.
Ele se numesc socuri daca durata lor de variatie este mai micd decat perioada
proprie de oscilatie a sistemului; in caz contrar se numesc excitatii tranzitorii.

2.6.1 Raspunsul la forte impulsive aplicate masei

Daca se neglijeazd amortizarea si pentru conditii initiale nule, deplasarea
produsa prin excitarea masei unui sistem liniar masa-arc cu o fortd arbitrarda F'(¢)

este data de integrala lui Duhamel (2.21)
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t

x(t)zﬁ j F(r) sinw, (1—7)dz, (2.156)
"0

in care m este masa sistemului §i @, este pulsatia proprie neamortizata (2.4).

2.6.1.1 Raspunsul la o forta aplicata brusc

Se considerd un sistem masa-arc solicitat de o fortd constantd F(¢) = F
aplicatd brusc masei, sub forma unui impuls treapta dreptunghiulara (fig. 2.59, a).

Fiy
Fl; a
U {
x(1),
2
T\
x4 b
0
Fig. 2.59

Inlocuind forta constantd in relatia (2.156), se obtine expresia deplasarii
masei m

X (t)z%(l—cosa)nt), (2.157)

reprezentata grafic in fig. 2.59, b.

Sistemul vibreaza liber in jurul pozitiei de echilibru static x, = F/k.
Raspunsul maxim al sistemului neamortizat este dublu fatd de cel produs de o forta
Fy aplicata static. Daca se tine seama de amortizarea inerentd in sistem,

amplitudinea deplasarii masei m scade in timp si devine egald cu x;, dupa
amortizarea completa a vibratiilor (fig. 2.59, ¢).

2.6.1.2 Raspunsul la un impuls rampa

In majoritatea cazurilor practice, forta aplicati creste de la zero la valoarea
nominald £ intr-un timp (diferit de zero) ¢, , numit timp de crestere.

Variatia in timp a fortei
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t
Flt)=F,—, entru 0<¢<y,
(v 0 P ! (2.158)

F(t)=0, pentru t=4,

defineste un impuls de tip rampa limitata (fig. 2.60) sau un impuls de tip treapta cu
timp de crestere ¢, .

<
o~
<
o

Fig. 2.60

F(t)=F, - (2.159)
1
si
£(t)=0 pentru 0<z<¢,
B (t)=-F, I=h pentru >4 (2.160)

h

Raspunsul la forta F(z), notat x,(¢), se calculeazi inlocuind expresia
(2.159) in integrala lui Duhamel (2.156)

t
X (t)zM Tsin, (t—r)drzﬂ L—Lsina)t .
! k3 " K\t o !

Similar, raspunsul la forta Fz(t), notat x,(¢), se calculeaza inlocuind
expresia (2.160) in integrala (2.156)

t .
x (()=— Fy IT;llsina)n(t_r)dz_:_&{t—tl_sma)n(t—tl)]

ma)n : tl k tl a)ntl
1

Raspunsul total, egal cu suma x(¢)=x; (¢)+ x, (¢), este deci
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x(t)zi i—Lsina)nt , pentru ¢<¢, (2.161)
k\t, w4
x(t):i 1- SIn @, + Sma)”(t_tl) , pentru t>1¢. (2.162)
k a)ntl wntl

Se observa cd in cazul aplicarii lente (cvasistatice) a fortei, cand ,f, are

valori mari, oscilatiile sunt mici si raspunsul este aproximativ egal cu valoarea
statica.

Din punct de vedere practic, intereseaza valoarea maxima a raspunsului
tranzitoriu. Deoarece deobicei timpii de crestere sunt foarte mici, se poate admite
ca raspunsul maxim apare la ¢ =¢,, care este mai mare ca # . Derivand expresia
(2.162) in raport cu timpul si anuldnd derivata, se obtine timpul la care apare
deplasarea maxima, exprimat sub forma adimensionala

In _ ! arctgl_,cosw”t1 . (2.163)
L o4 sinw,t;

Pentru w,t,, > 7 se calculeaza

sinw,t,, = —\/ % (1-cosw,1, ),
3 sinw,t,
\/ 2(1—cosa)nt1) '

Inlocuind (2.164) in (2.162) se obtine deplasarea maxima raportati la

deplasarea statica
Tnar _y g f7 N0 (2.165)

Fy/k o,

(2.164)

COS@,t,, =

care se mai poate scrie sub forma

Fmar . L |gn F0 (2.165, a)
Fo/k T tl
In fig. 2.61, a se prezintd variatia raportului x,,,, /x,, in functie de raportul
adimensional
L_oh (2.166)
T 2r

in care T este perioada proprie de vibratie a sistemului masi-arc. In fig. 2.61, b se
aratd variatia raportului #,,/T in functie de # /T .
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/.

4

/T

30

4,0

T

\

1.0 2.0
ll/T

b
Fig. 2.61

30

4,0

Cand w,t; >0, raportul x,,,. /x, tinde spre 2, valoare obtinutd pentru

forta constanta aplicata brusc. Cand @,#; — oo, acest raport tinde spre 1, valoare

corespunzatoare aplicdrii statice a fortei. Cand cosw,t; =1, sau .t =nx

(n=0,2,4,..), rampele produc un raport x,,. /x, egal cu 1, deci raspuns fara

vibratii.

2.6.1.3 Raspunsul la un impuls triunghiular descrescator

Se considera sistemul mas-arc solicitat de o fortd F(¢) avand o variatie in

timp ca 1n fig. 2.62, exprimata analitic sub forma

F(ﬁ:fb(
F(1)

t
1- —J pentru
Ly

pentru

unde #; este durata impulsului.

0<t<ty,

t>t,,

(2.167)
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F)

B

Fig. 2.62

a) Faza I. Pentru t<t;, deci pe durata cat actioneazd forta, Inlocuind

expresia (2.167) in (2.156), deci pentru conditii initiale nule, dupa efectuarca
calculelor rezulta

x(t):&(l—cosa)nt)JrE[M—l} (2.168)
k td C()nt

b) Faza II. Pentru t>t,;, deci dupd incetarea actiunii fortei, conditiile
initiale ale migcarii se determina Inlocuind ¢ =7, in expresia (2.168) si In expresia
derivatei acesteia in raport cu timpul. Se obtine

F .
x (t4)=x, =7°(M—coswntdj, (2.169)
@y, td
) F ) t 1
x(td)ZUO:%(wn'snla)ntd—'—w__j' (2170)
la la

Substituind expresiile (2.169) si (2.170) In ecuatia migcarii libere
neamortizate (2.6) si inlocuind ¢ — (¢ -7, ), se obtine

x(¢)

. . F
=3 [sma)ntd—sma)n(t—td)]——ocosa)nt. (2.171)
ko,t, k
Anuland derivata in raport cu timpul a functiei x(¢), se obtine timpul ,,,

masurat din momentul aplicarii fortei, dupa care apare raspunsul maxim. Inlocuind
aceasta valoare 1n expresia deplasarii, se obtine raspunsul maxim

X = Xt (2.172)

Pentru impulsuri de foarte scurta duratd (7 /T <0,4), raspunsul maxim

apare in faza raspunsului liber (faza II). Altfel, el apare pe durata aplicarii
impulsului (faza /).
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Fig. 2.63
In fig. 2.63, a se prezinta variatia rispunsului maxim in functie de raportul
ty/T ,unde T =27z/w, este perioada proprie de vibratie a sistemului. In fig. 2.63,

b se aratd variatia raportului ¢, /T in functie de ¢, /T .

Aceste diagrame sunt deosebit de utile in proiectare, deoarece este
suficient sa se cunoasca perioada proprie de vibratie 7 si durata impulsului ¢,

pentru a se calcula timpul de rdspuns maxim ¢,, si valoarea raspunsului maxim.
2.6.1.4 Raspunsul la un impuls dreptunghiular

Se consideri sistemul masi-arc solicitat de o fortd F(¢) avand o variatie in
timp ca in fig. 2.64, exprimata analitic sub forma

F(t)=F,, pentru 0<t<t,,

2.173
F(t)=0, pentru t>ty, ( )

unde ¢; este durata impulsului.

Fiy F(y),
£ A
0 0
td t td f
_].70‘ ______
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Aplicarea fortei F, pe durata 7; este echivalentd cu aplicarea brusca a
fortei F{ la momentul =0, urmatd de aplicarea brusca a fortei — F{, la momentul
t =t; . Deplasarea produsa de prima forta este de forma (2.157)

xl(t)z%(l—cosa)nt).

Deplasarea produsad de a doua forta, pentru ¢ >¢;, se obtine inlocuind £,
cu—Fysitcut—t; In(2.157)

X, (t)z —% [ l—cosa)n(t—td)].
Deplasarea totald este x = x; pentru 0 <t <t,, iar pentru ¢ >1¢; este
x(1)=x +x, =%[cosa)n(t—td)—cosa)nt]
sau
x(t)=2& sin 224 in ¢ (z—ti). (2.174)
k 2 "2

In fig. 2.65, a se prezinta variatia rispunsului maxim in functie de raportul
t,/T ,iar in fig. 2.65, b se aratd variatia raportului #,,/7 n functie de 7, /T .

20 T T2 TTT T~ T7TTI7 05 {TTIT TT T TIIL T T—TTIIT
- F B
16 F
5 / 1 B e /
7
1
xma‘( LZ : r 1T 0‘40
F - .
ok / ; ln/T
08
/ 035
4
L~ 930
'R EWIN: o dig o tisu
H 2 1 2 5 10 025 Laitl (MRS EENT L4 liaxb
e & 08 005 o1 02 05 7 2 5 0
/T 1a/T
a b
Fig. 2.65

Se observa ca daca durata aplicarii fortei este mai mare decat semiperioada
proprie de vibratie, deplasarea atinge valoarea maxima x,,,, =2x, inca in timpul

aplicdrii impulsului dreptunghiular. Dacd 7, <T/2, atunci deplasarea maxima se
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obtine dupa incetarea actiunii impulsului dreptunghiular §i are valoarea
a)ntd

Xpax = 2Xg SIN

2.6.2 Raspunsul la excitatie prin soc aplicata suportului

Sistemul din fig. 2.66 este excitat la baza cu acceleratia i .

e
o ——||—-—x,x X
|
—-:x,=x u
k /l k| !
2 / 2 //
/ /
| | —u.u.ii
[O] O]
s 7 7
Fig. 2.66
Ecuatia miscarii masei m se scrie
m¥+k(x—u)=0, (2.175)
m (i +%,)+kx, =0,
sau
mx, +kx, =—-mii. (2.176)

In ecuatia deplasérii relative, membrul drept are rolul fortei din ecuatia
deplasarii absolute a masei sub actiunea unei forte exterioare aplicate masei.

Rezultd ca In cazul excitatiei cinematice la bazd cu acceleratia i,

deplasarea relativa a masei se poate calcula cu integrala lui Duhamel (2.21) in care
forta F'(7) se inlocuieste cu —mii(7)

=——I sinw, t—r)dr. (2.177)
Acceleratia relativa a masei este

——a) X, =, I sin w, t—r)dr. (2.178)
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2.6.2.1 Raspunsul la un impuls triunghiular simetric

Se considera sistemul din fig. 2.66 excitat la baza cu acceleratia ii(t)

avand o variatie 1n timp ca in fig. 2.67, exprimata analitic sub forma

ii(t)zagt, pentru OStS%d,
t
; t (2.179)
i(t)=a =(t;-t) pentru -L<r<y,
ty 2
//
2a 2a
, l_d I—(If—/ld)
s/
/
7/

&:\
-~
-
I~
)
|
p—

Fig. 2.67

Impulsul triunghiular simetric poate fi considerat suma a trei functii de tip
rampa (fig. 2.67). Suprapunand raspunsurile calculate cu integrala lui Duhamel
stabilitd pentru conditii initiale nule, cu inlocuirea argumentului intrziat, se obtin
urmatoarele expresii pentru acceleratia relativa a masei

T, w, 2

x,(t) Z(t_sma)nt} OStSti, (2.180)
a td

xr_(t):%{td —Z+L|:2sin , [[—%}—sin a)nt}}, %Stﬁtd , (2.181)

a d oy
Xr(l): 2 2Sinwn(¢_ti)_sina)ntd—sina)n(t—td) , t=2t;. (2.182)
a a)ntd 2

In fig. 2.68 se prezinti variatia in timp acceleratiei relative a masei pentru

trei valori diferite ale raportului ¢, /T = @,t,; /27 .
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Fig. 2.68

Pentru un soc de duratd finita, se definesc doua faze distincte: a) “socul
initial”, care defineste de fapt “raspunsul initial” pe durata aplicarii socului, care
este o vibratie fortatd si b) “socul rezidual”, care defineste “raspunsul rezidual”
dupa incetarea actiunii socului, care este o vibratie libera.

Se observa cd pentru ¢, /T =2 nu apar vibratii reziduale. Pentru 7, /T =1,
raspunsul primar maxim apare la ¢,,/t; =0,605.
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Fig. 2.69

In general intereseazd valoarea raspunsului maxim, in acest caz —
acceleratia relativd maxima a masei, pentru diferite valori ale raportului 7, /7 . In

fig. 2.69 se arata variatia acceleratiei maxime in functie de raportul adimensional
t4/T , separat pentru socul primar si pentru socul rezidual.

2.6.2.2 Raspunsul la un impuls semisinusoidal
In fig. 2.70 se prezinti un impuls semisinusoidal exprimat analitic sub
forma

ij(z‘)zasin”—t, pentru  0<¢<¢,,
ty (2.183)

ii(1)=0, pentru ty <t.

i (D Ut

T
asin = (t-t
zd( @

ar-—-, ar--; ~ 77N

/ \ / \
— / \ / \
= / \\ // \
/
Lt \ V >
0 t; t 0 [N I\ t
\ /A /
)\ /’ \ //
. -’ g
asin &L
Fig. 2.70

Impulsul poate fi considerat rezultatul suprapunerii a doud acceleratii
sinusoidale, una aplicatd la =0, a doua aplicatd la t =¢,.
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Se obtin urmatoarele expresii pentru variatia in timp a acceleratiei relative

a masei

xr(t): 12 1n”—t—isina)nt , 0<t<t,, (2.184)
a 1 T [d 2td

42

4t
L (t) tTcos”;d t
e A A 7 (2.185)
a 1 T 2

4t;

a —_—
L, 4
| |
0 1 2 3 4 5 6
L/T
Fig. 2.71

In fig. 2.71 s-a reprezentat variatia raspunsului primar maxim in functie de
raportul 7, /T .

2.6.3 Spectrul raspunsului la soc

Din punct de vedere practic, este preferabila descrierea unui soc sau a unei
excitatii tranzitorii prin efectul pe care il are asupra unui sistem cu un grad de
libertate, decat prin functia de timp a excitatiei.

Valoarea maxima a raspunsului la soc a fost reprezentata grafic in functie
de raportul intre durata socului si perioada proprie de vibratie a sistemului cu un
grad de libertate neamortizat, 7,/7. Acest raport se mai poate scrie
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ty|T = w,ty /27, deci este proportional cu produsul intre durata socului si pulsatia
proprie a sistemului cu un grad de libertate.

Curba raspunsului maxim in functie de pulsatia proprie a sistemului masa-
arc se numeste spectrul socului sau spectrul raspunsului. A doua denumire include
si spectrul raspunsului tranzitoriu, la o excitatie de durata finitd mai lunga decét
perioada proprie a sistemului masa-arc. Diagramele din figurile 2.61,a, 2.63,q,
2.65,a, 2.69 si 2.71 sunt deci spectre de soc. Ele descriu fie raspunsul maxim al
unui sistem masa-arc dat, la socuri de diferite durate, fie raspunsul sistemelor cu
diferite pulsatii proprii la un soc cu o anumita durata.

Daca se calculeaza valoarea maxima a raspunsului la soc pentru sisteme
masa-arc cu diferite pulsatii proprii si se reprezinta grafic valorile raspunsului
tranzitoriu maxim in functie de pulsatia proprie a oscilatorului, se obtine spectrul
socului.

Spectrul
raspunsului

Fig. 2.72

Procedeul este reprezentat schematic in fig. 2.72. Pentru un numar infinit
de oscilatori (sau acelasi oscilator cu pulsatie proprie variabild continuu) se obtine
un spectru continuu al socului considerat. Dacd oscilatorii sunt amortizati, in
spectrul socului se obtine cate o curbd pentru fiecare valoare a raportului de
amortizare.

Fiecare impuls are un spectru de soc caracteristic, dar este posibil ca
impulsuri cu functii de timp diferite sd aiba acelasi spectru de soc. Din acest motiv,
functia de timp a socului nu poate fi reconstituita din spectrul sau de raspuns.
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Efectul unui soc descris de o anumitd functie de timp poate fi simulat cu o
magind pentru incercari la soc care s-ar putea sa nu poatd reproduce exact functia
de timp a socului respectiv, dar poate produce un soc echivalent, descris de o
functie de timp diferitd, care sd aibd aproximativ acelasi spectru de raspuns. De
exemplu, dacd trebuie simulat un soc triunghiular simetric, acesta poate fi
aproximat cu un soc trapezoidal cu raportul intre timpul de mentinere §i timpul de
crestere 7, /t, =0,3 si raportul intre timpul de descrestere §i timpul de crestere

t./t, =03, asa cum se arata in fig. 2.73.
Pentru spectre descrise de functii de timp mai complicate, integrala lui
Duhamel si spectrul raspunsului se calculeazd prin metode numerice. Spectrele

raspunsului sunt utilizate in incercarile la soc si in calificarea seismicd a
echipamentelor.

Probleme

2.E1 O masd necunoscutd m este atasatd unui arc de rigiditate &
necunoscutd. Daca o masa m; =0,5 kg este addugatd masei m, frecventa proprie a

sistemului scade de la 50 Hz la 49 Hz. a) Sa se determine valorile parametrilor m

si k. Daca un arc de rigiditate £’ se monteaza in paralel cu primul arc, frecventa
proprie a sistemului creste la 50 Hz . b) Sa se determine k' .

Raspuns: m=12]126kg, k=119-10°N/m, k'=56 N/m.

2.E2 O masd m =0,5kg vibreaza liber intr-un mediu vascos cu perioada
T =015 sec si amplitudinea initiald a, =10 mm. a) Sa se determine rigiditatea k si
coeficientul de amortizare vascoasa ¢ dacé dupa 12 cicluri amplitudinea vibratiilor
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este a;, =02 mm. b) Sa se determine amplitudinea a;, dupa 12 cicluri daca se

ataseazd o masd m; = 0,3 kg masei initiale m.

Raspuns: k=877N/m, ¢=2173 Ns/m, aj, =0,45mm.

2.E3 Un sistem masa-arc cu frecventa proprie f =5Hz vibreaza intr-un
mediu vascos cu un coeficient de amortizare ¢ =0,002 Ns / mm . Decrementul
logaritmic este ¢ =0,31. a) Sa se determine masa m §i rigiditatea arcului £. b) Care
este noua valoare a decrementului logaritmic daca se atageaza masei initiale o masa
m;=1kg.

Raspuns: m=0,645kg, k=636,4N/m, 5'=0,194.

2.E4 Un sistem masa-arc-amortizor vascos este deplasat o distantd
a, =20 mm apoi lasat liber. Dupa 8 cicluri de vibratie amplitudinea descreste la

ag=4mm. O masd m; =2kg atasatd masei initiale produce o deplasare statica
de 4 mm. Daca noul sistem este deplasat o distantd a, =20 mm apoi lasat liber,
dupa 8 cicluri de vibratie amplitudinea descreste la ag =5 mm. Sa se determine
masa m, rigiditatea k si coeficientul de amortizare c.

Raspuns: m=577kg, k=4905N/m, ¢=10,76 Ns/m.

2.E5 Un sistem vibrator cu masa m=5kg si rigiditatea arcului
k=1N/mm este actionat de o fortd armonicd de amplitudine F, =10N si
frecventd 2 Hz. Sa se determine: a) amplitudinea deplasdrii X ; b) amplitudinea
deplasarii X' dacd o masa m; =2 kg este addugatd masei m; c) pentru sistemul cu
masa aditionald, cum trebuie modificat &k astfel incat deplasarea sd revind la
valoarea X.

Raspuns: X =4734mm, X'=9585mm, se adaugd k'=315,5N/m in
paralel, sau k'=8546.5 N/m in serie cu k.

2.E6 O greutate mg =20 N atasatd unui arc moale il lungeste 1 mm. a)
Sa se determine amplitudinea F, a fortei care, actionadnd cu frecventa 20 Hz,
produce vibratii cu amplitudinea deplasarii X =3,5 mm. b) Sa se determine o alta
frecventd excitatoare la care forta de amplitudine F produce aceeasi deplasare
X =35mm.

Raspuns: Fy=42,68 N, @' =6187 rad/s.
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2.E7 Un rotor cu masa m=2kg transmite o fortd de 14 N arcurilor pe
care este rezemat cand se roteste cu viteza unghiulard de 30 rad/s si are o
amplitudine a precesiei de 3,5 mm . a) Sa se determine amplitudinea F, a fortei de
dezechilibru; b) Sa se determine o altd valoare a vitezei unghiulare la care
amplitudinea vibratiilor are aceeasi valoare.

Raspuns: Fy=77N, &' =5567 rad/s.

2.E8 Un aparat sensibil cu masa m =1kg este folosit pe o platforma care
vibreaza datoritd undelor transmise de la o sursd din apropiere. Platforma are o
migcare armonica cu amplitudinea X; =0,2 mm si frecventa f =15Hz. Pentru a

reduce vibratiile transmise aparatului, intre acesta si platforma se introduc izolatori
din cauciuc cu rigiditatea totala k£ =7000 N/m . Sa se determine: a) amplitudinea X

a deplasarii aparatului; b) valoarea X' a amplitudinii vibratiilor aparatului, daca in
paralel cu primii izolatori se mai adauga un izolator cu rigiditatea &' =2000 N/m .

Raspuns: X =0,743mm, X' =15,15mm.

2.E9 O masd m=4kg, suspendatd cu doud arcuri verticale intre doua
suporturi fixe, este actionata de o fortd armonicad cu amplitudinea F{; =10 N . Arcul
superior are o rigiditate & =5000 N/m iar arcul inferior are o rigiditate 2k. S& se
determine: a) frecvetele la care amplitudinea deplasarii este X =20 mm, si b)
amplitudinea F{; a fortei transmise suportului inferior prin arcul 2k.

Raspuns: @, =602 rad/sec, @, =6225rad/sec, F; =200 N.

2.E10 Un sistem vibrator neamortizat are o masa echivalentd m si o
rigiditate echivalenta k. O fortda armonicd de amplitudine F, =1N si pulsatie

o =14rad/s produce vibratii stationare de amplitudine X. Daca se adaugd o masa
m, =2 kg maseli initiale m, forta de amplitudine F, =1 N trebuie sa aiba o pulsatie
w=10rad/s sau @ =12rad/s pentru a produce o deplasare cu aceeasi amplitudine
X. Sa se determine valorile parametrilor m si .

Raspuns: Pentru w<w;, m=2,083kg, k=498]1 N/m; pentru o> w,,
m=5538 kg, k=919,6 N/m.

2.E11 Un motor electric cu greutatea mg =12000 N este montat la
mijlocul unei bare de lungime /=2 m simplu rezemata la capete, cu moment de

inertie axial al sectiunii transversale /=20 mm* §i modulul de elasticitate

longitudinal E = 21-10° N/ mm? . Dacd motorul are o greutate dezechilibrata in
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rotatie myg =2000 N cu excentricitatea e =01 mm si turatia n=1500 rot/min ,
sa se determine: a) amplitudinea X a vibratiilor fortate ale masinii, si b)
amplitudinea fortei dinamice transmise unui reazem.

Raspuns: X =5022um, Fy, =632777N.

2.E12 Un motor cu masa m =10 kg, rezemat pe arcuri cu rigiditatea totala
k=2000 N/m, produce o fortd dezechilibratd de amplitudine F, =20N Ia
frecventa de 2 Hz. Sa se determine rigiditatea &' a unui arc si modul de legare a
acestuia (In serie sau in paralel) pentru a reduce la jumatate amplitudinea fortei
transmise Fr,. Sd se determine valoarea altei pulsatii la care forta dezechilibrata
are acelasi efect.

Raspuns: k'=731,6 N/m in paralel, @' =10,75 rad/s.

2.E13 Un sistem vibrator compus din o masd m=0,2kg si un arc de
rigiditate &k =0,2 N/mm este actionat de o fortd armonicd de amplitudine
Fy =5N si pulsatie @ =35rad/s. Sa se determine: a) amplitudinea Fy, a fortei

transmise suportului de la baza, si b) amplitudinea X a deplasarii masei m.

Raspuns: Fpy=2222N, X=011m.

2.E14 Un sistem masd-arc cu amortizare vascoasa este actionat de o forta
armonica de amplitudine F{, =10 N . Variind pulsatia fortei excitatoare, se obtine o

amplitudine maximd X; =60 mm la pulsatia de rezonantd @, =14 rad/s. Dacd se
atageaza sistemului o masd m, = 2 kg , amplitudinea maxima devine X, =80 mm .

Sa se determine masa m, rigiditatea & si coeficientul de amortizare c.

Raspuns: m=257 kg, k=503,72 N/m, ¢=119 Ns/m.

2.E15 O masd m=5kg este atagatd de un arc cu rigiditatea kX =1N/mm
si este actionatd de o fortd armonicd de amplitudine F, =10N si frecventd
f =2Hz. Sa se determine: a) amplitudinea X, a vibratiilor fortate ale masei m, b)
amplitudinea X, a vibratiilor fortate cdnd o masd m, =2 kg este addugata masei
m; ¢) coeficientul de amortizare vascoasa ¢ al unui amortizor legat in paralel cu
arcul si care reduce amplitudinea vibratiilor la valoarea initiala.

Raspuns: X, =473mm, X, =925mm, ¢=103 Ns/m.

2.E16 Utilizdnd metoda lui Rayleigh, s se calculeze pulsatia proprie
fundamentald a barelor din fig. 2.74, folosind deformata aproximativa data alaturat.
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m P

2.E17 Utilizdnd metoda lui Rayleigh, sd se calculeze pulsatia proprie
fundamentald a vibratiilor axiale ale barei din fig. 2.75 folosind o functie cu
variatie liniara deplasarilor longitudinale. Se considerda m =2 p A( .

i1
) ¢
A 3}
A V4
E A4 p
Fig. 2.75
0,655 |E

Raspuns: a)1=7 —.
oy



3.
SISTEME CU DOUA GRADE DE LIBERTATE

Numarul gradelor de libertate ale unui sistem in vibratie este egal cu
numarul coordonatelor independente necesare pentru a descrie complet miscarea
sistemului.

In acest capitol se studiazi sistemele cu doua grade de libertate, fiind cel
mai simplu caz de sistem discret, si o introducere 1n studiul sistemelor cu un numar
finit de grade de libertate. In acest scop se introduce notatia matriciala, care de fapt
nu este necesara studiului sistemelor cu numai doud grade de libertate.

In capitolul 2 se arati ca vibratia libera a unui sistem neamortizat cu un
grad de libertate este o miscare armonica la frecventa proprie a sistemului, numita
vibratie proprie (naturald). in schimb, vibratia liberd a unui sistem neamortizat cu
mai multe grade libertate este o miscare periodicad, si consta din suma mai multor
vibratii proprii simultane, fiecare implicand o anumita frecventd proprie si forma
deformata, numite moduri proprii (naturale) de vibratie. Miscarea Intr-un mod
propriu de vibratie este sincrond si armonicé 1n toate coordonatele sistemului.

Réspunsul dinamic al unui sistem discret poate fi descris de un sistem de
ecuatii diferentiale ordinare simultane. Printr-o alegere judicioasd a coordonatelor,
numite coordonate modale sau principale, ecuatiile pot fi decuplate si rezolvate
independent una de alta. Coordonatele modale reprezintd combinatii liniare ale
deplasérilor reale. Invers, miscarea sistemului poate fi privita ca o suprapunere de
vibratii Tn modurile proprii definite de coordonatele modale.

Un sistem cu doud grade de libertate are doua frecvente proprii si, in
vibratii fortate, pentru amortizari reduse, poate avea doud rezonante. Raspunsul
liber la o excitatie initiala si raspunsul fortat la o excitatie externa pot fi exprimate
in functie de cele doud moduri proprii de vibratie ale caror forme deformate sunt
definite de vectori ortogonali, ponderati de matricile de masa sau de rigiditate.
Réspunsul fortat la excitatie armonica se poate obtine usor utilizdind regula lui
Cramer. Rezonanta apare atunci cand frecventa excitatoare devine egald cu una
dintre frecventele proprii ale sistemului. Antirezonanta poate apare la o frecventa
egald cu frecventa proprie a unui subsistem masa-arc.
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In acest capitol se discutd in primul rand calculul frecventelor proprii si al
formei modurilor proprii de vibratie. Vibratiile fortate sunt analizate intai pentru
sisteme neamortizate, folosind analiza modala si analiza spectrald directa, apoi
pentru sisteme amortizate.

3.1 Vibratii de translatie

In continuare se studiaza sisteme masa-arc cu doud grade de libertate, n
care masele au miscare de translatie unidirectionala.

3.1.1 Ecuatiile de miscare

Se considera sistemul din fig. 3.1, a compus din masele m; si m,, atasate
de puncte fixe prin arcurile k; si k5, si cuplate intre ele prin arcul £, .

r—>x1 ’——»xz

|

ks ks <
—w— m  —ww—{ m, —wW—

Y

a
X, myx,
k1x1 k2 (x1_x2) kaXz
-] N, oe—— — M, |e—
b
Fig. 3.1

Daca masele sunt ghidate sa se miste pe o singura directie orizontala,
configuratia sistemului la un moment dat este complet determinata de deplasérile
instantanee x; si x, fatd de pozitiile de echilibru static. Sistemul are doua grade de

libertate.

Cu ajutorul diagramelor fortelor din fig. 3.1, » si folosind principiul lui
d’Alembert (echilibrul dinamic al fortelor de inertie si al celor efectiv aplicate),
ecuatiile de migcare se pot scrie

mljé1+k1x1+k2(x1—x2)=0,

myXo,+kyx, —kz(xl —x2)=0,
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sau sub forma
mljé1+(k1+k2)x1—k2x2 :0,

3.1)

my iy —kyx,+(ky+k,) x, =0,

Acesta este un sistem de doud ecuatii diferentiale liniare “cuplate”, cu
coeficienti constanti. Cuplajul intre cele doud coordonate este produs de arcul £, .

Dacd k, =0, ecuatiile (3.1) devin independente, iar sistemul din fig. 3.1
degenereaza in doua sisteme vibratoare cu cate un grad de libertate.

Ecuatiile (3.1) se pot scrie matricial

o S e
0 my Xo —k2 k3+k2 X9 0

sau in forma compacta

[m ] 3+ [k J{xj={0}. (33)

unde [m | este matricea de masa, |k | este matricea de rigiditate iar {x} este

vectorul coloana al deplasarilor. De notat cd matricile patrate sunt notate cu
paranteze drepte iar vectorii coloand sunt notati cu acolade. Matricea de masa si
matricea de rigiditate sunt simetrice, deci egale cu transpusele lor

[m]=[m]", [k]=[k]". (34)

Matricea maselor este diagonald. Cuplajul este produs de elementele
nediagonale are matricii de rigiditate.

3.1.2 Vibratii libere. Moduri proprii de vibratie
Intereseaza in ce conditii cele doud mase au miscari armonice sincrone,
cand sistemul se comporta ca un sistem cu un grad de libertate in vibratii proprii.
Se aleg solutii de forma
xl(t)z a, cos((ot—(p),
xz(t): a, cos(a)t —qo),

si se studiaza 1n ce conditii o astfel de miscare este posibild. In aceastd miscare,
raportul intre deplasarile instantanee ale maselor este constant in timp

x,(t)/x,(t)=a, /a, = const. (3.6)

Configuratia sistemului nu se modificd in timp, forma deformatd ramane
asemenea cu ea insasi in orice moment.

3.5)
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Inlocuind solutiile (3.5) in ecuatiile diferentiale (3.1), rezulti sistemul
algebric omogen

(k1+k2_mla)2)al_k2(1220, ( )
3.7

Ecuatiile omogene simultane (3.7) au solutii nebanale (diferite de zero)
daca determinantul coeficientilor a; si a, este zero

key +hey —my @ —k
1R 2 l=o. (3.8)
— k2 k3 + k2 —my w
Dezvoltand determinantul se obtine
w4_[k1+k2+k3 +k2]w2+k1k3+(k1+k3)k2 ~0 (3.9)
m my mym,

2 e . . e v .
numita ecuatia caracteristica sau ecuatia

care este o ecuatie de gradul doi In @
pulsatiilor proprii. Radacinile a)% si 0)22 sunt reale si pozitive. Marimile @, si @,
se numesc pulsatii proprii sau pulsatii naturale, deoarece depind doar de masele si
rigiditatile sistemului.

Deoarece sistemul ecuatiilor (3.7) este omogen, nu pot fi determinate
amplitudinile a, si a,, ci numai raportul acestora u=a, / aj .

La pulsatia @ |, raportul amplitudinilor este

a k3 + kz —my a)%
a | k2
iar la pulsatia @, , raportul amplitudinilor este
ks + ky — my @3
a 3T Hy =My @)
yzz{—zJ == 3.11
a; ’ k2

Rapoartele (3.10) si (3.11) determind forma deformatd a sistemului in
miscdrile sincrone cu pulsatiile @ |, respectiv @ ,. Dacd se dd o valoare arbitrara

unui element din fiecare raport (de exemplu, numitorului), valoarea celuilalt
element rezulta din expresiile de mai sus. Acest proces se numeste normalizare.

Pulsatiile proprii si rapoartele amplitudinilor corespunzatoare determina
conditiile In care pot avea loc miscari armonice sincrone ale celor doud mase, adica
moduri proprii de vibratie. Un mod propriu de vibratie este definit de doi
parametri: pulsatia proprie si forma modald. Formele modale pot fi reprezentate
prin vectorii coloana
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(o= {2} <l f-cuta,

o= {21} o] -t

numiti si vectori modali.

(3.12)

In relatiile (3.12) vectorii modali sunt normalizati cu primul element egal
cu 1. Se spune ca vectorii normalizati reprezintd forma modurilor normale de
vibratie.

Cele doud miscari sincrone posibile sunt date de
{x@} =c{ul, cos (@1-9,),
(@)} = € {ul; cos (@21-02),
iar solutia generala a vibratiilor libere este
{x(O)}={x ()}, +{x()}, = C {u}, cosl@t— @, )+ C; {u }, cos|wyt —p,).(3.14)

In expresia (3.14), cele patru constante de integrare C;, C,, @, @, se

(3.13)

de libertate este o miscare periodicd obtinutd din suprapunerea a doud moduri
proprii de vibratie, adicd a doud miscari armonice cu pulsatii egale cu pulsatiile
proprii ale sistemului. Se poate ardta cd pentru viteze initiale nule si deplasari
initiale proportionale cu cele dintr-un mod propriu de vibratie, migcarea libera este
sincrond si pur armonicad, la pulsatia proprie a modului respectiv. Un sistem poate
vibra liber intr-un mod propriu de vibratie daca forma deformata initiala este
asemenea cu forma modului respectiv.

Exemplul 3.1

Se cer modurile proprii de vibratie ale sistemului din fig. 3.2.

r—>x1 r——'xz
2k ' k
2m H—wWww— m

T o

Fig. 3.2

Rezolvare. Ecuatiile de miscare se pot scrie
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7 larl
0 m||X, -k k ||x 0
Presupunand solutii de forma
{x}j={ujcos (@r-9)
se obtine sistemul algebric omogen
(3k—20%m )u, —ku, =0,
—ku, +(k—a)2m)u2 =0,
sau, impartind prin £,
(3-2a)u;—u, =0,
—uy+(1-a)u, =0,
unde s-a notat
o= ma)z/k .

Conditia de a avea solutii nebanale este

3-2a -1 )
=0, 207 -5a+2=0,
-1 -«
cu radacinile
0(1=1/2, 0£2=2.

Pulsatiile proprii sunt

1 ,k \/—,k
=—.—, =~2,]—.
i \/5 m 2 m

Alegénd primul element egal cu 1, primul vector modal este dat de

[3-20, -1 [u 2 -lig
-, 1 =0,
-1 l-a Jlwf, -1 S ]2

iar al doilea vector modal este calculat din

[3-2a, -1 |[w| [-1 -1][1 o
1 d-ay |lupf, -1 -1 ]-1)

Forma modurilor proprii de vibratie este prezentata in fig. 3.3. In primul
mod de vibratie, cele doud mase se deplaseaza in aceeasi directie, amandoua spre
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dreapta sau amandoud spre stinga, deplasarea masei m fiind dubld fatd de
deplasarea masei 2m . In modul al doilea, cele doud mase se deplaseazi egal in
directii opuse. Mijlocul arcului k£ nu se deplaseaza, deci este un punct nodal (nod de
vibratie). Daca acest punct ar fi fixat, migcarea in modul respectiv nu s-ar modifica.
Arcul dintre mase ar fi Tmpartit in doua arcuri de rigiditate 2k fiecare. Masa 2m
este astfel legata de puncte fixe prin doud arcuri de rigiditati 2k (in paralel) cu o
rigiditate echivalentd 4k, in timp ce masa m este legata de un punct fix prin un arc
de rigiditate 2k, ambele subsisteme avand aceeasi pulsatie proprie egald cu @, .

2k k
2m H—wWww— m

Modul 1
\‘/‘/l/\/2

N

Modul 2

\1/’/1\
N T~

Fig. 3.3

Rezumand, primul mod propriu de vibratie are pulsatia proprie

f 1
@ =L L3 si o formd modala {u }1 = , iar al doilea mod propriu are
\/5 m 2

. : ko . 3 y 1 y
pulsatia proprie @, =2 |~ si o formd modala {u } )= 6 Daca masele
m _

sistemului sunt deplasate initial cu x; =1 si x, =2 apoi lasate liber, migcarea
sistemului va fi armonicd cu pulsatia @, =0,707,/k/m . Daca deplasarile initiale ar

fi x,=1si x, =—1, migcarea va fi armonica cu pulsatia @, =1,414,/k/m .

3.1.3 Ortogonalitatea modurilor proprii

Inlocuind solutiile (3.13) in ecuatia (3.3), se obtine
[k]{u}lza)zl[m]{u}l, (3.15, a)

[ 1}y = a2 [l )y (.15.b)
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Inmultind in (3.15, @) la stanga cu {u }g rezulta

b [k} =0t {ul [mful,. (3.16)
Daci se transpune (3.15, b) si se inmulteste la dreapta cu {u |, rezulta
{fuly [k Huty =03 {ufy [m{u},. (3.17)
Scazand (3.16) din (3.17), pentru @ | # @, , se obtine
{uly [mfu}, =0, (3.18)
si calculand transpusa
{uti[mfut, =o0. (3.19)
fnlocuind (3.18) in (3.16) se obtine
{ful [k]{u}, =0 (3.20)
si calculand transpusa
fuli [k]{u}, =0. (3.21)

Relatiile (3.18)-(3.21) arata ca vectorii modali sunt ortogonali in raport cu
matricele de masa si de rigiditate. De notat diferenta fatd de ortogonalitatea

obisnuitd a doi vectori {a} si {b}, care se scrie sub forma {a }T{b }=0. Se
spune cd vectorii modali sunt ortonormali (ortogonali si normalizati).

3.1.4 Coordonate modale

Daca in expresiile (3.13) se noteaza
q1(t)= C, cos (CU 1f_§01):

3.22
(12(f)=C2°05(502f—(02)’ (322

solutia (3.14) devine

x@)f={u}, g1 +{u}, 45 (3.23)

Relatia (3.23) se poate scrie sub forma
IS (PN S (P e

unde
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[u]:l_{u}l {u}ZJ (3.24)

se numeste matricea modald. Coloanele matricii modale sunt vectorii modali.
Inlocuind (3.23) in (3.3), inmultind la stanga cu {u }Tr (r = 1,2) si tindnd
cont de relatiile de ortogonalitate, se obtine

M,q.+K,q,=0, (3.25)
unde

M=l ), & =T ] ) (.26)
sunt masa modala, respectiv rigiditatea modala a modului r.

Valorile maselor si rigiditatilor modale depind de normalizarea vectorilor
modali. Cand normalizarea se face impunand valori egale cu 1 maselor modale,
rigiditatile modale sunt egale cu pétratele pulsatiilor proprii respective.

Din relatiile (3.15) se obtine pulsatia proprie in functie de vectorul modal

Cfupmlud,

Cadtul lui Rayleigh este definit prin raportul

w? = A, [k, r=12 (3.27)

k] iu]
R(u))= L 629
tuf [m]{u]
Daca vectorul {u} coincide cu unul din vectorii modali ai sistemului,

atunci catul se reduce la patratul pulsatiei proprii respective. Catul lui Rayleigh are
o valoare stationard in vecindtatea unui vector modal. Astfel, daci {u} este un

vector ales arbitrar, care difera putin de primul vector modal, atunci R ( {u }) are o
valoare foarte apropiata de patratul primei pulsatii proprii i totdeauna mai mare.

Transformarea liniard de coordonate (3.23) decupleaza ecuatiile de
misgcare. Coordonatele (3.22), in care ecuatiile de miscare sunt independente, se
numesc coordonate principale sau coordonate modale.

Inlocuind (3.23, @) in (3.3) si inmultind la stinga cu [u ]T se obtine

L] [m ] [u]{d )+ [u] [k ] [u]iq }={0}. (3.29)

sau

[M]{g}+[Kk]{g}={0}, (3.29, a)

unde matricile diagonale
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[ ]=[u] [m][u] si[&]=[u]"[k][u] (3:30)

sunt matricea de masa modald, respectiv matricea de rigiditate modald.

Transformarea de coordonate (3.23, a) diagonalizeaza simultan matricile
de masa si de rigiditate. Dupa rezolvarea separata a ecuatiilor decuplate (3.29, a),
coordonatele modale pot fi inlocuite in (3.23, a) pentru a obtine coordonatele fizice
din spatiul configuratiilor. Aceastd metoda se numeste analiza modala. Analiza
modald foloseste o transformare de coordonate liniara bazatd pe matricea modala
pentru a decupla ecuatiile de migcare ale unui sistem in vibratie.

3.1.5 Raspunsul la excitatie armonica

Se considera vibratiile fortate ale sistemului din fig. 3.4, sub actiunea
fortelor f;(¢) si f,(¢) aplicate masei m, , respectiv m, .

Fig. 3.4

Ecuatiile de miscare sunt
my E 4k + k) —ky x, = £,

. (3.31)
m2x2—k2x1+(k3+k2)x2 =/

sau, in forma matriciala compacta,
[m s} [k 1 {x}={r}, (331, a)

unde { f } este vectorul coloana al fortelor exterioare.

3.1.5.1 Rezolvarea prin analiza modala

Inlocuind (3.23, @) in ecuatia (3.31, a), si inmultind la stinga cu [u ]T se
obtine

[M]{g}+[k g }={F}, (3.32)

unde
{Fi=[u]™{r} (3.33)

este vectorul coloana al fortelor modale.
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In cazul excitatiei armonice

{f}z{f}cosa)t,

raspunsul stationar este

{x}={%}cosmr, {g}={G} coswt,
unde o “caciula” deasupra literei denota amplitudinea.

Inlocuind (3.34) si (3.35) in (3.32) rezulta

[-o? [ 1+ [k )){a)=[u]"{7 =1,

astfel ca amplitudinile coordonatelor modale au expresiile

7, (u)T{7]

"o, W - D]

Ecuatia (3.23) scrisa pentru amplitudini devine

{f}:{”}l ‘?1+{”}2 9>

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

109

Inlocuind (3.37) si (3.38) in (3.39) se obtine vectorul amplitudinilor in

coordonate fizice

{u i/ 1

+

(5] fuff 17}
CHOIRE

Elementele vectorului {x } au forma

Wilf) 7]

K —o*M, "' K,-a*M,

ROV

_Kl_a)le ! K2—0)2M2

X = U,

tufilm Hugy Audy ] {ud, -

(3.40)

(3.41)

(3.42)

{ufy [mHut,
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Exemplul 3.2

VIBRATII MECANICE

Se considera sistemul din fig. 3.2 actionat de fortele armonice

fi= j}l coswt $i f, = j}z coswt. Sa se calculeze amplitudinile raspunsului

stationar si sd se traseze curbele receptantelor pentru f, =0.

Rezolvare. Ecuatiile de miscare se pot scrie

s e S

Folosind transformarea de coordonate

bi=tedta={ a5 )10

si Tnmultind la stdnga cu transpusa matricii modale, se obtine

e e A A e i O A
S e sl Uin

Sau

i

L

In cazul excitatiei armonice { f }= { f } coswt , raspunsul stationar este

{q}={4 }coswt . Amplitudinile coordonatelor modale sunt
. F fit2/, .

E
q 2

fi—1s

T k—olem 3% (l—a)z/w%),

o 6k — *3m ) 6k (l—a)z/a)é)'

Amplitudinile in spatiul configuratiilor sunt elementele vectorului

1 2J{f}{;}+ o -l
3k (1-0?/0?) 6k(1—w2/a)22)‘

Cand f, =0 si f; = f, vectorul amplitudinilor se poate scrie

ol v

3k(1—a)2/w%) 6k(1—a)2/a)22)

(2)-
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iar receptantele sunt

X, 1 1 %, 2 -1
all_fz Nt N ,a21_7: Nt N
3k|1-2 | 6k 1= k| 1= | 6k 1-2
W, W, o 2
sau
X, _ 1 1 X, _ 1 ~ 1

f 6m(a)f—a)2)+ 3m(a)22—a)2)’ I 3m(a)f—a)2) 3m(a)22—a)2).

Curbele de raspuns in frecventa sunt redate in fig. 3.5.

A | | 22 |

f | I ! | |
| | | |
l |

1 | | 1 | |
| | —

@, D @ t i
1] a |2 1“1 = @
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
a b
Fig. 3.5

Rezonantele apar la o, =%\/E si wzzﬁ\/g, cand pulsatia
2\Vm m

excitatoare devine egald cu una din pulsatiile proprii ale sistemului. Cand
k . y - .. o

®=w, =,|—, prima masa este fixa In spatiu, x; =0, in timp ce masa a doua
m

vibreaza, x, # 0, conditie definitd ca antirezonanta. Pulsatia de antirezonanta este

egald cu pulsatia proprie a subsistemului format din arcul £ si masa m. Acest
subsistem este numit absorbitor dinamic de vibratii. Energia introdusa intr-un ciclu
de vibratie de forta aplicata este absorbitd de aceasta parte a sistemului, mentinand
masa 2m fixa in spatiu, conditie urmadrita in multe aplicatii practice.
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3.1.5.2 Rezolvarea prin analiza spectrala

Inlocuind (3.34) si (3.35) in ecuatia (3.31, a), rezulta

(k)= [m])is)=17]. (3.43)
)=k ]-?[m]) {7} (3.44)

Ecuatia (3.43) reprezinta un sistem liniar de ecuatii algebrice care poate fi
rezolvat folosind regula lui Cramer. Inversarea din ecuatia (3.44) nu se face practic
niciodata, preferandu-se rezolvarea sistemului (3.43).

sau

Exemplul 3.3

Se considera sistemul din fig. 3.2 actionat de o fortd armonica
f1 =/ coswt. Se cere sd se calculeze amplitudinile raspunsului stationar prin
analiza spectrala directa.

Rezolvare. Ecuatiile de miscare (3.31) se scriu
ijél +3kx1 _ka :fA‘l coswt,
mjéz— kx1+ kX2:0.

Inlocuind solutia (3.35) in ecuatiile de mai sus, rezulti un sistem de doui
ecuatii algebrice liniare

(3k-w?2m) %, ~ki, =7,
—k321+(k—a)2m))22=0.

Folosind regula lui Cramer, se obtin amplitudinile x, si x, sub forma

1 -k |
o ‘0 k- a’m (k- ?m)f
b 3k-w*2m —k (3l’c—a)22m)(k—a)2 )—kz,
—k k—w*m
3k—o*2m 1|
. ol ~ kf
Ukt | (e atam) (ko)
—k k—a*m

sau, intr-o forma apropiatad de cea obtinuta prin analiza modala
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k2 k -
m

5 5(}22 .
oml K2 (%_wzj oml K 2 (%_wzj
2m m 2m m

La numitor apare determinantul caracteristic, care face ca amplitudinile sa
creasca la infinit atunci cand pulsatia excitatoare devine egald cu una din pulsatiile
proprii. Sistemul are doud rezonante.

A

x1=

3.2 Vibratii de torsiune

In cele ce urmeaza se studiaza sisteme disc-arbore cu doud grade de
libertate, in care discurile rigide au vibratii unghiulare fatd de axa arborelui.

3.2.1 Ecuatiile de miscare

Se considera sistemul din fig. 3.6, a compus din doua discuri cu momente
de inertie masice polare J; si J,, kgm2 , montate pe arbori cu rigiditati torsionale
K, K, si K5, Nm/rad, de masa neglijabila.

Fig. 3.6

Fie 6, si 6, unghiurile instantanee ale discurilor fatd de pozitia de

echilibru static. Utilizdnd diagramele de momente din fig. 3.6, b si principiul lui
d’Alembert (echilibrul dinamic al cuplurilor exterioare si de inertie), ecuatiile de
miscare se scriu sub forma
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Jl é1+K1 01+K2 ((91—(92)=0,

J2 éz +K3 92—K2 (81—62):0,
sau

Jl él +(K1+K2)91—K2 92 :O,

. (3.45)
J2 92 _Kz 01 +(K3 +K2) 02 =0.

Acesta este un sistem de ecuatii diferentiale asemanator sistemului (3.1).
Existd o analogie completa intre sistemele 1n vibratii de translatie si cele in vibratii
torsionale, echivalentul arcurilor, maselor si fortelor fiind respectiv arcurile de
torsiune, discurile (care au momente de inertie masice) si cuplurile. Toate
rezultatele stabilite in §3.1 se pot aplica sistemelor torsionale. in continuare se
studiazd doar sisteme care pot avea migcdri generale de corp rigid, fara
constrangeri.

3.2.2 Sistemul disc-arbore-disc

Arborele dintre o pompa (sau un ventilator) si motorul electric de actionare
se poate roti in lagare ca un corp rigid. Existd numeroase sisteme ingineresti care
pot fi modelate printr-un sistem torsional cu doua discuri, fard constrangeri la
rotatie (fig. 3.7). Cele doud discuri, care modeleaza rotoarele motorului si masinii
antrenate, sunt legate printr-un arc torsional care modeleaza arborii (conducator si
condus ai) celor doud masini si cuplajul dintre acestia.

Momentele de inertie masice polare ale discurilor se noteaza J, si J,, iar
rigiditatea torsionald a arborelui de masa neglijabild se noteaza K =G/, / l.
Ecuatiile de miscare
J151+K91—K492 =0,
. (3.46)
J2€2—K01+K€2 =0,

pot fi scrise matricial

5ol Wl e
sau, in forma compacti,
[v1{6}+[x1{0}={o}.

Matricea de rigiditate [K ] este pozitiv semidefinitd. Deoarece sistemul nu

este legat de un reper fix, matricea de rigiditate este singulara. Sistemul se poate
roti liber, avand o miscare de corp rigid in care energia potentiala este nula.
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Aparent, sistemul are doua grade de libertate. Totusi, adunand ecuatiile
(3.46), se obtine

J,0,+J,0,=0, (3.47)

astfel ca cele doud coordonate &, si €, nu sunt independente. Integrand, se poate

obtine o relatie de legatura intre ele, care poate fi utilizatd pentru a elimina una din
coordonate din formularea problemei.

Fig. 3.7

Impartind prima ecuatie (3.46) cu Ji, a doua ecuatie cu J, si scazand
ecuatiile rezultate, se obtine

él—é2+(§+£j(el—92)=o. (3.48)

Notand unghiul de rasucire 8, — 9, =4, ecuatia (3.48) devine

ﬁéuwzo, (3.48, a)
Ji+J,

care are forma ecuatiei de migcare a unui sistem cu un grad de libertate.
3.2.2.1 Modurile proprii de vibratie

Inlocuind in (3.46) solutii de forma

6,(t)=a, cos(wt—9p),

92(t)=a2 cos(a)t—(p), (3.49)

se obtine sistemul de ecuatii algebrice liniare
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(K—Jla)z)al—[(az:O,

(3.50)
—Kal +(K—J2 0)2)612 =0.
Impartind prin K si notand
0’ J, /K =« (3.51)

ecuatiile (3.50) devin
(l—a)al —a, =0,
3.52
—aﬁ{l—ﬁaJ a, =0. (3-52)
Jy

Ecuatiile omogene simultane (3.52) admit solutii nebanale daca
determinantul coeficientilor variabilelor a; si a, este zero

l-a -1
112, |=0 (3.53)
Jl
sau
D02 (1472 )40, (3.53, q)
Jl Jl

Solutiile ecuatiei (3.53, @) sunt
0{1=0, 0(2=1+J1/J2. (354)

Prima pulsatie proprie este data de a)21 =0 iar a doua de
% =(i+ij1<. (3.55)

Radacina a)21 =0 arata ca sunt posibile deplasari de corp rigid. Acestea pot

fi produse de o deplasare unghiulara statica sau de rotirea cu viteza unghiulara
constanta. Ele nu sunt vibratii propriu-zise. Solutiile ecuatiilor (3.46) sunt de forma

Ql(t)z Cl +C2 I+C3 Sina)zt+C4 Cosa)zt,
0,(t)=C, +C2t+( l—Jla)zz/K)(Q sinw, t+Cy cosa)zt),
unde Cj,..,C, sunt constante de integrare.

Formele modale sunt determinate de raportul y=a,/a; =1-«.
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Pentru primul mod
i =(ar/a) =1-a =1, (3.56, a)
ambele discuri au aceeasi deplasare unghiulara, ceea ce defineste o rotatie de corp
rigid in care arborele nu este rasucit.

Pentru modul al doilea
ﬂzz(az/al)zzl—azz—J1/J2, (3.56, b)

discurile vibreaza in opozitie. Arborele are un punct nodal dispus mai aproape de
discul cu moment de inertie mai mare.

Formele modurilor proprii de vibratie sunt prezentate in fig. 3.8.

Jj J5
b7 777
Modul 1 1 1
W =0
]/
Modul 2 J]
= w-w,
nod J2
Fig. 3.8

3.2.2.2 Raspunsul la excitatie armonica

Se considerd sistemul din fig. 3.6, actionat de un cuplu armonic
M (t) =M, coswt (ne figurat) aplicat discului al doilea. Ecuatiile de miscare sunt

J1é1+K91_K€2 :0,
. (3.57)

Vibratiile stationare ale acestui sistem sunt de forma

0,(1)=0, coswt, 0,(t)=0, cosw . (3.58)
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Rezulta ecuatiile algebrice

(k-J,0%)0,-K 0, =0,

(3.59)
@1 | @2 |
| |
| |
| |
| |
| | ®
o @ ® V&R
| |
| |
| |
| |
a b
Fig. 3.9
Impirtind prin K si notand w”J | / K =« , se obtine
(1-a2)©,-0, =0,
(3.60)
-0, + l—ﬁa o, =%.
J| K

Rezolvand pentru @, si @,, utilizand regula lui Cramer, rezulta

0 ;1 M,
, | =0
O, = ! = =0, (3.61)
l-«a -1 JZ( _J1+J2Ja K
-1 1—&05 Ji Ja
Jl
‘1—(1 0| M,
-1 1| K -
o, - _ I-a M, (3.62)
l-a -1 Jz( _J1+J2Ja K
-1 l—ﬁa Ji Ja
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Amplitudinile &, si @, sunt reprezentate grafic in fig. 3.9 in functie de

pulsatia excitatoare. Ambele amplitudini unghiulare devin infinite cand numitorul
expresiilor (3.61)-(3.62) este zero, deci cand pulsatia cuplului exterior devine egala
cu una din pulsatiile proprii. Existd un fel de “rezonantd la pulsatic nula”
corespunzatoare modului de corp rigid si o rezonantd adevaratd la

a)2 = [L‘FL)K .
JJ
Amplitudinea discului al doilea este zero ciand a=1. Aceasta

antirezonantd apare la @=,/K/J, , pulsatia proprie a subsistemului format din

arbore i primul disc, care actioneaza ca un absorbitor dinamic si mentine discul al
doilea fix 1n spatiu.

3.2.2.3 Tensiuni dinamice

Amplitudinea unghiului de rasucire al arborelui este

A0=6,-0, = ! My (3.63)
L (h+dy ) K
Jl ‘]2

Notdnd momentul de rdsucire in arbore prin M, =M, coswt,

amplitudinea sa este

= . 3.64)
‘0 (
Jy [ I+
Y2 14 2 _ g
Jy Jo
Tensiunile tangentiale de rasucire sunt de forma 7=r7;,cosw?, iar
amplitudinea lor este

) =MtO/Wp , (3.65)
unde W, este modulul de rezistenta polar al sectiunii transversale a arborelui.

Dacd arborele transmite o putere N, la viteza unghiulard constantd @y,
atunci tensiunile de forfecare “statice” sunt

ty =M, [W,=N/loyW,). (3.66)

Utilizand valorile lui 7, si 7, se poate face un calcul al coeficientului de
sigurantd la oboseald, considerand o variatie in timp a tensiunilor ca in fig. 3.10.
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Fig. 3.10

Exemplul 3.4

Sistemul torsional din fig. 3.6 este actionat de un cuplu armonic de
amplitudine M, = 10*Nm si pulsatie @ =314 rad/s (ne figurat). Ambele discuri

au acelasi moment de inertie masic polar J =57 kgmz. Arborele are lungimea
£ =0,4m, diametrul d =0,14m si modulul de elasticitate transversal G =81GPa.
Se cere amplitudinea tensiunilor tangentiale dinamice din arbore.

Rezolvare. Sectiunea transversala a arborelui are caracteristicile
I,=7d*[32=0377-10°mm* §i W,=7zd’/16=0538-10°mm’. Rigiditatea
torsionala este K=GI, / 1=763-10° N mm/rad. Raportul adimensional

a=Ja*/K=0735. Unghiul de risucire A@=M,/K(2—a)=0,001036 rad.
Amplitudinea momentului de rasucire dinamic este M, =M, /(2-a)=7910Nm .

Amplitudinea tensiunilor tangentiale dinamice este 7 = M, / W,=147N / mm? .

3.2.3 Sisteme cu roti dintate

Sistemul torsional din fig. 3.11, a are un angrenaj cu roti dintate. Pinionul
de pe arborele / are raza (cercului primitiv) r; iar roata de pe arborele 2 are raza

r, . Se presupune cd rotile dintate sunt rigide, de inertie neglijabila si in contact

permanent. Raportul de transmisie este
j=—=——S=——= 3.67)

unde n; si n, sunt turatiile celor doi arbori, 6, si €, sunt deplasdrile unghiulare
corespunzatoare.

Sistemul torsional cu roti dintate este redus la un sistem echivalent fara roti
dintate (fig. 3.11, b). In procesul de reducere, rigiditatea arborelui echivalent se
determind din conditia egalitatii energiilor potentiale
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(Kﬁz) —(Kﬁz)

real — ech?
de unde rezulta
0 2 2
n 2
Kech = (9}’;{11] Kreal :( realJ Kreal =1 Kreal . (368)
ech ech
) KJ
n, | BT,
K s [
- —-1 n
2
I
J 21:_ K2 iz
1
a 5
I’l] _W W_ﬁ_
K] iZKZ ’
/i b i2J;
Fig. 3.11

Momentul de inertie masic polar al discului echivalent se determind din
conditia egalitatii energiilor cinetice
(16} =?)

real — ech?

de unde rezulta

. 2 2
Jech - (%J Jreal = (nreal J Jreal = iz']real : (3.69)

ech ech
Alegénd arborele / ca referintd, parametrii echivalenti ai arborelui 2 sunt
(fig. 3.11, b)
Kyeen =Ky Jpeey =i2J 3.70
2ech =1 Kys Joeen =175 (3.70)
Cand rotile dintate au inertie neglijabild, se aplicd urmadtoarele reguli
pentru constructia sistemelor echivalente: Se inlatura toate rotile dintate §i se

inmultesc toate rigiditatile si momentele de inertie cu i 2 unde -i este raportul intre
turatia arborelui redus si turatia arborelui de referinta.
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Dupa determinarea formei modurilor de vibratie ale sistemului echivalent,
formele modale si momentele de rasucire ale sistemului real se obtin utilizdnd
relatiile de compatibilitate

gl'eal/eech =—, Mech /Mreal =-i. (371)

3.2.4 Sisteme ramificate cu roti dintate

Sistemul ramificat din fig. 3.12, a are roti dintate si arbori cu inertie
neglijabila. El poate fi inlocuit prin modelul echivalent din fig. 3.12, b in care
raportul de transmisie este -1, Tnmultind rigiditatea si momentul de inertie din
ramura 2-3 cu patratul raportului de transmisie. Momentele de rasucire si
deplasdrile unghiulare in ramura redusad echivalenta diferda de wvalorile reale,
conform relatiilor (3.71).

Fig. 3.12

Ecuatiile de miscare se pot scrie folosind metoda elementelor finite. Un
arbore de sectiune constantd este considerat un element finit cu rigiditate la
torsiune K. Punctele de legaturd ale arborelui cu alte componente ale sistemului
vibrator se numesc noduri (nu trebuie confundate cu punctele fixe ale formelor
modale), fiind numerotate / si 2 in fig. 3.13.

Cuplurile M, si M, pot fi exprimate In functie de rotirile 8, si 6,
utilizand ecuatiile de echilibru si relatiile cuplu/rotatie
M,=-M,=K6, pentru 6,=0,

(3.72)

Ecuatiile (3.72) se pot scrie matricial sub forma
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= (3.73)
M2 _K K 62
sau condensat { M }: [ke ] { o }, unde [ke ] este matricea de rigiditate a
elementului.

Fig. 3.13

Utilizand ecuatia (3.73), relatia cuplu-rotatie pentru fiecare arbore din fig.
3.12, b se poate scrie

e el Bal% =)
(eHE ey

Cele trei relatii de mai sus se pot expanda dupd cum urmeaza

M, K, 0 -K, 0](6, M) o o 0 0][6,
Myl | 0 0 0 0|6 M,| |0 K, -K, 0||6
My |-K, 0 K, o|l6 " |My| [0 -K, K, Of|6&][
M, 0 0 0 0|6 My| |0 0 0 0|6,

M) foo o 076

My,| {00 0 0 ||6

My [0 0 Ky -Ki|] 6

My, |0 0 -K; K5 ||6,

Cuplurile din sistem se obtin Tnsuménd cuplurile care actioneaza in fiecare
nod. Adunand matricile de rigiditate expandate se obtine
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M 0 K -K 0 %
2= ’ ? L. (374
M -K, -K, Ki+K,+K; —-K;||6&

Utilizand conditia la limita 6, =0, se obtine matricea de rigiditate redusa a
sistemului. Rezultd ecuatiile de miscare

J, 0 0]]86 K, 0 - K, 6, 0
0 J, 046, ++| 0 K, -K, 0, t=10%. (3.75)
Eliminand coordonata &; folosind a treia ecuatie
se obtin doud ecuatii de forma
JlélJr K1(K2+K3) 0, - K\ K, , =0,
K+ K, +Kj; K, +K,+Kj;
(3.76)

K +K,+K; ' K +K,+K;

Dupa rezolvarea problemei de valori proprii, pentru a determina formele
modale reale, amplitudinile unghiulare @, , determinate pentru sistemul echivalent,

trebuie transformate in amplitudini reale folosind relatiile (3.71). Un procedeu mai
direct de rezolvare este prezentat in §4.1.3.

3.3 Vibratii de incovoiere

In acest paragraf se studiaza bare si cadre plane cu masa proprie neglijabila
pe care sunt montate mase rigide. La aceste sisteme este convenabila utilizarea

[T

3.3.1 Flexibilitati (coeficienti de influenta)

Bara in consold din fig. 3.14, a este solicitatd de fortele f; si f, aplicate
in punctele /, respectiv 2. Deplasarile transversale (sdgetile) pe directiile fortelor
fi1 st f, sunt y,, respectiv y,.
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Asupra unei bare cu aceeasi rezemare (fig. 3.14, b) se aplica o forta de
marime egala cu unitatea, in punctul / pe directia fortei f;. Deplasarile in 7 si 2, pe
directiile y, si y,, se noteaza J,,, respectiv 0,;. O forta egald cu 1 aplicatd In

punctul 2 pe directia fortei f, produce deplasarile &, si 0,, (fig. 3.14, ¢).

Relatiile intre fortele f,, f, si deplasdrile totale y,, y, se pot scrie,

aplicand principiul suprapunerii efectelor, sub forma

y1=0nhi+612 fa,
V2 =02 /1 +62 fr

(3.77)

Prin definitie, §; este deplasarea (in punctul si pe directia) coordonatei

datorita unei forte de amplitudine egald cu 1 aplicatd (in punctul si pe directia)
coordonatei j.

By

Fig. 3.14

In notatie matriciald, relatiile (3.77) devin

yi| |90 dn | h
{)&}_{521 522}{](2} (377,
ri=lsl{rh. (3.78)

unde [ & | este matricea de flexibilitate a sistemului.

sau

Matricea de flexibilitate este simetrica [5 ]T = [5 ], in virtutea teoremei de

reciprocitate a lui Maxwell: Deplasarea intr-un punct al unei structuri produsa de
o forta unitate aplicata in alt punct este egala cu deplasarea in al doilea punct
produsa de o forta unitate aplicata in primul punct (deplasarile — de translatie sau
rotatie, se masoara in aceeasi directie ca sarcinile — fortd sau moment).
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Deoarece intr-o ecuatie de forma {f }=[k]|{y} matricea [k] este o

matrice de rigiditate, rezultd ca [/’c]z[é]_l sau, echivalent, matricea de
flexibilitate este inversa matricei de rigiditate

[s]=[k]". (3.79)
Cand 1n sistem sunt posibile miscari de corp rigid, matricea [k] este

singulari si [ & |=[k ]_1 nu exista.

3.3.2 Ecuatiile de miscare

Pe bara cu greutate neglijabild din fig. 3.15, a si cu modulul de rigiditate la
incovoiere EI =const. sunt montate masele m,; si m, in punctele / si 2. Daca

intereseazd numai deplasarile laterale ale celor doud mase, miscarea sistemului este
complet determinatd de deplasdrile y, si y,, deci sistemul are doud grade de

libertate.

m,

4 4 e,
.

my,

Fig. 3.15

In vibratii libere (fig. 3.15, b), aplicand principiul lui d’Alembert, asupra
sistemului actioneaza doar fortele de inertie
fi=—myi,  fa=—myj,. (3.80)
Inlocuind aceste forte in relatiile (3.77), se obtin ecuatiile diferentiale ale
miscarii
Syymyy+0,myj,+y; =0,

. y (3.81)
Oymyy1+0myYy+y, =0.

In notatie matriciald

[o]{5}+{r}=10}. (3.82)
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Matricea [ b | poate fi descompusi in produs sub forma

o1 ”H‘S’" ‘5”””}[51[;%], 659

by by | [Fum Sypm
unde [m ] este matricea diagonald a maselor.

In ecuatiile (3.81) cuplajul este produs de elementele nediagonale ale
matricii de flexibilitate.

3.3.3 Moduri proprii de vibratie

Inlocuind solutii de forma

{y}:{a}cos(a)t—(p), (3.84)

-0’ [b]{a}+{a}={0}

ecuatia (3.81) devine

[b]{a}=—{a}. (3.85)

Aceasta este o problema standard de valori proprii, in care A= 1/ @* sunt
valorile proprii iar {a } sunt vectorii proprii. Valorile proprii sunt inversele

patratelor pulsatiilor proprii, iar vectorii proprii sunt vectorii modali care definesc
forma modurilor proprii de vibratie.

Ecuatiile (3.85) se pot scrie sub forma
(blla)z _l) a; +b12w2 a, = 0,
(3.85,a)
bzla)z a; + (b22w2 _1) a, = 0.

Conditia de a avea solutii nebanale conduce la ecuatia pulsatiilor proprii

(b”a)z —1)(1)22@2 —1)—b12b21a)4 =0,

sau
(B11bas —braboy J* —(by) + by ) +1=0. (3.86)
Ecuatia (3.86) are doud radacini reale pozitive a)% si a)22 , patratele
pulsatiilor proprii.

Forma modurilor proprii este definitd de raportul x=a,/a;, numit
coeficient de distributie, care devine
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a l—bna’% a 1_b11a)22
ar ), by, w7 P

Exemplul 3.5

Se cer modurile proprii de vibratie ale barei din fig. 3.15, a unde
f] 262 Zf/2, my=m,=m sl EI = const.

Rezolvare. Coeficientii de flexibilitate au urmatoarele expresii
511:€3/24EI, 512:521:5£3/48E[, 522 :£3/3E1
Matricea de flexibilitate este
312 5
[6]-—— ,
48EI|5 16

Ecuatia (3.85) se poate scrie sub forma
2 5||a

1y 4

5 16 ay ay

A=48El/mlPa’ .

in care

EI m EI M
4 D
£/2 £/2
Modul #1
mﬁz 12

Modul #2
! 032

2\4_/

Fig. 3.16
Ecuatia pulsatiilor proprii este
| 2-2 5

=0 sau 2 -181+7=0,
5 16—1
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avand radacinile
A,=17,602 si A, =0,3976.

Pulsatiile proprii sunt

w, =16503EI/m?* w,=10986EI/mt* .

Formele modale sunt definite de raportul x=a,/a;=A-2/5 care are

valorile
A =2 Ay =2
Uy = a_2 = ! =312, My = a—2 = 2 =-032.
a ), S ), >

Forma modurilor proprii de vibratie este reprezentata grafic in fig. 3.16.

3.3.4 Vibratiile libere

Se noteaza cu
[u]=[{u}, {u), ]{”“ ”‘2} (3.88)

matricea vectorilor modali normalizati, denumitd matricea modala.

Deplasarile reale, notate in continuare prin {x } in loc de { y }, pot fi
exprimate In functie de coordonatele modale ca in relatia (3.23)

2

(o) =lullg)={u}gi+{u}o0:=X.C cosloyi-g Jlu ), (3.89)
i=1

Constantele C; si ¢; se determind din conditiile initiale ale miscarii

{x(O)}=§C[ cosg; {u };, (3.90)

i=1

{x(o)}:ia)iq sing; {u},. (3.91)

i=1

Inmultind la stinga relatiile (3.90) si (3.91) cu {u }j[m ], utilizand relatiile
de ortogonalitate (3.18) - (3.19) si definitiile (3.25) si (3.28) ale maselor modale

{u}}[m]{u}izo, i#j Mlz{u}?[m]{u}l, i=12 (3.92)
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rezultd
(Wl [0 =C, 0050, j=12 (393)
i) @)=0,€ m g, =12 @94

Combinand ecuatiile (3.93) si (3.94), si schimband indicele se obtine

{ufi[m 1{500)]

O o T 1)} e e
si
o IBO)_ o)
M; cosg; w; M; sing;
Exemplul 3.6

La sistemul din fig. 3.17 se cere: a) sd se determine modurile proprii de
vibratie; b) sd se stabileascd ecuatiile vibratiilor libere cdnd masa are o viteza
initiala verticald v si sa se calculeze ecuatia traiectoriei masei.

m 2
I4
- z
ET y
1
¢ 7
N
Fig. 3.17

Rezolvare. a) Fie y si z componentele verticala si orizontala ale deplasarii
instantanee a masei m.

Coeficientii de flexibilitate sunt
3 3 3
8, =4 3El, S.=56,=02E1, 5. =03E.

Ecuatiile de miscare au forma
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131
403 3

A e mEtyp=o,

31 T opr T

€3 3

L o mEsz=o.

2E] 3E]

Cautand solutii de forma

y(t)zul (o (aJt—(o),

se obtine sistemul algebric

Z(t)=u2 cos (a)t—(p),

(8=B)u;+3u, =0,
3u1+(2—ﬂ)u2 =0,

unde s-a notat

B=6EI/mlw’.

Ecuatia pulsatiilor proprii este

‘8—ﬁ 3

=0,
3 2—,3‘

avand radacinile

B, =92426,

Pulsatiile proprii sunt

w, =08057 \EI/m(?

BP-108+7=0,

B, =0,7574 .

w, =28146 \EI/m(* .

Forma modurilor proprii este definitd de coeficientii de distributie

" =[“_2J _ta1 A8 o414,
1 U 3

-8
yzz(”—zj :”i:ﬂzs =-24142 .
2

U Up

Vectorii modali, normalizati cu primul element egal cu unitatea, sunt

bk 2{0,41142}’

tuh = {— 2,411142}'

Se pot stabili urmatoarele relatii

M1 gy, =0,4142,

Uy

12 gy, =-2,4142,

U

7 =225"

b

7, =112,5% = 7, +90°.
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In modurile proprii de vibratie, masa m are o miscare rectilinie. Vectorii
modali sunt ortogonali {u }T{u }2 = 0. Migcarea in primul mod de vibratie are loc
pe directia /, la 22,5° fata de verticala. Miscarea in al doilea mod de vibratie are

loc pe directia 2, la 122,5° fatd de verticala, deci perpendicular pe directia /.
Aceasta se intdmpld deoarece deplasarea in coordonatele modale are loc pe
directiile principale de flexibilitate.

Matricea de flexibilitate

308 3
[6]="—
6EI|3 2
este un factor de proportionalitate Intre vectorul componentelor y si z ale deplasarii,
si vectorul componentelor f, si f. ale unei forte aplicate in punctul de atasare a

Yi_ 5yy 5yz / y
z - é‘zy 522 f z ‘

Se consideri sistemul de axe y*Oz", rotit cu un unghi » fatd de sistemul

masei

de referintd yOz . Transformarea deplasarilor se scrie
y* | | cosy siny ||y
2 —siny cosy || z
iar transformarea fortelor este definitd de
fy* | cosy siny | | f,
fr |- sing cosy | | £, |
Noua relatie deplasari-forte este

MR

unde matricea de flexibilitate

ek o 7]

in care s-a notat ¢ =cosy si s =siny .

In sistemul de referinta rotit, matricea de flexibilitate este
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[ ] o, c +3,.8 +25 CS (522—5 )Sc+5 (c —sz)
)sc+5 ( —s2) 5yys2+5zzc —26,.cs '

Existd doud unghiuri * pentru care elementele nediagonale ale matricii de
flexibilitate se anuleaza, date de
25, 2.3

tg2y" = = =1, yr=225", y=1125".
0. 8-2

Cele doui solutii 7/1* si 7/; definesc directiile principale de ﬂexibilitate

principale

2
0,,+0. S,,—0. 2.7 3
51)2: Yy 2z i\/( yy2 ZZJ +§)%Z :5_3 2/

6 EI’

& &
5, _15404—, 5, =01262—.
EI EI

Semnificatia fizicd este urmatoarea: o forta aplicatd pe directia / (sau 2)
produce o deplasare numai pe directia / (sau 2). Directiile principale de
flexibilitate coincid cu directiile vibratiilor Tn modurile proprii (principale) de
vibratie.

Pulsatiile proprii sunt

o =0,805 ,
e m61 \/1 5404 \/ \me* 63
w, = L__ 1 E]3 =2815 E—g

méS, 401262\ m¢ m/

b) Pentru a determina raspunsul liber la un impuls vertical cu viteza v,
intai se calculeaza masele modale

M, =m (uﬁ +u§1)= m (1+0,41422)=1,1716m,

My =m (14122 +u222)= m (1+2,41422)= 6,8284m .

Conditiile initiale sunt

Din relatiile (3.93) si (3.96) rezulta
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unde

2 | i | | i i i

0 2 4 6 g 10 12 14 16
timp

Fig. 3.19

Componenta verticald a deplasarii instantanee este

y(t)zCl cos (wlt—(pl)ull + C, cos (a)zt—(pz)ulz,

mo . mov .
y(t): sinwt + ———sinw,t,
oM, oM,

y(t)=C (1,0593sin@ ;£ +0,0520 sinw »1),
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me3
C=v ?,w1=0,8050/c, w,=23815v/C.

Componenta orizontald a deplasarii instantanee este

z(t)zCl cos (a)lt—(pl)uZI + C, cos (wzt—(oz)uzz,

mo . mo .
W M Wy M

z(¢)=C(0,4387 sinw,1 - 01256 sin ).
Traiectoria masei m este redata fig. 3.18, a pentru o duratd a migcarii egala
cu 27/w,, iar in fig. 3.18, b pentru o duratdi 4z/w,. Variatia in timp a

componentelor y si z este reprezentatd grafic in fig. 3.19. Deplasarea orizontala este
aproape armonica deoarece al doilea termen din expresia acesteia are o amplitudine
mai mica decat a primului termen.

3.3.5 Raspunsul la excitatie armonica

Se considera vibratiile stationare are barei din fig. 3.20, a sub actiunea
fortei f(¢)=F,cosw¢t aplicati masei m, .

m, (1)
N
v -~ M g
7’?7’7
’/T £y | £y |£3
l@l D,
b

£
mz(@zfrdjl@z)

Fig. 3.20

Ecuatiile de miscare sunt



136 VIBRATII MECANICE

Y1 =—011my +(f—m2j}2)512,

Yy ==051my Y +(f—m2j52)522,
sau

Oyymyy1+01,my Y, +y; =906, f(t)’

. . (3.97)
Sy my 1+ my ¥y +y, =62 f0)
Inlocuind solutiile stationare
yl(t)zYl cosmt, yz(t)zYz cosat,
in ecuatiile (3.97), rezulta sistemul algebric
(1—0)2511 ml)Yl —a)2512 myY, =06, F,
(3.98)
2 2
- 5217’”1 Yl +(1—a) 522 mz)Yz 2522F0.
Amplitudinile deplasarilor maselor sunt
o
h= 2 - APEELE
1_(511”11 +522le) w +m1 m, (511522 _512)60
(3.99)

O _mla)z (511522 _5122)

Y, =
S (Symy+ Sms) 0+ mymy (81,6, - 52) 0

F,.

Numitorul este polinomul caracteristic, membrul stdng al ecuatiei (3.86).

¥ | ¥ | |
| | | |
| [
|/ \
| | |
| | | |
| I I |
L 1 — 8 l | .
ay @, ) @ @, @ ®
a b

Fig. 3.21

Valorile absolute ale amplitudinilor Y] si Y, sunt reprezentate grafic in

functie de pulsatie in fig. 3.21. Cand pulsatia fortelor devine egald cu o pulsatie
proprie a sistemului, amplitudinile cresc nelimitat. Sistemul are doua rezonante,
marcate prin varfuri infinite in curbele de raspuns in frecventa.
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Antirezonanta apare cand Y, =0, la o pulsatie data de

w? = 92 .
’ m1(511522_5122)

(3.100)

Daca se cunosc amplitudinile deplasarilor raspunsului fortat, se pot calcula
amplitudinile fortelor de inertie ce actioneazd asupra maselor, deci amplitudinile
fortelor dinamice care actioneaza asupra barei (fig. 3.20, b) sunt

D, =ma’Y,, ®r=mo’Y,+F,. (3.101)

Se poate construi apoi diagrama momentelor incovoietoare dinamice (fig.
3.20, ¢), pe baza careia se pot calcula tensiunile dinamice produse de forta
armonica.

Exemplul 3.7

Bara cu greutate proprie neglijabild din fig. 3.22, a are diametrul
d=40mm, (=1m, E=210GPa si m=50kg. a) Sa se calculeze pulsatiile
proprii; b) Sa se determine amplitudinile vibratiilor fortate produse de o forta de
amplitudine F, =20N si frecventa 0,179Hz; c) Sa se traseze diagrama

momentelor incovoietoare statice si sd se determine tensiunile statice maxime; d)
Sa se traseze diagrama momentelor incovoietoare dinamice si sd se calculeze
amplitudinea tensiunilor dinamice maxime.

Rezolvare. Coeficientii de flexibilitate sunt

511263/6E1, 512:521:—£3/8E1, 522:563/24E1

Notand
24E1
A=——3.,
w'm/l
ecuatia pulsatiilor proprii este
A-8 3 )
=0, A —=131+22=0,
6 A-5
cu raddcinile
A, =11, Ay=2.

Pulsatiile proprii sunt

o, =1477EI/mf* =1,073 rad/s
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w, =3464\|EI/m(® =2,516 rad/s..

Fbcosa)t
2m
ET
I. {) 7N 1) [#3
T ¢ T e Ten
2mg lmg
AN £ Lep 4
PO
M, || .
3
4mg£
1150
Wi pay l
m 1 #05)s5
Md ‘ (4
25
87,3
Fig. 3.22

Pentru datele numerice ale problemei, pulsatia excitatoare corespunde unei
valori A =10. Din relatiile (3.99) se obtin amplitudinile deplasarilor

32 F,
=— =0118
TR (-2) me?
22-51 F,

Y,=— =-1105mm.
2T (2-11)(2-2) me? i

Pentru 1Incdrcarea statica din fig. 3.22, b, diagrama momentelor
incovoietoare statice este prezentatd in fig. 3.22, ¢. Momentul incovoietor maxim

este 368 Nm iar tensiunea staticd maxima este o = 58,5 N/ mm? .

Amplitudinile (3.101) ale fortelor dinamice sunt
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64
@, =2ma*Yy=—F———F,=150N,
e PR TV Py
22-51
@2me2Y2+F0=|:l—mj|F0=—50N.

Pentru incarcarea dinamica din fig. 3.22, d, diagrama momentelor
incovoietoare dinamice este prezentatd in fig. 3.22, e. Momentul incovoietor

maxim este 87,5 Nm iar tensiunile dinamice maxime sunt o; = 14N/ mm? .

3.4 Vibratii cuplate de translatie si rotatie

Cand rezultanta fortelor care actioneaza asupra unui corp rigid rezemat
elastic nu trece prin centrul sdu de greutate, modurile de vibratie de translatie si de
rotatie sunt cuplate. Astfel de cuplaje apar la vibratiile automobilului pe suspensii,
ale motorului automobilului pe flexiblocuri, ale rotoarelor rezemate in doud lagare,
ale maselor 1n consola la absorbitoarele dinamice de tip Stockbridge de la liniile de
inalta tensiune si in general la bare In consola cu discuri in capat.

3.4.1 Ecuatiile de miscare

Corpul rigid din fig. 3.23, ¢ are masa m si momentul de inertie masic fata
de centrul de greutate J, fiind rezemat la capete pe arcuri cu rigidititile &,

respectiv k,. Se poate considera ca punctele rigidului se deplaseaza numai pe

verticald. Migcarea acestuia este complet definitd de doud coordonate:
x — deplasarea liniara a centrului de greutate G, si € — unghiul de rotatie fata de
G.

Utilizand diagrama fortelor din fig. 3.23, b, ecuatiile de migcare se pot
scrie
mx+k1 (x_glg)‘f‘kz (x+529)=0,
JO—k(x—1,0) 0, +ky(x+1,0) 0, =0

sau
mi+ (k) +ky) x+(kyty —ky0,) 6=0,

70+ (kyts —k0)) x4 (k23 + ky23) =0, (3.102)

In forma matriciala

m 0][% ki+ky,  kyly—kt,][x)] [0
o 2 =1L (3.102, a)
0 J|| 6] |koty—kt, k3+ky 03116 |0
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Daca ki¢; =kyl, miscarile sistemului se decupleaza. Sistemul are doua
pulsatii proprii independente — una pentru translatie purd si una pentru rotatie pura

o, =/ (kg +ky)/m si a)gz\/(klz%+k2e§)/J. (3.103)

Pentru cuplaj zero, o fortd aplicatd in centrul de greutate produce doar
translatie verticald x, In timp ce un cuplu aplicat rigidului produce doar o rotatie & .
Cuplajul este produs de elementele nediagonale ale matricii de rigiditate, motiv
pentru care este denumit cuplaj static.

g 4
7 e
k; i, J 7 %kz 1 = 0
k,(x—¢,0)
a b
Fig. 3.23

Miscarea rigidului mai poate fi definitd si de alte doud coordonate,
deplasérile liniare ale extremitatilor (punctele de atasare a arcurilor) x; si x,.
Transformarea intre cele doua seturi de coordonate este definita de relatia

by X
oL % fpial (3.104)
O] (i+0,]-1 1]|x,
Inlocuind (3.104) in ecuatia (3.102, @) si inmultind la stanga cu transpusa
matricii de transformare din (3.104) se obtin urmatoarele ecuatii de migcare

) bt =1L (3.105)
mﬂlﬂz—J mﬁl +J Xy 0 k2(€1+£2) X9 0

Cuplajul este produs de elementele nediagonale ale matricii de masa, motiv
pentru care este numit cuplaj dinamic.

Dacd J=m/;{, miscarea combinatd de translatie si rotatic poate fi

exprimatd ca o suma de vibratii unghiulare, una fatd de capatul din dreapta al
rigidului, cealalta fatd de capatul din stanga al acestuia.
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4.4.2 Modurile proprii de vibratie

Daca se noteaza
a=(k +ky)m, b=(kyly—kt,)/m, c= (klef +k2f§)/J,
ecuatiile (3.102) devin

X+ax+b0=0,

r2é+bx+cr2¢9=0, (3-106)
unde » = W este raza de giratie a corpului rigid.
Admitand solutii de forma
x(t)=A4, cos(wr—9), 0(t)=A4,cos(wt-p), (3.107)
se obtine sistemul de ecuatii algebrice
(a—w?) 4, +b4, =0,
(3.108)

be+(c—a)2)r2A9 =0.

Ecuatiile (3.108) admit solutii nebanale dacd determinantul coeficientilor
variabilelor 4, si Ay este zero

a—-o b
=0 3.109
b (c—a)z)r2 ( )
sau
a)4—(a+c)a)2+(ac—b2/r2)=0. (3.109, a)

Radacinile ecuatiei pulsatiilor proprii (3.109, @) sunt

0, =(a+c)2ty(a—c) [a+b2/r? . (3.110)

Prima pulsatie proprie @, este totdeauna mai mica decat w, si @y, iar a

doua pulsatie proprie @, este totdeauna mai mare decat w, $i @wy.

Forma modurilor proprii se obtine inlocuind pulsatiile proprii, pe rand, in
raportul amplitudinilor

My =(AX/A9)1 =—b/(a—a)f),

(3.111)
Ha Z(Ax/Ae)z :—b/(a—a)g).
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Exemplul 3.8

Sa se determine modurile proprii de vibratie ale sistemului din fig. 3.23
dacd 0, =30/4, (,=0/4, k =k, =k si J=m(*[8.

Rezolvare. Ecuatiile (3.108) au forma

(%—wzj Ax+ﬂA9 =0,

m 2m

2

ﬂAx‘i‘ ﬁ—C()2 £A9 :0.

2m m 8

Notand
@*m
o=—-,
k

ecuatiile devin

(2—a)Ax+§A6,=O,

/ 2
EAX_F(S_(X)?A@ =0.

Ecuatia pulsatiilor proprii este
a’—Ta+8=0
avand radacinile
o, =1438, o, =5561.

Pulsatiile proprii sunt

w, =1199/k/m , w, =2358k/m .

Modul 1 Modul 2

Fig. 3.24
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Forma modurilor proprii (prezentata in fig. 3.24) este definita de

A 0/4) 2-a Ay l/4) 2-a
04| _ L_0.28, 0 /4] _ 2 =_178.
1 A 2

A 2 2

X X

Inversele cu semn schimbat ale rapoartelor amplitudinilor definesc pozitia
punctelor nodale fatd de centrul de greutate, cu valori pozitive spre dreapta

A A
di=— —— 1| =- ! =-356, dy=—| — L =0,56.
Agl/4) 028 Ag 4 ), 178

Pulsatiile vibratiilor decuplate de translatie si rotatie sunt

o, =1414\k/m, Wy =27236,/k/m .

In acest caz, se stabilesc urméatoarele inegalitati

01<0,<Wy<O,.

Exemplul 3.9

Sa se calculeze modurile proprii de vibratie ale sistemului din fig. 3.25, a
compus dintr-un corp rigid lung, de masa m si moment de inertie masic J =m(* / 8
atasat la capatul unei bare in consola, cu modulul de rigiditate la incovoiere E1.

2z L ; l e ]
Z 1

R m,J £/

”W N

——

S MR -

&

Fig. 3.25

Rezolvare. Miscarea corpului rigid este definita prin deplasarea liniara x
a centrului de greutate G, si prin unghiul de rotatie 6 fatd de G.
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Ecuatiile de miscare se pot scrie, aplicand principiul suprapunerii efectelor,
sub forma relatiilor intre forta de inertie F = mw*x , cuplul de inertie M = Ja*0
si deplasarile de translatie x si rotatie &

x=511F+512M,

9:521F+522M.

In fig. 3.25, b s-au construit doud diagrame de momente incovoietoare,
m, —pentru incdrcarea cu o fortd egald cu 1 aplicata In punctul G pe directia lui
F', si my— pentru incarcarea cu un cuplu egal cu 1 aplicat in punctul G pe directia
lui M . Diagramele sunt folosite la calculul coeficientilor de flexibilitate cu
ajutorul metodei Mohr-Maxwell.

Deplasarile pe directiile x §i € se noteaza o, $i J,;, respectiv 01, si

05, . Coeficientii de flexibilitate sunt
5, =130 12E1 , S,=6,,=L*JEI, &y, =(/EI.
Inlocuind in ecuatiile de miscare, rezulti
3
Px=13x+ 5 10,

123
O=—x+=0,
PO="745
unde
B=12EI/m0* &*.

1

Modul 1 Z——@F 0.93
£

Modul 2 W {

Fig. 3.26

Ecuatia pulsatiilor proprii este
2% -295+3=0,

avand radacinile £, =14,396si 3, =0,1042.
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Pulsatiile proprii sunt

w,=0913EI/m0* , w,=10,73\EI/m?* .

Forma modurilor proprii (fig. 4.26) este definita de

-13 ~13
490 _F 0930, 49l _ P2 _ 8597
4, ), 32 4, ), 32

X

X

3.5 Pendule cuplate elastic

Un fenomen interesant apare la vibratiile libere ale pendulelor cuplate,
cand are loc un trasfer continuu al miscarii de la un pendul la celalalt datorita
cuplajului slab printr-un element elastic de rigiditate relativ mica.

3.5.1 Ecuatiile de miscare

Se considera doua pendule simple (fig. 3.27, @), de lungime ¢ si masa m
fiecare, osciland in plan vertical. Pendulele sunt cuplate intre ele cu ajutorul unui
arc de rigiditate &, atasat la o distantd d de punctele de suspendare a pendulelor.
Arcul este netensionat cand pendulele sunt in pozitie verticala.

Modul 1 Modul 2

Fig. 3.27

Alegénd drept coordonate unghiurile de inclinare ale pendulelor 8, si 6,
si presupundnd ca sistemul efectueazd oscilatii de amplitudini mici, expresiile
energiilor cinetica si potentiala sunt

T=%mez(0'% +63 ) (3.112)
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U=mg€(1—cos€1 )+mg€(1—cos¢92 )+%kd2(92 —01)2,
sau

U:%mgf(afwf )+%kd2(02—91)2. (3.113)

Utilizand ecuatiile lui Lagrange

d oT 0T oU
+ —=

Lo 9 0, r=12 (3.114)
dz dq, 0q, 0Oq,

se obtin urmatoarele ecuatii de miscare

m0*4, +mgt0, + kd*(6, -6, )=0, .
. 115
m0*d, + mgt 0, —kd*(0, -6, )=0.

In forma matriciala, ecuatiile de miscare se scriu sub forma

2 g 2 2 0 0

m 02 A mg“/;d kd S =T (15,0
0 m/ 6, —kd mgl+kd 0, 0

Cuplajul este produs de arcul £.

3.5.2 Modurile proprii de vibratie

Inlocuind solutii de forma
0,=a, cos(a)t—(o), 0,=a, cos(a)t—go)
in ecuatiile diferentiale (3.115), se obtine sistemul algebric omogen
(mgé —w’m(? +kd2) a, —kd2a2 =0,
—kd2a1 +(mg€ —w’ml? +kd2) a, =0.
Ecuatia pulsatiilor proprii este

(mgt-wme? +ka?) -(ka?)’ =0
sau

Pulsatiile proprii sunt
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2
g kd
o, = %, O R e (3.116)

Forma modurilor proprii este definitd de rapoartele amplitudinilor

gy =| 2| =11, py = 22| =-1. (3.117)
al 1 al 2

In primul mod (fig. 3.27, b), pendulele oscileazd in fazi, cu amplitudini
egale. Arcul de cuplaj nu este tensionat iar pendulele oscileaza ca si cum nu ar fi

cuplate. Pulsatia proprie a sistemului este egala cu cea a unui singur pendul /g// .

In modul al doilea (fig. 3.27, ¢), pendulele oscileaza in antifazi, cu amplitudini
egale si de sens opus. Datorita efectului rigidizant al arcului de cuplaj, pulsatia
proprie este mai mare decat in primul mod.

3.5.3 Vibratii libere
Solutia generald a vibratiilor libere (3.14) este
Hl(t)z C, cos (a) | t—(pl)u“ +C, cos (a)zt—(pz)ulz,

Hz(t)zCl Ccos (a)lt—(ol)uzl +C, cos (a)zt—(oz)uzz,
sau
Bl(t)zal cos(wlt—(pl)+azcos(a12t—(p2) ,

92(t)=,ula1 cos (calt—(pl)Jr,uz a, cos (cazt—(pz) .
Derivand in raport cu timpul, rezulta

60,(t)=-w, a, sin(a)lt—(pl)—a)z a, sin(a)zt—(pz) ,

0,(t)=-u @, a, Sin(wlt_q’l)_ﬂz @), Sin(”ﬂ‘(”z) :

Constantele de integrare se determind din conditiile initiale. Dacad este
deplasat numai pendulul din stanga

6,(0)=6,, 6,(0)=0, 6,(0)=0, 0,(0)=0. (3.118)
Deoarece =1 si p, =—1, se obtine

a;cos@,+a,cosp, =06, a;cos@Q;—a,cosp, =0,

@ a,sing, +w,a,sing, =0, @,a,sing, —w,a,sing, =0,

astfel incat
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sing, =sing, =0, ¢, =¢, =0,
2aICOS(01=2a2COS(/)2=90, al=a2=t90/2.
Valorile instantanee ale deplasarilor unghiulare sunt

Hl(t)zﬁ(cosa) | t+cosa)2t)=00 cosmw,, t-cos Amt,
2 (3.119)

Hz(t)z%(cosa) 1 t—cosw,t )= 6, sinw,, t -sin Awt,

unde
a)mz(a)1+a)2 )/2 si Aa)z(a)z—wl ) 2.

Cand Aw este mic in raport cu @,,, produsele din relatiile de mai sus

reprezintd oscilatii modulate in amplitudine, numite bdrtdi. Aceastd conditie este
echivalenta cu

2
a)zz—a)%<<a)%, §+2ﬁ—§<<§ sau k<<g—M

Y A 2d4%°

deci bataile pot apare doar pentru valori mici ale rigiditatii £ a arcului de cuplaj.

S

o,

it e,
Jﬂ“w/ QL’U“MJLUU ”\U\\LM |

92‘ 2_7.[

prrTTTeTTTr8
Lt

I~

=]

=

Fig. 3.28
Relatiile (3.119) arata ca 6, si 8, sunt date de functii sinus i cosinus care
sunt defazate intre ele cu 90°. Cand 0,=0,,atunci 8, =0 si reciproc (fig.3.28).

Defazajul intre cele doud miscari este

o=0:t-0,)-(01t-0))=(0,-0,)t-(p, -0 )=240 - 29
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avand o variatie lentd in timp.

La ¢ =0, unghiurile de inclinare au valorile 6, = 6, respectiv 6, =0.
AT . . Wy, T 5
La Aw t=r/2, inclindrile sunt 6, =0 si 6, =6,sin—-==¢,, daca
Ao 2
®,,/A® =n este numdr intreg.
T . 1) g
La Awt=r, inclindrile sunt €, =0 si 6, =6,cos—"r=-6,, daca
1)
®,,/A® =n este numdr intreg.

Prin conditiile initiale (3.118) pendulul din stdnga este mentinut deplasat,
in timp ce pendulul din dreapta este mentinut vertical, apoi pendulele sunt eliberate
(fig. 3.29, a).

La inceput pendulul din stanga va oscila, in timp ce pendulul din dreapta
va sta aproape fix. Apoi pendulul din dreapta va oscila cu amplitudini tot mai mari,
in timp ce amplitudinile oscilatiilor pendulului din stinga vor scaddea. Dupa un
timp, pendulul din stanga va sta fix, in timp ce pendulul din dreapta va oscila cu
amplitudinea maxima (fig. 3.29, d). Apoi fenomenul se repetd in ordine inversa.
Are loc un transfer continuu de energie de la un pendul la celadlalt pand cand
amortizarea inerenta (neglijata in aceasta analizd) aduce sistemul in repaus.

Fig. 3.29

Exprimata 1n functie de modurile de vibratie componente, miscarea poate
fi privitd ca suma a doud miscdri armonice cu pulsatiile proprii @, si w,. Se

considerd ca initial miscarea Tn modul al doilea este astfel incat pendulele sunt
indepartate unul de celalalt (fig. 3.29, b). Defazajul intre moduri creste in timp.
Miscarea in modul al doilea este mai rapida decat in primul mod, pana cand este

defazatd 180° fnaintea primului mod (fig. 3.29, ¢). Miscarea in modul al doilea
este astfel incat pendulele se apropie unul de celilat. Insumand miscarile, se ajunge
la situatia cand pendulul din stanga sta nemiscat, in timp ce pendulul din dreapta
oscileaza cu amplitudine maxima. In timp, amplitudinea va creste la pendulul din
stdnga si Intreaga secventa se repeta.
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3.6 Sisteme amortizate

In paragrafele precedente s-au studiat doar sisteme neamortizate. In
continuare se introduce efectul amortizirii vascoase. In general, amortizarea
produce cuplarea coordonatelor. Pentru simplificare, se va considera cazul special
al amortizarii proportionale. Valori relativ mici ale amortizarii limiteaza
amplitudinea vibratiilor la rezonanta. Valori mai mari pot face ca unele moduri sa
fie amortizate supracritic iar miscarea corespunzatoare sa fie aperiodica.

3.6.1 Amortizarea vascoasa proportionala
Se considera sistemul din fig. 3.30, a. Disiparea energiei este convenabil
modelata prin amortizarea vascoasd, reprezentatd prin amortizoarele ¢; si ¢, .

Fortele de amortizare vascoasa sunt proportionale si de semn contrar cu viteza
relativd a capetelor amortizoarelor (fig. 3.30, b). Ecuatiile de miscare se scriu
insumand fortele care actioneaza asupra fiecdrei mase:

ml.xl +k1xl +C1xl+k2(xl —x2)+62(x1 _XZ):O,
mzjéz_kz(xl—xz)_cz(xl_xz)zo’

sau
m, X, Jr(c1 +c2)x1—c2x2 +(k1 +k2)x1—k2x2 =0,

. : . (3.120)
myx,—c,x,+c,x,—k,x +k,x,=0.

r—>x1 r——>x2
ky | ko

H—ww— —w—
2
- 1) a

C, A C,

141 myx
kyxy, —— kg(x1—x2) e
m m, b
O S—— fe—— —
C1Xy Cz (X,—%X2)
Fig. 3.30

Cuplajul intre cele doud coordonate este produs de rigiditatea k, si de
coeficientul de amortizare c, .
In forma matriciala, cele doua ecuatii se scriu
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i i | M e RS
sau, in forma compacta,
[m U+ [e Jxf+ [k ]{x )= {0}, (3.121,0)
unde [c | este matricea de amortizare, iar {x} este vectorul vitezelor.

Matricea de amortizare este simetrica, deci

[e]=[c]".

Matricea maselor este diagonald. Cuplajul este produs de elementele
nediagonale ale matricilor de rigiditate si de amortizare.

Ecuatiile (3.121) pot fi rezolvate cu ajutorul analizei modale daca
transformarea liniard bazatd pe matricea modala diagonalizeaza matricea de
amortizare simultan cu matricile de masa si de rigiditate. Aceasta se obtine simplu
dacad matricea de amortizare poate fi exprimatd ca o combinatie liniard a matricilor
de masa si de rigiditate, deci daca

[c]l=a[m]+ B[], (3.122)

unde « si f sunt constante. Aceasta formad de amortizare se numeste amortizare

proportionald sau amortizare de tip Rayleigh. Existd si alte conditii in care
matricea amortizarii modale devine diagonald, dar acestea sunt cazuri speciale care
se Intdlnesc mai rar.

3.6.2 Vibratii libere amortizate

Daca se rezolvd problema neamortizatd (3.3), se obtin modurile proprii
neamortizate de vibratii. Matricea modala (3.24) se construieste cu vectorii
modurilor normale pe coloane. Utilizdnd transformarea de coordonate

{xf=[ullq} (3.123)
s1 inmultind la stanga cu [u ]T rezulta
[mtai+[cHiaj+[K]la}=10}, (3.124)

unde
[M]=[u]'[m][u], [Cl=[u]"[c][u], [&]=[u]"[k][u]. ~@.125)

Matricile modale [M | si [K ] sunt diagonale, in timp ce matricea | C ]
este diagonald doar in cazul amortizarii proportionale, cand



152 VIBRATII MECANICE

[Cl=a[M ]+ B[K]. (3.126)
In acest caz, se stabilesc urmitoarele relatii de ortogonalitate

{u}T[c]{u},,zo, r#s, r,s=12 (3.127)

N
Cu amortizare proportionald, ecuatiile modale decuplate sunt de forma
M,q.+C.4.,+K,q, =0, r=12 (3.128)
unde M, si K, sunt definiti de (3.26) si (3.28), iar

C,={ull[c]{u}., r=12 (3.129)

-
sunt coeficientii de amortizare modala.

Pentru mase modale egale cu 1, rigiditatile modale sunt egale cu patratul
pulsatiei proprii respective si coeficientii de amortizare modald se pot scrie sub
forma 2(, w,, unde @, este pulsatia proprie si {, este raportul de amortizare

¥

modala ale modului r.

Ecuatiile (3.128) devin
G +20. 0.4, +0%q. =0,  r=12 (3.130)

si pentru 0 <{, <1 au solutii de forma (2.46)

q,(t):A,e‘Cr“’rfsin(,/1—gfa),t+¢rj. r=12  (3.131)

Solutiile (3.131) se pot obtine si direct. Cautdnd solutii de forma

x, =a,e’", ecuatiile (3.121) devin

m1s2a1 +(cl +cz)sa1 —Cy8a, +(k1 +k2)a1 —kya, =0,
m2s2a2 —CySay+cysa, —kya,+kya, =0,
sau

24 (e, + +k + £k - +k =0,
[mls (Cl Cz)s ( 1 2)]“1 (Czs 2)‘12 (3.132)
—(czs+k2)a1 +(m2s2 +czs+k2)a2 =0.

Conditia de a avea solutii nebanale conduce la ecuatia caracteristica
[mls2 +(cl +cz)s +(kl +k2)](m2s2 +czs+k2)—(czs+k2)2=0. (3.133)

La sisteme amortizate subcritic, ecuatia (3.133) are doud perechi de
radacini complexe conjugate, de forma
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S1,2=—01iia)d1, S3’4=_O-2 iia)dz, (3134)

unde @, si ®,, sunt pulsatiile proprii amortizate iar o, si o, sunt factori de
amortizare (constante de atenuare).

Intre parametrii de mai sus si valorile absolute ale pulsatiilor proprii
(egale cu pulsatiile proprii neamortizate ale sistemelor cu amortizare
proportionald) si rapoartele de amortizare se stabilesc urmatoarele relatii:

o =( ., wy, =w,1-C2 r=1.2 (3.135, a)

(o}

(=== o =2 o} o7 r=12 (3.135, b)
NCrR r

Cu aceste notatii, expresia (3.131) devine
g,(t)=4, ¢ sin(wy,t+4,). r=1,2 (3.131, )

Pentru valori relativ mari ale amortizarii, ecuatia (3.133) poate avea fie

vibratie este amortizat supracritic, fie doud perechi de radacini reale, cdnd ambele
moduri sunt amortizate supracritic si sistemul are miscare aperiodica. Studiul
acestor cazuri nu face obiectul acestei lucrari.

Inlocuind solutiile (3.134) in (3.132), se obtin rapoartele amplitudinilor
(a, /al)r care, dacd amortizarea este proportionald, definesc moduri reale de

vibratie. Analiza de mai sus se refera la sisteme cu pulsatii proprii distincte. Cazul
pulsatiilor proprii egale este tratat in alte lucrari.

Exemplul 3.10

Sa se calculeze modurile de vibratie ale sistemului din fig. 3.30, luand
pentru simplificare m; =2, k; =2, ¢;=1, m, =1, ky,=1, ¢, =0,5, in unitati

adecvate.

Rezolvare. Ecuatiile vibratiilor proprii (3.121) sunt

2 0] X . L5 -05]|x, N 3 -1]|x B 0
0 1[|%] |-05 05 ||x| |-1 1]|]|x] |of
Se observa ca

[c]=05[k].
Ecuatiile (3.132) devin
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(2s2 +1,5s+3)a1 —(05s5+1)a, =0,
—(0,5 s+1) a, +(s2 +0,5s+1)a2 =0.
Ecuatia caracteristica este

(252 +155+3)(s2+055+1)-(055+1 )2 =0,
sau

2542557 +555% +25+2 =0,
cu radacinile

1. .4/31 J_

S12=_—i_1 S34— i
: 8 g ’ : 272

Partile imaginare sunt pulsatiile proprii amortizate

w;,=31/8=0,6960, w,,=+7/2=13229.
Partile reale sunt factorii de amortizare (constantele de atenuare)
o, =0125, 0,=05.

Pulsatiile proprii neamortizate sunt egale cu modulele valorilor proprii

| =\@2, + ot _\/J_/s +(1/8)2 =1/42,
L =@, +02 _J J_/z +(1/2)* =2

Rapoartele de amortizare modale sunt

O
o _ 18 -0,176, 2 =1/—2:0,353.

SR TN 2=, "¢

Raportul amplitudinilor

ar 2s2+1,55+3 _ 05s+1

al_ 05s5s+1 _s2+0,5s+1

are urmatoarele valori pentru cele douda moduri

D2 _, 2
a q ’ a )

Prin rezolvarea problemei neamortizate in Exemplul 3.1, s-au obtinut
aceleasi pulsatii proprii neamortizate si forme ale modurilor reale de vibratie.
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Exemplul 3.11

Sa se calculeze parametrii modali ai sistemului din fig. 3.30 pentru aceleasi
valori ale maselor si rigiditatilor, dar cu amortizare mai micd [¢]=0,1[k].

Rezolvare. Ecuatiile (3.132) devin
(2s2 +0,35+3)a1 —(01s+1)a, =0,
—(01s+1)a, +(s2 +0,1s+1)a2 =0.
Ecuatia caracteristica

2574055 +5,0252+045+2 =0,
are radacinile

sau
512 =—-0,025%i 0,70666, 55, =—0,1%i 1,41067 .

Pulsatiile proprii amortizate sunt

w,, =0,70666, @ ,=14107.

Factorii de amortizare au valorile
o,=0025, o,=0]1.
Rapoartele de amortizare modale sunt

€, =00353, £,=00707.

Pulsatiile proprii neamortizate si formele modale sunt aceleasi ca in
Exemplul 3.10.

3.6.3 Raspunsul la excitatie armonica

Se considera vibratiile sistemului cu doud grade de libertate din fig. 3.31
sub actiunea fortelor £ () si f5(z).

k, 5 ke >/
F—Ww\W—] —MWAW—
m, m,
Y 1]
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Ecuatiile de miscare sunt
m1551+(C1 +02)5C1 —Cy Xy +(k1 +k2)x1 —ky x, =f1(t), (3.136)
mzjéz—cle+czx2—k2x1+k2x2:fz(t), '

sau 1n forma matriciala compacta
[m ] p[e ] b+ [k Ha k= {1 ) (3.136, a)

3.6.3.1 Functiile de transfer

Aplicand transformata Laplace ecuatiei (3.136, @) si presupunand toate
conditiile initiale nule se obtine

([m]s2+[e]s+[k][{x ()} ={F () (3.137)
[B(s)[{x(s)}={F(s)}, (3.138)

unde [ B(s)] este matricea sistemului.
Inmultind la stinga cu [ B(s) ]71 =[H(s)] rezulta

[ () [{F(s)}={X(5)} (3.139)
unde [H (s)] este matricea functiilor de transfer. Aceasta este inversa matricii

sistemului.

Pentru sistemul din fig. 3.31 aceastd matrice are forma

m2s2+czs+k2 cys+ky

[H(s)]— ¢, s+k, m1S2+(cl+cz)s+k1+k2

[m1s2+(c1 +c2)s+k1 +k2] [m2s2+czs+k2 ]—(c25+k2 )2

(3.140)

Numitorul expresiei (3.140) este det[B(s)], polinomul caracteristic al
sistemului. Acesta poate fi scris sub forma de produs

det[B(s)]= 4 (s =5 )(s=5)(5=53)(s=54).

unde 4 este o constantd si s,,..,5, sunt rdddcinile ecuatiei caracteristice (3.133).

Deoarece coeficientii ecuatiei caracteristice sunt reali, pentru valori relativ mici ale
amortizarii radacinile sunt complexe conjugate. Ele se numesc polii functiei de
transfer.

Relatia (3.139) mai poate fi scrisd sub forma
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hia(s) hials) ] [ Fils) _{Xl (S)} (3.141)
hails) hals) || Fals)| | Xy (s)
unde h,; (s) poate fi determinata excitind sistemul in punctul j si maisurand
raspunsul in punctul /. De exemplu, hll(s) este o functie de transfer directd (in
punctul de excitatie) obtinutda excitand sistemul cu Fl(s) si masurand raspunsul

XI(S)

m2s2+czs+k2

hy(s)==" ;= . (3.142)

A (s—sl)(s—sz)(s—s3)(s—s4)

3.6.3.2 Functiile de raspuns in frecventa

O functie de raspuns in frecventa (FRF) este functia de transfer evaluata pe
axa pulsatiilor i@ . Inlocuind s =i® 1n (3.141) rezulta

i) me ol o]

[H(io)]{Flo)}={X(0)}, (3.143)

unde [H (10))] este matricea functiilor de raspuns in frecvenia iar X ; (), F; (w)

Sau

sunt transformatele Fourier ale raspunsului, respectiv excitatiei.

Raspunsul sistemului poate fi definit in domeniul frecventelor prin sume de
produse intre functiile de rdspuns 1n frecventd masurate experimental si
transformatele excitatiei

X, (@)= hy)(io) Fi(0)+hp;(io) Fsy (o),
X, (@)= hy (i) Fi(@)+ hy (i) ()

Raspunsul fortat al sistemului in domeniul timpului, x,(t) si x,(¢), poate

(3.143, a)

fi determinat apoi calculand transformatele Fourier inverse ale raspunsului, X, (a))
st X, (a))

Exemplul 3.12

Sa se calculeze matricea functiilor de raspuns in frecventa pentru sistemul
cu doud grade de libertate din Exemplul 3.11 si sa se traseze curbele FRF /,(iw).
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Rezolvare. Inlocuind s =iw , matricea FRF (3.140) devine

Faza

Armplitudinea FRF

[ (o)) =

1+i0,1m
1+i0lew  3-20° +i03w

l1-0® +i0lw

20 -5020° +2+i(-0,50° +040)

1
0,1 0,15 0.2
Frecventa, Hz

-200
0 0,05 0,1 0,15 0.2 0,25 0,3 0,35
Frecventa, Hz
Fig. 3.32
3

Real (FRF )

Imag { FRF )

0,1 0,18 0,2
Frecventa, Hz

0.1 0,15

0.z 0,25 0,3
Frecventa, Hz

Fig. 3.33
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Fieal ( FRF )

Fig. 3.34

Diagramele amplitudinii si unghiului de fazé al FRF sunt prezentate in fig.
3.32. Diagrama amplitudinii are doud varfuri de rezonanta. Datoritd amortizarii mai
mari in modul al doilea, varful respectiv de rezonanta are amplitudine mai mica. La

rezonante, unghiul de faza este aproximativ -90°. Diagramele componentelor
reald si imaginard sunt prezentate in fig. 3.33. Diagrama Nyquist este datd in fig.
3.34 cu puncte marcate la intervale egale de frecventa.

3.6.3.3 Rezolvare prin analiza modala
Utilizand transformarea de coordonate (3.123) {x }= [u ]{q | si inmultind

la stdnga cu [u ]T , ecuatiile (4.136, a) devin
(M Haj+[clgi+ [k Haj=[u]"{ri={F].  G144)

Cu amortizare proportionala, ecuatiile modale decuplate au forma

Mr“jr"i_CrC}r"i_qur:F

7o

r=12 (3.145)
sau
G, +20,0.4,+0°q. =F.|M, . r=1,2 (3.146)

In cazul excitatiei si raspunsului armonic, se noteaza

A

(Fi={7 e, (x}={7}eio, (3.147)
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(Fi={Fleo, {q)={g}e", (3.148)
deci transformarea (3.123) se scrie
2
{Fi=lul7}=2g.{u},. (3.149)
r=1

unde o “céciuld” deasupra literei denotd amplitudinea reala iar o tilda deasupra
literei denota amplitudinea complexa.

Inlocuind (3.148) in ecuatiile (3.145) si (3.146) rezulta

SN V'3 V2 N U3 318

r 2 . -
K,-o°M,+ioC, M(a)z a)2+12C,a)a)r)

r r-

(3.150)

Normalizand vectorii modali astfel incat masele modale sa fie egale cu
unitatea, M, =1, inlocuind (3.150) in (3.149) se obtine

ey L7,

2 .
m 0.0 +1200o0,

{x‘}zi . e {u, {2} (3.151)

R2% Ml 0t -0’ +i20 00,

sau

De observat ci produsul diadic {u }r{ u }f este 0 matrice pdtratd 2 x 2.

Matricea FRF (3.143) poate fi exprimata in functie de parametrii modali

[H(iw)]= tileh  Aublul (3.152)

o -0’ +i2{ww, o)-0" +i2i00,
Daca elementul j al vectorului modal » se noteaza (u r)j , atunci functia de
raspuns in frecventd & jg(ia)) poate fi exprimatd ca sumd de fractii partiale

(”1)-(“1)4 (”2)1-(”2)4

hiiw)= £ + . (3.153)
Jl'}( ) o -0’ +i {00, 05-0*+i2000,

Aceastd expresie aratd explicit contributia separatd a fiecarui mod de
vibratie la raspunsul sistemului la o anumita pulsatie.
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Imag { FEF )

Real (FRF)

Fig. 3.35

Exemplul 3.13

Sa se calculeze dezvoltarea in fractii partiale a matricii FRF a sistemului cu
doud grade de libertate din Exemplul 3.12.

Rezolvare. Vectorii modali, normalizati cu mase modale egale cu 1, sunt

12" R
Wh={ % ke -5}
J6 6 V33
Matricea FRF (3.152) devine

[17(i0)]- s . |

05— +i0050 2-@*+i02m

Pentru prima masa, FRF in punctul de excitare este

1/6 . 1/3
05-w*+i0050 2-w*+i02w

Iy (iw)=

In figura 3.35 se prezinti diagrama Nyquist (linie continud) care se obtine
prin insumarea diagramelor construite pentru fiecare termen din dezvoltarea in
sumad de fractii partiale (linii Intrerupte).
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3.6.4 Amortizorul viscos neacordat

Amortizorul de vibratii vascos neacordat (amortizorul Houdaille) este
utilizat la unele motoare cu ardere internd pentru a limita amplitudinile vibratiilor
torsionale pe un domeniu larg de turatii. El consta dintr-un disc rigid care se poate
roti liber intr-o cavitate cilindricd umpluta cu un fluid vascos. La motoarele de
automobil acesta este plasat la capatul arborelui cotit, in roata care antreneaza
cureaua ventilatorului.

Arborele cotit este modelat simplificat ca o bard in consola, cu rigiditatea
la rasucire K. Amortizorul atasat la capatul liber are o carcasd cu momentul de
inertie masic J (fig. 3.36) in care se poate roti liber un disc cu momentul de inertie
masic J,;, asupra cdruia actioneaza un cuplu de amortizare proportional cu viteza

unghiulara relativa intre carcasa si disc. Daca amortizorul este solicitat de un cuplu
exterior armonic M, cosw ¢, ecuatiile de miscare se pot scrie
JO+KO+c (é—éd)zMo cosat,

A L (3.154)
J 6, —c(6-6,)=0,

unde 6 este rotirea carcasei si 6; este rotirea discului interior. Coeficientul de
amortizare are expresia (Harris si Crede, 1968)

4 _ pd

bR; Ry —Rj

+—

c=2ru|—=

, 3.155
hy, 2k, (3.153)

unde u este vascozitatea uleiului.

M, cos ot hy

ﬂ_/-
J !
7|
7 S |
Rl
! %,
‘]d
ZER\
Lo ]
Fig. 3.36

Presupunand solutii de forma

O=0G,coswt, Hdzé’docos(a)t—(p),
si notand
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a)2=£ ,722’ C=;a ,1=J_d (3.156)
27, w, J

amplitudinea adimensionald a carcasei este datd de

K 6, 2 +4c?
_ . (3.157)
M, \/772(1—772)2+4C2(772+l’72—1)2

Pentru o valoare datd A, diagramele amplitudinii adimensionale
|K 6y /M0| sunt prezentate in functie de pulsatia adimensionald 7 in fig. 3.37,

pentru cateva valori ale raportului de amortizare C .

8 I |
|
6|4 IL?ZO
K0, i
M, 1\
4 1M
AN
< &
M C:opt \
25 Q <
\‘\\
0 C
0,6 0,8 1.0 12 1.4
n
Fig. 3.37

Pentru {=0, curba corespunde unui sistem neamortizat cu pulsatia de
rezonantd ,, a cdrui amplitudine este infinitd la 7=1. Pentru {=o, curba
corespunde  unui  sistem  neamortizat cu pulsatia de  rezonanta
1/K/iJ +Jdi=a)n /m, in care discul §i carcasa amortizorului se miscd
impreuna ca o singura masd. Curbele trasate pentru aceste doud valori extreme ale
lui { se intersecteazd in punctul M , de abscisd 7,, =/ 2/ (2+1). Pentru orice

alta valoare a amortizarii, toate curbele raspunsului trec prin acest punct. Exista o

valoare optima a amortizarii
1

S B AR )

(3.158)

pentru care amplitudinea la rezonanta este minima si egald cu ordonata 1+ (2/ /1) a

punctului M .
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Pe baza ecuatiilor (3.156) si (3.158) se poate proiecta un amortizor de
vibratii torsionale cu o curba de raspuns aplatisata, eficient intr-un domeniu larg de
frecvente excitatoare.

3.6.5 Absorbitorul de vibratii amortizat

Un absorbitor dinamic de vibratii constd dintr-un sistem secundar masa-
arc atasat sistemului primar (initial) masa-arc pentru a-1 proteja contra vibratiilor.

Principalul efect al atasarii unui sistem secundar este transformarea dintr-
un sistem cu un grad de libertate intr-un sistem cu doud grade de libertate. Valorile
parametrilor fizici ai absorbitorului se aleg astfel incdt deplasarea (sau alt
parametru cinematic al) sistemului principal sd fie minima. Masa addugata trebuie
sa aiba o miscare suficient de mare ca sa “absoarbd” energia introdusa in sistem de
forta care actioneaza asupra masei initiale. Dacd se tine cont de amortizarea din
sistemul secundar, deplasarea masei principale nu poate fi redusa la zero, insa

domeniul util de lucru al absorbitorului creste, imbunatatindu-i eficienta.

Ecoswt | LEeoswt | ™2
[=L s L
m, m,
§k1 %kl
77
a b
Fig. 3.38

3.6.5.1 Sistemul primar actionat de o forta armonica

Se considera raspunsul armonic al unui sistem cu doud grade de libertate,
compus dintr-un sistem primar neamortizat §i un absorbitor cu amortizare vascoasa
(fig. 3.38, a). Un astfel de sistem se obtine prin eliminarea amortizorului ¢; din

sistemul prezentat in fig. 3.31.

Daca se anuleaza coeficientul de amortizare ¢, si se elimina forta f;,

ecuatiile (3.136) pot fi rescrise sub forma
X + X, =Xy J+kix;+k -x, )= filt),
mlxl CZ(X.I xz) 1%1 2(x1 xz) fl() (3.159)
m2x2_Cz(xl_xZ)_kz(xl_xZ)zo.

In regim stationar, cu forta (de amplitudine constanti) si rispuns armonic
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fi=Fye®, x, =X, x,=X,¢e'"", (3.160)
ecuatiile (3.159) devin

(kl+k2—m1a)2+ia)02)yl_(ia)02+k2))?2:Fo, (3 161)
—(ia)C2+k2))~(1+(k2—m2a)2+ia)02))?220. ‘

Amplitudinea vibratiilor sistemului primar X =‘)? 1‘ poate fi exprimata

2 42 2
ﬁ: AC2—+B (3.162)
xg | C? 5 +D?
unde

Xy =F,/ki, A=2uy0, B=,u(l//2 —92), c:zwa(1—92 —u@z),

sub forma

D=u (1//2 —92)(1—92)—u2y/292, L= 20, my, (3.163)

/J=m2/m1, HZQJ/Cal, l//=a)2/0)1, a)1=1¢k1/m1, a)2=ﬂk2/m2.

Curbele de variatie ale raportului X;/x;, 1in functie de pulsatia
adimensionald € sunt prezentate in fig. 3.39, pentru valori date u si y , si citeva
valori ale raportului de amortizare {,. Absorbitorul reduce amplitudinea vibratiilor
sistemului primar de la valori infinite la o valoare finitd mica, la 8=1.

Cand (,=0, X,/x, =B/D. Cand {, =0, X;/x,=A/C. Curbele de
raspuns trasate pentru cele doud valori limitd ale amortizarii se intersecteaza in
punctele R si S. Toate curbele de raspuns ale masei primare in sistemul cu
absorbitor, trasate pentru diferite valori C,, trec prin aceste doud puncte, numite

“punctele fixe”.

Variind raportul pulsatiilor y, ordonatele celor doud puncte cresc sau

scad. Cazul cel mai favorabil, in care se obtine valoarea minima a raspunsului
dinamic maxim pe intregul domeniu de pulsatii, se poate obtine dacd sunt
satisfacute urmatoarele doua conditii (J. Ormondroyd si J. P. den Hartog, 1928):

a) Cele doud puncte R si S sd aiba ordonate egale. Aceasta se realizeaza
daca (E. Hahnkamm, 1932) raportul intre pulsatia proprie a absorbitorului si cea a
sistemului primar este

1

— (3.164)
1+u

l//opt =
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b) Pantele curbelor de raspuns in punctele R si S sa fie zero, deci cele doua
puncte sa devind doud maxime in curba de raspuns.

Din pacate, pentru o valoare datd a raportului pulsatiilor y , nu pot exista

doud maxime de ordonate egale. Totusi, daca panta in unul din puncte este zero,

panta in celélalt punct este foarte apropiatd de zero. Aceasta se obtine atunci cand
raspunsul (deplasarea) sistemului primar este

(Xl/xst)opt=,/1+£. (3.165)
7]

Pulsatiile adimensionale la care apar cele doud varfuri (abscisele punctelor

fixe) au expresiile
e 1+£,2/(2+ 1)

. (3.166)
1+ u

Raportul pulsatiilor 6 la care apare minimul dintre cele doud varfuri este

egal cu media aritmeticd a valorilor de mai sus 4/ 1/(1+ ,u) = l//l/ 2. Acesta este deci

raportul pulsatiilor la care se acordeaza absorbitorul.

|I ll - — - Sistemul primar
A | : — Sistemnu! cu absorbitor
! 1 W=1,0
X / \ i, l
i !
8 R i
= \
/ ) f\i’z_ 0,3\\
!
" \ l‘
/ X Z,=015 )
2_ i
4 / /'J AN \‘/\
/ s N N4
- N
e = ey
T X \
£5=0.07 i
0 !
0.6 0,38 1,0 1.2 1.4
d

Fig. 3.39

Coeficientul de amortizare optim care rezultd din respectarea celor doua
conditii se poate obtine derivand relatia (3.162) in raport cu € si egaland cu zero

pentru fiecare punct de intersectie, rezultind doud valori {,w =c, /2m2 @ .
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Diferenta intre aceste valori creste atunci cind raportul x4 (intre masa

absorbitorului si masa sistemului primar) creste. Se obisnuieste sa se aleagd media
aritmetica a acestor valori (J. E. Broch, 1946)

Cf2my @ =+ 3#/8(”,[1)3 ;

3u
8(1+u)

In plus, deplasarea relativa intre masa principali si cea a absorbitorului

sau

ropt = (3.167)

|X1—X2|= X F
2,uk19(02/2m2a)1)

trebuie sda fie relativ mica, pentru a evita ruperea prin oboseald a arcului
absorbitorului.

(3.168)

Teoria prezentatd, strict valabild dacd sistemul primar este neamortizat,
poate fi extinsa la sisteme slab amortizate.

Dacé se minimizeaza vifeza masei sistemului primar (in locul deplasarii)
actionat de o fortd armonicd de amplitudine constanta, atunci parametrii optimi ai
absorbitorului dinamic au valorile (V. H. Neubert, 1964)

_1+u2 _ 3,u(1+/1+5,u2/24) 3169
opt ’ 4,201;; \/8(1-{-#)(1-{-#/2)2’ ( )

1+ u
kX, _ |2 [ 1+p2 (3.170)
Ko ) 7 l+u '

op

Dacé asupra masei sistemului primar actioneaza o fortd armonica cu

aplitudinea proportionald cu patratul pulsatiei m, re*, atunci parametrii optimi ai
absorbitorului dinamic au valorile (G. B. Warburton si E. O. Ayorinde, 1980)

3u

_ , S ) - 3.171

Vor 1+ u S20pt 8(1+p/2) (3.171)
X

(ml IJ |2 (3.172)
mor ), \ (14 u)

—_
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3.6.5.2 Sistemul primar actionat la baza cu o acceleratie armonica

Daca suportul sistemului primar vibreazd cu o acceleratie armonica de
amplitudine constantd X, si se minimizeazd acceleratia masei sistemului primar,
atunci parametrii optimi ai absorbitorului dinamic au aceleasi valori (3.164),
(3.165) si (3.167) ca in problema clasica (F. M. Sauer si C. F. Garland, 1949).

Dacd 1nsd se minimizeazd deplasarea masei m,, atunci (G. B. Warburton,
1982)

:\/l—ﬂ/2+\/1—3ﬂ—(7/4)ﬂ2
" 2(1+u )

, (3.173)

3,u(l—3,u+1,5,uz —2,833;13)
8(1—3,5y—2y2—0,5y3)

2
oX | /3(1+2y+2,125y2+3,375y3+...). (3.175)
X opt H

Pentru ca y,,, s fie real, raportul maselor u < 2/7. Expresiile (3.174) si

Soopt = : (3.174)

(3.175) s-au obtinut prin dezvoltari in serie care asigura o precizie de 0,1% pentru
H=01.
3.6.5.3 Amortizorul sistemului secundar atasat de un reper fix

In fig. 3.38, b se prezinti o varianti a absorbitorului dinamic amortizat, in
care amortizorul nu este atasat de sistemul primar ci de un reper fix.

Amplitudinea vibratiilor sistemului primar este datd de expresia (3.162)
unde 4, B si D sunt date de (3.163) iar C =2y 0 (1 0%+ ;u//z). Aplicand metoda

optimizarii bazata pe teoria punctelor fixe (M. Z. Rai, 2001), se obtine conditia de
acordare optima

Wopt = - (3.176)

_ / 3u
4,201;[ - 8(1+,Ll/2) . (3177)

In aceste conditii, raspunsul (deplasarea) sistemului primar maxim este

si amortizarea optima
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(ﬁ} :(1_ﬂ)\/Z_ (3.178)
Xt opt H

Comparand expresiile (3.165) si (3.178) se observa ca, pentru acelasi
raport al maselor u, din relatia (3.178) rezultd un nivel al vibratiilor masei

principale mai mic decat din relatia (3.165). Deci, fard a creste masa aditionala,
nivelul vibratiilor masei m; poate fi redus mai eficient legand amortizorul la un

punct fix.

3.6.5.4 Aplicatii ale absorbitorilor dinamici de vibratii

Relatiile obtinute pentru parametrii absorbitorului optim pot fi utilizate si
atunci cand sistemul principal este un corp elastic, cu conditia ca acesta sa aiba
pulsatii proprii bine separate, amortizare relativ mica si sa se utilizeze in calcule
masa efectiva a acestuia. Sistemul real este Tnlocuit cu un sistem echivalent cu un
grad de libertate. Masa distribuitd este concentratd in punctul de atasare a
absorbitorului, n care se poate calcula rigiditatea echivalenta a sistemului.

Absorbitorul dinamic a fost inventat de H. Frahm in 1909 si patentat in
1911.

La conductoarele electrice aeriene ale liniilor de inaltad tensiune apar
vibratii transversale cu frecvente intre 5 si 50 Hz si amplitudini de ordinul
diametrului conductorului, produse de curenti de aer cu viteze intre 1 si 8 m/s.
Problema a fost studiata prima data n 1925 la linia de 220 kV dintre Big Creek si
Los Angeles, pentru care G. H. Stockbridge a proiectat un absorbitor dinamic cu
doua greutati din beton dispuse la capetele unei tije din otel montat sub conductorul
electric in punctul de amplitudine maxima a vibratiilor. in prezent, absorbitorul
Stockbridge simetric se construieste in solutia Monroe-Templin (fig. 3.40).

Fig. 3.40

Acesta constd dintr-un cablu toronat (care are amortizare, datorita frecarii
intre fire) cu doua greutati (metalice cilindrice) la capete, fixat cu o brida centrala
sub conductorul electric, deobicei in apropierea stalpului de sustinere.

Absorbitorul este un element reactiv, care absoarbe energia vibratiilor
liniei aeriene, realizdnd o cvasi-antirezonantd, deci un punct aproape fix In
apropierea stalpului, limitand astfel solicitarile mari din punctul de prindere de
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stalp al conductorului electric. Existd o gama largd de absorbitori Stockbridge,
pentru conductoare cu diametre pand la 75 mm si deschideri pana la 670 m.

Deobicei, absorbitorul este acordat pe frecventele fortelor transversale
armonice produse de desprinderea vartejurilor alternante de tip Karman. Acestea se
calculeazd pe baza vitezei vantului, diametrului conductorului si numarului
Strouhal al curgerii.

Sub actiunea vantului si cutremurelor, cladirile inalte au vibratii laterale si
vibratii torsionale. Pentru limitarea acestora, se utilizeaza absorbitori dinamici
amplasati la un etaj superior, conform schemei din fig. 3.41.

Fig. 3.41

Prima aplicatie de acest fel s-a utilizat la cladirea John Hancock Tower din
Boston, Massachussetts, in urma plangerilor locatarilor deranjati de vibratiile
cladirii produse de vant (1976). La extremittile etajului superior au fost instalate
doua mase de cate 300 tone (plumb in cutii de otel) actionate hidraulic, sistemul
secundar avand perioade proprii pana la 7 secunde si amplitudini pana la 1,8 m.
Cand cladirea se “clatind” sub actiunea vantului, greutatile tind sa ramand fixe in
spatiu, permitand podelei sa alunece sub ele, arcurile si amortizoarele actionand
asupra structurii din otel, reducand vibratiile.

A doua aplicatie a fost la Citycorp Center din Manhattan (1977),
absorbitorul avand o greutate din beton de 360 tone, actionatd hidraulic pe doua
directii perpendiculare intre ele. Sistemul hidraulic care realizeaza suspensia este
pornit automat cand vibratiile produse de vant depasesc un anumit nivel. Oscilatiile
masei absorbitorului dinamic preiau din energia vibratiilor cladirii, realizand o
reducere pana la 50% a amplitudinii acestora. Solutia este mai ieftind decat
rigidizarea structurii.

Turnul Taipei 101 are la etajul 88 un absorbitor dinamic cu o masa sferica
de 700 tone suspendata pendular pe cabluri. Hotelul Burj al-Arab din Dubai (321
m) are opt absorbitori dinamici orizontali montati la indltimea de 280 m in bratele
exterioare din otel si trei absorbitori plasati in varful catargului antenei. Absorbitori
dinamici sunt montati si in antenele celor doud cladiri Emirates Towers din Dubai
si in turnul televiziunii din Berlin.
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Absorbitorii dinamici pot fi utilizati pentru atenuarea vibratiilor blocurilor
de fundatii ale compresoarelor cu piston. O solutie care utilizeazd absorbitori cu
mase din fontd, montate pe arcuri din otel In consola, este prezentatd in fig. 3.42
(Allaway si Grootenhuis, 1965).

==00 {}
|
m ‘ Bare de
4 _M_ o T; pretensionare
ﬂ
A}uri Greutati
lamelare din fontd

Fig. 3.42

In fig. 3.43 se prezintdi absorbitori utilizati la masini electrice (J.
Ormondroyd si J. P. den Hartog, 1928). Pe piedestalul lagarului exterior al unui
turbogenerator de 300 MW s-au inregistrat vibatii axiale de 137 gm la turatia de

1800 rot/ min. S-au montat doi absorbitori constind dintr-o bard in consola, de

lungime 0,5m si sectiune transversala 200x67 mm, si o greutate de 110 N cu
pozitie reglabild pe verticald, calculatd s aibd o frecventd proprie de 30 Hz.
Amplitudinea vibratiilor a fost redusa la 48 um.

Absorbitor
dinamic

Absorbitor
dinamic

Piedestalul
lagdrului

Fig. 3.43

Podurile pentru pietoni si pasarelele pot vibra sub actiunea vantului sau a
fortelor produse de trecerea pietonilor. Sunt cunoscute problemele ridicate de
vibratiile laterale ale podului Millenium Bridge din Londra (cu amplitudini pana la
70 mm la frecventa de 0,95 Hz) sub care au fost montati 52 de absorbitori de
vibratii. Aceeasi problema a aparut la podurile din Auckland, Birmingham si
Chester, cu frecvente laterale de ordinul a 0,7 Hz si in Paris, la podul peste Sena
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dintre gradinile Tuileries si Quay d’Orsay si recent la pasarela Simone de
Beauvoir. In fig. 3.44 se aratd un absorbitor pentru vibratii verticale, cu o masa de
710 kg si amortizare cu aer (V. A. L. Chasteau, 1973).

Opritor )
Platforma podului
Cabluri T
toronate \
Orificiu A ey
pentru 7717 i
reglajul A b
amortizarii /
-, -
Z "~
Masi 4 " o A
reglabila
Arc g
Opritor
Fig. 3.44

O aplicatie la o masina de tuns electricd este prezentatd in fig. 3.45.
Miscarea de dute-vino a lamelei tdietoare produce vibratiile méanerului care sunt
atenuate de amortizorul dinamic realizat ca o bard 1n consola cu o masa in capat,
fixata de carcasa maginii (I. O. Miner, 1931).

Lama Sistem
s . al
taietoare vibrator Carcasa
-

—— - m— —
hadt :
~—

AN

-
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= Absorbitor ™~ __ —
- . ~ -

dinamic

T e e —

Fig. 3.45

In fig. 3.46 se arata schita unei bare de strunjit interior previzuti cu un
absorbitor dinamic. Masa absorbitorului (din plumb) este cilindrica. Capetele de
diametru mai mic sunt rezemate pe doud inele din cauciuc. Acestea pot fi
comprimate axial cu o fortd reglabild, modificandu-se astfel rigiditatea si
coeficientul de amortizare ale absorbitorului, pentru acordarea acestuia.



3. SISTEME CU DOUA GRADE DE LIBERTATE 173

Corpul barei ~ Surubde  Inel de cauciuc Masa absorbitorului Cap
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Fig. 3.46

La barele de alezat si la cutitele de strung se pot utiliza si absorbitori
dinamici cu actiune prin impact. In fig. 3.47 se aratd absorbitorul cu impact pentru
cutite de strung pentru degrosare proiectat de D. J. Rijkov (1953).

§urub
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; 1 %
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Fig. 3.47

De mentionat ca absorbitorul Lanchester a fost aplicat la bare de gaurit (R.
S. Hahn, 1951) iar absorbitori amortizati, cu elemente deformabile din elastomeri
sau materiale plastice (avand atat elasticitate cat si amortizare), sunt frecvent
utilizati la masini unelte

3.6.6 Amortizarea viscoasa neproportionala

Se considerd sistemul din fig. 3.30, a cu amortizare véascoasa
neproportionald. Ecuatia vibratiilor libere (3.121, a) este

[ J{ )+ [e Jx j+ [k J{x )= {0}, (3.179)

unde matricea [c ] nu este proportionald nici cu matricea [m ] nici cu [k ]
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Pentru simplificarea calculelor, ecuatia de ordinul doi (3.179) este
transformata intr-o ecuatie de ordinul intéi in spatiul starilor, introducand o ecuatie

auxiliara
[m]{x}=[m]{x}={0}. (3.180)
Combinand ecuatiile (3.179) si (3.180) rezulta
[m] [o]][{x}] [To] —[m]}fix}] [{0}
[[01 [m]H{x}H[k] [c]]H{x}}_{{o}} G180
L) {a}+ 8] {a)=10}. G152

unde matricile [A] and [B], de dimensiuni 4 x 4, sunt reale
[A]:{[m] [0]} [B]:{[O] —[m]}
[o] [m]) (€] [e]
Inlocuind o solutie de forma {gq}={®}e*, si corespunzitor

{x}={u}e*, ecuatia (3.182) devine

(s[4]+[B]) {@}={0}. (3.183)
Exista patru valori proprii s, , solutii ale ecuatiei
det(s[4]+[B])=0, (3.184)

si patru vectori proprii {@ }r care satisfac problema generalizata de valori proprii

[Bl{@}, =—s. [4{@},. (r=1,..4) (3.185)

Ecuatia (3.185) se poate scrie sub forma

—[4]'[Bl{@}, =5, (@}, (r=1..4) (3.186)

unde

(3.187)

[L[m[]o_]l[k] —[m[ij[c]}s[[[f)]] [[HD{S{{L;}}}:{O}- (3.188)
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La sisteme cu 2 g.d.l. amortizate subcritic, ecuatia (3.188) are doud perechi
de radacini complexe conjugate

s1,=—01tiwyy, §34=—0,F1@,4,;, (3.189)
unde partile imaginare, w,; $i @ ,,, sunt pulsatiile proprii amortizate iar partile
reale, o, si o,, sunt factori de amortizare (constante de atenuare). Vectorii
proprii {(D },, sunt complecsi conjugati.

Intre parametrii de mai sus si valorile absolute ale pulsatiilor proprii si
rapoartele de amortizare se stabilesc relatiile

w, = o’ +o?, c,,zgr . r=1,2 (3.190)

In general, la modurile de vibratie amortizate supracritic, valorile proprii
reale se pot scrie

S8, =—0,.F7,, (3.191)
iar relatiile (3.190) devin

o, =vol -2, ¢ =2, (3.192)

Miscarea intr-un mod amortizat supracritic este aperiodica. In acest caz, nu
existd un varf de rezonantd 1n diagrama amplitudine-pulsatie sau o bucld in
diagrama Nyquist chiar pentru pulsatii proprii relativ departate.

Pentru sisteme amortizate subcritic, din ecuatia (3.188) se obtin doud
perechi de vectori complecsi conjugati, a caror jumatate superioard defineste forma
modala. Diferenta de fazd intre miscarile in gradele de libertate Intr-un mod de
vibratie face ca amplitudinea deplasdrii maxime a maselor sa se inregistreze in
momente diferite in timp. Miscarea intr-un mod de vibratie complex nu mai este
sincrond, si nu are caracterul unei unde stationare, cu noduri si ventre fixe, ca la
sistemele cu amortizare proportionald. Ea are proprietitile unei unde progresive, cu
noduri §i ventre care se deplaseaza ciclic, configuratia repetandu-se la fiecare ciclu
de vibratie,

Exemplul 3.14
Sistemul din fig. 3.31 are m;=100kg, m,=1kg, k;=99-10°N/m,

ky=01-10°N/m, ¢, =c, =125 Ns/m . Sa se calculeze parametrii modali si s se
traseze diagramele Nyquist ale receptantelor complexe.

Rezolvare. Matricile de masa, de rigiditate si de amortizare sunt
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176
250 - 125}

'FOO _11} ’ [c]{—lzs 125

Valorile proprii cu parte imaginara pozitiva sunt
A ,=-58965+1-312,685.

A=-4785+1-312,659,

-2 4 ’ 0
' 330 350
326,27 33166 |
322
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-4 312
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L 300 red/s

4108
R

o<12

310

Fig. 3.48

Vectorii proprii corespunzatori sunt
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=1 ! {u}, = 1 .
P 1,207 -i-2,698(° 2 1-8865—1-35222

Pulsatiile  proprii  amortizate ~ sunt w41 =312,66 rad/s si

w4, =312,68 rad/s. Valorile absolute ale pulsatillor proprii  sunt

o, =0 +0} =31270 rad/s, @, =.lo3,+0 3 =31819 rad/s. Rapoartele de

amortizare modale sunt {; =0 /@, =0,015 i {, =0, /w, =0]85.

Pulsatiile proprii neamortizate ale sistemului conservativ asociat sunt
@0, =300 rad/s si g, =1004/11=331,66 rad/s, fiind diferite de valorile

absolute ale valorilor proprii ale sistemului cu amortizare neproportionald. in acest
caz, diferenta intre pulsatiile proprii amortizate este 0,026 rad/s, deci 0,0041 Hz,
in timp ce pulsatiile proprii neamortizate difera cu 5,039 Hz. Cuplajul prin
amortizare apropie relativ pulsatiile proprii, ceea ce complica determinarea lor
experimentala.

Diagramele Nyquist ale receptantelor «;; =x; / Sfjs i,j=12, sunt

prezentate in fig. 3.48 cu pulsatia excitatoare marcata de-a lungul curbelor. Forma
neobignuitd a diagramelor receptantelor directe, fard bucle distincte, este produsa
de apropierea relativa a pulsatiilor proprii si valoarea relativ mare a amortizarii in
modul al doilea de vibratie.

Exemplul 3.15

Sa se calculeze parametrii modali ai sistemului din fig. 3.31, utilizdnd
valorile parametrilor date in Tabelul 3.1 pentru urmatoarele patru cazuri: cazul I.
sistem slab amortizat, cu pulsatii proprii relativ departate; cazul II: sistem slab
amortizat, cu pulsatii proprii relativ apropiate; cazul III: sistem puternic amortizat,
cu pulsatii proprii relativ departate; cazul IV: sistem puternic amortizat, cu pulsatii
proprii relativ apropiate.

Tabelul 3.1
Cazul I I 1l I\
M{=M, | kg | 00259 | 0,0259 | 0,0259 | 0,0259
Ki=K3 | N/m 100 100 100 100
K, N/m 50 1 50 1
¢ Ns/m | 03 0,3 3 3
¢ Ns/m 0,2 0,2 2 2

C3 Ns/m | 0,1 0,1 1 1
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Sa se traseze apoi diagramele Nyquist ale receptantelor complexe pentru
cele patru sisteme.

Rezolvare. Pulsatiile proprii neamortizate au expresiile

k k
(0021:—3 , mozzzwozl(1+2—2j.
mj ks

Vectorii modali neamortizati sunt aceiasi in toate cazurile

el e[l

Matricile maselor modale, rigiditatilor modale si amortizarilor modale,
calculate cu ajutorul matricii modale construite cu vectorii de mai sus, sunt

_ 2m1 0 B k1+k3 0
[M]_|: 0 2m2:|’ [K]_|: 0 k1+k3+4k2:|’

[C]{cﬁ% ¢1—cs }

Cp—C3 CI+C3+4C2
Dacd ¢, # c5, amortizarea este neproportionald iar matricea de amortizare

modala nu este proportionald cu matricile modale de masa si de rigiditate.

Valorile proprii sunt solutii ale ecuatiei algebrice de gradul patru

m1s2+(c1+c2)s+k1+k2 —crs—k,

—C2S—k2 m252+(02+03)s+k2+k3

La moduri de vibratie amortizate subcritic, valorile proprii complexe pot fi
scrise sub forma (3.179), 1n timp ce pentru moduri amortizate supracritic valorile
proprii reale pot fi scrise sub forma (3.181).

Valorile numerice ale parametrilor modali sunt date in Tabelul 3.2.

Tabelul 3.2

Cazul I II III v

Wo1 Wy | 62,13 | 87,86 62,13 62,75 62,13 | 87,86 | 62,13 | 62,75

w 2p) 62,24 | 87,69 62,16 62,71 64,28 | 84,92 | 62,16 | 62,71

¢y ¢o 0,062 | 0,132 0,055 0,192 0,540 | 1,409 | 0,547 | 1,919

W41 Wyy | 62,13 | 86,93 62,07 61,55 54,09 - 52,01 -

Oy oy 3,845 | 11,594 | 3,406 | 12,033 | 34,734 - 34,044 -
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Pulsatiile proprii neamortizate diferda de valorile absolute ale valorilor
proprii ale sistemului cu amortizare neproportionald, @, # @, . In cazul cuplajului
prin amortizare, valorile absolute ale valorilor proprii, uneori denumite pulsatii de
rezonantd, sunt mai apropiate intre ele decdt pulsatiile proprii neamortizate
corespunzatoare, in timp ce pulsatiile proprii amortizate pot avea ordinea inversata.
Pentru primul mod de vibratie, @; >, in timp ce pentru modul al doilea,

W, <@, ,1arin cazul Il, w;, < wy.

Modul al doilea este amortizat supracritic in cazurile III si IV, avand
raportul de amortizare modal ¢, > 1. Intr-adevir, pentru valorile parametrilor fizici
corespunzatoare sistemelor cu pulsatii proprii neamortizate relativ departate, modul
al doilea de vibratie devine amortizat supracritic la o valoare c5 =0,749 Ns/ m, in

timp ce primul mod de vibratie devine amortizat supracritic pentru valori mai mari
decét ¢; =189 Ns/m.

Cazul I 11 111 v

Olgz= 0y

Fig. 3.49

Diagramele polare ale receptantelor complexe sunt prezentate in fig. 3.49.
Cu exceptia cazului I, diagramele nu au doud bucle, cate una pentru fiecare mod de
vibratie, astfel cad numarul gradelor de libertate nu poate fi stabilit prin simpla
inspectare vizuald a diagramelor rispunsului in frecventd. In astfel de cazuri,
localizarea rezonantei necesitd metode adecvate, tratate Tn volumul 2.
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Probleme

3.E1 La sistemul din fig. 3.1, cu ky =2k, ky =k, k3 =2k, m;=3m,

m, =m , se cer ecuatiile de miscare si modurile proprii de vibratie.

Raspuns: @, =0919k/m , @, =1776./k/m , iy =0,464
Ly = 6,464 .

3.E2 Sa se determine amplitudinile vibratiilor fortate ale sistemului din
fig. 3.4, daca k;=10°N/m, k,=500N/m, k;=2-10°N/m, m, =5kg,

m,=10kg, f;=100N, f, =0, @=15rad/s.
Raspuns: X;=016m, X, =-032m.
3.E3 Sa se determine amplitudinile vibratiilor fortate ale sistemului din
fig. 3.4, pentru k =10° N/m, m=5kg, f, =50N, f, =100N, @ =10 rad/s .
Raspuns: X;=-05m, X, =-08m.

3.E4 Sa se determine pulsatiile proprii si formele modale pentru vibratiile
torsionale ale sistemului din fig. 3.6. Rigiditatle arborilor sunt K, =K, K, =2K,

K ; =3 K, iar momentele de inertie masice ale discurilor sunt J, =2J, J, =J.

Raspuns: @, =K/J , @, =2345K/J , 4, =05, y, =—4.

3.E5 Utilizand urmatoarele valori numerice: K, =10’ Nm/rad,
K,=10"Nm/rad, K;=3-10'Nm/rad, J,=100kgm?, J,=200kgm?,
f 1 =100N, f ,=0, w=15rad/s, si se determine amplitudinile vibratiilor
torsionale ale sistemului din fig. 3.6, dacd pe discul al doilea actioneazd un cuplu

armonic de amplitudine M, = 10° N si pulsatie @ =300 rad/s.

Raspuns: @, =0,00735rad, @, =0,00772 rad .

3.E6 Si se calculeze pulsatiile proprii §i formele modurilor proprii ale
vibratiilor de 1incovoiere pentru sistemul din fig. 3.15, in care m; =3m,

my=m/3, {;=0,=1 si EI=const.
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Raspuns: a)1=0,522\/E1/m€3 , Wy =1,73\/E1/m€3 , M1 =6,

3.E7 Sa se determine modurile proprii ale vibratiilor laterale ale sistemului
prezentat in fig. 3.20, unde m, =2m, my=m, (=0, =0, [3=0/2 50 f=0.

Raspuns: o, =LATINEI/m0® | @,=3464\EI/m0®, u =-1,
My = 2.
3.E8 Sia se calculeze pulsatiile proprii si formele modurilor proprii ale

vibratiilor de incovoiere ale barei de greutate neglijabila din fig. 3.ES8, pe care sunt
montate doud mase.

m EI 2m
SO
Fig. 3.E8

Raspuns: o, =0891yEI/m?®, w,=3688EI/m¢>, u, =1048,
iy =—0477 .

3.E9 Sa se determine amplitudinile vibratiilor maselor din fig. 3.E9,
utilizand urmatoarele valori numerice: E/ / m 0> =800 sec?, F, /> / El=2mm si
@ =10 rad/s.

Fig. 3.E9
Raspuns: ¥ =1175mm, ¥, =25,04 mm.

3.E10 Sa se scrie ecuatiile de miscare ale sistemului din fig. 3.E10
utilizdnd drept coordonate deplasarea x a centrului de greutate si rotatia 6 fata de
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acest punct. Sa calculeze pulsatiile proprii si sa se traseze formele modurilor de
vibratie, cu localizarea nodului in fiecare mod.

m 2m

¢ P

2k 4 k
Fig. 3.E10

Raspuns: @, =0,707k/m, @, =1414k/m, 1/u;=06667,
1//12 =-0,333/.
3.E11 Sa se calculeze pulsatiile proprii si sa se traseze formele modurilor

proprii ale vibratiilor cuplate de translatie si rotatie pentru bara rigidd din fig.
3.E11.

Fig. 3.E11

Raspuns: @ =078 \k/m , @, =1281k/m , 1/11;=0640, 1/, =-039¢.

3.E12 Si se calculeze amplitudinile vibratiilor fortate ale barei rigide din
fig. 3.E12, utilizdnd urmatoarele valori numerice: k= 103 N/m, m=5kg,
Fy=50N, /=04m si =10 rad/s.

Iy cosmt

Fig. 3.E12

Raspuns: A, =0,0165 m, 4, =0,083rad.
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3.E13 In tabelul aldturat se dau rezultatele unei incercari in regim armonic
a unei structuri. Raspunsul a fost masurat la o oarecare distantd de punctul de
aplicatie al fortei excitatoare si este dat sub forma valorilor amplitudinii i
unghiului de fazad ale receptantei de transfer complexe. Se cere estimarea
parametrilor modali: masele modale, rigiditatile modale, rapoartele de amortizare si
coeficientii de amortizare vascoasda modali.

Amplitudinea Defazajul intre
Frecventa, . - . <
Hy receptantei, raspuns si forta,
107> mm/N grade
40 10 10
41 10,9 30
41,5 10,9 50
41,8 10,4 70
42 9,5 90
42,5 8,4 110
43,5 7,1 130
44 4,9 150
50 3,0 152
60 2,8 160
68 2,0 178
70 6,4 190
72 6,9 210
73 7,2 230
73,5 6,6 250
74 5,5 270
74,5 43 290
75 3,0 310
77 1,8 330
Raspuns: ®,=263rad/s, ¢, =0,0466, K,=700N/m,

C,=0248Ns/m, M,=1015-10"kg, w,=462rad/s, ¢,=00339,
K, =1800N/m, C, =0,264Ns/m, M, =084-10kg .

3.E14 Sa se arate ca dacd se minimizeaza acceleratia masei sistemului
primar (in locul deplasarii) actionat de o fortd armonica de amplitudine constanta,
atunci parametrii optimi ai absorbitorului dinamic amortizat au valorile

L & = _3n
Vo T 0 =\ 81+ uf2)
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Fy ), Vu(l+u)




4,

SISTEME CU MAI MULTE GRADE DE
LIBERTATE

Sistemele vibratoare cu doud grade de libertate studiate in capitolul
precedent reprezintd cazul cel mai simplu si o introducere in studiul sistemelor cu
mai multe grade de libertate. Un sistem are n grade de libertate daca, in orice
moment, configuratia sa poate fi reprezentatd de n coordonate independente.
Deobicei, in spatiul configuratiilor, coordonatele sunt deplasari liniare sau
unghiulare, dar pot fi si viteze sau acceleratii.

Sistemele cu numar finit de grade de libertate sunt sisteme discrete. In
practica inginereasca, vibratiile sistemelor continue sunt deobicei descrise cu un
numar finit de coordonate. Fiecare element al unui sistem discret poate fi el insusi
un sistem continuu, dar frecventele proprii cele mai joase ale acestuia trebuie sa fie
mult mai mici decét cele ale sistemului discret idealizat.

Cea mai simpld metoda de discretizare conduce la sisteme cu parametri
concentrati, constaind din mase sau discuri rigide, arcuri §i amortizoare.
Proprietatile dinamice ale acestora sunt definite prin marimi scalare. Elementele
deformabile pot fi descrise prin matrici de rigiditate si de amortizare, care exprima
fortele la extremitatile elementului n functie de deplasérile sau vitezele relative ale
extremitatilor.

Un alt procedeu de discretizare este metoda elementelor finite. Aceasta
poate fi considerati o metodd Rayleigh-Ritz, in care solutia unei probleme
diferentiale de valori proprii, pentru care nu se cunoaste forma (inchisd) exacta,
este aproximatd printr-o serie finitd de functii de forma inmultite cu coeficienti
nedeterminati. In metoda elementelor finite, functiile de formd sunt polinoame de
grad mic, definite local, iar coeficientii sunt deplasdari nodale determinate astfel
incat sd minimizeze catul lui Rayleigh pentru intregul sistem. Pentru fiecare tip de
element finit se definesc matricile elementului care sunt apoi asamblate in matricile
globale de masa, de rigiditate si de amortizare.

Cu ajutorul matricilor globale se scriu ecuatiile diferentiale de miscare.
Cautand solutii armonice sincrone, ecuatiile de miscare sunt transformate intr-un
sistem algebric liniar si omogen, echivalent cu o problemad de valori proprii.
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Valorile proprii dau frecventele proprii iar vectorii proprii dau forma modurilor
proprii de vibratie. Frecventele proprii mai pot fi obtinute prin minimizarea catului
lui Rayleigh.

Raspunsul dinamic al unui sistem discret poate fi descris de ecuatii
diferentiale ordinare simultane. Prin alegerea unui set convenabil de coordonate,
numite coordonate modale sau principale, ecuatiile de miscare pot fi decuplate si
rezolvate independent. Coordonatele modale reprezintd combinatii liniare ale
deplasdrilor reale. Invers, miscarea in spatiul configuratiilor poate fi privitd ca o
suprapunere de vibratii in modurile naturale (proprii) de vibratie, definite de
coordonatele modale. Miscarea intr-un mod propriu de vibratie al unui sistem
neamortizat este sincrona si armonica in toate coordonatele sistemului.

Sistemele cu un numar finit de grade de libertate vibreaza simultan in cele
cateva moduri naturale, al caror numar este egal cu numarul gradelor de libertate.
Pentru a vibra intr-un singur mod natural sunt necesare anumite combinatii
particulare ale conditiilor initiale ale miscarii sau ale fortelor exterioare aplicate
sistemului. In cazul vibratiilor amortizate, vibratia liberd este dominata doar de
cateva moduri cu frecvente joase, uneori doar de modul fundamental de vibratie, in
timp ce vibratia fortatd poate fi descrisd de o suma trunchiata de moduri naturale cu
rezonante in domeniul frecventelor de interes, la care se mai adauga cativa termeni
reziduali datoritd modurilor cu frecvente inferioare sau superioare domeniului de
lucru.

Intre sistemele discrete de ordin mic analizate in acest capitol si sistemele
discrete de ordin mare, tratate intr-un alt capitol (volumul 2), nu exista diferente
esentiale, cu exceptia faptului cd rezolvarea problemei de valori proprii a
sistemelor mari necesitd metode de calcul mai eficiente.

4.1 Sisteme cu mase concentrate

Sistemele vibratoare formate din elemente unidimensionale, de tipul
barelor, arborilor sau grinzilor, pot fi modelate prin sisteme simple constind din
mase concentrate conectate prin elemente elastice cu masd proprie neglijabila.
Masa distribuitd a elementelor elastice este concentratd in puncte alese arbitrar,
deobicei echidistante, indiferent de variatia amplitudinii vibratiei in lungul
elementului.

4.1.1 Bare cu mase concentrate
Pe barele cu mase concentrate pot fi atasate fie mase punctuale, care au

deplasdri transversale de translatie (liniare), fie discuri rigide, care au grade de
libertate de translatie si de rotatie (liniare si unghiulare).
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4.1.1.1 Deplasari liniare

In fig. 4.1 se prezinta doud moduri de discretizare a masei unui element de
grinda de sectiune constantd. Modelul Iui Duncan (fig. 4.1, b) are masa totald
concentratd in centrul de greutate. Modelul lui Rayleigh (fig. 4.1, ¢) are cate o
jumdtate din masa totald concentratd la fiecare extremitate. S-a notat m, = pA4

masa pe unitatea de lungime, unde o este densitatea materialului si 4 este aria
sectiunii transversale.

m,, EI
b4
EI . EI mot,m fl*ﬂs
m,f L0 et 2
& |
b Td
23 J / m.p’
myt mye Am,e L2l ML=
20 EI 20 270412 EIZ"A 12
. m,l e myl
2 2
Fig. 4.1

Comparand cele doud modele se observd cd in modelul lui Duncan se
neglijeaza inertia la rotatie fatd de mijlocul elementului, in timp ce in modelul lui

2
Rayleigh momentul de inertie fatd de mijloc este ZmTof(éj #0. Din acest

motiv, prin concentrarea masei proprii folosind modelul lui Duncan se obtin in
general frecvente proprii de valori mai mari, in timp ce cu modelul lui Rayleigh se
obtin frecvente proprii mai mici. Diferenta valorilor frecventelor calculate cu cele
doua modele scade cu cresterea numarului elementelor.

Modelul lui Rayleigh prezintd avantaje in cazul barelor cu sectiune
variabila in trepte, cadnd modulul de rigiditate la Tncovoiere EI variaza la capetele
elementelor, astfel cd intre mase modelul cu mase concentrate are portiuni de
sectiune constanta.

Discrepanta valorilor frecventelor proprii calculate cu modelul lui Rayleigh
poate fi ilustratd prin doua exemple.

Dacéd grinda simplu rezematd din fig. 4.2, a este Tmpartita in doud
segmente (fig. 4.2, b), raportul intre pulsatia proprie aproximativa si cea adevarata
(5.14), calculata pentru grinda cu masa uniform distribuita, este o, / @9 =0,995.
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Daca grinda este impartita in patru segmente (fig. 4.2, ¢), sistemul cu trei grade
libertate are pulsatii proprii @ /@y =098, @, /@ ,) =0995 si @3 /w3, =0995.

La grinda in consold din fig. 4.3, a aproximaarea este mai slaba. La
modelul cu un segment (fig. 4.3, b), raportul intre pulsatia proprie si valoarea
adevirata (5.16) este @, /@ =0,7. Daca grinda este impartitd in douad segmente

(fig. 4.3, ¢), raportul primelor pulsatii proprii este @, / @0 =09. Daca grinda este

impartitd in trei segmente (fig. 4.2, d), raportul primelor pulsatii proprii este
a)l/a)lo = 0,95

3

m, EI m,, El

3

b £/ C\V £/2 ~
mof m40€ m40£ moz mof mof mof
4 3 36
@ 0=
00 1T o b vs ¥ 15 0
d
C
Fig. 4.2 Fig. 4.3

4.1.1.2 Deplasari liniare si rotiri

O extensie a modelului lui Duncan este prezentata in fig. 4.1, d, unde masa
si momentul de inertie masic ale elementului sunt concentrate la mijloc.

Pentru un element de bara cu sectiune constantd, masa totala este

m=pAl=myl, “4.n
iar momentul de inertie masic total este
my 3 I pAlr
J="L1myl == +pll, 42
12 ot~ P (4.2)

unde / este momentul de inertie axial al sectiunii transversale.
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Pentru un element cilindric de bara, de diametru d si lungime 7,

2
J :”I_Of(% 02 j 4.3)

Momentul de inertie masic total (4.2) se compune din doua parti. Prima
parte, m{ 2 / 12, se datoreste masei distribuite in lungul elementului la nivelul axei
neutre. Partea a doua, “inertia la rotatie” p /1, se datoreste faptului ca masa este
distribuita si In afara axei neutre. Aceasta nu ia parte la translatie, fiind activata
doar de rotire.

In extensia modelului lui Rayleigh (fig. 4.1, e), cite o jumitate din masa
totald si un moment de inertie masic negativ sunt concentrate la cele doua capete.
Prin aceasta distributie se conserva masa si momentul de inertie masic total fatd de
mijlocul elementului. Verificarea se poate face utilizand teorema Huygens-Steiner
pentru axe paralele

mogfz m0€3 mof?’
2 4 12 | 12

J=2

Distinctia de mai sus este utild In analiza cu elemente finite. Se lucreaza cu
doud matrici de inertie diagonale ale elementului: una pentru inertia la translatie

/20 0 0

[mf]zmof 0 -2 0 0 (4.4)
0 0 1/2 0
0 0 0 -2
si una pentru inertia la rotatie
0 0 0 O
[mi]zmof 0. 00 , (4.5)
0 0 0 O
00 0 i’

unde i =,/I/A4.

4.1.1.3 Coeficienti de flexibilitate

Asa cum s-a aratat in §3.3, ecuatiile de miscare ale sistemelor cu mase
concentrate solicitate la incovoiere se scriu mai usor utilizand coeficienti de
flexibilitate decat rigiditati.

Daca deplasarile maselor concentrate sunt alese coordonatele care definesc
miscarea sistemului, atunci vectorul deplasarilor { y} este legat de vectorul fortelor
aplicate maselor { f } prin matricea de flexibilitate [5 ] ca n ecuatia (3.78)
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i=[sl{r}. (4.6)

Ecuatia de migcare pentru vibratiile libere (3.82) se poate scrie

[s][m{3}+{y}=1{0}. (4.7)

Problema de valori proprii corespunzatoare (3.85) este

1
(L610m)- 5 [1])ta}= o). “8)
Din conditia de a avea solutii nebanale se obtine ecuatia pulsatiilor

1
det([&][m]—;[[]j:O 49)
ale carei solutii sunt pulsatiile proprii ale sistemului @, .

Forma modurilor proprii este definitd de vectorii modali { a }r , care

satisfac sistemul de ecuatii algebrice liniare §i omogene

(IR0 ) @10

Exemplul 4.1

Sa se calculeze pulsatiile proprii ale vibratiilor transversale ale barei cu trei
mase din fig. 4.4, a, unde E[ = const.

Rezolvare. Utilizand fig. 4.4, b, sdgeata produsa in sectiunea x de o forta
concentrata [ aplicata la distanta b de capatul din dreapta, are expresia

v(x)= 61;7[)[); (52 —x? —bz).

Cocficientii de flexibilitate sunt

=gt

Deoarece x,=by=/[/4, x,=b,=0/2, x3=b,=3(/4, matricea de
flexibilitate este
9 11 7
11 16 11]. 4.11)
7 11 9

3

T 768E1

[5]




4. MAI MULTE GRADE DE LIBERTATE 191

Ecuatia (4.8) poate fi scrisa

9 11 7 a a,
1116 11|{ayt=21a
7 11 9 as as

unde

A=T68EI/ml*a* .

m m m

El
a
£/4
. o 5 @£/4@£/4@£/41m
EI m
Y0/ D B4 @ L4 @ 4/ B %?E 7
EI F i

= EI
#ﬂ/’/;”; b ?% — €_._ T 7/;% ¢

x b @

£ EI m
{7 = L d
AN {E

Fig. 44 Fig. 4.5
Ecuatia pulsatiilor proprii este
A3 -3427+781-28=0,
avand radacinile
A, =31,5563, Ay=2, A5 =0,4436.

Pulsatiile proprii sunt

w,=4933\EI/ml® | 0,=19596EI/m0*> , @3 =41,606 EI/m(* .

Vectorii modali sunt

la}, =14142}, {a},={0}, {a};=1-14142}.
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4.1.1.4 Formula lui Dunkerley

La multe sisteme, frecventele proprii ale modului al doilea si modurilor
superioare de vibratie sunt adesea mult mai mari decét frecventa proprie a primului
mod de vibratie. Aceasta permite estimarea frecventei proprii fundamentale cu
ajutorul unor formule simple.

Ecuatia algebrica
ag A" v A" o, A+ a,=0

are suma radacinilor
n al
Z il =
i=1 240
Pentru ecuatia pulsatiilor (5.9), se poate scrie
ro1 28] rol
5= =2 0m; =3 —,
j ; Ao =l i=l OF;
unde a)fi este patratul pulsatiei proprii “izolate” a sistemului care contine doar
masa m;. Aceastd pulsatie se calculeazd pe baza deformatei elastice exacte a

sistemului cu o singura masa care are aceeasi configuratie ca sistemul analizat cu
exceptia maselor eliminate.

Deoarece @, <w, <...<®,, toti termenii cu exceptia primului pot fi

neglijati in prima sumad, rezultind o formuld din care se obtine o valoare
aproximativa a pulsatiei proprii fundamentale

1 &1 &1
SEL =L 5
sau
1 1 1 1
—S =ttt 4.12)
Wy Wy WOy @33

Astfel, inversul patratului pulsatiei proprii fundamentale se poate obtine
insuménd inversele patratelor pulsatiilor izolate. Ecuatia (4.12) este cunoscuta ca
formula lui Dunkerley. Ea a fost stabilita experimental si publicatd de S. Dunkerley
(1895) apoi justificata teoretic de R. V. Southwell (1921).

Formula permite estimarea pulsatiei proprii fundamentale a unui sistem
fara rezolvarea problemei de valori proprii. Ea se aplica doar sistemelor fixate de
un reper fix, deci nu poate fi aplicatd in cazul sistemelor libere (fara legaturi). In
general, valorile aproximative ale pulsatiei obtinute cu formula Iui Dunkerley sunt
mai mici decat cele adevarate.
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La grinda 1n consold din fig. 4.3, a pulsatia proprie fundamentald (5.16)

este @y =352+ EI/}M3 La modelul cu un segment (fig. 4.3, b), pulsatia proprie

este w; =244\ EI / mf* , cu 30,7% mai mica dect valoarea adevirati. Cand
bara este impartitd In doua segmente (fig. 4.3, ¢), prima pulsatie proprie este
@; =3,098 El/mf3 , cu 12% mai mica decat cea adevdratd. Cand bara este
impartitd Tn trei segmente (fig. 4.2, d), prima pulsatie proprie este
w; =3,286 E]/mf3 , cu 7,12% mai micd, iar cand este Tmpartitd In patru

segmente, cu 4,5% mai mica decét pulsatia adevarata.

Exemplul 4.2

Sa se calculeze pulsatia proprie fundamentala a vibratiilor transversale ale
barei cu trei mase din Exemplul 4.1 (fig. 4.5, a) utilizand formula lui Dunkerley.
Rezolvare. Din matricea de flexibilitate (4.11) rezulta
P 9¢° 167
TP T 768E1 27 768EI

Pentru sistemele cu un grad de libertate cu mase izolate (fig. 4.5, b, ¢, d),
patratele pulsatiilor proprii sunt respectiv

, 1 768EI
ey
m511 9m/t

5 1 768EI
a)22 = :—3 .
m 622 16m/

» 1 T68EI
S ome
33 ml

b

astfel ca formula Iui Dunkerley (4.12) se scrie

L 9m(? +16m£3 . ome>  34me?
wy; T68El  T68EI  T68EI  T68EI

~

+

1 1 1
2 2 2
W, @1 WOy

Rezulta pulsatia proprie fundamentala

w, = 47527\ EI/m0*

care este cu 3,6% mai micd decat valoarea adevarata calculatd in Exemplul 4.1.
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4.1.1.5 Formula lui Rayleigh
Pentru o bard reprezentatd printr-un model cu mase concentrate, avand
masele m, (i=1,.,n) atasate in punctele de abscisd x; de o bard cu masa

neglijabila, formula lui Rayleigh devine

[Er(*o/0x) ax
of = , (4.13)

n

2
2, miv
i=1

unde v; =v (x i) sunt sdgetile statice in punctele de atasare a maselor.

Daca energia de deformatie se calculeaza pe baza lucrului mecanic efectuat

n

de greutatile m;g, atunci U,,,, =12mi g-v; astfel cd formula lui Rayleigh
i=1

(4.13) devine

of =—=—— | (4.14)

unde g este acceleratia gravitatiei.

Asa cum s-a aratat in §2.1.5, dacad se utilizeazd deformata adevarata a
sistemului vibrator, atunci pulsatia proprie fundamentald obtinutad cu ajutorul
formulei lui Rayleigh va fi valoarea adevarata. Pentru orice altd curba, pulsatia
determinata prin aceastd metoda va fi mai mare decat pulsatia adevarata.

Daca se doreste o precizie mai mare, o aproximare mai buna a curbei care
defineste deformata dinamica se poate obtine utilizdnd sarcini dinamice 1n locul

greutatilor statice. Deoarece sarcina dinamica este ml-a)2 v;, fiind proportionald cu
sdgeata, se poate recalcula sdgeata produsd de greutdtile modificate m;g,

(%) U3
myg—=, m3g—.
41 &1

Exemplul 4.3

Sa se calculeze pulsatia proprie a vibratiilor transversale ale barei cu trei
mase din Exemplul 4.1 (fig. 4.4, a) folosind formula lui Rayleigh (4.14).

Rezolvare. Utilizand coeficientii de flexibilitate si principiul suprapunerii
efectelor, deplasarea oricdrei mase se poate calcula ca suma produselor intre
coeficientii de flexibilitate din sectiunea respectiva si greutatile corespunzatoare.
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Ecuatia (4.6) se poate scrie

v, mg 1
v,y =[6]4{mgt=mg[s]31
(5 mg 1
de unde rezulta
2703
Ulzmg(511+512+513): 168 E] mg,
( ) 38/3
Uz=mg 521+§22 +523 :768E1m .

7)3:'01.

Inlocuind in formula (4.14), se obtine

768El 27+38+27  T68El 92 768  EI

me® 272 +382 427> Ome3 2902 3154348 3

w, = 49343\ EI/m0*

valoare cu numai 0,02% mai mare decat cea adevarata, calculata In Exemplul 4.1.

o] =

sau

Dacd m =my¢ /4, atunci sistemul din fig. 4.4, a este identic cu bara din
fig. 4.2, c. Inlocuind aceasta valoare in formula de mai sus rezulta

El El
a)l = 4,9343 -2 4 = 9,86286 s
mog V4 my

care este mai micd decat pulsatia (5.14) obtinuta pentru o bard cu masa distribuita

7 |EL 98696 |EI
adev 52 m, 52 m, >

datorita procesului de concentrare in care nu s-a conservat masa totala.

4.1.2 Structuri multietajate forfecate

O cladire “forfecata” este o structura cu plansee rigide nedeformabile care
au doar migcari de translatie orizontald. Deformarea cladirii se aseamana cu cea
produsa doar de fortele taietoare intr-o grida In consold; de aici numele de cladire
forfecata.
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In fig. 4.6, a se prezinta o cladire forfecata cu trei nivele, cu stalpi flexibili
si rigle rigide, modelatd ca un cadru plan cu trei grade de libertate. Se considera
doar vibratia cadrului 1n planul s&u, datorita incovoierii stalpilor in planul cadrului.

Pentru a se realiza o astfel de deformatie intr-o cladire, se fac urmatoarele
ipoteze simplificatoare: a) toate plangeele sunt rigide si se pot misca doar pe
orizontala, astfel cd in imbinarile intre rigle si stalpi nu apar rotiri relative; b) toti
stalpii sunt inextensibili §i cu masa neglijabild; si c) masa cladirii este concentrata
la nivelul plangeelor, astfel incat vibratia cladirii multietajate se reduce la vibratia
unui sistem cu numar finit de grade de libertate.

Forfecarea este modelata convenabil prin deplasarile orizontale relative ale
plangeelor. Deplasdrii unui element orizontal i se opune o fortd de readucere
elasticd datoritd Incovoierii stalpilor. Daca acestia sunt modelati ca bare cu sectiune
constantd, cu incastrari mobile la ambele capete, se poate arita ca rigiditatea
combinata la incovoiere a stalpilor de la un nivel este

C12E-20 24EI
IV

k , (4.15)

unde E/ este modulul de rigiditate la incovoiere al stalpului si ¢ - indltimea
etajului (lungimea stalpului).

v
msy _ji —~—— 53
/ <_k3(y3 _y2J<—
Y
EI '\I’\k3/E'I' 2 [/
/ / o ks — ¥, )—>]
m, ~—— 153,
| fe—— Fo (Y — Y, ) e——]
Y
El 7\k2/_i/,
| EI k5 (¥ — ¥, }—
’l ml j -<—m1y"1
r<— k¥ —~—
EI 7\]{// 171
a b
Fig. 4.6

Ecuatiile de miscare se pot obtine, folosind principiul lui d’Alembert si
diagramele fortelor din fig. 4.6, b, egaland cu zero suma fortelor care actioneaza
asupra fiecarei mase. Metoda este expusa pentru sisteme cu doud grade de libertate
in§3.1.1.
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4.1.3 Sisteme torsionale

Vibratiile torsionale ale arborilor cotiti ai motoarelor si compresoarelor se
studiaza utilizdnd un sistem simplificat cu parametri concentrati (fig. 4.7). Acesta
se obtine concentrand momentele de inertie ale maselor 1n rotatie si in translatie din
fiecare mecanism bield-maniveld in discuri rigide situate in dreptul cilindrilor, in
lungul unui arbore principal echivalent. Volantul, amortizorul torsional, cuplajul si
rotorul masinii antrenate sau elicea pot fi de asemenea modelate ca discuri rigide.

Generator

Volant iy cuz  citz  cii Amortizor
Kl KZ
J
J. 3
J, 2
Fig. 4.7

Biela este inlocuitd cu un sistem dinamic echivalent cu doud mase
concentrate, una la capatul din maneton, cealalta la capatul din axul pistonului.
In fiecare cilindru existd o masa in translatie, m,,., care constd din masa

pistonului si masa redusd a bielei, si o masa in rotatie, care constd din masa
manivelei, contragreutatea si masa redusa a bielei, care are un moment de inertie

masic J,,, . Valoarea medie a momentului de inertie pentru fiecare cilindru este

1
J=J,p +—m, 2,
2
unde r este raza manivelei.

Rigiditatea torsionala a arborelui cotit dintre doi cilindri, care provine din
efectul combinat al rasucirii fusului maneton si incovoierii bratului manivelei,
poate fi aproximatd numeric sau masuratd experimental. La fel se poate estima
rigiditatea arborelui cotit intre ultimul cilindru si volant, cea a cuplajului si a
arborelui antrenat. Tot sistemul poate fi apoi redus la un model torsional cu o serie
de discuri rigide conectate prin arbori elastici de masa neglijabild, ca in fig. 4.7.

Exemplul 4.4

Un motor diesel cuplat cu un generator electric este redus la sistemul

echivalent din fig. 4.8, unde valorile J sunt date in kg-mz, iar valorile K in
10°x Nm/rad: J, =11863, J,=2,011, Jy=J,=J05=J=0167, J;=0897,
K,=1062, K,=6101, K;=K,=K5=305, Ks=4067. Sa se calculeze
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primele doud pulsatii proprii ale vibratiilor torsionale si sd se deseneze forma
modurilor respective de vibratie.

Rezolvare. w|=552rad/s, w,=1145rad/s. Formele modale sunt

prezentate in fig. 4.8.

L

Modul
I

-0,20

0,72

0,06
Modul [
I

0,81
Fig. 4.8

Sisteme torsionale cu roti dintate

Sistemele cu roti dintate §i ansamblul motor-cutie de viteze al
autovehiculelor se modeleazd similar. Sistemele torsionale ramificate cu roti
dintate pot fi modelate ca in §3.2.4. Este convenabild utilizarea unui sistem
echivalent fard roti dintate (sau cu roti dintate cu raport de transmisie egal cu 1)
care are aceleasi frecvente proprii ca sistemul original. Acest lucru este posibil
deoarece, desi rotile dintate modifica turatia prin raportul de transmisie, vibratiile
se transmit prin rotile dintate fara o modificare a frecventei, ci doar a amplitudinii.

In §3.2.4, sistemul real cu ramuri avand diferite turatii a fost redus la un
sistem echivalent In care toate componentele au aceeasi turatie, deobicei turatia
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arborelui de referintd. Pornind de la acest arbore spre altd ramura printr-un

angrenaj cu raportul de transmisie #, valorile reale J si K sunt inmultite cu i 2. Daca
se trece prin mai multe angrenaje, valorile urmatoare J si K se nmultesc cu
patratele rapoartelor de transmisie respective. Pentru o pereche de roti in angrenare,

momentul de inertie total se calculeaza adunind la momentul de inertie al rotii de

referintd, momentul de inertie al rotii dintate reduse inmultit cu i 2.

Modelul echivalent astfel obtinut are aceleasi frecvente proprii ca sistemul
real si aceleasi pozitii ale punctelor nodale. Totusi, in ramurile reduse,
amplitudinea deplasarilor unghiulare se imparte la —i, In timp ce momentul de
torsiune in ramura redusa este inmultit cu —i .

In continuare se prezintd o metodd de calcul mai simpla. In modelul
echivalent, arborii si discurile au turatia reald, si doar roata dintatd antrenata este

condensata.
Y J,
K
M0, | — I’,,Mﬁ -
n - T —_ M6,
—»>

e & ) [ me——
M,g rrL_ KZ_ l’l2
J’ =
a
J
JJ _2
]\4]’91 — {M’g ]\42)92
_»‘ == F>—1-|-—»»
KJ K2
b
Fig. 4.9

In fig. 4.9, a intre arborele conducator / si arborele condus 2 existi un
angrenaj cilindric, rotile dintate avind momentele de inertie masice J , J' si razele
rsi 7. In figura s-au notat rigiditatile arborilor K, si K,, momentele de inertie

ale discurilor J; si J,, deplasarile unghiulare si cuplurile care actioneaza asupra
discurilor.

Migcarea sistemului este descrisd de patru cupluri si patru deplasari
unghiulare. Totusi doar trei dintre fiecare din acestea sunt independente, datorita
conditiilor de compatibilitate Intre rotile in contact. Astfel este util sa se considere
cuplul M’ si deplasarea unghiulara €' drept variabile dependente. Prin eliminarea
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acestora se obtine modelul echivalent din fig. 4.9, b in care arborele conducéator /
este ales arbore de referinta.

Conditia de compatibilitate a deplasarilor unghiulare este
réd=—r'0’',
iar conditia de compatibilitate a cuplurilor se scrie
M__ M

'
r r

sau MO=M'6".
Raportul de transmisie este

=2l 7 (4.16)

In sistemul original, matricea de rigiditate a arborelui 2 este definita de

o)1 % el

Utilizand transformarile bazate pe relatiile (4.16),

M| [-i O][M o' [-i o]f@
My| [0 1]|M,)° 6, [0 1]6]
matricea de rigiditate a arborelui 2 in modelul echivalent este definita astfel
M) [-i O] K, -K,|[-i 0][@
My| |0 1]|-K, K, |0 1]|6])
{M}__isz iK,| [0
My ik, K, | |f2)
Matricea de masa este definitd asemanator
M| [-i o][J o][-i 0][é
My| o 1]lo J 0 1]]4]
{M } it 06
My | 0 J, 0,]
In continuare, ansamblul format din doud discuri si arborele elastic dintre

ele este considerat un element finit. Pentru un element al arborelui condus se
definesc matricile
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[ke]{il_zlie ilfj : [me]{izgé ;} . (4.17)

e

Matricile unui element al arborelui 7 din fig.5.9 sunt
[kl]: Ky -k [m1]= Ji 0
-K, K, |~ 0 J
Acestea se pot obtine din expresiile generale (4.17) inlocuind i=-1. in

general, pentru elemente care nu sunt situate in vecinatatea rotilor dintate, unul din
momentele de inertie de la capete este nul.

O altd metodd constd din condensarea matricilor sistemului pe baza
ecuatiilor de compatibilitate a deplasarilor unghiulare ale rotilor dintate in contact.

Exemplul 4.5

Sistemul ramificat cu roti dintate din fig. 4.10, a consta din trei discuri
rigide cu momente de inertie J,, J5 si J¢ si trei roti dintate rigide de raze r,

r/2 si r/3, cu momente de inertie masice J,, J3 si J,, conectate prin trei
arbori cu rigiditati torsionale K, K, si K. Sa se stabileasca ecuatiile vibratiilor

libere de torsiune.

Rezolvare. In ramura superioard, raportul de transmisie este i =—2. in
ramura inferioard, raportul de transmisie este i =-3. Pentru sistemul echivalent
prezentat in fig. 4.10, b matricile elementelor se calculeaza cu relatiile (4.17).

Matricile globale se asambleaza utilizdnd metoda directa a rigiditatii
rezultand

K, ~K, 0 0
K, K,+4K,+9K; -2K, -3K;
[K]= 0 ~2K, K, 0
0 ~3K, 0 K,
si
Ji 0 0 0
- 8 J2+4é3+9J4 Jos g
0 0 0 Jg

Vectorul global al deplasarilor unghiulare este
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tei={o, 0, o0, 0,

Ecuatiile de miscare se scriu sub forma

[m {6 j+[k J{e}={o}.

In continuare, matricile globale se noteaza cu litere mari si nu trebuie
confundate cu matricile modale.

Fig. 4.10

In fig. 4.10 se prezintd modelul simplificat al sistemului de propulsie al
unei nave, cu elicea J; antrenatd de o turbina de joasa presiune Js si o turbind de

inalta presiune Jy.

Pulsatiile proprii calculate sunt comparate cu pulsatiile perturbatoare.
Deobicei excitatia principald este variatia cuplului aplicat elicei, datorita variatiei
fortelor produse de apd asupra palelor in rotatie. Aceastd perturbatie are loc la

frecventa palelor, egala cu frecventa elicei (o data pe rotatie) inmultitd cu numarul
palelor.

Exemplul 4.6

Sistemul torsional ramificat cu roti dintate din fig. 4.11 are urmatorii
parametri: J; =950, J, =542, J;=4067, J,=J5=678, J,=1355,

Je=Jg=J¢=27]12 [kg-mz], i=-76/24, K,=20336-10°, K, =8135-10°,
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K;=122-10°, K,=0407-10°, K5=163-10°, K(=2,44-10° [Nm/rad]. Si se

calculeze frecventele proprii ale vibratiilor torsionale.

e SO
— KS K4
@ ®
J, =
C 1 [ ] KZ OJ
1 2) €]
@ 3
sl ko [k
EX > (6)] ) [@
— [
Js L
Jo gy
Fig. 4.11

Rezolvare. Sistemul real este redus la un model echivalent in care cele
doud pinioane sunt condensate. Matricile elementelor (4.17) se calculeaza pentru
fiecare segment, apoi sunt asamblate in matricile globale de masa si de rigiditate.

Matricea de rigiditate globala este

[ K, -k, 0 0 0 0 0 |
-K, K,+K, -K, 0 0 0 0
0 ~K, K,+i’K;+i’Ks ik, 0 iK s 0
[K]=| © 0 iK Ki+K, —-K, 0 0
0 0 0 -K, K, 0 0
0 0 iK 0 0 Ks+K¢q —Kg
0 0 0 0 0 ~Kg  Kg

Matricea de masa globala este

J, 0 0 0 0 0 0
0 J, 0 0 0 0
0 0 Jy+i’Ju+i’Js 0 0 0 0
[M]=] 0 0 0 Jg 0 0 0
0 0 0 0 J; 0 0
0 0 0 0 0 Jg O
0 0 0 0 0 0 Jy
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Frecventele proprii au urmatoarele valori: f, =0, f, =1426, f3;=2298,
f4 235,34, f5 241,98, f6 250,52, f7 275,17 HZ.

4.1.4 Structuri (cu subsisteme) repetate

Sistemele vibratoare sunt adesea formate din subsisteme cu aceeasi
configuratie care se repetd in spatiu. Exemplele prezentate in fig. 4.12 includ o
cladire forfecata cu 5 nivele, un sistem cu 6 mase concentrate cu miscare de
translatie si un sistem torsional cu 7 discuri. La aceste sisteme calculul frecventelor
proprii se poate face utilizand metoda ecuatiilor cu diferente.

J J J J J J J
()}K%)}K{)}K@K@K())K{))Kk
B

Fig. 4.12
Ecuatia de miscare a masei r (fig. 4.12, a) este
I’i’l).C.r +k(xr _xr—l)_k(xr-H _xr): 0

care, in cazul miscdrii armonice x, =a, sinwt, poate fi exprimatd in functie de

2
ay, —2(1— “;;{”Ja +a, =0,

Solutia acestei ecuatii se obtine Inlocuind

—olpr
a.=e’”",

amplitudini sub forma

ceea ce conduce la ecuatia

2 if . —if
(l_a) m]:e +e ~cos 3.

2k 2
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care mai poate fi scrisa

a)zm

om0 a2 B
. —2(1 cosﬂ) 4sin 5 (4.18)

Solutia generala pentru a, este
a,=C,cosffr+C, sinfir,
unde C,; si C, se determina din conditiile la limita. La » =0 amplitudinea este
zero a, =0, deci C; =0. La capatul liber, » =n, ecuatia de miscare este
mi, +k(x, —x,,)=0

care, exprimatd in amplitudini, devine

ap1 = 1- k a, .

Inlocuind solutia generala, se obtine urmédtoarea ecuatie pentru evaluarea

lui g :

sin f(n—1)=[1-2 (1-cos g )] sin fn.
Acest rezultat se poate rescrie sub forma de produs

2cos 3 n+l sin£=0 ,
2 2

ecuatie satisfacuta de
B

sin—=0,

side

E
SN—"

1) B_(Qr-1z L
cosﬁ(n+2)—0, sau 2_—2(2n+1)' (—1,...

Pulsatiile proprii se obtin din ecuatia (4.18) sub forma

a)=2\/zsin£ (4.19)
m 2

care conduce la expresia

a4=2JE$nQL:QZ. (r=1,....n) (4.20)
m

2(2n+1)
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Pulsatiile proprii calculate cu metoda ecuatiei cu diferente sunt date de
relatia generald (4.19). Totusi, pentru fiecare structurd cu subsisteme repetate,
parametrul £ trebuie determinat pe baza conditiilor la limitd respective.

4.1.5 Sisteme discrete cu mai multe mase

Intr-un sistem vibrator unidimensional, fiecare masid se miscd intr-o
singurd directie. In dreptul fiecirei mase concentrate se pozitioneazi cite un nod,
fiecare nod avand un singur grad de libertate. La marginile fixe se pozitioneaza un
nod blocat.

Fig. 4.13

Modelul cu patru mase din fig. 4.13, a are patru grade de libertate si cinci
noduri. Deplasdrile nodale se noteaza ¢q,,q,,...,q5 (fig. 4.13, b). Vectorul coloana

{Q}z { q91.92.---.95 }T se numeste vectorul global al deplasarilor nodale iar

{I? }: { fio foi fs }T este vectorul global al fortelor nodale. Deplasarile si
fortele sunt pozitive cand sunt orientate in sensul pozitiv al directiei ¢. Conditia la
limitd g5 =0 Incd nu este utilizata.

Tabelul 4.1
Elementul Nodul

1 2
1 1 2
2 2 3
3 3 4
4 4 5
5 2 4
6 3 5
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Cele sase arcuri sunt numerotate cu indicele rigiditatii respective. Fiecare
arc are doud noduri. Informatia privind conectivitatea elementelor se prezinta
convenabil ca in Tabelul 4.1. In acest tabel de conectivitate, indicii locali ai
nodurilor sunt / si 2, iar indicii globali sunt i si j.

Cu notatia din fig. 4.13, ¢, vectorul fortelor nodale locale
{ 1 }z{ fi. /o }T poate fi exprimat in functie de vectorul deplasarilor nodale
locale {qe }:{ql, qz}T prin ecuatia {fe }:[ke]{qe} in care matricea de
rigiditate a elementului este

[1¢]= {_k; _kke}. 4.21)

e e

Aceasta poate fi obtinutd din ecuatiile de echilibru si relatiile forta-
deformatie: pentru ¢, =0, fi=—f, =kg,,1arpentru q, =0, fi=—f, =—kq,.

Pe de alta parte, vectorul global al fortelor nodale {F } este exprimat 1n
functie de vectorul global al deplasarilor nodale { 0 } prin ecuatia {17 }= [1? ] { Q}

in care [1? ] este matricea de rigiditate globala neredusa.

Matricea [I? ] poate fi obtinutd prin metoda directd a rigiditatii. Utilizand
informatia privind conectivitatea arcurilor, elementele fiecarei matrici [ke] sunt

plasate in pozitia corespunzitoare din matricea de ordin mai mare [K ] iar
elementele din aceeasi pozitie sunt insumate.

Procesul de asamblare a matricii de rigiditate globale poate fi explicat prin
insumarea energiilor de deformatie ale elementelor.

De exemplu, energia de deformatie in arcul 3 este
L sl sl 1 ky —ks| | q;
U3—2{q e ]{a }—ZL% 614J[_k3 kj{%}-

Expandand matricea de rigiditate a arcului 3 la dimensiunea sistemului, se

obtine
g.)'To o o o 0]gq
. 9> 00 O 0 0| g .
_TN —
=210t |00 & -k o]l ap=5 1) [F]ie)
44 0 0 -k Kk 0] qq
qS _0 0 0 O 0_ q5
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unde [l; 3 ] este matricea de rigiditate expandata a arcului 3.

Se observa ca elementele matricii [l; 3 ] sunt plasate in liniile §i coloanele

trei si patru ale matricii [E ] La insumarea energiilor de deformatie ale arcurilor
L (A\T[=1f =
v=xu.= {0} [K]{2}.

elementele matricii [ke] sunt plasate in pozitiile corespunzitoare din matricea

globala [1? ], pe baza conectivitatii arcurilor. Elementele care se suprapun sunt

73 (7).

e

adunate astfel incat

Pentru sistemul din fig. 4.13, a, matricea de rigiditate globala neredusa este

N3 —k, 0 0 0
—ky Kk thkytks  —k, — ks 0
[K]=| o —ky  hythstke  —ky — ke
0 — ks ks kythy ks —ky

0 0 — kg —ky kg |

In continuare trebuie precizate conditiile la limiti. Nodul 5 este fix, deci
qs =0 si elementul respectiv trebuie eliminat din vectorul deplasarilor. Matricea
de rigiditate globald redusid se obtine eliminidnd, din matricea de rigiditate
neredusa, linia si coloana care contin gradul de libertate “de rezemare”.

La sistemul din fig. 4.13, a matricea de rigiditate globala redusa este

k, —k, 0 0
K] —ky ki +ky +ks —k, —ks
) —ky  kyths+kg —ks

Impreund cu matricea de masa diagonala

m_ 0 0 0
0 my 0 0
0 0 my O
0 0 0

[M]= ’

my

matricea de rigiditate este folositd pentru scrierea ecuatiilor de miscare
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(M {o}+[k]{o)={0}

si rezolvarea problemei respective de valori proprii

[k {@}=0" [M]{e].
pentru determinarea modurilor reale de vibratie ale sistemului neamortizat.

Pentru sisteme care includ amortizoare vascoase, se foloseste aceeasi
metodad pentru asamblarea matricii de amortizare globale [C ] La modelul din fig.

4.14 conectivitdtile arcurilor sunt valabile si pentru amortizoare desi, In general,
acestea pot fi diferite.

Fig. 4.14

Matricea globala de amortizare este

cq —cy 0 0
[C]_ —Cq Cl+02+05 —CH —Cs

0 —Cy C2+C3+C6 —C3

0 —Cgqg —C3 C3+C4+C5

Ecuatiile miscarii libere a sistemului amortizat se scriu

(M0 +[clof+[k T{o}={o}.

In acest caz, sistemul are moduri complexe de vibratie. Valorile proprii
complexe dau pulsatiile proprii amortizate si rapoartele de amortizare modale.
Sistemele cu amortizare proportionald au moduri reale de vibratie. Vibratiile
sistemelor amortizate se calculeaza ca in § 3.6.2 si sunt tratate intr-un capitol din
volumul al doilea.

Exemplul 4.7

Sa se calculeze frecventele proprii si forma modurilor proprii de vibratie ale
sistemului din fig. 4.15. Masele sunt egale: m;=m,=...=m; =1kg, iar
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rigiditatile sunt k, =k, =2421N/m, k, =k, =2989 N/m , ky =ko =3691 N/m,
k,=kg=4556N/m, ks =k, =5625N/m, ks =18000 N/m .

Rezolvare. Frecventele proprii sunt 2,74, 2,95, 7,24, 7,80, 11,47, 12,13,
15,00, 15,62, 18,49, 19,32 si 28,57 Hz. Sistemul are cinci perechi de frecvente
proprii apropiate intre ele, cite una pentru un mod simetric $i una pentru un mod
antisimetric. Rezultatul este tipic pentru structuri simetrice.

kKy=
k5 :E k7:E
ke=
7SS
Fig. 4.15

Primele 10 moduri sunt reprezentate in fig. 4.16 fatd de o linie de referinta
verticald.

Forma modurilar proprii
1 2 3 4 &
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Exemplul 4.8

211

La sistemul cu 15 g.d.l. din fig. 4.17 se cer matricile M, K si C. Sa se
calculeze apoi pulsatiile proprii amortizate si rapoartele de amortizare modale.

Mase

0,001295 kg 3,6,9,12, 15
0,0259 kg celelalte
Rigiditati

1000 N/m 1-18
1100 N/m 19

900 N/m 20

1200 N/m 21

800 N/m 22
Coeficienti de amortizare
0,10 Ns/m 1-12
0,01 Ns/m 13-22

Fig. 4.17

Rezolvare. Valorile obtinute cu programul VIBMKC sunt prezentate in
Tabelul 4.2. Valorile rapoartelor de amortizare sunt inmultite cu 100.

Tabelul 4.2

Modul w,, Hz C, % Modul | w,, Hz <, %

1 15,98 0,502 9 68,88 1,378

2 30,86 0,968 10 73,72 1,579

3 43,60 1,364 11 128,87 0,536

4 46,47 0,301 12 136,59 0,506

5 53,35 1,665 13 143,89 0,477

6 53,42 0,670 14 150,87 0,457

7 59,45 1,853 15 157,52 0,437

8 61,62 1,060

Cele dinci mase din partea dreapta a sistemului sunt cu un ordin de marime
mai mici decat celelalte mase. Aceasta produce un grup de cinci pulsatii proprii
sensibil mai mari decéat celelalte. Datorita valorilor relativ mici ale amortizarii,
pulsatiile proprii amortizate sunt aproximativ egale cu pulsatiile proprii

neamortizate.
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4.2 Structuri plane din bare articulate

O structurd de tip grindd cu zabrele este compusad din bare articulate la
capete. Principala ipoteza simplificatoare la grinzi cu zabrele considerd ca toate
barele sunt conectate prin articulatii fara frecare si nu transmit momente intre ele.

In practica, asamblarea barelor se face prin nituire, sudare sau cu suruburi.
Totusi, modelul simplificat cu bare articulate la capete reprezintd o aproximatie
inginereascd surprinzitor de buna. Barele articulate la capete pot prelua doar
solicitari de intindere sau compresiune. In programele de analizi cu elemente
finite, bara articulata la capete se numeste truss. Structurile din bare incastrate la
capete (grinzi) sunt tratate in § 4.3.

La o grinda cu zabrele, fortele exterioare si reactiunile se aplica doar la
articulatii iar barele au rigiditate axiald constantd, fiind deci elemente finite
naturale. Pentru a tine cont de orientarea spatiald a barelor, se utilizeaza coordonate
locale si un sistem de coordonate globale. In continuare, matricile de masa si de
rigiditate ale elementelor se calculeaza intdi in coordonate locale, apoi in sistemul
de coordonate globale. Matricile definite in sistemul global pot fi expandate la
dimensiunea sistemului si apoi adunate pentru a obtine matricile globale de masa si
de rigiditate care sunt utilizate in rezolvarea problemei de valori proprii §i in
calculul raspunsului dinamic.

4.2.1 Coordonate si functii de forma pentru elementul truss

Se considerd un element cu doud noduri, articulat la capete, in sistemul de
coordonate local, cu o axa in lungul elementului. Nodurile sunt numerotate
convenabil / si 2, coordonatele lor in sistemul de referinta fizic (cartezian) fiind x,

si respectiv x, (fig. 4.18, a).

@ E4,r @ 5@ E4ac @ 5
( xl_" . ’ o 7 e
\ - 4, U g
J 23] ’
r=—1 7’=+1
a b
Fig. 4.18

Se defineste un sistem de referintd infrinsec sau natural care permite
precizarea pozitiei unui punct din interiorul elementului printr-o coordonata

adimensionala
X;+x
po—2 (x— ! 2}, (4.22)
x2 xl 2
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astfel incat » =—1 lanodul / si » =+1 lanodul 2 (fig. 4.18, b).
Expriménd coordonatele fizice in functie de coordonatele naturale rezulta
x=N,(r)x; +N,(r) x,, (4.23)
unde N, (r)z%(l—r) i N, (r):%(m) (4.24)

pot fi considerate functii de interpolare geometrica. Graficele acestor functii sunt
prezentate in figurile 4.19, a, b.

F=-] F=+1

Fig. 4.19

Pentru un element de bard cu doua noduri, se poate presupune o distributie
liniara a deplasarilor. Deplasarea unui punct arbitrar ales in interiorul elementului
poate fi exprimatd in functie de deplasdrile nodale ¢, si g, sub forma

u(r)=N,(r) g, +N,(r) q5. (4.25)

In notatie matriciala

2
u=Y N,g =\~ {q}. (4.26)
i=1
unde

V=l M) s e f={a, ¢ )" 427)

In relatia (4.26), {qe } este vectorul deplasarilor nodale al elementului
iar \_N J este vectorul linie al functiilor de interpolare a deplasarilor, denumite si
functii de forma. Se poate verifica usor cd u =q, lanodul /, u=¢q, lanodul 2 iar

deplasarea u variaza liniar (fig. 4.19, c¢).
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Relatiile (4.23) si (4.25) arata ca atit geometria elementului cat si cAmpul

de deplasari sunt interpolate utilizand aceleasi functii de forma, procedeu denumit
formularea izoparametrica.

4.2.2 Matricile elementului in coordonate locale

In analiza dinamica, deplasarea este o functie de spatiu si timp u = u(x,t) ,

alungirile specifice sunt & =0u/0x iar tensiunile normale sunt date de legea lui
Hooke, o =Ec¢ .

Energia de deformatie a elementului U, (¢) este

2
UezljggdyzlJ‘EengedFMJ‘ ) gy, (428)
2 2 2 Jlox

e e e

Transformarea de la x la 7 in expresia (4.22) conduce la

Xy —X
270 g Le gy, (4.29)
2 2

dx=

unde —1<r <+1 iar lungimea elementului este ¢, = ‘ Xy —X| ‘ .

ou |ON || .1 . ON ONOr 20N 0N, 1
Deoarece —=|—|1¢° (i —=——=——, unde =——
x | Ox ox oOr ox [, or or 2

2 T

. ON, 1 [ ou r|on|'|oN .

i —==+—, se poate scric |— | =1¢°( |—| |—=—11¢°(, astfel incat
o T P (Oxj vy | ox | L%J{q }

energia de deformatie a elementului (4.28) devine

+1

T
Uﬁ%{qe y zE;eAe H%J aa_irv ar (o). @30

-1

Expresia de mai sus are forma

U =% Le | [k ] o ) (4.31)

in care matricea de rigiditate a elementului [ke ] este

+1 +1

b | e [ 2

sau
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1 -1
[ke ]: Eed, . (4.32)
l, -1 1
Energia cinetica a elementului 7,(¢) este
2
=P [[2%) 4 (4.33)
2 ot

e

unde p este densitatea materialului si Ou/0f =1 este viteza In sectiunea x.
Din (4.26) se obtine
i=|n{g¢ ], (4.34)
unde { G ¢ ( este vectorul coloana al vitezelor nodale.

Inlocuind (4.34) in (4.33) rezulta

7, =% Lae pa, j (N 7|V dx {4¢ ). (4.35)
Expresia (4.35) are forma )
_%{qe}T[me]{qe}. (4.36)
unde
[ |= pa, j [N |7|N ]| dx 4.37)

este matricea de masa coerentd a elementului. Aceasta este calculatd prin aceeasi
metoda si cu aceleasi functii de forma ca matricea de rigiditate a elementului.
Schimband variabila se obtine

+1

[ ] pA .[\_NJ | N |ar pAefej‘lz(ll::)j (i;:;}dr

Sau

[me]= ”A6€ ﬁ j (4.38)

4.2.3 Transformarea din coordonate locale in coordonate globale

In fig. 4.20 este reprezentat un element de bari articulati la capete (fruss)
in pozitia initiald si In pozitia deformata. Deplasdrile nodale sunt notate cu litere
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mici In sistemul de coordonate local xOy si cu litere mari - In sistemul de
coordonate global XOY.

In sistemul de coordonate global, fiecare nod are doud grade de libertate.
Un nod al cérui index global este j are gradele de libertate 2;—-1 si 2j, si

deplasdrile Q,;_; si O, -

In fig. 4.20 se observa ci deplasarea ¢, este egali cu suma proiectiilor

deplasérilor O si O, pe axa x. Astfel

q,=0,cosa+Q,sinc . (4.39, a)
Similar
q,=03cosa+Q,sinex . (4.39, b)
' @)
y @ deformatd p
//
- X
// /// 0,
// Z £5
; Qg pavil
/ @ &
e initiald
/ o 1
@ QI X
Fig. 4.20

Relatiile (4.39) se pot scrie matricial sub forma
tac )= {or). (440)
unde {q ¢ }z {ql q, }T este vectorul deplasarilor elementului in sistemul de

coordonate locale, {Qe }: {Qp 0,,04,0, }T este vectorul deplasarilor

elementului 1n sistemul de coordonate globale si

[ B [cosa sina 0 0 }
T ]: (4.41)

0 0 cosa Ssina

este o matrice de transformare a coordonatelor.
Utilizand datele referitoare la coordonatele nodale, notand (X LY 1) si

(X 2. Y, ) coordonatele nodurilor / si 2, se calculeaza
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Xo—-X, . Y, -1,
cos@g=—"—— sina =
fe e

=X P -n)? . @

Marimile definite de relatiile (4.42) intervin in elementele matricii (4.41).

4.2.4 Matricile elementului in coordonate globale

Inlocuind relatia (4.40) in expresia energiei de deformatie a elementului in
coordonate locale (4.31), rezulta

vo=>tocf [re ]l ][reloe ) amy

2
In coordonate globale, energia de deformatie a elementului are expresia
1 T
Ue=E{Q€} [Ke]{Qe }, (4.44)

unde [K ¢ ] este matricea de rigiditate a elementului in coordonate globale.

Comparand expresiile (4.43) si (4.44), se obtine matricea de rigiditate in
coordonate globale sub forma

(ke Flre]rlee ][], (445

Inlocuind [T ¢ ] din relatia (4.41) si [ke ] din relatia (4.32) se obtine

s —c* —cs
2 2
[Ke]: E A, cs2 s Zs s ’ (4.46)
b, |-c —-ecs ¢ cs
—cs —s* es st
unde c=cosa §i s=sina.
Similar, energia cinetica n coordonate globale se scrie
1 (- \T .
Tez—{Qe} [Me]{Qe } (4.47)

2

Matricea de masa coerenta a elementului In coordonate globale este

e e ] [me ][],

sau, inlocuind [T ¢ ] din relatia (5.41) si [me ] din relatia (4.38)
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2¢% 2¢s  c? cs

2 2
[Me]: pAL, |2¢cs 2s cs s (4.48)

6 2 es 2¢% 2es

cs s> 2cs 2s?

Matricea (4.46) este singulard (de ordinul 4 si de rang 1) deoarece
elementul nu este rezemat. Deficienta de rang a matricii este egald cu numarul
celor trei miscari posibile de corp rigid.

4.2.5 Asamblarea matricilor de rigiditate si de masa

Matricile globale de masa si de rigiditate, [K ] s [M ], sunt asamblate pe

baza matricilor elementelor [K e] si [M e] utilizdnd informatia privind
conectivitatea elementelor.

Compatibilitatea deplasarilor nodale ale elementelor cu deplasarile nodale
globale ale structurii poate fi exprimata prin relatii de forma

tof= 7] {2}, (4.49)
unde {Qe este vectorul deplasarilor elementului In coordonate globale, {Q} este

vectorul tuturor deplasdrilor nodale ale structurii si [f e] este o matrice de

conectivitate (de localizare), care are elemente egale cu 1 la gradele de libertate ale
nodurilor si zerouri in rest.

Energia de deformatie a elementului in coordonate globale poate fi
exprimatd in functie de vectorul deplasarilor globale inlocuind (4.49) in (4.44)

v.-y e e[k ]l J{e}
sau

v.-Hoy & o),
unde matricea de rigiditate expandatad a elementului

(ke el 7l ][] (450

are dimensiunile matricilor sistemului.

Pentru ilustrarea celor de mai sus, se considera grinda cu zabrele cu sapte
bare din fig. 4.21.

Matricea de conectivitate a elementului 4, la care cele doud noduri nu sunt
numerotate consecutiv, este
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0010O0O0O0O0OTO0OO
[T4]= 00010O0O0O0OO0ODP
000O0O0OO0O1O0TO0O0
000O0O0OO0OOTITOOQO

in timp ce, pentru elementul 3, la care cele doua noduri sunt numerotate consecutiv,
aceasta este

000O0OT1O0O0O0OTO0OOQ 0
[T5]= 000O0OO0OT1O0TO0OO0OOQ 0
000O0O0O0OO0O1O0O0OQ
0000O0O0OO0OT1IO0OQO

Fig. 4.21

Matricile de rigiditate expandate corespunzatoare au forma

12345678910 123456738910
1 1
2 2
o o o o 3 3
o o o o 4 4
[[Z4 = 5, [[ZS]: e o o o 5
6 e o o o 6
o o o o 7 e o o o 7
o o o o 8 e o o o 8
9 9
| 10 ] |10

Se poate presupune ca structura este construita adaugand elementele unul
dupa celalalt, plasind fiecare element intr-o pozitie predeterminatd. Pe masura
adaugarii elementelor la structura, capacitatea acesteia de a prelua sarcinile
exterioare creste, odatd cu modificarea corespunzitoare a matricii de rigiditate a
structurii. Matricile de rigiditate ale elementelor pot fi insumate pentru a obtine
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matricea de rigiditate a Intregii structuri daca acestea au “dimensiunile structurii” si
dacad opereaza asupra unor vectori care contin aceleasi deplasari. Matricea de
rigiditate a structurii se obtine prin simpla adunare a matricilor de rigiditate
expandate ale elementelor.

Energia de deformatie a intregii structuri

v->{o}[klie] (451)
poate fi calculata prin simpla insumare a energiilor de deformatie ale elementelor
v-Yu.-y (o) [k Jlel-S (o) X[k ] {e) @
Comparand expresiile (4.51) si (4.52) se obtine

[K]=-3[&¢]. (4.53)

e
Matricea de rigiditate globala este egald cu suma matricilor de rigiditate
expandate ale elementelor.
Similar, matricea de masa globala [1\7 ] este asamblatd din matricile de
masa expandate ale elementelor

WSl S el s

Matricile de rigiditate si de masa nereduse [E ] si [M ] sunt utilizate In

cazul sistemelor nerezemate. La sistemele rezemate, acestea se condenseaza
utilizand conditiile la limita.

Efectul arcurilor si maselor concentrate se poate include adaugand valorile
parametrilor respectivi In pozitiile corespunzitoare pe diagonalele principale ale
matricilor respective.

4.2.6 Ecuatiile de miscare si problema de valori proprii

Se defineste lagrangianul L prin expresia

L=T-1T, (4.55)
in care T este energia cinetica
1 (- )
T:E{Q}T[M]{Q} (4.56, a)

iar /7 este energia potentiald totala



4. MAI MULTE GRADE DE LIBERTATE 221

1
m=L{oVkllol-{o) (Fl  @sen)
In expresia (4.56, b), { F } este vectorul global al fortelor nodale aplicate.

Aplicand principiul Iui Hamilton, se obtin ecuatiile lui Lagrange pentru
sisteme neamortizate

d O.L __oL =0 sau d 8?’ _on =0. (457

d{p{p} ) olo} dt{p{p} ) olo}

Utilizand regulile de derivare a unui scalar in raport cu un vector, se obtin
ecuatiile de migcare

[m1{o}+ [k o}={F}. (4.58)
In cazul vibratiilor libere, vectorul fortelor este zero. Astfel

[m {0 }+ [k T{}={o}. (4.59)
Cautand solutii de forma

{0}={@}sinot, (4.60)

unde {QD} este vectorul amplitudinilor deplasarilor nodale, rezulta problema
generalizata de valori proprii

[K{g}, =0l [M]{g},, (r=1..n), (61

in care a),2 sunt valorile proprii reale egale cu patratele pulsatiilor proprii si {¢ }r
sunt vectorii proprii reali.

Cu ajutorul programului VIBTRUSS se pot calcula modurile proprii de
vibratie ale structurilor neamortizate plane, din bare articulate la capete.

48,8 Hez 165,4 Hz 2359 He 336,8 He

— i

- %
~\

Fig. 4.22
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Exemplul 4.9

Sa se calculeze primele patru frecvente proprii §i forma modurilor
respective de vibratie pentru grinda cu zabrele din fig. 4.22, a la care

E =200GPa, p=7850 kg/m3 si A=100 mm? pentru toate cele 20 bare.

Rezolvare. Primele patru frecvente proprii sunt 48,8 , 168,4 , 235,9 si
336,8 Hz. Formele modurilor proprii sunt prezentate in figurile 4.22, b - e.

4.3 Cadre plane

Cadrele sunt structuri din elemente legate rigid intre ele, de tipul barelor
incastrate la capete sau grinzilor. In programele de analizi cu elemente finite, acest
tip de barda este denumit beam. Grinzile sunt bare solicitate prin sarcini
transversale, interconectate prin legaturi (nodale) rigide care au rotiri determinate si
care, in afara fortelor, transmit momente incovoietoare de la un element la altul.

In acest paragraf, intdi se prezinti elementul finit beam, definit in
coordonate locale, apoi elementul finit de cadru (frame) care modeleaza o grinda
inclinata.

4.3.1 Analiza statica a unei grinzi cu sectiune constanta

In continuare se considera grinzi cu sectiunea transversala simetrica fata de
planul sarcinilor aplicate (fig. 4.23). Deformatiile transversale de forfecare se
neglijeaza.

Fig. 4.23

Deplasarea axiald a unui punct din sectiunea transversala, situat la distanta
v de axa neutra, este aproximativ
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dov
”Z_(/’J’:_aya

(4.62)

223

unde v este sageata axei barei in sectiunea x si @ =7v' este rotirea sectiunii

transversale (sau panta) in x . Alungirile specifice sunt

g o du_ %o
X dx dxz y
Tensiunile normale in sectiunea transversala au expresia
d*v

O'xZng Z_Eﬁy,

in care £ este modulul de elasticitate longitudinal al materialului.

(4.63)

(4.64)

Momentul incovoietor se calculeazd pe baza distributiei tensiunilor pe

inaltimea sectiunii transversale
d’v B

dx? :

M(x)z—J‘ o, ydA=FI,
y x

EI o,

(4.65)

unde /. este momentul de inertie al sectiunii transversale fatd de axa neutra z.

Forta taietoare este data de

3
rx)=M_ g d—;’ =ELo™
dx dx
Sarcina transversala pe unitatea de lungime a barei este
dT d*
pe)= T = pr, 40
dx dx

Ecuatia diferentiald de echilibru se scrie

EI 0.

z

d4
EIZ ﬁ:p(x)

4.3.2 Discretizarea cu elemente finite

(4.66)

(4.67)

(4.68)

Cadrul plan este Tmpartit in elemente finite, ca in fig. 4.24. Fiecare nod are
trei grade de libertate, doua deplasari liniare si o rotire. Gradele de libertate ale
nodului 7 sunt Qy;_, - deplasarea in lungul axei X, O, ; - deplasarea in lungul

axei Y'si Qs; - rotirea fatd de axa Z.

Nodurile sunt localizate prin coordonatele lor in sistemul de referinta
global XOY iar conectivitatea elementelor este definitd prin indicii nodurilor.
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Elementele, modelate ca grinzi cu sectiunea constanta, fara deformatii de forfecare

si fard sarcini aplicate intre noduri, au modulul de rigiditate la incovoiere EI,

masa pe unitatea de lungime pA4 silungimea /.

Qs Q11 Q14

@QQT_’FQ7 C‘,DT_.QIO /T@,Q13 dg—b-Qm-Z

3 N 4 \Ir
Q12 Q15 Q
5 ¢Q17 el
OE —»Qw
L«Qw
5| @
@ 20
YT ? @ %—»Qw
_} d; 0,
Fig. 4.24

In continuare se stabilesc functiile de forma pentru elementul beam, apoi se
calculeaza matricile de rigiditate si de masa pentru element, intdi 1n sistemul de
coordonate locale, apoi in sistemul global. Matricile sunt apoi expandate la
dimensiunea structurii si insumate pentru a obtine matricile globale nereduse.
Impunand conditiile la limita, se calculeaza matricile reduse de rigiditate si de
masa, care impreund cu matricea de amortizare sunt utilizate in analiza dinamica.

.5 a, 1, q4/
N r S
pA
/ +1
EA
0
ql/
-1 ho5
a b c
Fig. 4.25

Se considerd un element de bard inclinat, ca in fig. 4.25, a, 1n care se arata
deplasérile nodale si axele sistemelor de referinta.
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In sistemul de coordonate fizice locale, axa x, orientatd in lungul barei, are
originea in capdtul din stanga al barei si este inclinatd cu unghiul o fatd de axa
globald X. Se mai poate folosi si un sistem de coordonate intrinseci (naturale).

Vectorul deplasarilor nodale ale elementului este

{qe}={‘11,Q2:‘13, ‘14,515,Q6}T (4.69)

iar vectorul corespunzitor al fortelor nodale (se includ si momentele) ale
elementului poate fi scris

Lred=tn fo £o fu £5 16 )F (4.70)

Fortele (si momentele) f,, f3, f5, f¢ si deplasarile corespunzatoare
q1. 93, 95, q9¢ descriu incovoierea elementului (fig. 4.25, b), In timp ce fortele
f1, f4, sideplasarile g, g4, descriu efectele axiale (fig. 4.25, c). Actiunea lor

este decuplata astfel ca matricile respective ale elementului pot fi calculate separat.

4.3.3 Functii de forma statice pentru elementul de grinda

La o grinda cu sectiunea constanta, neincarcata intre extremitati, p =0 si
din ecuatia (4.68) rezulta d4v/ dx*=0. Integrand de patru ori, se obtine deplasarea
transversala (sdgeata) v descrisd de un polinom de gradul trei

v(x)=a, x> +a,x* +a;x+ay, . (4.71)

In (4.71), cele patru constante de integrare a,,a,,a;,a, pot fi

determinate din conditiile la limitd geometrice, care includ sageata si panta la cele
doua capete:

X=X, 0=¢q,, dv/dx=¢q5, si x=x,, v=¢s5, dv/dx =g (4.72)

Deplasarea transversald poate fi exprimata in functie de deplasarile nodale
sub forma

o=[N){¢}, (4.73)
unde \_N J este vectorul linie al functiilor de forma, care sunt polinoame de gradul
trei, numite polinoame Hermite.

Utilizand coordonate naturale, cu » =—1 la nodul / si »=+1 la nodul 2,
deplasarea transversala poate fi scrisa
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o ()= N, (1) 0, + N, (r)[%l N, () 0y 4 N, (r)(%j @

2

Deoarece transformarea coordonatelor se face conform relatiei (4.22)

X +Xy Xp—X
x=L 22,2 7l (4.75)
2 2

si deoarece /, = x, —x; este lungimea elementului, este valabila relatia (4.29)

dng—edr. (4.76)
2
Calculand derivata
do_fcdo @.77)
dr 2 dx

relatia (4.74) devine

o(r)= Ny (), + N (r)%(d—vl N2 ()0, N, (r)%(@l @78)

dx dx
sau
Z&‘ Z&‘
U(V)=N1'112+7N2‘Q3+N3'6I5+7N4“16 : (4.79)
In expresia (4.73) vectorul linie al functiilor de forma este
— fe Ee
[N ]=| N, N2 N3, NG| (4.80)

Functiile de formd hermitiene sunt polinoame cubice care satisfac
conditiile la limitd date in Tabelul 4.3 unde semnul “prim” indicd derivarea in
raport cu variabila 7.

Tabelul 4.3

N, N N, N, N, NY% N, N,
r=— 1 0 0 1 0 0 0 0
r=+1 0 0 0 0 1 0 0 1

Impunand conditiile de mai sus unor polinoame de gradul trei cu patru
constante arbitrare, se obtin expresiile functiilor de forma ale elementului beam in
coordonate naturale (4.81), reprezentate grafic in fig. 4.26:
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Ny(r)= i(l r)? (2+”):i(2—3r+r3),
Nz(i”)=%(1—r)2(1+},)=%(1_},_r2+r3), )
N3(7’)=%(1+r)2(2—7'):%(2_}_3,,_’,3)’
N4(r):_l(1+r)2(1_F):—l(1+r_r2_r3).
4 4
Panta=0
§
T
| (ERIES Panta=0
L® l L‘@ ¥ ®/\\L@ r
== r=0 r=+1 chmta [0
Panta=0 Panita=1

Fig. 4.26

Se poate verifica usor ca la nodul /7, v=¢, si ? =€—eq 3, iar la nodul 2
r

.do ¢,
U=¢s §1 527%'
4.3.4 Matricea de rigiditate a unui element de grinda

Energia de deformatie U, a unui element de grinda este

2

EI d%v
U =——<||==]dx. 4.82
e="5 (dxzj x (4.82)

227
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Din relatia (4.77) se obtine

do_2do o dh_4dh
dx ¢, dr ° dx? 2 dr?
Inlocuind (4.73) rezulti
d’v 4 |d°N |{ .
d—ﬂ ar J o} (5

Ridicéand la patrat se obtine

2 T T
d*v| (d*v | [d* —{qe }TE d’N | | &°N {qe}
dx? dx? | (dx? 4 dr? || dr? ’

care se mai poate scrie

(d—zz’} {4 }TE—ELN;’JTLN;’J (g} (4.84)

2
dx .

Inlocuind (4.76) si (4.84) in (4.82) se obtine energia de deformatie a
elementului

1
v.=5 fet 5 [ e dar (o) (4.85)
|
care are forma
U, =~ {geV [kg | {4 ). (4.86)

2

Comparand (4.85) cu (4.86) se obtine matricea de rigiditate a elementului
pentru incovoiere

+1
e 8E1e " "
[k3]=7j Ly [Ty Jar (4.87)
e -
sau

[P NING S NING NG
14 n " 2 n " " n
[k |- SELe [| NaNT (NS) NENS VNG, g g
fe N3N1 N3N2 (N3) N3 4
N4N{ N4N5 NGN§ (NG)

-1
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Inlocuind functiile de forma (4.81) si rezolvand integralele se obtine
matricea de rigiditate a elementului pentru Incovoiere in coordonate locale

12 6/ -12 6/
[e]:ﬂ 60 40* —60 207
P A 12 60 12—t

60 20* —60 477

(4.89)

4.3.5 Matricea de masa coerenta a elementului de grinda

In calcule dinamice, deplasrile laterale ale grinzii sunt functii de spatiu si
de timp, v=1v(x,t).

Energia cinetica instantanee a elementului de grinda este

2
Teszej.(avj dx, (4.90)

2 Jlor
unde p este densitatea materialului si 0v/df =70 este viteza In sectiunea x.
Din relatia (4.73) se obtine
z'z:LNj{qe}, (4.91)
unde { q° } este vectorul coloand al vitezelor nodale.

Inlocuind (4.76) si (4.91) in relatia (4.90) rezulta

r.=> 1) pa [ )W) ax {4°) (4.92)
care are forma )
ro=>af s ] 1o ) (4.93)
unde
+1
[ |- 2%t jl v, ], Jar (4.94)

este matricea de masa coerentd a elementului.

Inlocuind functiile de formd (4.81) si integrand produsele acestora, se
obtine matricea de masa coerenta a elementului de grinda in coordonate locale
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156  22¢ 54 —13¢
220 4 130 =307
(g |= 2eLe . (495)
420 54 13¢ 156 —22¢
—13¢  =3¢> -220  4r?

e
Aceastd matrice de masa este obtinutd prin aceeasi metoda ca si matricea
de rigiditate, deci este coerenta cu matricea de rigiditate.
4.3.6 Eforturi axiale
Fortele nodale axiale se exprima in functie de deplasarile axiale prin relatia

PR -

in care matricea de rigiditate (4.32) este

EA,| 1 -1
kg |=—= . 4.97
1577 [_1 J (4.97)
Similar, din relatia (4.38) se obtine matricea de masa a elementului pentru
miscari axiale
el_p4l. |2 1
mé |=f e . 4.98
[ J-2% L , (4.98)

4.3.7 Matricile unui element de cadru in coordonate locale

Combinand expresiile (4.97) si (4.89) prin aranjarea elementelor in pozitia
corespunzatoare, se obtine matricea de rigiditate a elementului de cadru plan

E_A O 0 _E_A 0 0 ]
V4 V4
12EI  6EI 12E]  6EI
3 2 Bz e
. 6EI  4EI 6EI  2EI
¢ /2 / 2 I
[k ]: - oy . (4.99)
22 ) o £2 0 0
/ Y4
0 12E]  6EI 12E]  6EI
T3 T2 3 T2
/ ¢ , ,
6EI  2EI 6EI  AEI
0 2 0 )
L ! l V4 ¢ 1,
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In expresia (4.99), raportul intre elementele care descriu incovoierea si cele
care descriu intinderea este de ordinul (i// )2 , unde ‘7’ este raza de inertie. La bare
zvelte, acest raport poate fi intre 1/20 si 1/50, deci matricea de rigiditate poate fi
rau conditionatd numeric.

Combinand expresiile (4.98) si (4.95) si aranjand elementele In pozitia
corespunzatoare, se obtine matricea de masa coerenta a elementului de cadru plan

140 0 0 70 0 0
0 156 22¢ 0 54 —13¢
0 22¢ 4> 0 130 -30?

(e |= PALe . (4.100)

420 (70 0 0 140 0 0
0 54 13¢ 0 156 —22¢

0 —13¢ =3¢ 0 -220 4 |,

4.3.8 Transformarea coordonatelor

In fig. 4.27 se prezintd un element de cadru plan in starea initiald si cea
deformata. Pentru nodul /, deplasarile liniare locale g, si g, sunt exprimate in

functie de deplasdrile liniare globale O, si O, prin relatiile

q,=0,cosa+Q,sine,

. 4.101
q,=—Q;sina+Q,cosa. ( )

Fig. 4.27

Relatiile (4.101) pot fi scrise matricial sub forma
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{jl}z[R] {g;} (4.101, @)

[R]{_C S} (4.102)

este o matrice de rotatie in care ¢ =cosa §i s =sina .

unde

Deplasarile unghiulare (rotirile) sunt aceleasi in ambele sisteme de
coordonate

qz=0;5. (4.103)

Adaugand relatiile similare scrise pentru nodul 2

il e

taj=[r<] o). (4104

unde {q ¢ } este vectorul deplasarilor elementului in sistemul de coordonate locale,

rezulta

0° } este vectorul deplasarilor elementului in sistemul de coordonate globale si

c s 0 0 0 O

-s ¢ 0 0 0O

B 0O 01 0 0O
[T ]: (4.105)

0 0 0 ¢ s O

0 0 0 —-s ¢ O

10 0 0 0 0 1]

este matricea de transformare din coordonate locale in coordonate globale.

4.3.9 Matricile elementului de cadru in coordonate globale

Utilizand acelasi procedeu ca in § 4.2.4 se obtin matricile de rigiditate si de
masa ale elementului de cadru in coordonate globale

| [Ke]z[Te]T[keHTe], (4.106)
s e L [re ] [me |[r¢]. @107)
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4.3.10 Asamblarea matricilor de rigiditate si de masa

Matricile globale de rigiditate si de masa, [K ] si [M ], sunt asamblate din
matricile elementelor [K e] si [M e] utilizand matricile de conectivitate ale

elementelor |[7¢ | care stabilesc legatura intre deplasarile nodale la nivelul
elementelor si deplasarile nodale la nivelul Intregii structuri, prin relatii de forma

{Qe }: [ 7 ] {0} (4.108)

Matricea de rigiditate globala neredusa este egald cu suma matricilor de
rigiditate expandate ale elementelor

[K]=3[&°]. (4.109)

e
unde

(ke =[7e )7k |[7e ] (4.110)

Similar, matricea de masd globala neredusa [ZW ] este asamblatd din
matricile de masé expandate ale elementelor

[M]:Ze:[ﬂe]zzez[T’e]T[Me][Te]. (4.111)

La sistemele rezemate, matricile nereduse de rigiditate si de masa [I? ] si

[]\7 ] sunt condensate utilizdnd conditiile la limita.

Efectul maselor concentrate si arcurilor se poate include adaugand valorile
parametrilor respectivi in pozitiile corespunzitoare pe diagonalele principale ale
matricilor structurii. Daca incarcarile exterioare includ sarcini distribuite, acestea
sunt Tnlocuite cu forte nodale cinematic echivalente, calculate printr-o metoda
coerenta cu cea prin care s-au obtinut matricile de rigiditate si de masa, bazata pe
utilizarea functiilor de forma statice. Odata calculate matricile de rigiditate si de
masa si vectorul fortelor, se pot obtine direct ecuatiile de miscare.

Exemplul 4.10

Sa se calculeze primele 15 pulsatii proprii si forme modale pentru cadrul
plan din fig. 4.28 la care E =207 GPa, p=7810 kg/m3 , I=271mm* si
A =280,6 mm? pentru toate barele. Cadrul cu lungimea 606,9 mm si niltimea

606,9 mm are doi stalpi si doua rigle echidistante.

Rezolvare. Datoritd simetriei se considerd doar jumatate de cadru, cu
legaturi diferite pentru modurile simetrice si cele antisimetrice.
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Fiecare jumatate de cadru a fost modelatd cu 16 elemente identice de
grinda plana, 8 pentru stalp si 4 pentru fiecare jumatate de rigla.

Fig. 4.28

Primele 15 pulsatii proprii, calculate cu programul VIBFRAME, au
urmatoarele valori: 107,20 , 377,47 , 397,25 , 475,73 , 1099,3 , 1316,2 , 1504,0 ,

1911,6 ,2061,4 ,2447,5 ,2695,0 ,2903,7 , 4171,1 , 4618,3 5i 4943,6 rad/s.
Formele modurilor proprii sunt prezentate in fig. 4.28.
Exemplul 4.11

Sa se calculeze primele 15 frecvente proprii si forma modurilor proprii ale
vibratiilor coplanare ale cadrului din fig. 4.29 daca E=210GPa,

p=7850kg/m>, 1=1055-107 m*, 4=373-10"m? si £=05m.
. 24 27
i

27

W

2¢
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Modul 1 36 Hz Modul 2 43,48 Hz Medul 3 89,79 Hz

7

B cx

Madul 4 182.6 Hz Modul 5 198,65 Hz Modul & 210,48 Hz

Modul 7 247 82 Hz Modul & 264,79 Hz Modul & H2EHz

]

—T

—_—
Modul 10 827,76 Hz Modul11 858 Hz Modul 12 564,90 Hz
-] —
e—
—~—
Modul 13 606,71 Hz Modul 14 687,35 Hz Madul 15 717,53 Hz

:

Fig. 4.30

Rezolvare. Fiecare segment de lungime ¢ a fost modelat cu 5 elemente
de grinda identice, rezultand in total 85 elemente, deci 86 de noduri. Cu patru
noduri fixe si trei grade de libertate pe nod, matricile condensate ale sistemului sunt
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de ordinul 246. Modurile proprii calculate cu programul VIBFRAME sunt
prezentate in fig. 4.30 in care apar si valorile frecventelor proprii.

4.4 Grilaje

Grilajele sunt cadre plane solicitate de forte perpendiculare pe planul
structurii. Ele sunt cazuri speciale de cadre tridimensionale in care fiecare punct de
imbinare are doar trei deplasari nodale, o translatie si doua rotiri, rezultate din
actiuni de forfecare (neglijabile), incovoiere i rasucire.

Qs

Fig. 431

4.4.1 Discretizarea cu elemente finite

Grilajul este impartit in elemente, ca in exemplul din fig. 4.31. Fiecare nod
are trei grade de libertate, doud rotiri si o deplasare liniard, perpendiculard pe
planul grilajului. Gradele de libertate ale nodului i sunt O5;_, - rotatia fata de axa

X, O5;_; - rotatia fatd de axa Y si (5, - deplasarea in lungul axei Z.

Nodurile sunt localizate prin coordonatele lor in sistemul de referintd
global XOY iar conectivitatea elementelor este definitd prin indicii nodurilor.
Elementele sunt modelate ca bare cu sectiune constanta, solicitate la incovoiere si
rasucire, fara deformatii de forfecare si fard sarcini intre noduri. Proprietatile
caracteristice sunt modulele de rigiditate la incovoiere E/ i la rasucire G/,, masa

pe unitatea de lungime pA si lungimea ¢. Se considera doar bare cu sectiuni al
caror centru de forfecare coincide cu centrul de greutate.
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4.4.2 Matricile elementului de grilaj in coordonate locale

Se considera un element de grilaj inclinat, ca in fig. 4.32, a, in care se arata
deplasdrile nodale in coordonate locale si in coordonate globale.

Fig. 4.32

In sistemul local de coordonate fizice, axa x, orientata in lungul barei, este
inclinatd cu unghiul o fatd de axa globala X. Axa z a sistemului local de
coordonate este coliniard cu axa Z a sistemului global. Alternativ, se mai poate
folosi un sistem de coordonate intrinseci (naturale).

Vectorul deplasarilor nodale ale elementului este

{a}=1a1 a2 a3, a4 a5, a6} (4.112)

iar vectorul corespunzator al fortelor nodale ale elementului se poate scrie

rel=tr fa fo fun £5 16) (4.113)

in (4.113) 1 3, f¢ sunt forte transversale, iar f,, f5 sunt cupluri care
produc incovoiere (fig. 4.32, b). In (4.112) deplasirile g3, q¢ sunt translatii, In
timp ce ¢,, g5 sunt rotiri. Vectorii coloand corespunzitori sunt legati prin

matricea de rigiditate la incovoiere.

Rearanjand matricea (4.89) rezulta

/2 40 60 20* —6l| (42
g :E_ge 662 12 6£2 -12| J4s5| @.114)
fs | 0120 60 4t 60| |45

J6 -6 —12 -6/ 12 | |96
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Cele patru forte nodale ale elementului sunt legate de acceleratiile nodale
respective prin matricea de masa. Rearanjand matricea (4.95) relatia se poate scrie

f 40 220 =30% 130 |42
fil_pAL,| 220 156 —13¢ 54 | |43
fs | 420 | —302 —130 42 —220| |Gs
Js 13¢ 54 -220 156 | |96

(4.115)

Fortele nodale axiale f,, f, sunt cupluri de rasucire iar deplasarile nodale
q1, 94 sunt unghiuri de rasucire. Deoarece descriu efecte torsionale, actiunea lor

este decuplatd de incovoiere. Matricile respective de rigiditate si de masa pot fi
calculate separat. Ele se calculeaza la fel ca matricile de rigiditate si de masa pentru
solicitari axiale.

Unghiul de rasucire, exprimat prin functiile de forma (4.24)

9(”)=N1(’”)41+N2(’”)614,

2
GI
poate fi Inlocuit In expresia energiei de deformatie U, the,[ [?j dx . Dupa
X
e

trecerea la coordonate naturale se obtine matricea de rigiditate pentru torsiune
+1
2G1,
e [EAREALT
e
-1

Datorita acestei analogii, fortele nodale pot fi exprimate in functie de

deplasdrile nodale prin relatia
{f]}:[kf]{%}, (4.116)
fa q4
in care matricea de rigiditate pentru torsiune este

[kf]:ﬁ{l _l] (4.117)
0, -1 1

In expresia (4.117), G este modulul de elasticitate transversal iar 1,, este

constanta torsionald a sectiunii transversale. In cazul sectiunilor axial-simetrice,
aceasta constanta este momentul de inertie polar.

Similar, matricea de masa coerentd a elementului pentru torsiune este

[mf ]: Plete {2 1}. (4.118)

6 1 2
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Pentru elementul de grilaj, combindnd elementele matricilor de rigiditate
(4.114) si (4.117), se obtine matricea de rigiditate in coordonate locale, care
exprima fortele nodale (4.113) in functie de deplasérile nodale (4.112)

a 0 0 —-a O 0
0 402 60 0 202 -6/

[ke _EL| O 60 120 6 -I2
Pl-a 0 0 a 0 0

0

0

(4.119)

0 20> 6/ 40> —60
0 -6/ —12 60 12

L e

unde a=Gl,,(%[El, .

te~e

Combinand elementele matricilor de masa (4.115) si (4.118) se obtine
matricea de masa coerenta a elementului de grilaj in coordonate locale

26 0 0 b 0 0
0 402 220 0 -=30* 13/
pAl, | 0 220 156 0 -13¢ 54
| 22
420 |b 0 0 2o 0 0
0 -3¢ —13¢ 0 4> -2
0 13/ 54 0 -—22¢/ 156

L e

(4.120)

in care b=701,,/ 4, .

4.4.3 Transformarea coordonatelor

Inaintea asamblarii in matricile globale ale grilajului, este necesard
transformarea matricilor (4.119) si (4.120) din sistemul local in sistemul global de
coordonate. Deoarece directia z a axelor locale coincide cu directia Z a axelor
globale, trebuie transformate doar rotirile. Transformarea coordonatelor este
definita de relatia (4.104)

{qe}=[Te]{Qe}, (4.121)

in care {qe} este vectorul deplasarilor elementului (4.112) in sistemul de
coordonate locale,

{o° }=10, 0, 05 04 05 047
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este vectorul deplasarilor elementului in sistemul de coordonate global (fig. 4.32) si

c s 0 0 0O

-s ¢ 0 0 0O

B 0O 01 0 00
[T ]: , (4.122)

0 00 ¢ s O

0 0 0 —-s ¢ O

L0 00 0 0 1]

in care c=cosa si s=sina, este matricea de transformare (4.105) de la

coordonate locale la coordonate globale. Aceeasi matrice de transformare (4.122)
este utilizatd pentru fortele nodale.

4.4.4 Matricile elementului de grilaj in coordonate globale

Utilizand aceeasi metoda ca in § 4.2.4 si § 4.2.5, se obtin matricile de
rigiditate si de masa ale elementului de grilaj in coordonate globale

[Ke]z[Te]T[keHTe] (4.123)
si
[Me]:[Te]T[me][Te]. (4.124)
Ele pot fi utilizate la asamblarea matricilor de rigiditate si de masa

nereduse, [I? ] si [1\7 ], folosind matricile de conectivitate ale elementelor [YN" ¢ ]
care exprimd deplasdrile nodale la nivelul elementului in functie de deplasarile

nodale la nivelul intregii structuri prin relatii de forma (4.108).

La sisteme rezemate, matricile nereduse [[? ] si [H ] sunt apoi condensate

utilizdnd conditiile la limita. Efectul rigiditatii arcurilor si al maselor concentrate
poate fi inclus addugidnd valorile acestora in pozitiile definite de gradele de
libertate respective pe diagonalele principale ale matricilor respective.

Exemplul 4.12

Sa se calculeze primele 9 moduri proprii de vibratie ale grilajului din fig.
4.33, rezemat pe patru arcuri de rigiditate k£ =1000 N/m fiecare. Proprietatile

sistemului sunt E=210GPa, G=81GPa, p=7900 kg/m3 , /=05m si
diametrul barelor d =20 mm.
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Fig. 4.33
Rezolvare. Grilajul a fost modelat cu 10 elemente si 8 noduri, avand

astfel 24 grade de libertate. Formele modurilor proprii, calculate cu programul
VIBGRID, sunt prezentate in fig. 4.34 impreuna cu valorile frecventelor proprii.

Modul 1 1,98 Hz Modul2 2,6 Hz Modul 3 2,96 Hz

Modul 4 16,78 Hz Modul 5 22,83 Hz Modul 6 42,68 Hz

Modul 7 51,58 Hz Modulg 83,3 Hz Modul8 112,99 Hz

Fig. 4.34

Primele trei moduri de vibratie sunt moduri de ‘corp rigid’, de rotatie si
translatie ale grilajului nedeformat pe arcurile de suspensie. Modul 4 este ‘primul
mod de incovoiere’ (doud linii nodale pe latime), modul 5 este ‘primul mod de
torsiune’ (o linie nodala longitudinala), modul 6 este ‘al doilea mod de incovoiere’
(trei linii nodale pe latime), modul 7 este ‘al doilea mod de torsiune’, modul & este
‘al treilea mod de torsiune’ si modul 9 este ‘al treilea mod de incovoiere’.
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Examplul 4.13
Grilajul din fig. 4.35 este Incastrat in punctele / si 2, avind /=1m,

1=0785-10°m*, 1,=157-10%m*, 4=314-10%m?, p=7900kg/m>,
E =210GPa si G=81GPa. Si se calculeze primele 9 moduri proprii de vibratie.

Fig. 4.35
Rezolvare. Grilajul a fost modelat cu 14 elemente si 8 noduri, avand 18

grade de libertate. Formele modurilor proprii calculate cu programul VIBGRID sunt
prezentate in fig. 4.36 Tmpreund cu valorile frecventelor proprii.

Modul 1 2,44 Hz Modul 2 8,83 Hz Modul 3 14,52 Hz

Modul 4 26,89 Hz 39,45 Hz Modul 6 44,46 Hz

Modul 5

88,79 Hz

Modul 7 70,96 Hz

_Modula
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Modul / este ‘primul mod de incovoiere’, modul 2 este ‘primul mod de
torsiune’, modul 3 este ‘al doilea mod de Incovoiere’, modul 4 este ‘al doilea mod
de torsiune’, modul 5 este ‘modul al treilea de Incovoiere’ iar modul 6 este un
‘prim mod de incovoiere’ fatd de axa longitudinala.

4.5 Functii de raspuns in frecventa

Prima parte a acestui capitol a fost consacrata calculului modurilor proprii
de vibratie ale sistemelor neamortizate de ordin relativ mic. In continuare se
studiaza raspunsul in frecventa al sistemelor amortizate §i se prezintd diagramele
functiilor de raspuns in frecventd (FRF) ale acestora. Analiza FRF masurate
experimental face obiectul unui capitol din volumul al doilea in care se prezinta
Analiza modald experimentala si Identificarea sistemelor vibratoare.

4.5.1 Matricea FRF

Pentru un sistem cu amortizare vascoasd, matricea functiilor de raspuns in
frecventa (matricea FRF) din (3.143) are forma

[# ()= |0 [m]+io [c]+[k]] (4.125)
unde @ este pulsatia excitatoare.

Matricea FRF poate fi scrisa

h (o) hy(e) ... k(o)

[ (10)] - hoiow) hyliow) ... hy,lio) 4.126)
halio) hysfio) .. hyfio)

unde 4 ;,(iw) este rispunsul masurat la coordonata j produs de o fortd armonica

aplicata la coordonata ¢ .

Existd mai multe tipuri de functii de raspuns in frecventd, dupd cum
raspunsul este o deplasare, vitezd sau acceleratie (v. § 2.4.7). Utilizand notatia

complexd, dacd excitatia f,(¢)= f, e'®" produce raspunsul x ()=%; ci@9)

atunci receptanta complexd poate fi exprimatd prin componentele reala si
imaginara

A

J X X;

h -f(ia))zﬁ _ S i :@cos¢+i&sin¢ =hfy(w)+ih],(0).
i Y Xj
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Raportul f,/x, se numeste receptantd directd (receptanta in punctul de
aplicare a fortei), In timp ce raportul f, /xj ( j ;tf) se numeste receptanta de

transfer sau inter-receptantd dupa cum j este o coordonatd in alt punct, sau in
acelasi punct ca ¢ dar pe alta directie.

De notat cd FRF sunt marimi masurabile care pot fi determinate prin
incercari cu excitatie armonica.

4.5.2 Diagramele FRF

FRF sunt marimi complexe, definite de trei cantitati — frecventa plus partile
reala si imaginara (sau modulul si faza) — care sunt reprezentate grafic.

Modulul H11, dB
Faza H11,°

Faza H21,°

10°®

Modulul H21, dB

Modulul H31, 4B
Faza H31,°

Frecventa, Hz Frecventa, Hz

Fig. 4.37

Cele trei formate grafice de prezentare a FRF sunt: a) diagramele Bodé
(modulul in functie de frecventa si faza in functie de frecventd); b) diagramele
componentelor in faza si in cuadratura (componenta reala in functie de frecventa si
componenta imaginard in functie de frecventd); si c) diagramele Nyquist (partea
imaginard in functie de partea reald, eventual cu gradatii la intervale egale de
frecventd).
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Graficele includ FRF de tipul miscare/fortd, cum sunt receptanta,
mobilitatea i inertanta (acceleranta), si inversele acestora (fortid/miscare),
rigiditatea dinamicd, impedanta si masa dinamica (v. § 2.4.7). Diagramele pot
avea scara liniara, logaritmica sau semilogaritmica, cu sau fara caroiaj, cu unul sau
doua cursoare, posibilitati de ‘zoom’ sau de suprapunere a mai multor curbe.

= T
I [
T ©
:

E
5 &
£ T
3 g
i g

[}

E
= -
L b o
— e
g g
o ©

=]

E

Frecventa, Hz Frecventa, Hz
Fig. 4.38

In fig. 437 se prezinta diagramele Bodé ale receptantelor unui sistem
amortizat cu trei grade de libertate, pentru deplasari masurate in g.d.l. /, 2, si 3,
produse de o fortd aplicatd in g.d.l. /. Diagramele modulului au scard verticala
logaritmica, necesara pentru detalierea raspunsului de nivel relativ scazut din
vecindtatea antirezonantelor.

In fig. 4.38 se aratd diagramele componentelor reald (in fazi) si imaginara
(In cuadraturd) ale acelorasi receptante, iar in prima coloana a fig. 4.39 se arata
diagramele Nyquist corespunzitoare. Se observa ca, la sisteme slab amortizate si
cu frecvente proprii relativ departate, buclele raspunsului in vecinatatea
rezonantelor pot fi aproximate cu cercuri.

Pentru comparatie, in coloanele a doua si a treia din fig. 4.39 sunt
prezentate diagramele mobilitatilor si inertantelor, pentru aceleasi FRF. Se observa
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rotirea acestora cu 90°, respectiv 180°, in planul complex, datorita defazajului
intre deplasare, viteza si acceleratie.

350 = 3
i EE SN
2501 -4- |

200F-
150 -
100f-
50} -

Im (Mob11)

Im (Rec11)
Im (Iner11)

S N Y A T A

-200 -100 0 100 200
Re (Iner11)

300
200
100

Im {Rec21)
Im (Mob21)
Im (Iner21)

-100

0 5 10 15

600
400
200} ----

-200
-400
-600

Im {Rec31)
Im (Mob31)
Im {Iner31)

Re (Rec31) Re (Mob31) Re (Iner31)

Fig. 4.39

In fig. 4.40 se prezinti o diagrami tridimensionald a receptantei directe
h,, impreuna cu diagramele Nyquist si ale partilor reald si imaginara.

Imaginar

Frecventa, Hz 6 _05

Fig. 4.40
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La sisteme slab amortizate si cu densitate modald mica, varfurile din
diagramele FRF ale modulului si componentei imaginare ale receptantei,
mobilitatii sau accelerantei indica rezonante. Un sistem cu n grade de libertate, cu
moduri de vibratie cu amortizare subcriticd, are n rezonante. Adesea, simpla
analizd vizuald a diagramelor FRF permite estimarea ordinului sistemului, prin
numararea varfurilor de rezonantd din domeniul frecventelor de interes.

Asa cum s-a aratat pentru sisteme cu doud grade de libertate (fig. 3.49), la
sisteme cu amortizare mare si/sau frecvente proprii relativ apropiate este posibil ca
diagramele FRF sa nu aiba varfuri la unele rezonante. La sisteme cu amortizare
moderatd, cea mai precisa localizare a rezonantelor se face pe diagramele Nyquist,
in punctele in care viteza de variatie cu frecventa a unghiului de faza (sau a
lungimii arcului de cerc) are un maxim local. Daca o astfel de diagrama este
gradatd la cresteri egale ale frecventei excitatoare, rezonanta poate fi localizata
acolo unde distanta Intre doud puncte succesive este maxima (ca in fig. 3.48).

Antirezonantele apar ca minime pronuntate in diagramele modulului FRF
de tipul miscare/fortd. La o FRF directd, rezonantele si antirezonantele alterneaza
(teorema reactantelor a lui Foster). Intre doua varfuri de rezonanta apare un minim
pronuntat de antirezonantd. La o FRF de transfer, unele sau toate antirezonantele
sunt Inlocuite de minime aplatisate. Numarul si pozitia antirezonantelor variaza in
diagramele FRF calculate n alte puncte sau pe alte directii.

In fig. 4.41 se prezinti diagramele receptantelor unei structuri, calculate in
acelasi punct dar pentru trei directii diferite. Figura ilustreaza alinierea varfurilor de
rezonantd precum §i numarul si pozitia diferitdi a minimelor de antirezonanta.
Curba de sus, la care rezonantele si antirezonantele alterneaza, este a unei
receptante directe.

10*

-
[=]
k=

Modulul FRF
=)

104

10®

0 5.0 100 150 200 250 300 350 400

Frecventa, Hz

Fig. 4.41
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In fig. 4.42 sunt redate diagramele receptantei /5,5 calculate pentru
sistemul cu 15 grade de libertate din Exemplul 4.8 (fig. 4.17).

10? o T P 002
AMM §|||n:..
it ’ H \ 2 om
= ooos l |
_ i LA
IEL", : 0 a0 & B0 W0 190 40 e 180 200
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Fig. 4.42

Comparand frecventele varfurilor de rezonantd cu frecventele proprii date
in Tabelul 4.2, se remarcad grupul celor mai mari cinci frecvente proprii, care apar
distincte in pofida valorilor reduse ale raspunsului, datoritd scarii logaritmice (fig.
4.42, a). Dintre celelalte zece rezonante, se pot distinge doar noud, modurile cu
frecvente relativ apropiate la 53,35 Hz si 53,42 Hz producand un singur varf, in
timp ce rezonantele de la 59,45 Hz si 73,72 Hz sunt aproape estompate.

e - - - T
10 i ] ] 1 1l
By : i i
nof 1 I ]
T Jril |I1I|JI 1 H .
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e s ol : .
£ e 5
] 1 ‘ll' lil £ o : 2
w0t l b -I\ *
! i if
-
H F
1t
U 0
10 i1 i ad.
20 an & L1 00 120 a0 160 10 200 0 00 100 120 140 1 100 200
Frocventa, Hz Frecventa, Hz
a b

Fig. 4.43
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Individualizarea varfurilor de rezonanta depinde de rezolutia in frecventa a
datelor reprezentate grafic. La curbe FRF calculate pentru puncte diferite de
raspuns si excitare, de exemplu functia 4, in fig. 4.43, a si functia /44 in fig.

4.43, b, unele varfuri pot lipsi.

Probleme

4.E1 Sia se calculeze frecventele proprii §i forma modurilor proprii de
vibratie ale sistemului din fig. 4.El. Se considera k=10°N/m,

my=my=m;=05kg, my=ms=mg=15kg, my=mg=mg=1kg.

k k k k
L AAA—] — MA——— A o _,M%
k klm, | [ k| ™My k k| M| k | Ms
ﬂ—fvw A A A P v A —"M—E
| my ms m; k
L an—] AA—]
k k
Fig. 4.E1

Raspuns: f,=735Hz, f,=124,62 Hz, f;=17478Hz, fy=433,46 Hz.

4.E2 Sa se calculeze modurile proprii de vibratie ale sistemului din fig.
4E2, considerind m;=1kg (j=1..12), k;=100N/m (j=1..11),

k1, =102N/m. Sa se compare rezultatele cu cele obtinute pentru k1, =100N/m.

Raspuns:a) f,=0824 Hz, f;=0828 Hz, f, =1591Hz, f;=1594 Hz.
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b) fo=/,=0824Hz, f,=fs=1591Hz, f¢=f, =2251Hz.

4.E3 Sa se calculeze frecventele proprii si rapoartele de amortizare modale
ale sistemului cu 10 g.d.l. din fig. 4.E3. Apoi sa se calculeze frecventele proprii
neamortizate §i formele modale corespunzatoare. Parametrii sistemului sunt:
my =121, m, =144, my;=169, m, =196, ms=225, mg=256, m; =289,

mg =324, mg=361, my=4kg, Kk, =1100, k,=1200, k;=1300,
ky=1400, ks=1500, ks=1600, k;=1700, kg=1800, ko=1900,
kg =2000N/m, ¢, =0,002k; (j=1,..,10).

1 2 3 4 5
[Pl el

Fig. 4.E3

Raspuns: f,=0718Hz, £, =045%, f,,=834Hz, {1, =524%.

4.E4 La sistemul cu 15 g.d.l. din fig. 4.E4 sa se calculeze frecventele
proprii amortizate si rapoartele de amortizare modale.

14
20
4

21 5521-! 4 19
Mase 10
0,0013 kg 11-15 | 5 | | 3 |
0,026 kg celelalte P
Rigiditati 9 539
100 N/m i-17 11 P g
1100 N/m 18 e s s
900 N/m 19 -
1200 N/m 20
800 N/m 21 6 10 7
Coeficienti de amor‘[izare1 " 12 13 Al 18
0,1 Ns/m -
0,01 Ns/m 12-21 6 2 |

Fig. 4.E4

Raspuns: f,=2,65Hz, {;=081%, f|5=156,73Hz, {5=0,44%.
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4.E5 O structurd in forma de scara este fixatd la ambele capete ca in fig.
4.ES5. Masa fiecarei trepte este m iar rigiditatea laterald intre doua trepte este . Sa
se calculeze pulsatiile proprii si s se traseze forma modurilor proprii de vibratie.

Raspuns: @ =0517\Jk/m , 0, =\lk/m , @5 =1414\/k/m , @, =1732,/k/m ,

Q

O

NI
N O——O

w O——0
» O——0

(5) 6

Fig. 4.ES Fig. 4.E6

4.E6 Un motor cu cinci cilindri si volant este folosit la antrenarea unui
generator electric. Pentru calculul frecventelor proprii de torsiune, sistemul real
este modelat prin sistemul echivalent prezentat in fig. 4.E6. Sa se determine
primele patru moduri proprii de vibratie si sd se traseze formele modale utilizand
urmatoarele valori: K, =K,3=K3, =22MNm/rad, K,5=09MNm/rad,

Kss=024MNm/rad, J,=J,=J3=J,=051kgm?,  Js=53kgm?,
Je=44 kgmz.

Raspuns: f,=4621Hz, f;=10611Hz, f,=29141Hz, f;=48145Hz.

4.E7 Sistemul torsional din fig. 4.E7 modeleaza un motor diesel cu opt
cilindri si volant, transmisia cu roti dintate si elicea vaporului. S& se determine
primele trei moduri proprii ale vibratiilor torsionale utilizdnd urmatoarele valori:

n,=405rot/min, nz=225rot/min, Jo=602kgm?, J,,=91kgm?,

Jy; =1953 kgm?, Jy, =4331 kgm?, Jy=J,=...=Jg =184 kgm?,
Kgg =116 MNm/rad, K¢,y =135MNm/rad, Ky, =185 MNm/rad (redusa la

Ziegler, 1977).
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10
I | | 12

Fig. 4.E7

Raspuns: f, =268 Hz, f,=20,60 Hz, f, =3581Hz.

4.E8 Sa se determine primele doud frecvente proprii (nenule) ale
sistemului torsional al unui autovehicul modelat ca in fig. 4.E8, pentru urmatoarele
valori ale momentelor de inertie si rigiditatilor torsionale: K, =2 MNm/rad,

K, =16 MNm/rad, K;=1MNm/rad, K,=4 MNm/rad, J,=15kgm?,

J,=10 kgm2 , J3=18 kgmz, J,=6 kgmz. Raportul de transmisie al
angrenajului conic din diferential este 4 : 1.

.14
J4 }
J3 |
K4 ] K3 i Kl
%ﬂ:&
— 41 |
| &2
l
1,
Fig. 4.E8

Raspuns: f, =5526Hz, f,=6232Hz.

4.E9 Sistemul de antrenare a paletelor unui mixer industrial este ilustrat in
fig. 4.E9. Rotile conice au fiecare 20 dinti, doua roti cilindrice au 36 dinti iar
pinionul comun are 12 dinti. S& se calculeze frecventele proprii ale vibratiilor
torsionale ale sistemului, utilizdnd valorile G =81GPa, d=19mm,

J,=226-10" kgm?,  J,=J,=565-10"kgm?,  J,=113-10"kgm?,

Js=Js=565-10"kgm?, J;=Jg=904-10"kgm?, ¢,=¢(,=0915m,
¢4 =1016 m (James et al., 1989).
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Fig. 4.E9

253

Raspuns: f,=1690 Hz, f;=1841Hz, f,=3739Hz, f5=79,61 Hz.

4.E10 Sa se calculeze modurile proprii ale vibratiilor laterale ale grinzilor

cu masa neglijabila din fig. 4.E10.

m m E] m m Elom ppomoQpp 2mogpy
: ) ) ) e . : M g WA .
AN A B Y T VAR Ay £ 7 g~
5 5 5 5 5
a b
Fig. 4.E10
Raspuns: a) Matricea de flexibilitate este
32 45 40 23
5]- me® |45 72 68 40
" 3750EI| 40 68 72 45
23 40 45 32

Pulsatiile proprii sunt @, =4,4126 E[/mf3 , @,=17,611 EI/mZS,

w3 =38986\EI/m0> | w,=641997\EI/m?* .

b) @, =0647T\EI/m0> , @, =2482EI/m0® | w3 =565\ EI/m(* .
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4.E11 Sa se determine primele opt moduri proprii de vibratie coplanara
ale grinzilor cu zabrele din fig. 4.E11. Barele au sectiunea transversala @6x1mm

si /=03m, £E=72,7GPa, p=3100 kg/m3 . Toate masele sunt m = 0,6 kg .

Fig. 4.E11
Réspuns: a)20,51; 83,31; 111,49; 164,82; 215,10; 265,74; 299,27; 361,48 Hz.
b) 20,02; 79,07; 117,04; 163,05; 231,06; 272,94 290,24; 358,46 Hz.

4.E12 La grinda cu zébrele din fig.4.E12 sa se determine primele sase
frecvente proprii  si  formele modale respective, daca FE =210GPa,

p=7800kg/m>, I=2m, 4=2000mm>.

; ;
;
. A ¢ 5>
Fig. 4.E12

Raspuns: f,=7461Hz, f,=14224 Hz, f,=23722Hz, f,=52915 Hz.

4.E13 Sa se determine primele 20 moduri proprii de vibratie ale grinzii
continue cu patru deschideri egale din fig. 4.E13 si sd se comenteze gruparea

frecventelor proprii. Se considera E =208 GPa, p=7850 kg/ m’, /=1m si
sectiune transversald dreptunghiulara cu b =24 =40 mm .

A A
2 B By s H

Fig. 4.E13
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Raspuns: 46,69; 54,48; 72,98; 94,33 Hz, 187,48; 203,59; 237,82; 274,84 Hz,
427,85; 452,63; 504,23; 557,66 Hz, 829,07;...,1043,98 Hz.

Modull 1 ] Y ANV
| \VARVARVARV

.:.. T L ) \ N B
\/\U/\/\ M/W\ 1 WA WAWAVAWAY
1 VAVAVAVAVERRY/

4 8 12

U WaVLNIRSlive Ay /I\WV/\v N

m[\n/’\/ﬁn[\

4.E14 O grinda simplu rezemata cu doua deschideri (fig. 4.E14) are un arc
de rasucire la suportul din mijloc. Rigiditatea acestuia este K =500FEI//, unde
EI este modulul de rigiditate la incovoiere al grinzii si / este lungimea totala. a)
Sa se calculeze modurile proprii ale vibratiilor transversale ale grinzii cu deschideri
de lungimi egale (AzO). Sa se comenteze gruparea frecventelor proprii. b) Se
considerd o grindd cvasiperiodica cu cuplaj slab, cu lungimile deschiderilor
l (0,5 - A) il (0,5 + A) ,unde A=0,01. Sa se explice fenomenul de localizare in

structuri mecanice dezordonate. c) Sa se extinda analiza la grinzi cvasiperiodice cu

trei si patru deschideri.
- nz\i/ k .

£(05-A) £(0.5+A)

Fig. 4.E14

4.E15 O grinda de sectiune constantd simplu rezemata are lungimea 3m,

masa pe unitatea de lungime 15 kg/m, modulul de rigiditate la incovoiere 4kNm?
si E=200GPa. Sa se reprezinte grinda prin patru elemente finite §i sd se

calculeze primele patru frecvente proprii presupundnd: a) masa concentratd la
mijlocul fiecarui element; b) cite o jumatate din masa fiecarui element plasata la
capetele elementului; ¢) masa uniform distribuitd in lungul grinzii (matrice de masa
coerentd). Sa se compare rezultatele cu cele calculate cu formula lui Rayleigh,
utilizand o functie “sinus” pentru deformata grinzii, si cu formula lui Dunkerley. Sa
se traseze forma modurilor proprii de vibratie pentru cazul (c).
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4.E16 Utilizind metoda elementelor finite, sa se calculeze primele doua
frecvente proprii ale vibratiilor transversale ale unei grinzi in consold, de sectiune
constanta. Sa se modeleze grinda cu 1, 2, 3, 4, 5 si 6 elemente de lungime egala si
sd se compare frecventele proprii astfel obtinute cu valorile adevarate.

4.E17 Un arbore din otel (fig. 4.E17) cu diametrul d =40 mm si lungimea
¢ =12m este rezemat in doud lagdre de rigiditati k£, =4 N/um si k, =6N/um.
Cele doua discuri au masele m; =400kg si m, =600kg, si razele de inertie
ry=03m si respectiv r, =05m. Sa se determine: a) frecventele proprii ale
vibratiilor laterale, si b) primele patru forme modale, considerand £ =210 GPa si

p=7850kg/m" .

Fig. 4E17
Raspuns:
Modul1 4,01 Hz Modul 2 12,84 Hz
Modul 3 17.66 Hz Modul 4 30,46 Hz

— ——

4.E18 Arborele din otel din fig. 4.E18 este simplu rezemat in lagare
scurte. a) Sa se calculeze frecventa proprie fundamentald cu formula lui Rayleigh.
b) S& se compare rezultatul cu cel obtinut utilizand un model cu parametri
concentrati. ¢) Sa se calculeze primele doud frecvente proprii cu ajutorul

programului VIBFRAME, considerand E =210 GPa si p =7850 kg/m3 .
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) ) el = L

| lm 2m Im |

L s -

 §

Fig. 4.E18
Raspuns: f,=36,76 Hz, f, =120,43 Hz.

4.E19 Sa se determine primele doud frecvente proprii ale barei cotite din
fig. 4.E19 si sa se traseze forma modurilor proprii de vibratie in planul barei. a) Se
considera AB=CD=/{ si BC=0. Cele doud bare se modeleaza fiecare cu cel
putin trei elemente finite. b) Pentru 4AB=CD=/ si BC=//10 sd se compare

frecventele proprii cu cele calculate la (a).

Fig. 4.E19

Raspuns:a) f=/f,=1171Hz.b) f,=1045Hz, f,=10,69 Hz.

Modul 1 11,71 Hz Modul 2 11,71 Hz

4.E20 Sa se calculeze primele opt frecvente proprii si formele modale
corespunzatoare pentru vibratiile coplanare ale cadrului din fig. 4.E20 cu
urmdtoarele proprietati: A4,,, =0,006m*, A, . =0004m*, A4 diag = 0,003 m?,

oriz

1=0,0756m*, E=75GPa si p=2800kg/m".

4 oriz
4
diag

d|_ 5m >L_ Sm _LSm_|

vert
3m

Fig. 4.E20
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R. Folosind 48 elemente si 44 noduri (4 elemente pentru o bard), frecventele
proprii sunt 45,15; 79,07; 227,72; 249,94; 365,62; 444,03; 452,83; 476,83 Hz.

4.E21 Sa se determine primele 12 moduri proprii ale vibratiilor laterale
coplanare ale crucii duble din fig. 4.E21. Cele opt bare au lungimea ¢ = V50 m si
sectiunea transversald un patrat cu latura 0,125m. Capetele exterioare sunt
articulate iar cele interioare sunt incastrate intr-un punct comun. Proprietitile
materialului sunt £ =200GPa si p=8000 kg/ m’ . Se recomandd modelarea
fiecarui brat cu mai mult de doud elemente finite de tip beam.

4%
o
Fig. 4.E21
Raspuns: f,=56687Hz, f,=f;=88485Hz, f,=..= f; =88856Hz.

Modul 2 s85Hz Modul 3 BaSH:
A .

)
)

5

pd
(&
N

4.E22 La sistemul din fig. 4.E22, modelat ca grilaj orizontal, sa se
calculeze primele patru moduri proprii de vibratie. Se considerd ¢=0,25m,

l;,=02m, E=210GPa, v=03 si p=7850kg/m3. Barele au sectiunea

transversala un patrat cu latura @ =5mm si /, = 0,141 at.
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Fig. 4.E22

Raspuns: f,=1069 Hz, f,=2731Hz, f;=4496Hz, f, =108,65 Hz.

Modul 1 10,7 Hz Modul 2 27.32Hz

Modul 4 108,65 Hz

4.E23 Sa se determine primele sase moduri proprii de vibratie ale
grilajului din fig. 4.E23. Se considerd /=50mm, E=210GPa, G=80GPa,

p =7800 kg / m’ si sectiuni transversale circulare cu diametrul d =5mm .

Fig. 4.E23

Rdspuns: Primele sase forme modale sunt prezentate in continuare.
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Modul 1 109,07 Hz Modul 2 315,87 Hz Modul 3 671,08 Hz

T~

Modul 4 1089977 Hz Modul 5 124191 Hz Modul 8 1764,48 Hz

4.E24 Grilajul din fig. 4.E24 este realizat astfel: a) o bard orizontala ABC
din otel, cu modulul de rigiditate la incovoiere 2,5- 10’Nm?, modulul de rigiditate
la rdsucire 1,92-10" Nm? si masa pe unitatea de lungime 300 kg/m ; b) doud bare
orizontale EBD si GCF din otel, incastrate rigid in bara 4BC, cu modulul de
rigiditate la incovoiere 5- 10’ Nm? si masa pe unitatea de lungime 500 kg/m ; c)
mase de 500kg in E si D, si mase de 250kg in G si F. Se neglijeazd momentele
de inertie ale acestor mase. Se considera E=210GPa, G=81GPa si

p=17850 kg/ m® . Se cer primele sase frecvente proprii de vibratie.

R
N

'S

3m

=N

Y
Lj’w So

3m

0,6m 0,3m

Fig. 4.E24

Raspuns: 2,35;10,39; 13,39; 36,16; 63,25; 105,22 Hz.



S.
SISTEME CONTINUE

Cand masa si elasticitatea unui sistem in vibratie sunt distribuite in tot
sistemul, pentru descrierea configuratiei acestuia este necesar un numar infinit de
coordonate. Astfel de sisteme au un numar infinit de grade libertate, deci un numar
infinit de frecvente proprii si forme modale proprii.

In acest capitol se studiaza vibratiile barelor cu masi si elasticitate
distribuite, din materiale elastice, omogene si izotrope. Se trateaza doar citeva
cazuri simple care pot constitui exemple de referintd pentru problemele rezolvate
cu ajutorul calculatorului numeric. Vibratiile placilor sunt tratate in partea a doua a
lucrarii.

5.1 Vibratiile laterale ale barelor zvelte

In continuare se vor adopta ipotezele uzuale din teoria incovoierii simple,
denumitd curent teoria Bernoulli-Euler a barelor: a) bara este initial dreapta; b)
grosimea barei este micd in comparatie cu raza sa de curburd in sectiunea cu
deplasare maxima; c) sectiunile transversale plane raman plane in toate fazele unei
vibratii; d) una dintre axele principale de inertie ale sectiunii este perpendiculara pe
directia miscdrii; e) nu existd forte axiale; f) deformatiile transversale datorite
forfecarii sunt neglijabile; g) masa barei este concentratd in axa neutrd. Ultimele
doua ipoteze arata ca se neglijeaza efectele forfecarii si inertiei la rotatie.

5.1.1 Ecuatia diferentiala a miscarii

Deplasarea laterald a barei este o functie de spatiu si de timp, v = v(x, t).
Relatia intre momentul incovoietor si curbura (4.65) devine

)

M(x,t)=EI .l (5.1

z
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unde E este modulul de elasticitate longitudinal al materialului barei si /, este

momentul de inertie axial al sectiunii transversale, fatd de axa principala de inertie
cuprinsa in planul neutru.

Din ecuatiile de echilibru ale unui element de bara infinitezimal (fig. 5.1),
se obtin relatiile intre momentul incovoietor, forta taietoare si sarcina distribuita
exterioara.

L 1)
PAM),EIx) Gg(x,t) qx

,HH/HH bttt s

x, 1)
T(x, )+ =5 dx

ven 3 C] __d_x___l‘>

x Mex, 1) + 2D g
v(x,t) T(x,t)

{
Fig. 5.1
Forta taietoare este data de
3
T t)=M_gr, 8_13) . (5.2)
ox ox

Sarcina transversala pe unitatea de lungime este
plot)==——=EI,L —. (5.3)

Aceasta constd din doud componente, sarcina transversald exterioara
aplicata barei q(x, t) si sarcina transversald inertiala (masa pe unitatea de lungime

. . . v . :
inmultita cu acceleratia) — pA4 8_2 . Inlocuind
t

az
p(x,t)zq(x,t)—pAﬁ

in ecuatia (5.3) se obtine ecuatia diferentiala a migcarii

o*v 0%
EL 224 pa% %= 4(x1). (5.4)
—tPA— q(x.1)
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5.1.2 Moduri proprii de vibratie

In cazul vibratiilor libere ¢(x,7)=0. Intereseaza conditiile in care v(x, )
defineste o miscare armonica sincrona

v(x, t)=V(x)sin(wr +¢). (5.5)
Inlocuind solutia (5.5) in ecuatia (5.4), rezultd pentru ¢ =0
4
d—Z—wzﬂVzo. (5.6)
dx El,
Ecuatia (5.6) este de ordinul patru deci solutia generala (exceptand
miscarile de corp rigid) are forma
V(x)z B,sinax+B, cosax+Byshax+B,chax (5.7)

unde

a =" —. (5.8)

Cele patru constante de integrare se determind din conditiile la limita. Cele
trei conditii de rezemare clasice includ: a) capatul simplu rezemat sau articulat,
pentru care deplasarea transversala si momentul incovoietor sunt zero; b) capatul
incastrat sau fixat, pentru care deplasarea transversala si rotirea (panta liniei
elastice) sunt zero; c) capatul liber, pentru care momentul incovoietor si forta
taietoare sunt zero. Pentru o bara de sectiune constanta, aceste conditii se exprima
in functie de ¥(x) dupa cum urmeaza:

a) La un capat simplu rezemat:

V=0 si d’V/dx*=0. (5.9)
b) La un capat incastrat:

V=0 si dV/dx=0. (5.10)
c¢) La un capat liber:

dr/dx* =0 si d*v/dx’ =0. (5.11)

Impunand cate doud conditii la fiecare capit se obtine un sistem de patru
ecuatii omogene. Solutia nebanala se obtine anuland determinantul coeficientilor.
Dezvoltarea determinantului conduce la o ecuatie transcendentd in a/ ale carei

solutii inlocuite in (5.8) conduc la expresia pulsatiilor proprii

o, =(a,)? EIZ4. n=1,23,... (512
p Al
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si Inlocuite in (5.7) conduc la functiile care definesc formele proprii de vibratie.

Deoarece ecuatia (5.6) este omogend, fiecare functie modald ¥, (x) poate

descrie doar deplasari relative ale diferitelor sectiuni ale barei, si nu deplasari
absolute. La fel ca la sistemele discrete, procesul de atribuire a unor valori absolute
functiei ¥, (x) se numeste normalizare, si consti din inmultirea cu o anumita

constantd. Alegerea acestei constante este arbitrard. Astfel, se poate atribui o
valoare egald cu 1 deplasarii dintr-o anumita sectiune. Pentru reprezentarea grafica
a formei mai multor moduri proprii, se da o valoare egald cu 1 deplasarii relative
maxime din fiecare mod de vibratie. O altd metodd constd din normalizarea
formelor modale astfel incat sd aiba o masd modala egald cu 1.

In continuare, se vor determina pulsatiile proprii si formele proprii de
vibratie pentru cateva cazuri particulare de rezemare.

’ w
050
2 D —— FA

0,333 __ 0667

e
025 050 __075
4 PLCJQ%A
Fig.5.2

5.1.2.1 Ambele capete simplu rezemate

La o bard simplu rezematd la capete (fig. 5.2), conditiile la limitd sunt
V=0 si sz/dx2 =0 la x=0 si la x=/. Inlocuind conditiile la x=0 in
expresia (5.7) rezultd

0=B,+B,si0=-B,+B,.
Astfel B, =B, =0.
Aplicand conditiile la x =/, rezulta
0=B;sinal+Bsyshal si 0=-B;sinal+B;shal.
Singura solutie nebanala este B; =0 si sinal =0, deci
al=nr, n=1273... (5.13)

Primele patru radacini ale ecuatiei (5.13) sunt

a,l=3142; 6283, 94255 12,566. n=1234.
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Pentru o bard cu sectiune constantd, simplu rezemata la capete, pulsatiile
proprii sunt

4
wﬁ:(ﬂj EL o123 (5.14)
l pA

iar formele proprii sunt date de

V,(x)=C sin ni;x ,

unde C este o constanta arbitrara.

Formele primelor patru moduri de vibratie, pentru n =1, 2, 3, 4, si pozitiile
punctelor nodale corespunzatoare sunt prezentate in fig. 5.2.

4 ——

a 0783
2
Il 0,504 0,868

i 0,358 0644 0506

Fig. 5.3

5.1.2.2 Bara in consola

Alegénd originea axei x in incastrare, si aplicand conditiile la limita (5.10)
si (5.11), rezulta:

La x=0,dV/dx=0. 0=B,+B;.
La x=0¢, d*V/dx? =0.
0=-B,sinal—-B, cosal+Byshal+B,chal.
La x=0¢, d*V/dx* =0.
0=-B,cosal+B,sinal+B;chal+B,shal.

Cele patru ecuatii liniare omogene de mai sus au o solutie nebanala daca se
anuleaza determinantul coeficientilor
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0 1 0 1
1 0 1 0 B
—sinal —cosal shal chat|

—cosal sinal chal shal
de unde rezulta ecuatia pulsatiilor proprii
cosal-chal=-1. (5.15)
Primele cinci solutii ale ecuatiei (5.15) sunt
a,l=1875 4,694, 78555 10996, 14137. n=127345. (5.16)
Pentru n > 5 valorile solutiilor pot fi aproximate prin

ol = 2n2—1

. (5.16, a)

Inlocuind B, =-B, si By=-B, in ultimele doud conditii la limit3,

rezulta
B, (sina/ +sh a€)+Bz (cosal+chal)=
B, (cosal +chal)-B, (sinal—shal)=

0;
0.

Egaland cu zero determinantul coeficientilor ecuatiilor de mai sus se obtine
ecuatia pulsatiilor proprii (5.15). Exprimand B,, B3 si B, in functie de B, =C,

se obtine functia care descrie forma modului de ordinul 7

14

n

(x)=C[chax—cosax—k, (shax—sinax)] (5.17)
unde

g, = chalrcosal n=1,23.. (518)
shal+sinal

Formele primelor patru moduri proprii de vibratie §i pozitiile punctelor
nodale respective sunt prezentate in fig. 5.3.

5.1.2.3 Bara libera la capete
La o bari libera la capete (fig. 5.4), conditiile la limita sunt
v"(0)=0, V" (0)=0, ¥"(¢)=0, V" (¢)=0. (5.19)

Cu metoda utilizatd in exemplele precedente si aplicand conditiile la limita
(5.19) se obtine ecuatia pulsatiilor proprii
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cosal-chal=+1.
Primele patru radacini ale ecuatiei (5.20) sunt
a,l=4,730; 7.853; 10,996, 14,137. n=1,23,4
Pentru n >4 valorile solutiilor pot fi aproximate prin

an£=2n—l
2

T.

0,224 0,776

L/-‘_'_"\l
132 050 086

0,094 0356 0644 _ 0906
7&%
00734 0,277 050 0723 0,927
f%awz

(4 2 - & I A

Fig. 5.4

Formele proprii sunt date de

v, (x)=C[shax+sinax—kn (chax-l—cosax)]
unde

kn:shaﬁ—smaE’ n=123 ..
chal—cosal

267

(5.20)

(5.21, a)

(5.21, b)

(5.22)

Formele primelor patru moduri proprii de vibratie si pozitiile punctelor

nodale respective sunt prezentate in fig. 5.4.

Ecuatia (5.6) admite alte doud solutii care satisfac conditiile la limita

(5.19), anume
V(x) = B = const., V(x) =B x+B;.

Acestea definesc modurile de vibratie “de corp rigid”. Prima corespunde
translatiei verticale, a doua — rotatiei in plan vertical, ambele avand pulsatia proprie

nula.

5.1.2.4 Bara incastrata la capete

La o bara incastratd la ambele capete (fig. 5.5), conditiile la limitad sunt

v(0)=0, ¥'(0)=0, ¥(¢)=0, ¥'(¢)=0.
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Ecuatia pulsatiilor proprii este (5.19) iar pulsatiile proprii sunt date de

. 2n-1
a,l=47730;7.853,10,996,14137, pentru n=1,23,4, st a,l= "

7 pentru

n>4.

AN
=

—_—

ﬂ 050 _—~ ﬁ

0,359 641
0278 050 0722

I~

Fig. 5.5

L

£ W M

Formele modurilor proprii sunt date de

V, (x)zC[chax—cosax—kn (shax—sinax)] (5.23)

unde

_chat-cosal n=1,23,... (524)

" shal-sinal’

Formele primelor patru moduri proprii de vibratie si pozitiile punctelor

nodale corespunzatoare sunt prezentate in fig. 5.5.

|4

0558
0,386 0692
0294 0,529 0765

I~

Fig. 5.6

5.1.2.5 Un capat incastrat si un capat liber

Cand bara este Tncastratd la un capat si libera la celalalt (fig. 5.6), conditiile
la limita sunt

v(0)=0, ¥'(0)=0, ¥(¢)=0, ¥"(¢)=0.

Ecuatia pulsatiilor proprii este



5. SISTEME CONTINUE 269

thal=tgal. (5.25)
Primele patru radécini ale ecuatiei (5.25) sunt
a,l=3927; 7,069, 10,210, 13,352. n=1,2734.

Pentru n > 4 valorile solutiilor pot fi aproximate prin

an€:4n+1
4

Formele modurilor proprii sunt date de

. (5.26)

Vn(x)=C[chax—cosax—kn(shax—sinax)] (5.27)

unde

_chal—cosal n=1,273,... (528)

" shal—sinal’

Formele primelor patru moduri proprii de vibratie si pozitiile punctelor
nodale corespunzatoare sunt prezentate in fig. 5.6.

5.1.3 Ortogonalitatea functiilor proprii

Ca la toate sistemele vibratoare neamortizate, functiile proprii ale barelor
cu masi si elasticitate distribuite sunt ortogonale. In cazul general al barelor cu
sectiune variabila, acestea sunt ortogonale in raport cu o functie de ponderare
m(x), unde m(x)= pA(x) este masa pe unitatea de lungime. Modulul de rigiditate

la incovoiere se noteaza EI(x).

Considerand modurile de indice r si s, se poate scrie
(ELV!)"-? mV, =0, (5.29)
(ELV!)"-0?mV, =0. (5.30)

Inmultind ecuatiile (5.29) si (5.30) cu V, sirespectiv V., si integrand de la
0la ¢ rezulta

O C—y

0
(ELV)"V,dv=a] [ V,V,mdx, (5.31)
0

O —_—

l
(ELV)"V, dv=] [ V¥, mdx. (5.32)
0
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Scazand ecuatia (5.32) din (5.31) rezulta
‘ ¢
(wf - a)f) j V.V.mdx = j [(E1v!)V,—(EIV])"V,]dx. (5.33)
0 0
Integrand prin parti membrul drept al ecuatiei (5.33) se obtine

4
(@2 =02) [ vov,max={ [V (E1V )=, (EIVIY 1= E1(rvi-vivl) o, (5.39)
0

Membrul drept al ecuatiei (5.34) se anuleazd daca, la capetele barei, se
aplica cel putin una dintre urmatoarele perechi de conditii la limita:

V=0, V'=0,
V=0, EIV'=0,
(5.35)
v'=0, (EIV")=0,
EIV"=0, (EIV")=0.

Presupunédnd cd una dintre perechile de conditii la limita de mai sus se
aplica la fiecare din capete barei, ecuatia (5.34) se reduce la

¢
I m(x)V,(x)V,(x)dx =0, r#s. (5.36)
0

Ecuatiile de tipul (5.36) se numesc relatii de ortogonalitate intre functiile
proprii ale barei. Se spune cd functiile V. (x) si bV (x) sunt ortogonale (intre ele) in

raport cu functia de ponderare m(x).

La o bara de sectiune constanta, relatia (5.36) devine

[ 7.() 7 (x)dr =0, r#s. (5.36, )

De asemenea, la o bara cu o combinatie oarecare intre conditiile la limita
de mai sus (simplu rezemata, incastrata sau libera)

¢
IEI(x)V,"(x) V'(x)dx=0, r=#s.
0
Relatiile (5.36) pot fi utilizate la determinarea raspunsului liber cu conditii
initiale date.
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5.1.4 Grinzi continue

La calculul pulsatiilor proprii ale barelor pe mai multe reazeme, tronsonul
dintre doud reazeme este considerat ca o bara separatd, cu originea in reazemul din
stanga. Ecuatia (5.7) se aplica fiecarui tronson.

La capetele barei, sunt aplicabile conditiile la limitd corespunzatoare
tipului de rezemare. Pe fiecare reazem intermediar sdgeata este nuld. Deoarece bara
este continud, pantele si momentele Incovoietoare la stAnga si la dreapta reazemelor
intermediare sunt egale. Saltul fortei taietoare este egal cu reactiunea din reazem.

in Tabelul 5.1 se dau valorile lui ¢,/ din relatia (5.12) pentru calculul

primelor cinci pulsatii proprii ale grinzilor continue de sectiune constanta si cu
deschideri egale.

Tabelul 5.1
Configuratia barei Numir de Modul
deschideri L | 2 [ 3 | 4 [ S
Rédacinile ecuatie caracteristice

1 3,142 | 6,283 | 9,425 | 12,566 | 15,708

2 3,142 | 3,927 | 6,283 | 7,069 | 9,425

3 3,142 | 3,550 | 4,304 | 6,283 | 6,692

4 3,142 | 3,393 | 3,927 | 4,461 | 6,283

== A 5 3,142 | 3,299 | 3,707 | 4,147 | 4,555
?%E % E% % ¢ 6 3,142 | 3,267 | 3,550 | 3,927 | 4,304
7 3,142 | 3,236 | 3,456 | 3,770 | 4,084

8 3,142 | 3,205 | 3,393 | 3,644 | 3,927

9 3,142 | 3,205 | 3,330 | 3,550 | 3,801

10 3,142 | 3,205 | 3,299 | 3,487 | 3,707

11 3,142 | 3,173 | 3,267 | 3,424 | 3,613

12 3,142 | 3,173 | 3,267 | 3,393 | 3,550

Pulsatiile proprii ale grinzilor continue cu deschideri egale formeaza
grupuri cu valori apropiate Intre ele, numarul pulsatiilor dintr-un grup fiind egal cu
numarul deschiderilor barei. Aceasta este o proprictate a asa-numitelor “sisteme
periodice”. In fig. 5.7 se prezintd formele modurilor proprii de vibratie pentru
primul grup de pulsatii proprii plus prima pulsatie proprie din grupul urmator la
grinzi continue cu doua, trei, patru si respectiv cinci deschideri egale.
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Exemplul 5.1

Sa se stabileascad ecuatia pulsatiilor proprii la o bard cu doud deschideri
inegale, simplu rezemata la capete.

Rezolvare. Pentru primul tronson, de lungime /,, solutia (5.7)se scrie
" (xl )= Ay sinax|+Bjcosax;+C;shax,;+D, chax,

iar pentru al doilea tronson, de lungime ¢, , are forma
v, (x2 )= A, sinax, +B, cosax, +C,shax, + D, chax,.

Pe baza conditiilor la limita si de continuitate

n0)=1(0)=0, %(r,)=10)=0, ¥/()=75(0),
Vl"(fl)szﬁ(O)a Vz(fz)szﬂ(fz):O

se stabilesc urmatoarele cinci relatii intre constantele de integrare

Aysinal ;+C;shal =0,

Aycosal +Cichal-A4,-C,=0,
—A4;sinal | +Cyshal,-2D, =0,

Ay,sinal,+Cyshal,+D, (chaEZ —cosafz)zo,
—A,sinal,+C,chal, +D, (chafz +cosa€2)=0.

Sistemul de ecuatii de mai sus are solutii nebanale dacd determinantul
coeficientilor necunoscutelor 4,, C,, 4,, C, si D, este egal cu zero. Din

aceasta conditie se obtine ecuatia pulsatiilor proprii

shual-sh(l—u)al-sinal—sin yal-sin(l—p)al -shal =0,

incares-anotat u=/0,/0 si (=0, +/(,.

5.1.5 Conditii la limita naturale

Efectul fortelor si momentelor concentrate, al reazemelor elastice si al
maselor concentrate poate fi introdus prin conditiile la limitd naturale bazate pe
ecuatiile (5.1) si (5.2), care definesc momentul incovoietor si forta tdietoare in
sectiunea respectiva. Dupd caz, acestea sunt utilizate impreund cu conditiile la
limita geometrice, care definesc deplasarea laterala (sageata) si panta liniei elastice
(rotirea sectiunii).
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5.1.5.1 Forte si momente concentrate

Conditiile la limitd naturale se stabilesc cel mai usor pe baza conditiilor de
continuitate care definesc saltul momentului incovoietor si al fortei taietoare in
sectiunile unde sunt aplicate un moment concentrat sau o forta concentrata.

M
—f—— ! —_— T ; ————— =-
==
M, M M, — 7;___‘7;, _
E) C@@ CE Ll 1F T,
4 b
Fig. 5.8

Din fig. 5.8, a rezulta relatia intre momentele incovoietoare la dreapta M,

si la stanga M sectiunii In care se aplici momentul M
M;=M,-M. (5.37)

Din fig. 5.8, b rezulta relatia intre fortele tdietoare la dreapta 7, si la

stanga T sectiunii in care se aplica forta F

T,=T,+F. (5.38)
Daca relatiile (5.37) si (5.38) se aplica la capatul din stinga al unei bare,
atunci M =0 si T, =0, iar dacd se aplicd la capatul din dreapta, atunci M; =0
Sl Td = O .

I, cos ot MOCOS ot
,4 ¢ | C—
\
£/2 £/2
a b

Fig. 5.9

Astfel, la bara din fig. 5.9, a, la capatul din dreapta M =0 si
F =—F,coswt , deci conditiile la limita se scriu

EIv"(¢)=M(r)=0,
(5.39)

ElI0"(1)=T(¢)=~F = Fycosot,  v"(¢)= %COS@L

La bara din fig. 5.9, b, la mijlocul barei, conditiile la limita sunt
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v’[ﬁJ =0,
2

M M
EIv" £ =M L =—M=——°cosa)t, v" 4 =——2Lcoswt.
2 2 2 2 2 2ET

5.1.5.2 Reazeme elastice

In reazemele elastice liniare, reactiunile sunt proportionale cu deplasarile
corespunzatoare. La un arc de translatie de rigiditate &, forta este proportionala cu
sageata, ' =—kv . La un arc de rotatie de rigiditate K, momentul este proportional

curotirea, M =—-Kv'.
Conditiile de continuitate (5.37) si (5.38) se scriu
Elvj=EIv] kv, (5.41)
Elv;=EIv.+Kv'. (5.42)

Acestea se particularizeazd la capetele barei prin anularea termenului
respectiv. Pentru capatul din stdnga conditiile la limitd sunt date in fig. 5.10, a iar
pentru capatul din dreapta — in fig. 5.10, b.

14 EI
k § EIv"(0)=—kv(0) %k EIv"(¢)=kv(r)
El EI

K ng EIv"(0)=Kv'(0) K EIV"(¢0)=-Kv'(¢)

Fig. 5.10

5.1.5.3 Mase concentrate

Pentru o greutate atasata barei, de masa m si moment de inertie masic J,
conditiile de continuitate (5.37) si (5.38) se scriu

EIV) =EIv"—mib, (5.43)
EIVy =EIV +J%'. (5.44)

Expriménd acceleratiile in functie de deplasari, rezulta
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EIV" = EIv'+mo’v, (5.43,q)

EIv, = EIv! —Jov' . (5.44,0)

fnlocuind »? din relatia (5.8), se obtine

1 m
— vl =—0v'+(al v, 5.43.,b
0!3 d 0!3 s ( )pAf ( )
I Y (7) ey (5.44,b)
a a pAl” @

Relatiile de continuitate se particularizeaza la capetele barei prin anularea
termenului respectiv. Pentru capétul din stdnga conditiile la limita sunt date in fig.
5.11, a iar pentru capatul din dreapta — in fig. 5.11, b.

m 1 L] m

Ce= En"(0)=-mi(0) =0 ETv"(¢) = m(¢)

! [% EIv"(0)=J%'(0) é} / EIv"(0)=—-J%'(¢)

a b
Fig. 5.11

Exemplul 5.2

O bara prismatica cu lungimea ¢ si modulul de rigiditate la incovoiere EI
este articulata la un capat si simplu rezemata pe un arc de rigiditate k& — la celalalt
capat (fig. 5.12). Sa se determine ecuatia pulsatiilor proprii ale vibratiilor

3
transversale ale barei si primele doud pulsatii proprii pentru cazul cand L 1.

Rezolvare. Se utilizeazd solutia ecuatiei de miscare (5.7). La x=0,
sigeata si momentul incovoietor sunt nule, ¥(0)=0 si ¥"(0)=0. Rezulta

La x =/, momentul incovoietor este zero iar forta taietoare este forta din

arc, proportionald cu sigeata, V"(¢)=0 si V"’(E):%V(E). Rezulta un sistem



5. SISTEME CONTINUE 277

algebric omogen cu necunoscutele B, si B;. Anuland determinantul coeficientilor
se obtine ecuatia pulsatiilor proprii

) ~ 3
sina/lchal —cosalshal (a£)3 :ki (5.45)

2sinalshal

3
Pentru % =1, rezultd (aﬂ)l =1310 si (0{6)2 =3,943, deci primele doud

1716 [EI 15547 [EI
| = 52 _A . Wy = ) _A .
P ? \p

pulsatii proprii sunt

y EI N el P )
Fig. 5.12 Fig. 5.13
Exemplul 5.3

Sa se determine ecuatia pulsatiilor proprii ale vibratiilor transversale ale
unei bare cu lungimea 2a si modulul de rigiditate la incovoiere £/, rezemata la

capete pe arcuri de rigiditate £ (fig. 5.13).

Rezolvare. Se utilizeaza solutia ecuatiei de miscare (5.7). Cu originea
axelor de coordonate la mijlocul barei, conditiile la limita se aplicd pentru
jumatatea din dreapta a barei.

Pentru modurile simetrice de vibratie, la x =0, panta si forta tdietoare sunt
nule, ¥'(0)=0 si ¥"(0)=0.Rezultd B, =B; =0.
La x =a, momentul incovoietor este zero iar forta taietoare este forta din

arc, proportionald cu sigeata, V"(a)=0 si V"(a)= k (a). Rezulta

—V
El
—B,cosaa+B,chaa=0,

a’ (B2 sinaa + B, shaa )=%(Bz cosaa+ B, chaa ) .

Anuland determinantul coeficientilor lui B, si B, se obtine ecuatia
pulsatiilor proprii ale modurilor simetrice de vibratie
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) 3
sinaachaa+cosaashaa (aa)3 :ki‘ (5.46)
2cosaachaa El

Aceasta corespunde barei incastrate in capdtul din stinga si rezemate
elastic in capatul din dreapta.

Pentru £ =0, din (5.46) rezulta ecuatia pulsatiilor proprii pentru modurile
simetrice ale barei libere la capete

tgaa+thaa=0.
Pentru k£ —> oo, din (5.46) se obtine ecuatia pulsatiilor proprii pentru
modurile simetrice ale barei simplu rezemate la capete

cosaa=0.

Pentru modurile antisimetrice de vibratie, la x =0, sageata si momentul
incovoietor sunt nule, ¥(0)=0 si ¥"(0)=0, ca la problema precedenti. Deci
ecuatia pulsatiilor proprii pentru modurile antisimetrice se obtine din (5.45)
inlocuind / =a.

Pentru £=0, rezulta tgaa—-thaa=0, iar pentru k— o, se obtine
sinaa=0.

Exemplul 5.4

O bari 1n consold, cu lungimea ¢, modulul de rigiditate la incovoiere E/
si masa pe unitatea de lungime pA, are atasatd in capatul liber o greutate de masa
m si moment de inertie masic J (fig. 5.14). Sa se determine ecuatia pulsatiilor
proprii ale vibratiilor transversale ale barei.

Rezolvare. Se utilizeazi solutia ecuatiei de miscare (5.7). In incastrare, la
x=0, sigeata i rotirea sunt nule, ¥(0)=0 si ¥'(0)=0. Rezulta B, =-B, si
By =-B,.

La x =/, conditiile la limita se scriu

Lyn(0)=—u (@t (0),

a
1 " 3 1 '
—V"(0)=B (at)] =7'(0),
a a
unde s-a notat
J
p=-"o,  p=
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Rezultd un sistem algebric omogen cu variabilele B, si B,. Anuland
determinantul coeficientilor se obtine ecuatia pulsatiilor proprii

4
= plat) + 4B igat - that)- Blatf(teat - that)=0.
cosalchal
Prin particularizare, inlocuind £ =0, se obtine ecuatia pentru bara cu o
masa concentratd, cu moment de inertie neglijabil
1+cosalchat 1

—=u. 5.47
sinafchal —cosalshal of H ( )

Pentru =0 si u =0 rezultad ecuatia pulsatiilor proprii ale barei fard masa
in capat (5.15).

m’J _m,J
EI } Kg E’}{ 21{
¢ 3 L2 | 42 é
Fig. 5.14 Fig. 5.15

Exemplul 5.5

O bara cu lungimea ¢, modulul de rigiditate la incovoiere EI si masa pe
unitatea de lungime p A, este rezemata la capete pe arcuri torsionale de rigiditate K

si are atagatd la mijloc o greutate de masd m $i moment de inertie masic J (fig.
5.15). Sa se determine ecuatiile pulsatiilor proprii ale vibratiilor transversale
simetrice si antisimetrice ale barei.

Rezolvare. Ecuatia pulsatiilor proprii ale modurilor simetrice de vibratie
este

m ol . ol aly Kl| m al al 2 al al
—— | th——-tg— |+ —| ——| 1-sec—sech— |+ —| th—+tg— | |[=-2.
pAL 2 2 2 ) 2EI| pAl 2 2) at 2 2

Ecuatia pulsatiilor proprii ale modurilor antisimetrice de vibratie este
al | af atY 47 K[ 2 ol ol

sin—sh—q2+|| — ———| — ||| cotg— —coth— |+ +
22 2) pat® 2EI\ ot 2 2

2
+—K£ 4J a_fj (cosa—fcha—f—lJzo.
2EI pari\ 2 22
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5.1.6 Raspunsul la excitatie armonica

La o bara solicitata de o fortd sau un cuplu cu variatie armonica in timp,
raspunsul dinamic poate fi calculat utilizdnd solutia pentru bara fard sarcini
exterioara distribuitd, introducand excitatia printr-o conditie la limita.

Pentru exemplificare se considerd o bara libera la capete.

Yy
Iy coswt

Y

SIEN
(STEN

Fig. 5.16

Incarcare simetrica

Se considera o bara liberd la capete, actionatd de o fortd armonica
Fysinwt aplicatd la mijlocul barei (fig. 5.16).

In regim stationar, solutia se alege de forma
v(x, t)=Y(x) cos wt, (5.48)
in care @ este pulsatia excitatoare. Din relatia (5.4) rezulta

Y(x)=C, sinax+C, cosax+Cyshax+C,chax (5.49)

unde
ot = P4 (5.50)
EI
Pentru jumatatea din stdnga a barei, conditiile la limita sunt
Y"(0)=0, ¥Y"(0)=0, Y'(¢/2)=0, EIY" (¢/2)=F,/2. (5.51)

Amplitudinea vibratiilor fortate Intr-o sectiune 0 < x < //2 este
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al . o
( ) F() Sh7—sln7 ( )
Yix)= [ sinax+shax)—
3
4Elc cha—gsina—ercosa—gsha—g
2 2 2 2 (5.52)
a al
cos—+ch7
R o, 7 (cosax+chax)]
ch—sin— +cos—sh—
2
Sageata dinamica la mijlocul barei este
al  of
3 3 1+cos—ch—
p[L)o ol (2 2 2 . (5.53)
2 16EI \ o/ haf al al | af

ch—sin— +cos—sh —
2 2 2 2

Anuland numitorul expresiei (5.53) se obtin pulsatiile de rezonanta.
Rezulta ecuatia

al al
th—+tg—=0. 5.54
5t (5.54)

a,l]2=2365; 5498 8639. n=1,23.
Valorile
(af),, =4730; (af),, =10996; (af), =17278; (5.55)

sunt radacinile ecuatiei (5.20) corespunzatoare modurilor simetrice de vibratie.

Anuland numaratorul expresiei (5.53) se obtin pulsatiile de antirezonanta.
Rezulta ecuatia

1+cosZen ¥l — o, (5.56)
2 2
ale carei prime trei radacini sunt
a,l/2=1875; 4,694; 7855; n=1,23,

sau
(@) V=3750; (at)P=9388; (ar)P)=15710.



282

VIBRATII MECANICE

(af));

Diriving point receptance

(@?)' 2
(af) (at) (af)4
af
Fig. 5.17

Curba receptantei directe (in punctul de excitare) a barei libere la capete
din fig. 5.16 este prezentatd in fig. 5.17 in care s-a utilizat o scard verticala

logaritmica.

Incarcare antisimetrica

Se considera o bara de sectiune constantd, libera la capete, actionata de un
cuplu armonic M cosw¢ aplicat la mijlocul barei (fig. 5.18).

y

Fig. 5.18

=Y

Deplasarea lateralad are expresia (5.49). Pentru jumatate de bard, conditiile

la limita sunt

Y"(0)=0, Y"(0)=0, Y'(¢/2)=0, EIY" (¢/2)=-M /2. (5.57)

Amplitudinea vibratiilor fortate intr-o sectiune 0<x<//2 este
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af al
M, cos7+ch—
Y(x)= 5 [ / 7 7 (sinorx +shax)—-
4ELa” Loy X0 Gn @ _cos Pogh &
22 2 (5.58)
74 al
sm7+sh7
o ol 7 7 (cosax+chax)]
ch—sin— —cos—sh—
2 2 2

Anuland numitorul expresiei (5.58) se obtine ecuatia pulsatiilor

al al
th——tg—=0. 5.59
S 8 (5.59)

an€/2 =27365; 5498; 8,639. n=1273.
Valorile

(af),, =3927; (af),, =7,069; (af),, =1021; (5.60)

sunt radacinile ecuatiei (5.20) corespunzatoare modurilor antisimetrice de vibratie.

Daca bara este actionatd de o fortd armonica F,cosw? aplicatd intr-o
sectiune oarecare, sarcinile echivalente aplicate la mijlocul barei sunt o fortd si un

cuplu, deci raspunsul fortat se poate obtine prin insumarea solutiilor (5.52) si
(5.58). Pulsatiile de rezonanta au expresia (5.12)

2 [ El
w, =(a,) pAz4 n=1,2,3,...

unde «,/ este dat de (5.52) si (5.57). Se observa ca

Qg =Q1, Qg =0, Aoy =03, Uy =0y, U3, =05, O34 =Ug,

Aceasta se explica scriind ecuatia (5.20) sub forma

1—tg2a7€ 1+th> %t
. :1
1+t %l mm2 9
2 2
care se mai scrie

5.20,
5 (5.20,a)

tga—€+tha—€ tga—g—tha—g =0.
2 2 2

283
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Anuland fiecare factor se obtin ecuatiile pulsatiilor proprii (5.54) si (5.59).

Exemplul 5.6

O bara prismatica cu lungimea 2a si modulul de rigiditate la incovoiere
El este rezemata la capete pe arcuri de rigiditate £ (fig. 5.19) si solicitata la
mijlocul deschiderii de o fortd armonica transversald F' = Fcosw?. Se cere sa se

calculeze expresia amplitudinii vibratiilor barei in punctul de aplicatie al fortei.

&

EI y

Fcos ot

a a

-l
Bl

Y

Fig. 5.19

Rezolvare. Deoarece forta F' excitd doar modurile simetrice de vibratie,
se poate considera doar jumatatea din dreapta a barei, alegand originea axelor de
coordonate 1n mijlocul acesteia.

In regim stationar, solutia ecuatiei de miscare este de forma (5.45) in care
deplasarea transversala Y’ (x) este datd de (5.46). Conditiile la limitd sunt

Y'(0)=0, EIY" (0)==F,/2, Y"(a)=0, EIY" (a)=kY(a).
Sageata dinamica la mijlocul barei este

(0)= Foa® 1 1+ cosaachaa + k (sinaa chaa — cosaashaa)
4E1 (aa)3 l(
2

, (5.61)
sinaa chaa — cosaashaa)— k cosaa chaa

unde s-a notat

k
K=—.
a’ET

Prin anularea numitorului expresiei (5.61) se obtine ecuatia pulsatiilor
proprii pentru modurile simetrice de vibratie (5.46).

Pentru x =0 se obtine expresia (5.53) stabilitd pentru bara libera la capete.
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5.2 Vibratiile longitudinale ale barelor

Se considera o bara cu sectiunea transversala constantd A4 si densitatea p,
in care apar deplasari longitudinale u =u (x, t) datorita fortelor axiale. in fig. 5.20

se prezinta fortele care actioneaza asupra unui element infinitezimal de lungime dx
detasat din bara.

N — — N + a—Ndx
Ox

B e
X

— U —

dm iy -—

du
dx+ax dx

Fig. 5.20

Ecuatia de miscare in directia x este
2
N+6—Ndx —N—(pAdx)a—uzo ,
Ox or’
oN _ 0%

i -, 5.62
o P % (5.62)

unde u este deplasarea 1n sectiunea x.

In sectiunea x+dx deplasarea este u+(0u/0x)dx . Alungirea specifica
axiald este &, =0u/Ox, tensiunea normald axialdi o, =FOu/0x, unde E este
modulul de elasticitate longitudinal al materialului barei. Alungirea specifica poate
fi exprimata in functie de forta axiala N sub forma

u_N . (5.63)
ox EA

Combinand ecuatiile (5.62) si (5.63) rezultd ecuatia diferentiald a
vibratiilor longitudinale libere

—=§ o (5.64)
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Constanta ¢ =./E/p este viteza de propagare a undelor longitudinale in

lungul barei.

Intereseazd in ce conditii poate avea loc o miscare armonica sincrona
definitd printr-o solutie de forma

u(x,t)=U(x) sin (et +¢). (5.65)
Inlocuind solutia (5.65) in ecuatia (5.64) rezulta
2
d (2J+,82U=0 (5.66)
dx
in care
Br=a?2 (5.67)

E

Solutia generald a ecuatiei (5.66) este
U(x)zClsin,BerCz cosfx. (5.68)

Cele doud constante de integrare C; si C, se determind din conditiile la
limita. La un capat fix, deplasarea este zero, u =0. La un capat liber, tensiunile si
deci alungirile specifice sunt nule, du/0x=0. Efectul unei mase sau al unui arc
atasate la capatul barei poate fi de asemenea introdus prin conditii la limita.

Bara libera la capete

La o bard libera la ambele capete, du/0x=0 la x=0 si x=/. Rezulta
C,=0 si, deoarece C, trebuie sd fie diferit de zero pentru a exista vibratii,
ecuatia pulsatiilor proprii (ecuatia caracteristicd) este

sinfl=0. (5.69)

Solutia ecuatiei (5.69) consta dintr-un numar infinit de valori proprii

pl=nr. n=1273,...

Pulsatiile proprii rezulta din (5.67)
®,=n— _|—, n=123,... (570)

iar formele modale sunt definite de functiile proprii

U, (x)z Ccosnﬂ'%,
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unde C este o amplitudine nedeterminata.

Réspunsul dinamic al unei bare cu masa si elasticitate distribuite poate fi
exprimat printr-o suprapunere de miscari in modurile proprii de vibratie ale barei.
Acestea sunt miscari armonice sincrone, la pulsatia proprie respectiva, in care toate
punctele vibreaza in faza (sau in opozitie), distributia spatiala a amplitudinilor fiind
definita de functia proprie. in aplicatii practice, seria infinitad este trunchiati la
modurile ale caror pulsatii proprii sunt cuprinse in domeniul de pulsatii de lucru ale
barei.

Matricea de rigiditate dinamica

Este util sa se compare matricea de rigiditate dinamica exactd pentru un
segment de bara in vibratii axiale (element articulat la capete) cu matricile obtinute
pe baza functiilor de forma statice, (4.32) si (4.38).

Notand u,,u,, deplasdrile nodale dinamice si f,, f,, fortele nodale

dinamice (pozitive in sensul pozitiv al axei x), ca in §4.2.1, conditiile la capete sunt

_L U'(r)= Q

U(0)=q,, U(t)=q,, U'(0)= R = (5.71)

Utilizand solutia (5.68) rezulta

94 0 1 C, fi -1 0 C,
= . b = EAﬂ . 2
q, sin B¢ cospBl||C, /> cos Bl —sinpBl||C,
si, pentru sinfl =0,
fi _ EAp cotgBl  —cosecfl | [q, ,
/2 —cosecBl cotgBl ||q»
astfel Incat matricea de rigiditate dinamica este

cotg 5/ —cosecﬁq ‘ (5.72)

k: |=EA
[ din ] p {— cosecBl!  cotgfl

Din dezvoltarea in serie Taylor, limitatd la trei termeni, a coeficientilor
matricii dinamice (5.72), se obtine

EA 5 pAl  403(pd)
EAfB cotg Bl =——— @ - -
peotgfit == 3 ASEA

ey
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3 2
— EAp cosecfl = —E—A—a)2 pAL ~o! 70 (p4) -
1 6 360E 4

In ambele dezvoltari, se observid ca primul termen este egal cu elementul

corespunzator din matricea de rigiditate (4.32) iar termenul al doilea este egal cu

elementul respectiv din matricea de masa coerenta (4.38) inmultit cu (— a)z),

ambele calculate utilizand functiile de forma statice (4.24).

Daca matricea de rigiditate dependenta de pulsatie este

L[ ol

iar matricea de masa coerentd dependenta de pulsatie este

B T R S

se constatd ca al treilea termen din seriile de mai sus provine din elementele
dependente de frecventa ale matricilor de masa si de rigiditate.

5.3 Vibratiile torsionale ale barelor

Ecuatia de miscare a unei bare in vibratii torsionale este similard cu cea
pentru vibratiile longitudinale stabilita in paragraful precedent si are forma

0’0 p %0

ox* G ar*’
unde 6 este unghiul de rasucire in sectiunea x si G este modulul de elasticitate
transversal al materialului barei.

(5.73)

Pentru calculul modurilor proprii de vibratie se cautd solutii armonice de

forma
0 (x,1)=0(x)sin(wt+¢). (5.74)
Inlocuind in ecuatia (5.73), se obtine
e
—+y°0=0 (5.75)
dx?
unde

2 2 P
=w . 5.76
/4 G (5.76)
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Solutia generald a ecuatiei (5.75) este
@(x)zClsin}/erCz cosyx. (5.77)

Constantele de integrare C si C, se determind din conditiile la limitd. La

un capat fix unghiul de rasucire este zero, #=0. La un capit liber, 06/0x =0

(caci unghiul de rasucire produs de un moment de torsiune M este
d0=Mdx/GI,). Efectul momentelor concentrate, al arcurilor de torsiune si al

discurilor atasate de bara poate fi de asemenea introdus prin conditii la limita
naturale.

Bara fixa la un capat si libera la celalalt capat

La x=0, =0, si la x=/¢, 00/0x=0. Rezulta C,=0 si ecuatia
pulsatiilor proprii
cosyl=0. (5.78)
Ecuatia (5.78) are un numadr infinit de solutii de forma
2n—-1
2

Vvl = . n=1273,...

Pulsatiile proprii sunt date de

o =2IZ G 03 (5.79)
2 t\p

iar formele modurilor proprii de vibratie sunt definite de
2n-1 _x
72'_

!
unde C este o amplitudine unghiulard nedeterminata.

o, (x) =Csin

Matricea de rigiditate dinamica

Prin analogie cu vibratiile longitudinale, matricea de rigiditate dinamica a
unui element de bara solicitat la rasucire este

cotg y¢  —cosec y/
[kjm]zGlty{ 7 ’ } . (5.80)
—cosec ¥yl  cotg y/

unde y este dat de (5.76) iar GI, este modulul de rigiditate la rdsucire. Aceasta

matrice exprima momentele de rasucire dinamice nodale 1n functie de unghiurile de
rasucire dinamice nodale.
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Utilizand dezvoltarea in serie Taylor ca in §5.2, rezultd urmatoarele matrici
de rigiditate si de masa dependente de pulsatie

[ke]=%{l _1}+a)4(plt£)2 ! {1 7/8},

-1 1 45GI, |7/8 1

e:pltf 2 1 2 Ifz 2/ 1 7/8
[ ] 6 {1 2“0(’)’)45(;4 78 1|

5.4 Grinzi Timoshenko

Rezultatele obtinute Tn §5.1 sunt valabile pentru bare zvelte, la care se
neglijeaza inertia la rotatie si deformatiile produse de forfecare. Analiza vibratiilor
barelor care include aceste efecte, cunoscuta sub numele de teoria Timoshenko a
barelor, este prezentatd in partea a doud a lucrarii. In general, prin considerarea
acestor efecte rezultd pulsatii proprii cu valori mai mici decat cele obtinute din
relatia (5.6).

La o bard cu sectiunea constantd, simplu rezemata la capete, valorile
pulsatiilor proprii calculate cu relatia (5.14) au o eroare sub 5% dacd nr// <0,08,

unde r=,/I/A este raza de inertie a sectiunii transversale iar n este indicele
modal.

O particularitate a barelor de tip Timoshenko este existenta a doua pulsatii
proprii diferite pentru fiecare tip de forma deformatd a liniei elastice a barei.
Pulsatia mai mica se obtine pentru un mod de vibratie in care deformatiile datorite
incovoierii si forfecarii sunt in faza si se iInsumeaza pentru a da deformatia laterala
totald. Pulsatia mai mare corespunde unui mod de vibratie in care deformatiile de
incovoiere si cele de forfecare sunt in opozitie, iar deformatia laterald totala este
egala cu diferenta lor.

In teoria lui Timoshenko, ipoteza de baza se refera la forma sectiunii
transversale. Se presupune ca sectiunile plane rdman plane in timpul vibratiilor, dar
nu sunt perpendiculare pe axa deformata a barei, ci rotite cu un unghi de lunecare
specificd constant in toate punctele sectiunii (neglijand deplanarea datorita
deformatiilor de forfecare). Acest unghi se calculeazd pe baza unei suprafete
efective obtinute inmultind aria reala a suprafetei sectiunii transversale cu un factor
de forfecare care depinde de coeficientul lui Poisson al materialului si de forma
sectiunii barei.



6.
UNDE ELASTICE

In acest capitol se studiazi undele elastice in medii solide. Pentru
simplificarea expunerii, la Inceput se prezintd propagarea undelor in bare drepte,
deci Intr-un mediu elastic limitat, pentru care interpretarea fizicd a relatiilor
matematice este mai simpla. In continuare se trateazi undele intr-un mediu elastic,
izotrop, omogen si infinit, pornind de la ecuatiile generale ale miscarii in trei
dimensiuni, apoi intr-un semispatiu elastic omogen si intr-un semispatiu stratificat.
Prezentarea se bazeaza pe un text scris pentru lucrarea [20] (L. Fetcu, 1975). In
final se descriu pe scurt undele ghidate in placi omogene.

6.1 Propagarea undelor

O perturbatie produsa intr-un mediu continuu se propagd sub forma de
unde.

Daca unui punct i se impune o deplasare, el antreneazd prin fortele de
legdtura elastice si punctele invecinate. Dacd deplasarea este variabild in timp,
punctul respectiv devine sursd de miscare. Miscarea lui se transmite de la punct la
punct spre zonele neexcitate direct, aflate initial in repaus. Cu cat punctele sunt mai
indepartate de sursa, cu atat intrd mai tarziu in miscare. In felul acesta, miscarea se
propaga prin mediu cu viteza finita.

Este de asteptat ca solutiile ecuatiilor de miscare stabilite in cazul
vibratiilor sistemelor continue si descrie si fenomenul de propagare a miscarii
vibratorii, deoarece aceste ecuatii sunt deduse pe baza legilor mecanicii,
considerdnd aceleasi forte de legatura elastice care conditioneaza propagarea
miscarii.

De exemplu, vibratiile longitudinale armonice ale barelor prismatice sunt
descrise de o deplasare u (x, t) care poate fi scrisa sub forma

ul(x,)=X(x) T(¢), (6.1)
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unde X (x) este elongatia deplasirii axiale a punctelor din sectiunea x, iar T'(¢) este

functia care descrie variatia in timp a deplasarii sectiunii considerate. Forma (6.1) a
deplasarii permite fie analiza migcarii vibratorii a punctelor barei dintr-o sectiune
datd, fie determinarea distributiei deplasarilor in lungul axei longitudinale, la un
moment dat.

Particularizand solutia (6.1) pentru cazul unei bare libere la capete (v.
§5.2), in vibratie armonica (faza initiala nula)
u (x,t): apcosaxsinwt,

unde
2

w
az zﬁa)z :—,

E c
prin transformarea produsului de functii trigonometrice in suma, se obtine
u(x,t)=ay [sin(wt—ax)+sin(wt+ax)]=

=a [sing(ct—x)Jr Sil’lg(C[-‘r-X):|.
c c

Astfel deplasarea u(x,t) se poate scrie sub forma unei sume a doua functii
de cate o variabila

ulet)=r(5)+1(&), (62)
unde
S =ct—x, & =ct+x, (6.3)
f(&)=a, sin%f. (6.4)
Se considera componenta u,(x,¢) a deplasarii u(x,z), data de functia
/&)

uy (60)= f (ct—x),
pentru care se poate scrie sirul de egalitati evidente

uy (x,t)= f(ct+cAt—cAt—x )= fc(t+ At)—(x+cAt)|=u, (x + cAt,t + At)
sau, retindnd termenii extremi,

uy(,)=u, (x+Ax, 1+ At), Ax=cAt. (6.5)

Egalitatile (6.5) aratd ca deplasarea u,; (x,t) din sectiunea x se regaseste

dupa timpul A4¢ intr-o sectiune aflata la distanta Ax =cAt, deci aceastd valoare a
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deplasarii s-a propagat in lungul axei x, in sensul pozitiv, cu viteza constanta
c=\E/p.

Functia f (ct - x) defineste o unda progresiva. Caracterul de unda al unei
marimi (in acest caz — al deplasarii) este dat de forma argumentului & =ct—x si
nu de forma functiei f, care aratd ce tip de marime fizica se propaga. Prin unda
(6.4) se propaga o deplasare armonica.

In mod similar se arati ca functia f (ct + x) descrie propagarea deplasarii
in sensul negativ al axei, constituind o unda regresiva. Despre deplasarea u(x,t)

se spune ca se propaga prin unde. Miscarea vibratorie a punctelor mediului poate fi
deci privita ca o suprapunere de unde progresive si regresive.

f(x:to) A‘ xl _
Ly
X
\J > a
Ax =c At
f(x,ty+A1) A >

=Y

Y

X=X, +A4x

[
f oo

A

Fig. 6.1

Daci se fixeaza timpul #;, unda are o reprezentare datd de forma functiei
f (cto —x) considerata ca functie de x, adica f (x, to) (de exemplu, ca in Fig. 6.1,
a). Dupa timpul 4¢, deci la ¢, + At, deplasarea din sectiunea x; se regaseste In
sectiunea x, =x;+cAdt (Fig. 6.1, b). Deoarece viteza ¢ este independentd de
sectiunea x, forma f ( X, to) s-a translatat dupa timpul A4¢ cu distanta Ax =cAt,

fara sa se deformeze. Se spune ca unda se propaga in lungul axei x (in spatiu), cu
viteza constanta c.
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In lichide nevascoase si gaze se propagd unde de compresiune-rarefiere
(dilatare), prin care particulele se deplaseaza pe directia de propagare.

In solide elastice, interactiunile de forfecare produc si alte tipuri de unde.
In medii elastice nelimitate, se propagi unde longitudinale (unde P) si unde
transversale (unde S) in care particulele se deplaseazd pe directia, respectiv
perpendicular pe directia de propagare. La suprafata mediilor elastice se propaga
unde Rayleigh (unde R), in care particulele au traiectorii eliptice cu semiaxa mare
perpendiculara pe suprafata solidului.

In medii elastice limitate se propaga unde ghidate. In straturi de grosime
finita, dispuse deasupra semispatiului elastic, si in placi se propagd unde Love
(unde Q), in care deplasarea particulelor este paraleld cu suprafata stratului si
perpendiculara pe directia de propagare. In plici se propagi unde Lamb, in care
particulele se deplaseaza pe orbite eliptice 1n plane care contin normala la suprafata
placii si directia de propagare. Undele Stoneley sunt ghidate in lungul interfetelor
in medii stratificate. Undele ghidate sunt descrise prin moduri de unda, similare
modurilor proprii de vibratie ale elementelor structurilor de dimensiuni finite.

6.2 Unde longitudinale in bare prismatice

In bare prismatice se pot propaga trei feluri independente de unde:
longitudinale, torsionale si de incovoiere. Primele doud tipuri sunt descrise de
ecuatia undelor, fiind unde nedispersive, ale caror viteze nu depind de frecventa de
excitatie sau lungimea de unda. In continuare se studiazi doar undele longitudinale.

6.2.1 Ecuatia undelor. Solutia lui d’Alembert

Se considera ecuatia de miscare (5.52) pentru vibratiile longitudinale libere
ale barelor prismatice

—, ¢ =—, (6.6)

cunoscutd sub numele de ecuatie a undelor, pentru care se face schimbarea de
variabile data de relatiile (6.3):

& =ct—x, & =ct+x.

Exprimand derivatele functiei u (x,¢) in noile variabile, se obtine:



6. UNDE ELASTICE 295

C Ox

Qu_ 0 (oudg ouds)_ 0 ou, Ou\_du , du_  du
ox* 0x|0& ox 0& Ox 0& 0&) og 0505 of

u o oudE ouds) of ou  ou) o d%u *u  du
— = + =—|c—+c—|= 5 +2 +— |
ot 0t\0g ot 0g 0Ot g 04 o0&~ 0505, 0%

ot

Ecuatia (6.6) este astfel redusa la forma
o*u _
06,0,

numitd forma canonicd a ecuatiei undelor. Ea este satisfacutd de orice functie
u(&,&,) de tipul

0, (6.7)

u(&.&)=£E)+1£(&). (6.8)

Trecand la variabilele initiale, se obtine solutia lui d’Alembert pentru
ecuatia undelor

u (&, &)= flct—x)+ fy(ct+x), (6.9)

care exprima deplasarea u (x,t) ca suprapunerea a doua unde: o unda progresivda,
fi(ct=x), si o undd regresivd, f, (ct+x). Formele functiilor f; si f, nu sunt
impuse prin ecuatia (6.7); ele sunt determinate prin conditiile initiale si conditiile la
limita ale problemei.

Valorile succesive ale deplasarii u (x,t) in timp, formeaza fazele (etapele)
miscarii. Undele f; si f, prin care se propaga aceste faze se numesc unde de faza.
Despre punctele care au simultan aceleasi deplasari se spune ca sunt in fazd.

Daca deplasarea u (x,t) este datd, de exemplu, de o unda progresiva
u (x, t)=f1 (ct—x),

fazele miscérii sunt complet determinate de valorile argumentului functiei f;,

& =ct—x, care se numeste faza undei.

Punctele in care faza undei are aceeasi valoare & la un moment dat ¢,
formeaza o suprafatd de undd. Ecuatia suprafetei de unda este deci

cty—x=¢ =const.,
de unde, pentru ca si termenul ct, este constant, rezulta

x=cty—&, =xg. 6.10
0 1 0
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Expresia (6.10) este ecuatia unui plan normal pe axa longitudinala a barei,
deci suprafata de unda este plana, iar undele de acest tip se numesc unde plane.

Suprafata de unda (6.10), caracterizatd de faza &, se gaseste la timpul ¢,

in sectiunea x, a barei. La timpul ¢ ea se gaseste In sectiunea x;

X = Ctl - (:1 s
parcurgand distanta
Ax:xl — Xy :C(tl —to)

Rezulta ca suprafata de unda, de faza &, se propaga in lungul axei Ox cu
viteza constantd ¢, numitd vitfezd de fazd. Aceasta poate fi definitd ca variatia
pozitiei x, datd de (6.10), pentru ¢ variabil, cand & rdmane constant

_ Ox

== 6.11
¢=> (6.11)

Existd o infinitate de suprafete de undd, corespunzitoare infinitatii de
valori ale argumentului &;. Suprafata de unda care separa zona perturbata de zona

neperturbatd se numeste firont de unda.

O suprafata de unda trece succesiv prin diferite puncte materiale ale barei.
Directia de propagare a suprafetei de unda coincide cu directia de migcare a
punctelor materiale, care au in acest caz deplasari axiale. Undele pentru care
directia de propagare coincide cu directia de deplasare a punctelor materiale se
numesc unde longitudinale.

Viteza de miscare a punctelor materiale aflate la un moment dat pe o
suprafati de unda diferd de viteza de propagare a undei, c¢. Intr-adevar, viteza de
migcare este derivata in timp a deplasarii u (x,t). Pentru deplasarea data printr-o
unda progresiva, rezultd o viteza

_ou_0£04 _ 4N (6.12)

o0& ot d&

Deformatia specificd respectiva, &, , are expresia

_ou_0/0¢ __dh (6.13)

- b

Yoox o0& ox d&
deci, inlocuind &, = o, /E , rezultd pentru viteza

o

+C

(6.14)

U,=-¢.c=-
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Astfel, intr-o unda progresiva de dilatare (o, >0) punctele materiale se
miscd 1n sens invers directiei de propagare, iar pentru o undd de comprimare
(o, <0) - in acelasi sens.

Repetand rationamentul pentru miscarea propagata printr-o unda regresiva,
se obtine
o.c

=232 (6.15)

u ; Z

V:g

Viteza de miscare si viteza de propagare au acelasi sens in unde de dilatare,
si sensuri opuse — in undele de comprimare.

6.2.2 Unde armonice

Daca miscarea care se propagd prin unde este periodica (bara vibreaza
longitudinal), deplasarea u (x,t) pentru fiecare sectiune x este o functie periodica

de timp. Cand deplasarea este reprezentatd sub forma (6.9), aceastd conditie este
indeplinita daca functiile f; si f, sunt periodice in timp.

Fie T perioada miscarii. Din conditia de periodicitate n timp pentru unda
progresiva, rezulta cd Intr-o sectiune data x are loc egalitatea

filet=x)=fi[e(t+T)-x]. (6.16)

Deoarece unda s-a deplasat in timpul 7 pe distanta A =cT , aceeasi valoare
a functiei f; se regaseste in sectiunea x + A

fl(ct—x)zfl[ct—(x+/l)], (6.17)
deci unda este o functie periodica in spatiu, de perioadda A=cT .

Distanta A se numeste [lungime de unda. Cand punctele materiale
efectueaza un ciclu de oscilatie, unda se deplaseaza cu o lungime de unda. Dupa
cum se constatd din relatia (6.17), punctele aflate la distantd de o lungime de unda
se misca in faza.

Cel mai simplu tip de unda este unda armonica
fi(et—x)=U, eBle=x) U, [cos B(ct —x)+isinBlcr—x)],  (6.18)
cu U; si B constante.

Faza undei armonice, ¢, este argumentul functiei exponentiale, care are
perioada 27 . Daca unda are perioada miscarii 7 i lungimea de unda A, din
conditia de periodicitate in timp §i in spatiu rezulta

Bct=BA=2r,
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de unde
2z _2m (6.19)
cT A
Faza undei devine astfel
T 2 2«
=—-Ict—x)=—1t—x. 6.20
p="Tlet—x)=""1-= (6.20)
Variatia fazei in unitatea de timp, intr-o sectiune datd a barei,
Op 27 _ ., (6.21)
oo T
este egald cu pulsatia vibratiei.
Modificarea fazei pe unitatea de lungime, la un anumit moment,
Op 27 _, (6.22)
ox A
se numeste numar de unda.
Rezulta
k=2 (6.23)
c

Constanta U, egald cu valoarea maxima pe care o poate atinge deplasarea

inunda f;, este amplitudinea undei.
Unda armonica (6.18) devine
fi(et=x)=0j, el U, [ cos (@t —kx)+isin(wt —kx)]. (6.24, a)
In mod similar, pentru o unda regresivi de aceeasi pulsatie, se obtine
fi(ct+x)=U, ellorhe) U, [cos (@t + kx)+isin(wr +kx)). (6.24, b)

Deplasarea u (x,t) este data fie de partea reald, fie de partea imaginara a

sumei celor doud unde. Punctele in care deplasarea este nuld se numesc noduri.
Punctele in care deplasarea este maxima se numesc ventre.

Pentru o unda progresiva, ludnd deplasarea egala cu partea reald a functiei
fi (et —x), nodurile se obtin din ecuatia

cos (@t —kx)=0,

de unde rezulta
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wt—kx=(2n+1)%,

10} T A
x=—t—\2n+1)—=ct—(2n+1)—. 6.25
% () Zmer-(ne )2 625)
u A A
/A\ /\\ /_\\
\
\
ARUYAVARN /@\i\ X
\ i \ / \ / b
\M/ w// W/
o .
u A ~ g a
b
Fig. 6.2

In fiecare moment ¢, nodurile se gasesc in altd pozitie, deplasdndu-se cu
viteza c. Ventrele, care se afla la distanta + A/4 de nodurile vecine, se deplaseaza

cu aceeasi viteza (Fig. 6.2, a). Deplasarea se produce in sensul pozitiv al axei sau
in sens opus, dupa cum unda este progresiva sau regresiva.

Cand deplasarea este data de o suma de unde — progresiva si regresiva
u (x,1)=U, cos(wt —kx)+U, cos(wt+kx),
nodurile se obtin din ecuatia
U, cos(wt —kx)+U, cos(wt +kx)=0,
sau din ecuatia echivalenta
(U, +U,) coswtcoskx— (U, —U,)sinwtsinkx=0. (6.26)

Cénd amplitudinile celor doud unde sunt egale, U, =U,, rezulta

2U,coswtcoskx=0,
sau

kex=(2n+ 1)% , x=0n+ 1)%, (6.27)
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deci nodurile nu se deplaseaza, unda rezultanta este stationara (Fig. 6.2, b).

Dacd U, # U, , unda rezultanta este progresiva cand U, > U, si regresiva
cand U; <U,. Pozitia x a nodurilor este data de solutia ecuatiei (6.26)

1 u+U, 1
x=—arctg| ——=——
k U,-U, tgot

iar viteza lor de propagare, dx/d¢, nu mai este constanta.

Viteza de fazd ¢=.E/p depinde numai de caracteristicile materialului.
Doua unde de pulsatii diferite (a)l # a)z) se propagd cu aceeasi vitezd ¢, dar au

lungimi de unda diferite

A =T =c 2227 Ay =Ty =c2Z 2%
o) kK w,  ky

Cand 1intr-o bara se suprapun doud unde armonice progresive de pulsatii
diferite, deplasarea rezultantd se obtine insumand deplasarile exprimate prin cele
doua unde, la acelagi moment ¢, in aceeasi sectiune x.

Se considerd, de exemplu, doud unde armonice progresive de pulsatii @,

@, , cu amplitudini egale si faze initiale nule

ct—x)=U ei(wlt_klx) ﬂ:c
.fl 1 » )
kl
. W
gl(ct—x)=U161(”’2’_k2x), k—zzc.
2

Daca deplasarea este data de partile reale ale celor doud unde, rezulta

u (x, t)=Re(f;)+ Re(g,)=
=U, [cos(a)lt—klx)+ cos (a)zt—kzx)]z (6.28)

W -0 ki —k w1+ o ki +k
=2U, cos L 2, 70 P2y lcos| ——2¢——L 24|,
2 2 2 2

Deplasarea (6.28) poate fi privitd ca o unda de pulsatie

_0)1+0)2 _2_7[
2 T

@

si numar de unda
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_k1+k2 _2_7;

care are viteza de faza

w_w1+a)2_/1

k ky+k, T

si amplitudinea U modulata

W) — 0, ky =k,
U =2U, cos ) t— ) x| . (6.29)

asa cum se arata in Fig. 6.3.

AM= CMTM

ﬂﬁ\\n il
U\JI/ \\l “”U/U/ \{\

Fig. 6.3

Modulatia se realizeaza tot printr-o unda, de pulsatie

w
Aa)z—1 2 2”

care se propaga cu viteza
M= ki =k, Ak’
Céand pulsatiile undelor componente diferd foarte putin, modulatia se face
foarte lent (Aa) —0,4k > O) si viteza ei de propagare devine

Aw do
= I =27 6.30
© L, Ak dk (6.30)
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Relatia (6.30) defineste viteza de grup. Deoarece pentru undele

0,
longitudinale 1 :k—2 =c, se deduce cd viteza de faza ¢, a undei rezultante si
1 2

viteza de grup ¢, sunt constante si egale

o+ do
Cf: 1 220, cg:_:cM:c' (631)
ki+k, dk
Modulatia amplitudinii se propaga deci simultan cu unda modulatd. Undele
componente nu se deplaseaza relativ una fata de alta; ele se numesc nedispersive.

6.2.3 Unde in bara de lungime finita

La extremitatea x =0 a barei finite din Fig. 6.4, se aplica o fortd armonica

de pulsatie @, reprezentatd prin functia complexd F =F, el

Deplasarea
complexd, armonicd, provocatd initial in sectiunea x =0, se propagd in sensul
pozitiv al axei printr-o undd progresivd si la atingerea extremitdtii x =/ se va
reflecta, transformandu-se intr-o unda regresiva, care se suprapune defazat peste
unda progresiva. Deplasarea se poate pune deci sub forma

u(x,t)=U, e @) 4y, oilork) (6.32)

amplitudinile U; si U, rezultand din conditiile la limita.

iwt
he™ 1
a
X=0 x=/
iwt
E]elw
—_——r— e —  —  — - —
b
xX=0

Fig. 6.4

Astfel, in sectiunea x =0, tensiunea de compresiune este datd de raportul
intre forta F'si aria sectiunii 4
ou

ax(o)z—nggx(o)zEg , (6.33)
x=0
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de unde se obtine

ou :—ikUleim+ikU2eim:—ieim
ox | _ EA
x=0
sau
F
U-Uy=—2—. 6.34
b ikEA (6.34)
Pentru bara libera la ambele capete, 1n sectiunea x =/ tensiunea o = E ou
X
este nula
ou . i(wi— . i
vu :_lkulel(a)t kf)_'_lkUzel(a)H-kf)zo,
ox|
x={
de unde rezulta
Ue ™ _u,e* =0, (6.35)
Rezolvand sistemul format de ecuatiile (6.34) si (6.35) se obtine
F ikt F —ikt
U=—=>_° _ y,=——0 ° (6.36)
2kEA sink/ 2kEA sink/

Deplasarea (6.32) devine

u(x,t)z F, ekt [ei(a)t—kx)+ei(wt+kx—2kf)]‘ (6.37)
2kEA sink/

Se poate observa ca unda progresiva si unda regresiva dau deplasari de
acelasi sens, iar la capatul x =/ dau aceleasi valori. Unda regresiva este defazata
fatd de unda progresiva cu unghiul constant

0=—2ki=—22L
C

. . .20, . A
corespunzator timpului — 1in care parcurge bara dus si intors. Bara intrd in
c

rezonanta pentru sin k¢ =0, de unde rezulta
k,l=nr, w,=n—=—_—, (6.38)
P

valoare obtinuta in (5.70) pentru pulsatiile proprii.
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Unda rezultanta (6.37) este stationard. Aceastd proprietate este pusd in
evidenta daca se scrie deplasarea (6.37) sub forma echivalenta

K e cosk(l—x)

u (x,6) = — Fy e [eik(z—x)+e—ik(e_x)]

2kEA sinkl kEA  sinkl
de unde rezulti ci deplasarea u (x,¢) se anuleazi pentru
cosk(/—x)=0, k(ﬂ—x)=(2n+l)%,
A
x=€—(2n+l)z. (6.39)

Pentru bara incastrata la capatul al doilea (Fig. 6.4, b), punand conditia ca
in Incastrare deplasarea (6.32) sa fie nula

u (X,t)|x_/ =Ulei(wt—k()+Uzei(wt+k/%) -0,
sau
Ue ¥ 1U,e* =0,

se obtin constantele U, si U, , deci deplasarea u (x,7) este de forma

iFO eikﬂ [ei(wt*kx)_ei(wt+kx72kﬁ)]- (640)

)=~ 2kEA cosk!

Spre deosebire de cazul precedent, deplasarile punctelor materiale in cele
douad unde au sensuri contrare, deci se scad, adicd unda regresiva sliabeste unda
progresiva.

Deplasarile reale se obtin din partea reald sau partea imaginara a
deplasarilor complexe (6.37), (6.40), dupa cum forta armonica este datd de partea

reald sau de partea imaginara a fortei complexe Fye'®’ .

6.2.4 Propagarea energiei prin unde

Intr-o bara elastica in vibratie, odata cu deplasarea u (x,t) se propaga prin
unde toate marimile in expresia carora intrd deplasarea. Un interes deosebit
prezintd propagarea energiei transmise mediului in vibratie de la sursa excitatiei.

Se considera unda progresiva armonica

fl(ct—x)zUlei(m_kx), c=%,
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deplasarea u (x,¢) fiind data de partea reald a undei
u(x,t)=U,cos (w1 —kx). (6.41)

Valoarea instantanee a energiei pe unitatea de lungime a barei de masa
m=pA, care se deplaseaza cu viteza 1 =0u/0t si este deformatd cu &, sub

actiunea fortei axiale o 4, are expresia

2 2
Woy=W,+W, =lmu2+iaxAgx =lpA ul  Lpglon) (6.42)
2 2 27 o) 27 ox

Introducand deplasarea (6.41) in (6.42) si tinand cont ca @® =c*k? se
obtine
Wy, =pA w*U? sinz(a)t —kx). (6.43)

Deoarece W, nu este uniform distribuitd pe unitatea de lungime, relatia

(6.43) indica de fapt energia punctelor materiale din sectiunea x, la momentul ¢.
Aceasta se propagd printr-o undd progresivd de argument w?—kx, cu viteza

constantd ¢ = @/k . Printr-o sectiune x, in timpul dz, trece energia continutd intr-o
portiune de bara de lungime dx =cd¢

dW:Wodx:Wocdt.

Astfel, in unitatea de timp, prin sectiunea x se transferd o cantitate de
energie
dw .
a5 Wyc=pAaw’cU?sin? (ot —kx), (6.44)
t
reprezentdnd fluxul energiei la momentul ¢, egal cu puterea instantanee P,
dezvoltatd de forta de compresiune —o,4 care imprima punctelor din sectiune

viteza 1 = ou/ot
Ou Ou

P=-0 Aii=—EA—="—=pAw*cU*sin* (w1 —kx).
Ox Ot

Energia continutd intr-o portiune de bara de o lungime de unda A este

egala cu cantitatea de energie care trece printr-o sectiune oarecare intr-o perioada 7’

A T
W= j W, dx = IWocdtzépszUch. (6.45)
0 0
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Se obtine astfel energia medie distribuita pe unitatea de lungime a barei

L PIToE: (6.46)
A2

si fluxul mediu de energie printr-o sectiune

dw, w 1 2.9
=—=—pAdw°U-c. 6.47
a1 27 (647)

Daca unda este regresiva, energia se propagd in sensul negativ al axei x.
Pentru o bard semi-infinita (0 <x< oo) excitatd in sectiunea de capat x =0 (Fig.

6.5), o unda regresiva ar trebui sd transporte energie de la +oo catre sursa de
miscare, fapt imposibil din punct de vedere fizic.

u=0ei!

() IS E— —(

Fig. 6.5

Afirmatia cd energia nu poate fi radiatd de la infinit spre zona unde se
aplicd excitatia constituie conditia de radiatie. Conform acesteia, in bara semi-
infinitd nu pot apare unde regresive. Dacd bara este de lungime finitd, unda
regresiva rezultd din reflectarea unei unde progresive si readuce spre sursa energia
purtata de aceasta si nedisipatd in mediul inconjurator.

6.2.5 Atenuarea undelor

In cazul materialelor cu amortizare mare, propagarea undelor nu mai este
descrisa corect de ecuatia (6.60). Se observa ca daca unei sectiuni i se impune, de
exemplu, o deplasare armonica, de amplitudine constantd, aceastd amplitudine
descreste in spatiu, in sensul propagérii. Unda are amplitudinea descrescatoare, se
atenueazd.

Considerand cd in prezenta amortizdrilor interne, la o variatie armonica a
tensiunii
o= O-O e 1wt ,

corespunde o variatie armonica defazata in urma a deformatiei specifice
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o= goei(wt—é)’

se introduce in ecuatia undelor modulul de elasticitate complex

E' =200 — B +iE, = E (1+id ). (6.48)
€o
Ecuatia undelor devine
2 2 *
1 % E
a—’z‘z—za—”;, ==, (6.49)
ox~ o Ot P
Partea reala E; a modulului de elasticitate complex
E = 90 coss
o
este modulul de elasticitate dinamic, iar
_Ey

1

d =tgo

este factorul de amortizare.

Se poate defini astfel o viteza de propagare complexa

. %3
o[BGy bl poyTrd®, 650)
Yo,

care are sens doar in cazul propagdrii unei deplasari armonice, deoarece modulul
de elasticitate complex (6.48) este definit pentru solicitdri armonice.

Numarul de unda corespunzator este de asemenea complex
)

) o -5k 2 .
K=Y = ¢ 2=—L ¢ 2=k +ik, (6.51)

N A />

avand partea reald si cea imaginara date de relatiile

ky ) D+1 ky ) D-1
k. =—— cos— =k, | ——, k =———sin—=—k 1/—. 6.52
—Jp 2 "W 2p JD 2 "\ 2p 6:52)

O unda progresiva prin care se propagd deplasarea armonicd a sectiunii
x =0, datd de functia complexa

u(0,)=uy e'*, (6.53)

se poate pune sub forma
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ulx,t)=uy e i(or—4x) , (6.54)
care satisface atat conditia (6.53) cat si ecuatia (6.49).

Introducand numarul de unda complex (6.51) in expresia (6.54) a undei,
rezulta

ulx,t)=uy e ok x-ikix) uy € ellwrkx), (6.55, a)
sau
u(x,2)=1u, ¥ gilorkx) (6.55, b)
unde coeficientul & = —k; >0 se numeste constanta de atenuare.

Partea reald £ =k, a numadrului de unda complex se numeste constanta de
faza. Numarul complex y =a +1f se numeste constantd de propagare.

Unda data de expresia (6.55) nu mai este armonicd, deoareace

ax

amplitudinea ei U =u, e “" nu este constantd, ci descreste exponential in spatiu.

Unda (6.55) se propaga cu viteza

K 5 5751\ p
r k,cos— COS—  COS—
2 2 2

Deoarece factorul de amortizare d este in general mic In comparatie cu
unitatea, se poate face aproximarea

% kl d
K=l sk 112,
(1+id)" 1( 12)

de unde rezulta

o w
a=k15, ﬂzkl, C':k_lzcl.

Pentru a caracteriza atenuarea undelor trebuie determinatd experimental
constanta «. O masurd a atenudrii este marimea, definitd prin analogie cu
decrementul logaritmic al vibratiei (2.51), datd de logaritmul raportului a doud

amplitudini aflate la distanta de o lungime de unda
MO efax

U
A=In—L=1In =ad, 6.57
U2 Uy efaierAi ( )

de unde rezultad constanta de atenuare
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azi nﬂzé. (6.58)
A U, 4
Se considera doud amplitudini U; si U, aflate la distanta x,, al caror
raport este

. 1 « .
Acest raport devine —=0,368 cand exponentul este ax,=1. Deci
e

atenuarea este inversul distantei x, (Fig. 6.6).

m

Fig. 6.6

Atenuarea o se mdsoard In Neper/m (1 Neper = 8,686 dB). Ea este

numeric egald cu logaritmul natural al raportului a doud amplitudini masurate la
distanta de 1 m (Fig. 6.6)

U
a=In—-L Neper/m].
U [Neper/m]

In general, atenuarea este proportionald cu patratul frecventei undelor, deci
valorile atenuarii se dau la o anumitd frecventd sau mediate pe un interval de
frecvente. Se recomandad determinarea experimentald a atenudrii pentru fiecare

material.
Problemele concrete de tipul celor rezolvate in § 6.2.3 se trateaza analog,
introducand in expresia undei (6.37) sau (6.40) numirul de undi complex k" .
Studiul propagarii undelor torsionale in bare prismatice conduce la

rezultate similare cu cele obtinute pentru propagarea undelor longitudinale,
deoarece ecuatia care descrie fenomenul are forma (6.6)
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0’0 1 0°0 G
_:_—2, c JE—
t

ox? cs2 0

unde € este unghiul de rasucire iar ¢, - viteza de propagare a undelor de torsiune.

6.3 Unde transversale in bare prismatice

Spre deosebire de undele longitudinale si cele torsionale, undele
transversale 1n bare prismatice sunt dispersive, viteza lor depinzand de frecventa de
excitatie si de lungimea de unda. In barele de lungime finitd, undele progresive si
cele regresive se compun, producand unde stationare care constituie modurile
proprii de vibratie.

6.3.1 Viteza de faza si viteza de grup

In cazul vibratiilor transversale libere ale barelor drepte, ecuatia de miscare
a fost stabilita in Cap.5 sub forma
4 2
E128—2+pAa—f:0. (6.59)
ox ot

O deplasare armonica, reprezentatd prin partea reald sau cea imaginara a
functiei complexe

v(x,)=Y(x) e (6.60)

este solutie a acestei ecuatii, dacd functia YV (x) satisface conditia

4
Y kv =o, k=t 24
dx El,
de unde rezulta
Y(x)=C e M 4+ Cy 1T Cy e r Cy e (6.61)

Introducand expresia (6.61) a functiei Y (x) in relatia (6.60), se obtine

v(x,1)= (Cl efrr e, ekfx)eia” +C; elerhax) Cy ell@rhrx) (6.62)

In (6.62) se identifica doua unde plane armonice: una progresiva
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fi(ept—x)=e' @k (6.63)
si una regresiva
£ ept+x)=e' k), (6.64)

care se propaga in lungul axei x cu viteza de fazd c;

cT=kﬂ=\/54/ ilj :@ﬁ:chr:jicr, (6.65)
T T

unde k; =./@w/cr este numarul de unda, ¢=.E/p este viteza de propagare a

undelor longitudinale si » =4/ I, /A este raza de inertie a sectiunii transversale.

Deoarece directia de miscare y a punctelor materiale este perpendiculara pe
directia de propagare a undelor (6.63), (6.64), acestea se numesc unde transversale.

Viteza de propagare c¢; depinde de pulsatia @ a miscarii vibratorii

1)
propagate, astfel incat vibratiile de frecventa mica ( fi= 2—1J se propagd mai incet
V4

@
decat vibratiile de frecventd mare ( fr= Z—ZJ ,
V4

r. = Jwr e <cr, = Jon fer

Cand se suprapun doud unde de pulsatii diferite (a) | @y ), unda rezultanta
data de (6.28) se propaga cu viteza

W+ a0,
Cr=——_—"

B

B kr, +kr,

diferita de vitezele de propagare ale undelor componente
! @)

= —_— , CT = —
2
kr, kr,

b

CT1

si de viteza de propagare a modulatiei

W~ W,

cy=—"—.
kr —kr,

Undele componente se deplaseazad relativ una fatd de alta, la fel unda
rezultanta si unda de modulatie. Astfel de unde se numesc dispersive.
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In cazul particular al compunerii a doua miscari de pulsatii foarte apropiate
(a)l = a)z), unda rezultantd are aproximativ aceeasi vitezd de fazd ca si undele

componente

o +o, 2w, 20,

Ckp tkp, 2kp 2k

cr

Viteza de grup, c, , cu care se propagd modulatia, difera de viteza de faza

comuna, cy,

2
Cg: do :d(chr):Zchr:2CT. (666)
dky  dkp

Relatia de definitie a vitezei de faza (6.65) arata ca, micsorand lungimea de
undd A, (ceea ce echivaleaza cu cresterea frecventei oscilatiei transmise), se pot

obtine viteze de propagare a deplasarilor oricat de mari §i respectiv, viteze de grup
duble. In realitate, atat viteza de faza cat si viteza de grup sunt limitate superior,
fapt care nu este pus 1n evidenta de relatia (6.65).

Aceasta neconcordantd este rezultatul neglijarii inertiei la rotatie a sectiunii
transversale in ecuatia (6.59) care, la frecvente mari, deci la acceleratii unghiulare

mari, modificd aspectul fenomenului. Intr-adevir, introducand in ecuatia (6.59)
4

termenul —/_p corespunzator inertiei la rotatie a sectiunii transversale

ax*ort’
(Hamburger si Buzdugan, 1958), aceasta devine

4 4 2
az_iz 5202 2128320' (6.67)
ox c” Ox“0t cre ot

O unda de tipul (6.63) sau (6.64) satisface ecuatia (6.67) daca

ki - -
C

2
o =0. 6.68
2,2 (6.68)

Introducand viteza de fazd c, :kﬁ (sau w=cyky) In relatia (6.68), se
T

obtine

cr=c =c <c. (6.69)
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Pentru lungimi de undd A; > r, se poate face aproximarea

2 2
AT AT

1+ ~ ,
ar’r?  ax*?

obtindndu-se pentru viteza de fazd expresia (6.65). Dacda A, <<r, aceastd

aproximare poate conduce la rezultatul absurd c¢; >c¢, sau, la concluzia ca pot
exista viteze oricat de mari de propagare a undelor transversale, cind A, — 0.

Datoritd modificarii calitative a rezultatelor, neglijarea inertiei de rotatie a sectiunii
transversale este permisa pentru frecvente

f<anlong | B4
r pl,

De exemplu, pentru o bara de otel cu diametrul de 100mm, se poate utiliza

ecuatia (6.59) pana la o frecventa de 10° Hz .

Exprimand @ 1n functie de k; din relatia (6.68) si derivand in rapot cu

kr , se obtine viteza de grup

2
q 1+k2 5
Cg=Pmep— > ep, (6.70)
dky T, ]
k%r2

care, pentru lungimi de undd A, mai mari ca raza de inertie », devine

2

k%r2
R =2cr,

2.2
le"

fiind de asemenea limitata superior de viteza de propagare a undelor longitudinale
¢, dupa cum se poate verifica usor.

Din expresia (6.62) a deplasarii v(x,t) se constatd ca numai o parte a
acestei deplasari se propaga prin unde. Considerand conditiile la limita specifice
fiecarei probleme concrete, se pot determina constantele Ci,...,C4, deci se pot
stabili amplitudinile undelor progresive si regresive prin care se propaga miscarile
armonice (6.62).

Problemele legate de transmiterea energiei prin unde transversale si de
atenuarea undelor transversale, se trateaza ca si pentru undele longitudinale, tinand



314 VIBRATII MECANICE

seama de concluziile obtinute anterior cu privire la proprietétile de propagare ale
miscdrilor transversale prin unde.

6.3.2 Unde in bara rezemata pe mediu elastic

In cazul unei rezemiri continue pe un mediu deformabil, mediul se opune
deplasérilor transversale ale barei printr-o reactiune distribuitd continuu, p, (x)
Cea mai simpla lege de distributie a reactiunii opuse de un mediu elastic este
obtinuta pe baza ipotezei lui Winkler, conform careia reactiunea este proportionala
cu sageata barei

p,(x)=—xv. (6.71)

Daca bara rezemata pe mediu vibreaza transversal in planul xOy, in ecuatia
fibrei medii deformate

o*o
El, —=plx,t
Tt )
. e - o v
sarcina distribuitd p (x,t) este formatd din fortele de inertie —p A8_2 si din
t
reactiunea mediului (6.71), astfel incat ecuatia de miscare a barei devine
4 2
L pall o0, (6.72)
0x ot

Pentru a constata daca deplasérile barei in vibratie armonica se pot propaga
prin unde, se introduce functia

o(x,t) =0y (@ FE) (6.73)
in ecuatia (6.72).
Notand
pA 1 2 K 2
—= =4n-, —=4m",
El, c*p? EI,

rezulta ca functia (6.73) satisface ecuatia (6.72) daca
k} —4n*0® +4m* =0, (6.74)

relatie care precizeaza legdtura intre numarul de unda si pulsatia miscarii armonice
propagate.

Viteza de propagare a undei (6.73)
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se obtine din (6.74) inlocuind @ =c,k,

4 4
P P LA gy D PO My N (6.75)
2n k, nA, iy

Deoarece viteza de propagare depinde de lungimea de unda A, =27/k, ,

undele sunt dispersive. Expresia (6.75) are un minim pentru k, = V2 m , deci exista
0 viteza de propagare minima

Co =%, (6.76)
corespunzatoare pulsatiei
2m* K
o =(c, k)= L (6.77)

Daca se analizeaza vibratiile provocate de o sarcind transversald mobila pe
bard, atunci cand sarcina se deplaseaza cu viteza ¢,  grinda intra in rezonanta.

mi

4
Inlocuind in (6.74) k2 =%~ se obtine

Viteza de propagare are valori reale (propagarea se poate produce) pentru
miscari cu pulsatii

2. mm K
o >—=—,
n- pd
sau
W’ pAvy > kv, (6.78)

ceea ce Inseamna cd amplitudinea fortei de inertie distribuite trebuie sa depaseasca
amplitudinea reactiunii distribuite a mediului elastic, conditie necesard miscarii
vibratorii.
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6.4 Unde in medii elastice

Studiul propagarii undelor longitudinale si transversale in bare s-a facut pe
baza ecuatiilor de migcare simplificate, stabilite cu ipoteza sectiunii plane
(Bernoulli), specificd Rezistentei materialelor. Pentru a controla efectul
aproximarilor implicate in aceastd ipotezd, se poate rezolva aceeasi problema
pornind de la ecuatiile de miscare generale ale unui mediu elastic izotrop.

6.4.1 Ecuatiile undelor in trei dimensiuni

Ecuatiile de miscare generale ale unui mediu elastic (Nowacki, 1969) se
deduc din studiul conditiilor de echilibru al unui element infinitezimal (Fig. 6.7),
aplicand principiul lui d’Alembert.

Z 4
o,
(sz + a—;z dz) i dy .
Txy . U‘x’a I
g T dz
-
H Y l
Y
g >y
/ *—T Txz /\ d-rxy
T e )
) (cx + I d x) Ved
Fig. 6.7

Astfel, scriind echilibrul fortelor care actioneaza paralel cu axa x, se obtine

oo 0T,
oy +—dx|dydz-o,dydz+| 7,, + 5 ~dy dxdz-7,,dxdz+
x Y

o%u

J{sz + 0Ty dszxdy—sz dxdy =p(dxdydz)—2.
oz ot

Ecuatii similare se pot scrie pentru fortele care actioneaza paralel cu axele
v si z. Dupa reduceri si simplificari, rezulta ecuatiile miscarii
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Yo, (6.79)

+ b
Ox oy Oz P or?

asz asz aO'Z 62w
+

in care u, v, w reprezinta deplasdrile in directiile x, y, respectiv z, p este masa
specifica, iar ¢ — timpul.

Pentru a exprima ecuatiile (6.79) numai in deplasari, se utilizeaza relatiile
cunoscute Intre tensiuni si deformatii specifice, in care acestea din urma se exprima
prin deplasarile u, v si w.

Se obtin astfel ecuatiile

2
(A+G)%?+Gv%nﬂ9%§, (6.80, a)
2
(1+6) %% 6v20=p 20 (6.80, b)

oy ot*
2
U+G)%3+Gv%=p%£3, (6.80, ¢)

unde A este constanta lui Lamé, ¢, este deformatia volumica specifica si V2 -
operatorul lui Laplace:

vE _ 2vG
(1+v)(1-2v) 1-2v

b

ou oOv Ow
Ep=&tE, tE, =—+—+—,
o0x Oy 0z

o o* &

V2= + + .
ox> 0y? 9z?

Daca se deriveaza ecuatia (6.80, a) in raport cu x, ecuatia (6.80, b) in raport
cu y si (6.80, ¢) In raport cu z, dupad insumarea lor rezulta
2
07¢,
or?

(A+2G) Ve, =p (6.81)
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Daca se deriveaza ecuatia (6.80, a) in raport cu y si ecuatia (6.80, b) in
raport cu x, dupa scéderea lor rezulta

o,
) (6.82
ot* )

1(0v Ou
0,=—|—-—
2{0x Oy

este componenta rotatiei fata de axa z.

GVza)Z =p

unde

Procedand in mod asemanator, se obtin si pentru componentele @, , @

v “x
ecuatii de forma (6.82)

0’w 1 (ou ow
GVia, = y =—|—=-==, 6.83
AP 73 (82 dx (6.83)

o’w

GV, =p—s-, o, =L[2w_0v) (6.84)

ot 2\ 0y oz

O ecuatie de tipul
1 0°F

ViF X, V,z,t )=— — , (6.85
(x.3.2.1) 50 )

este ecuatia undelor in trei dimensiuni.

6.4.2 Unde longitudinale si unde transversale

Se poate verifica usor ca orice functie F (5) ,unde & are forma
E=n;x+n,y+nyz—ct, (6.86)
satisface ecuatia (6.85), daca este indeplinita conditia
nt+ns+ni=1. (6.87)
Ecuatia
nMX+n,y+n3z=p (6.88)

reprezintd un plan, pentru care n;, n,, n; sunt cosinusii directori ai normalei si p

este distanta la originea sistemului de axe.
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Deoarece au loc egalitatile evidente
F(p—ct )=F(p+cAt—cAt—cl )=F[p+Ap—c(t+At)], Ap=cat,

functia F (5) descrie propagarea unei unde plane 1n sensul pozitiv al normalei de
cosinusi directori n;, n,, ns.

Deformatia volumica specifica ¢, si rotirile specifice @,, @, ,®, se pot
propaga deci prin unde plane, cu viteze diferite, &, cu viteza
= A+2G _ E(1-v) , 6.89)
p p(1+v)(1-2v)
lar o, @, ,, cuviteza
Cg = E<C'P. (690)
V P
Valori tipice pentru metale sunt c¢p =5-8 km/s si cg ~05cp.
Relatia (6.89) se mai scrie
K+ﬂG
cp=1 —>—, (6.89, a)
P
unde
- £ . A+=G
3(1-2v)

este modulul de elasticitate volumic.

Se considera cazul particular in care suprafata de unda este un plan paralel
cu planul yOz, cu normala Ox (nl =1, ny=n3=0 ), iar deplasdrile u, v §i w
sunt functii de x si ¢ In acest caz, atit deformatia volumica specifici &, cat si

rotirile specifice w,, @, ,®, sunt functii de x si ¢, obtinandu-se

y’
2
gvza_u’ vzza_ , a)x:() , a)yz_la_w , a)zz_la_v .
ox Ox2 2 Ox 2 Ox

Ecuatiile (6.81)-(6.83) devin astfel

2 2
(1+26) T4,

=P > (691, a)
ox? ot*
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o*w o*w
——=p—, (6.91, b)
ox’ » ot
o%v 0%
——=p—, (6.91, ¢)
PYCRRL Py

si coincid ca forma cu ecuatiile care rezultd prin particularizarea sistemului
(6.80, a)-(6.80, c).
Ecuatia (6.91, a) defineste o unda pland longitudinala, u(x,t), care se

deplaseaza cu viteza (6.89). Ecuatiile (6.91, b) si (6.91, ¢) definesc doud unde
transversale v(x,t), w(x,t), care se deplaseazi cu viteza (6.90).

Deformatiile de volum se propagd deci prin unde longitudinale, iar
componentele rotatiilor — prin unde transversale. Deoarece cp > cg, In seismologie
undele longitudinale se numesc primare (unde P), fiind primele inregistrate in
cazul unui cutremur, avand vitezd de propagare mai mare. Undele transversale se
numesc secundare (unde SH — 1n plan orizontal, unde SV — in plan vertical), avand
vitezd de propagare mai micd, deci fiind inregistrate mai tarziu.

Intr-un mediu infinit se pot propaga unde sferice, daci perturbatiile care le
produc sunt simetrice fatd de un punct. Undele sferice sunt unde longitudinale si se

obtin sub forma
F(’”’t)Z%Fl(”—Cf), r=ﬂx2+y2+zz,

din ecuatia (6.85) scrisa in cordonate sferice.

Fig. 6.8

O reprezentare simplificatd a propagarii undelor este prezentatd in Fig. 6.8,
a, pentru undele longitudinale si in fig. 6.8, b pentru undele transversale SV.
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Atunci cand undele P si S ajung la o interfatd sub un unghi diferit de 90°,
se produce o conversie a modurilor de propagare. Dacda o unda P intdlneste o
interfatd, pot rezulta patru moduri de propagare: unde P reflectate si transmise,
unde SV reflectate si transmise. Similar, atunci cand o undia SV intalneste o
interfata, aceleasi patru moduri se produc in proportii diferite. Studiul reflectiei si
refractiei undelor depaseste cadrul acestui curs.

6.4.3 Unde Rayleigh

In cazul unui mediu omogen infinit, formele undelor care se pot propaga
sunt determinate de excitatie si de conditiile initiale, astfel incat deplasarile la
infinit sd rimana finite si, In plus, sa fie satisfacutd conditia de radiatie.

Daca spatiul este limitat de un plan, introducerea conditiilor la limita pe
suprafata respectivd permite punerea in evidentd a unui tip particular de unde (J.
W. Strutt, Lord Rayleigh, 1885) care se propagd numai in vecindtatea suprafetei
limita, denumite unde Rayleigh.

Fig. 6.9

Se considerd semispatiul marginit de planul xOy, cu axa z orientatd spre
interiorul mediului (fig. 6.9), aflat intr-o stare plana de deformatie, astfel Incat

uzu(x,z,t), v=0, w=w(x,z,l). (6.92)
Tinand seama cd, pentru aceste conditii, se obtine
ou 0 * 0
vz_u+_wa sz_z +_2:
ox 0Oz ox Oz

ecuatia de miscare (6.80, b) este identic satisfacuta, iar ecuatiile (6.80, a, ¢) devin
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2 2 2 2 2
c%) _8L21+_8w +c§ _8w+8u =6124, (6.93, a)
Ox° 0x0z 0x0z oz> ot
u 0w *w *w
2 2
cp| ———+— |+c - = . 6.93,b
P [8)662 af} s (axz 0xdz | o ( )
Suprafata semispatiului este libera, deci tensiunile o, 7., 7,, sunt nule
pentru z=0:
ow ,0u
o.(0.t)=2¢,+2Ge,| _ =(A+2G)—+1—| =0, (6.94, a)
=0 oz ox|__,
e (00)=Gr.| =c|2L2v o, (6.94, b)
z=0 0z Ox 2o
Conditia 7,.| =0 este identic satisfacuta, deoarece in toate punctele
T . 0v  ow g
semispatiului deformatia y, . =—+—— este nula.
0z Oy

Ecuatiile (6.93, a, b) mpreund cu conditiile (6.94, a, b) determina
miscérile plane libere ale semispatiului elastic. Se pune problema dacd punctele
materiale pot executa miscari vibratorii armonice de pulsatie @ 1n plane paralele
cu xOz, care si se propage numai in lungul axei Ox, deci daca deplasari de forma

u (x,z,t)zU(z)ei(m_k”x), (6.95, a)
w(x,z,t)= W(Z)ei(wt_kkx), (6.95, b)

satisfac ecuatiile obisnuite si conditiile la limita.

Introducand functiile (6.95, a, b) In ecuatiile (6.93, a, b) si rezolvand
sistemul de ecuatii diferentiale rezultat, liniar si omogen in U (z) si W(z), se obtine

U(Z): Cl e ~krgz +C2 equZ +s (C3 e hsz + C4 e kRSZ), (696’ a)

W(Z)=—iq(cle_quZ+C2€quZ)—i(C3e_kRsz+C4ekRsz), (6.96, b)

unde ¢ si s sunt constante reale i pozitive pentru @ dat

12 1/2
kl% c%; c%
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P 1/2 P 1/2
(4] Cp 4]
S = l—ﬁ = 1_—2 5 Cp=—"<cCg<Cp.
chS Cg kR

Pentru ¢ sau s imaginar, ar rezulta componente ale deplasarilor u, w care se
propaga si in lungul axei z, ceea ce a fost exclus prin enuntul problemei.

Deoarece pentru z — oo deplasdrile trebuie sd ramana finite, rezultd
C, =C4 =0, functiile (6.96, a, b) devenind

U(z)=Ce 97 4 5Cye 7057 (6.97, a)
w(z)=-1 (q Cie M 1y e"‘R”). (6.97, b)

Conditiile la limiti (6.94, a, b) sunt indeplinite daca functiile U(z) si W(z)
satisfac ecuatiile
(2+2G ) w'(0)- A kg iU(0)=0, (6.98, a)

U'(0)- kg im(0)=0, (6.98, b)
de unde rezulta pentru constantele C; si C; sistemul liniar si omogen
(1+s2)C1 +25Cy =0,

24 C +(1+52) ¢ =0.

Conditia ca acest sistem si aiba solutii nebanale (diferite de zero) se obtine
prin anularea determinantului coeficientilor

(1 + s2)2 ~4sq=0, (6.99)

. : @ :
de unde rezulta o ecuatie pentru viteza de propagare cj = . a undelor Rayleigh,
R

unde kj este numarul de unda al undelor Rayleigh.
Introducéand notatiile

c? 1-2v c3 w ?
_‘gz—:g<l’ _122: :p<1,
cp 2(1-v) cs  \kgeg

ecuatia (6.99) in necunoscuta p devine
f(p)=p*-8p* +(24-16¢)p-16(1-¢)=0, (6.100)

forma cunoscuta sub numele de ecuatia vitezei de faza a undelor Rayleigh.
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Daca aceastd ecuatie admite o radacind reala pozitivd subunitara (care va
da viteza de propagare cj ), rezultd ca miscarile (6.95, a, b) sunt posibile. Deoarece
f(0)=-16 (1-¢)<0si £(1)=1>0, exista o radacind reald 0< p <1 si se poate
demonstra cd ea este unicd in acest interval.

Viteza de propagare a undelor Rayleigh este deci mai mica decat viteza de
propagare a undelor transversale in acelasi mediu cp <cg. Ea nu depinde de
frecventa miscarii vibratorii, deci undele Rayleigh intr-un mediu elastic omogen
sunt nedispersive. In seismologie, datoriti neomogenititii solului, undele Rayleigh
sunt dispersive, viteza lor crescand cu adancimea.

Deoarece amplitudinile (6.97, a, b) scad exponential cu adancimea z,
undele se numesc de suprafata. Cea mai mare parte a energiei lor se propaga
printr-un strat limitat la suprafata semispatiului, atfel ca atenuarea lor in directia de
propagare este mai lentd decat a undelor P sau S, care se propagd prin tot
semispatiul.

S-a calculat ca din totalul energiei transmise semispatiului de o presiune
oscilantd normala la suprafata z =0, uniform distribuitd pe o zond circulara, 67%
se propagda prin unde Rayleigh, 26% prin unde transversale si 7% prin unde
longitudinale. De asemenea, pe seismogramele inregistrate in timpul unui cutremur
sau al unei explozii In pamant, amplitudinile maxime — deci efectele distructive
maxime — corespund undelor Rayleigh.

In general, ¢ =(0,87...095) ¢y In otel cp =3 km/s, cg =3,25km/s.

s . . . |
Pentru sol se considera de obicei A =G, deci v=—.In acest caz & = 3 si

1
4
ecuatia  (6.100) admite ca radacind reald, pozitivd, subunitara
p=2-2//3=08453. Se obtine astfel

cr=09194cg, q=08475, s=03933, C, =—1468C, . (6.101)
Amplitudinile (6.97, a, b) devin
U(z)=c, (6—0,8475kRz 05773 e 03933k )’ (6.102, a)
W(z)=—108475C, ( e OBz _1 7301 e‘°*3933"ﬂ). (6.102, b)

In Fig. 6.10 s-a reprezentat, pentru v = 0,25, variatia acestor amplitudini,

raportate la valoarea de la suprafata, in functie de variabila adimensionala Ai’
R
unde Ay =27/ky este lungimea de undd Rayleigh (Richart, Hall & Woods, 1970).
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Ula) | Wz
U@ W)
-0,6 |_°i4 |'012 ‘ 1 1,!2 -
- M —
U 4
1 1 I ) 1 ! 1
Fig. 6.10
- 1,21 Iy .
Se constata cd pentru z, =0,1934, = amplitudinea U(z,) a miscarii

R
pe directia x (orizontald) este nuld. Punctele din acest plan se misca doar pe directia
z (verticald). Amplitudinea miscarilor pe verticala este maxima pentru
zo=0,076A,, scazand apoi rapid. La z= A, aceasta este doar 0,19 din

amplitudinea punctelor de la suprafata.

Pentru un punct material, compunerea miscarilor pe cele doua directii x, z,
conduce la o traiectorie eliptica. Astfel, dacd deplasarile sunt date de partile reale
ale functiilor (6.95, a, b), pentru punctele de la suprafatd se obtine ecuatia
parametrica a elipsei sub forma

u(x,0,t)=acos(wt - kpx), (6.103, a)
w(x,0,1)=—-1468asin (w1 — kpx). (6.103, b)
In Fig. 6.11 este reprezentata traiectoria punctului material de coordonate

(x=0, z= O), iar in Fig. 6.12 — evolutia fenomenului la suprafata semispatiului
intr-o semiperioada.

La suprafata particulele se deplaseaza pe orbite eliptice (sau circulare). Pe
masura indepartarii de suprafata, particulele se deplaseaza pe orbite mai mici. La o
anumitd adancime elipsele degenereaza in linii drepte verticale (sau chiar puncte,
denumite noduri). Sub aceastd adincime se inverseaza directivitatea miscarii in
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lungul elipsei, dupd care apar regiuni in care alterneaza miscarea elipticd cu
nodurile sau traiectoriile verticale.

\
lm

Fig. 6.11 Fig. 6.12

Amplitudinea undelor Rayleigh descreste dupa legea 1/ Jr , unde r este
distanta parcursa de undé de la focar.

Fig. 6.13

O reprezentare simplificatd a propagarii undelor Rayleigh este ardtatd in
Fig. 6.13. Se remarcd asemanarea undelor Rayleigh cu undele de la suprafata
oceanelor.
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In cazul a doud semispatii din materiale diferite, despartite de o interfata
comund, in lungul interfetei se propagd unde Stoneley. Acestea sunt tot unde
nedispersive ca si undele Rayleigh, dar pot exista doar pentru anumite domenii de
variatie a proprietatilor celor doua materiale in contact.

6.4.4 Unde Love

In cazul undelor Rayleigh, componentele orizontale u ale deplasirilor
punctelor materiale sunt pe directia de propagare x a undei, deci sunt deplasari
longitudinale. Deplasarile orizontale transversale v (pe directia y, perpendiculara
pe x) sunt nule.

Totusi, in masurdrile seismice s-a constatat existenta unor deplasari
orizontale transversale v(x, z,t) independente de y, care se propaga de asemenea in
directia x. Aparitia acestor unde de tip SH a fost explicatd de A. E. G. Love (1911).
El a aratat ca existenta lor este datorata structurii neomogene din punct de vedere
mecanic a scoartei pamantului, schematizatd de el printr-un semispatiu 2, acoperit
cu un strat superficial /, de grosime H (Fig. 6.14).

O z=0 G1‘Csl,014
5\

Fig. 6.14

Luand sistemul de axe cu originea in planul de separatie al celor doua
medii, notdnd cu x directia de propagare si cu z axa verticald, deplasarea armonica
propagata printr-o unda Love are componentele

v(v,zt)=r(z) e @) =0, w=0. (6.104)

De notat ca in continuare se lucreaza cu semnul plus in paranteza
exponentului solutiei (6.104), deci cu unde Love regresive.
Ecuatiile de miscare (6.80, a, ¢) sunt identic satisfacute, iar ecuatia (6.80,
b) devine
o*v  %v 1 o%v
ox* 9z c§ orf '

(6.105)
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Conditiile la limita se pun pe suprafata liberda z =—H , pe care
dal (6.106)
oz | _ 4

0,=7,,=0, 7,,=Gy,.=GC

si pe suprafata de separatie, pe care deplasérile si tensiunile sunt continue
z=0, (7,. ), =72 ), (6.107)

T)l (x,O,t)=Z)2 (x,O,t).

Introducéand functia v (x,z,t) in ecuatia (6.105), se obtine

2 2
dV_kz 1_% VZO,
ki cs

de unde rezulta

V(z)=Ce*** 4+ Ce ™57, (6.108)
unde
12 1/2
w* cf 1)
s=|1-7 T2 L=
ki cg cs ky
Parametrul s poate fi real sau imaginar, dupa cum c; <cg, respectiv
cy > Cg .

Particularizand in functia (6.108) constantele elastice ale mediilor, se obtin
amplitudinile deplasarilor ¥;(z) in mediul / si ¥,(z) in mediul 2

Vi(z)=C e 57 + e 57 z<0, (6.109, a)
Vy(2)=Cye*i27 4 Cy e 7Fi527 | z>0. (6.109, b)

Deoarece amplitudinea V,(z) trebuie si raméana limitata cand z — o0,
rezulta 52 =0. Conditiile (6.106), (6.107) impuse functiilor (6.109, a, b) conduc la

sistemul algebric omogen cu necunoscutele C;, C;, C,:
Cre fH _cleff =9, (6.110, a)
G s, (C-C )==G,s,Cy, (6.110, b)

C+C =C,, (6.110, c)
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Anuland determinantul coeficientilor se obtine ecuatia

th k, s H = - 2252 (6.111)
151
in care
12 12
2 2
O s =|1--CL_ (6.112)
1= 2 s 2= b . .
CSl CSZ

Pentru ca 1n partea infinitd 2 a semispatiului undele sa se propage numai in
directia x, este necesar ca s, sa fie real, deci ¢; <cg . In aceste conditii, ecuatia
(6.111) are radécini reale (deci viteze reale de propagare, c; , ale undelor Love)

daca ¢ >cg , de unde rezultd ca s, este imaginar

1/2
5 /

si=i| L-1| =i|s|=ir. (6.113)
cSl

Deoarece, in general, thia =itgia , ecuatia (6.111) devine

12 1/2 1/2
c? c? c?
fle)=G | 1-"L | —G | L—1| tghH|L-1| =0, (6.114)
CSZ CSI CS1
cu conditia
cs, <cp<cg . (6.115)

Se verificd usor cd existd o valoare a vitezei ¢; care satisface conditia
(6.115) si ecuatia (6.114), deoarece f (csl )> 0sif (cS2 )< 0. Aceasta valoare este

functie de numarul de unda %, , deci undele Love sunt dispersive.
Viteza undelor Love este mai mare decat viteza undelor Rayleigh
Cp <c -

Pentru c¢; determinat din ecuatia (6.114), constantele C;, C;, C, rezulti

din sistemul (6.110), astfel ca undele Love regresive in stratul superficial / sunt
date de deplasarea

o, (X,Z,t)Za [eiker +e—ikLr(2H+z)] ei(a)t+klx). (6.116)
Functia

fl ()C,Z,t)zei(wt+ka+kLrZ) (6117)
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o < < 9 . 1) o g
z u u viteza cg =—
reprezintd o unda pland care se propaga cu viteza cg, . e directia normald la
1

planul x —rz = const.

Intr-adevar, argumentul ¢ al undei (6.117) se poate pune sub forma

in care

deci este Indeplinitd conditia (6.87) ca functia (6.117) sa satisfaca ecuatia undelor
(6.85).

Functia
£ (x,Z,Z)zei lot+k,x—k,r (2H+z2)] (6.118)

reprezinta o undéd plana care se propaga cu viteza ¢g pe o directie normala la

planul x —rz = const., defazata fata de unda f; (x,z,t).

Astfel, deplasarea v, este datd de suprapunerea a doud unde cu directii de
propagare inclinate fatd de axa x, unda f| fiind incidenta pe planul de separatie si

unda f, - reflectata.

Considerand deplasarile punctelor materiale date de partea reald a functiei
complexe (6.116), se obtine

Re (v,)=2C cosk,r(z+ H)cos [a)t+ka—kLrH ] (6.119)
Amplitudinile Vo, variabile cu z,
Vo, =2C cosk;r(z+H)
se anuleaza pentru valorile z care satisfac conditia
kLr(z+H)=(2n+1)%, ~H<z<0, (6.120)
deci sunt dispuse in plane paralele cu suprafata liberd si sunt maxime pentru

z=—H, adica pe suprafata liberd. Undele Love sunt unde transversale polarizate
orizontal (unde SH).
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In Fig. 6.15 s-a reprezentat o unda Love regresiva in stratul /, in doua
pozitii la interval de timp de 7/4 (T =27/w).

\

Fig. 6.15

S-a aratat (R. Jones, 1958) ca pentru % >3 solutiile ecuatiei (6.114) sunt
1

oy < . G . . .
aproximativ cele corespunzitoare cazului —= — oo, cand ecuatia devine
1

5 1/2
tg kLH[C—é—IJ o0,

cSl

5 1/2
C T
kLH[—g— J =7 (6.121)

fnlocuind in (6.121) pe &, = %L
cr

deci pentru

, unde f este frecventa vibratiilor

propagate, rezulta
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v .1
ct 16H?* f* c& ’

1

(6.122)

deci Lz depinde liniar de Lz (Fig. 6.16).
‘L S

(@]
e
>

| N

arctg 16 H?

[e]
[N
Ry

Fig. 6.16

Panta dreptei care reprezintd relatia (6.122) este o marime pe baza careia
poate fi determinatd grosimea H a stratului superficial 7.

Fig. 6.17

O reprezentare simplificatd a propagarii undelor Love progresive este
aratata in Fig. 6.17.
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6.5 Unde ghidate in placi

Intr-un mediu elastic infinit se propagd doar doud tipuri de unde
nedispersive, undele longitudinale (de compresiune) si undele transversale (de
forfecare). Intr-o placi se propaga doud familii infinite de unde Lamb, ale ciror
viteze depind de raportul intre lungimea de undad si grosimea placii (H. Lamb,
1917), precum si unde Love.

Undele ghidate sunt folosite in incercari nedistructive. Un semnal de scurta
duratad contine o bandi finitd de frecvente. Componentele de joasd frecventa se
propaga cu viteze diferite fatd de cele cu frecvente inalte, rezultand o dispersie a
pachetului de unde. Forma semnalului se modificd pe masura propagarii, in spatiu
si In timp, deci este importantd relatia viteza-frecventd, reprezentata sub forma
curbelor de dispersie. Dispersia nu este determinata de proprietatile materialului in
care se propagd undele, ci de conditiile la limitad impuse de structura ghidului de
unde.

6.5.1 Unde Lamb in placi

Se considera o placd omogena de grosime 4 pe directia z, avand dimensiuni
infinite pe directiile x si y. Pornind de la ecuatiile de miscare in trei dimensiuni, se
cauta solutii armonice de forma (6.95), (6.96), in care kp =k . Ele reprezintd unde

sinusoidale care se propagd in directia x, cu lungimea de undd 27/k si frecventa

®/27 . Nu exista deplasari in directia y.

La suprafetele libere ale placii, tensiunile o, si 7. sunt nule, deci

conditiile la limitd (6.94) sunt valabile la z = i% . Cele patru conditii conduc la un

sistem liniar, omogen in constantele C;,...,C,. Anuland determinantul

coeficientilor, rezultd doud ecuatii caracteristice, cunoscute ca ecuatiile de
dispersie ale undelor Lamb.

Cu notatiile specifice undelor Lamb

5 1/2 5 1/2
a:ikq:[a)—z—sz , ,B:iks:{a)—z—sz . (6.123)

Cp

unde numarul de unda

k=—, (6.124)



334 VIBRATII MECANICE

lar ¢, este viteza de faza a undelor Lamb in placa, se obtine, pentru modurile

simetrice fata de planul median al placii

(ﬂz—kz)tg%h+(4aﬂk2)tg%=o, (6.125, )
iar pentru modurile antisimetrice fatd de planul median al placii
ph (6.125, b)

(/”2 ~K* ) co‘£t<g(%7h+(401,[)’k2 ) cotg7:0,

B ——
Directia de
propagare

Modul s, (extensional)

4
10,0 £
8,0 :
® :
£ 6,0 1 !
X 1
3
© 4,0 -
N
2
>
4,0 6,0 8,0 10,0
Frecventa x grosime, MHz-mm ,."

\/

Tt
—1]

1
‘
gu

Moduri Rayleigh (de suprafata)

Modul a, (de incovoiere)

Fig. 6.18
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Ecuatiile (6.125) sunt relatii implicite intre viteza de fazd ¢, a undelor

Lamb (viteza crestelor undelor) si produsul frecventax grosimea placii, fh.

In fig. 6.18 se prezinti curbele de dispersie ale undelor Lamb pentru o
placa din otel (Lowe, 2002). Aceste curbe pot reprezenta modurile de propagare fie
intr-o placd de 1mm grosime in domeniul de frecvente pana la 10 MHz, fie intr-o
placd de 2mm grosime, la frecvente pana la 5MHz. Modurile ‘s’ sunt simetrice
iar modurile ‘a’ sunt antisimetrice fatd de planul median al placii. Prin 0,1,2,.. se
arata indicele modului de propagare respectiv.

Modurile fundamentale, s, si a,, sunt cele mai utilizate In incercari
nedistructive, fiind relativ distantate intre ele la frecvente joase. Ele exista la toate
frecventele si in majoritatea aplicatiilor practice transportd mai multa energie decét
modurile de ordin superior. Formele acestor moduri sunt reprezentate in fig. 6.18.
Orbita elipticd a punctelor materiale are semiaxa mare in planul placii - la modul
simetric, respectiv perpendiculara pe planul placii - la modul antisimetric.

La cresterea frecventei, vitezele ambelor moduri variaza, tinzand
asimptotic la frecvente Tnalte spre viteza undelor Rayleigh. La aceste frecvente,
formele modurilor de unda aratd cid miscarea are loc tot mai mult doar in
vecindtatea suprafetelor placii. La limitd, in lungul ambelor suprafete se propaga
unde Rayleigh. in cazul modului s,, cele doua unde Rayleigh sunt in faz; in cazul
modului g, ele sunt in antifaza. In toate modurile Lamb, miscarea particulelor are

loc in planul definit de normala la suprafata placii si directia de propagare.

4,0

Numar de unda x grosime
N
o

0 20 40 6.0 8.0 10,0

Frecventa x grosime, MHz-mm

Fig. 6.19



336 VIBRATII MECANICE

O forma diferita a curbelor de dispersie a undelor Lamb este prezentata in
fig. 6.19, unde s-a inlocuit viteza de faza prin numdarul de undd (inmultit cu
grosimea placii).

Curbele vitezei de faza prezintd viteza crestelor undelor, dar aceasta nu
este, de fapt, viteza de deplasare a unui impuls sau unui pachet de unde de scurta
duratd. Un pachet de unde se deplaseaza cu viteza de grup, egald cu derivata
pulsatiei in raport cu numarul de unda (6.30)

do
=—, 6.126
= qx ( )
sau, in functie de viteza de faza,
e -n,2C (6.127)
Cg _Cf S aAf ’ :

unde A, =27/k este lungimea de unda.

Asa cum s-a aratat anterior, dacd semnalul corespunzator unui pachet de
unde este o unda sinusoidald modulatd in amplitudine de o infasuratoare, atunci
unda modulanta se propaga cu viteza de grup in timp ce crestele undei sinusoidale
in interiorul infasuratorii se deplaseazd cu viteza de faza pentru frecventa
respectiva.

8,0

6,0

4,0

Viteza de grup, km/s

0,0
5\

0,0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0

Frecventa x grosime, MHz-mm

Fig. 6.20

Viteza de grup ofera deci informatii asupra timpilor de propagare a
pachetelor de unda pe distante mari, utile In controlul nedistructiv. Figura 6.20
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prezinta curbele de dispersie ale vitezei de grup a undelor Lamb pentru o placa din
otel. Calculul acestora se poate face pe baza curbelor de dispersie a vitezei de faza
(fig. 6.18) utilizand relatia

c(&)=c,(&)] | vt (6.128)
C
£der
dg

incare &= fh, f este frecventa undei i / este grosimea placii.

6.5.2 Unde Love in placi

Intr-o placa orizontala infinita, in afara modurilor Lamb se pot propaga si
moduri de undi transversale orizontale, de tip Love. In acest caz, miscarea
punctelor materiale are loc perpendicular pe directia de propagare si paralel cu
suprafata placii.

Directia de

/ propagare /
= e
(L 27 VA4
i

=

—

4 Modul SH, Pt Modul SH,

10,0

8,0 /
6,0

40|

Viteza de faza, km/s

20

0,0
0,0 2.0 4,0 6,0 8,0 10,0

Frecventd x grosime, MHz-mm

Fig. 6.21
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In fig. 6.21 se aratd curbele de dispersie ale modurilor Love calculate
pentru o placd din otel (Lowe, 2002), precum si formele modale ale deplasarilor
pentru primele doud moduri.

In modul fundamental SH,, deplasarea nu variaza pe grosimea placii, ci

numai in directia de propagare. Ca urmare, viteza de propagare este egala cu viteza
constanta a undelor transversale In trei dimensiuni, cg .

In modul SH,, variatia deplasdrii pe grosimea placii are forma unei semi-

sinusoide. Placa este deformata antisimetric, cu deplasari pozitive pe o suprafata si
negative pe cealaltd. Deplasarile in modurile de ordin superior au legi de variatie pe
grosimea placii cu numar crescator de semiunde.

Trebuie notat cd formele modale pentru fiecare mod SH sunt identice in
orice punct de pe curba de dispersie, spre deosebire de majoritatea undelor ghidate,
la care forma modala variaza considerabil in lungul curbei de dispersie.
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