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Prefata

Lucrarea este o traducere a partii a doua a cursului Dynamics of Machinery
predat din 1993 studentilor Filierei Engleze a Facultdtii de Inginerie in Limbi
Straine (F.I.L.S.) la Universitatea Politehnica Bucuresti. Continutul cursului s-a
largit in timp, pornind de la un curs postuniversitar organizat intre 1985 si 1990 la
Catedra de Rezistenta materialelor si continuat pana in 2007 la cursul de masterat
in specialitatea Siguranta si Integritatea Masinilor. Capitole din curs au fost predate
din 1995 la cursurile de studii aprofundate si masterat organizate la Facultatea de
Inginerie Mecanica si Mecatronica.

Dinamica maginilor a fost introdusa in planul de invatamant al F.I.L.S. in
1993. Pentru a sustine cursul, am publicat Dynamics of Machinery la U. P. B. in
1995, urmata de Dinamica sistemelor rotor-lagare in 1996 si Rotating Machinery
in 2005, ultima contindnd materialul ilustrativ utilizat in cadrul cursului.

Cursul are un loc bine definit in planul de invitimant, urmarind: a)
descrierea fenomenelor dinamice specifice masinilor; b) modelarea sistemelor
rotor-lagare si analiza acestora cu metoda elementelor finite; ¢) Inarmarea
studentilor cu baza fizicd necesara in rezolvarea problemelor de vibratii ale
maginilor; si d) familiarizarea cu metodele de supraveghere a starii masinilor si
diagnosticare a defectelor.

Fiind un curs predat unor studenti a caror limba maternd nu este limba
engleza, in versiunea 1n limba engleza au fost reproduse expresii si fraze din lucrari
scrise de vorbitori nativi ai acestei limbi. Pentru studentii F.I.LL.S. s-a definit si
ilustrat in detaliu terminologia specifica limbii engleze.

In prima parte se descriu fenomenele de baza din dinamica rotoarelor,
raspunsul dinamic al rotoarelor simple in lagare rigide si lagare elastice, precum si
principalele etape ale unei analize dinamice a unui rotor. In aceasti a doua parte se
prezintda modelarea cu elemente finite a sistemelor rotor-lagire, lagarele
hidrodinamice si etansarile cu lichid si gaz, precum si instabilitatea precesiei
rotoarelor. In partea a treia se trateaza lagarele cu rulmenti, echilibrarea rotoarelor,
masurarea vibratiilor pentru supravegherea functionarii masinilor si diagnosticarea
defectelor, standarde si recomanddri privind limitele admisibile ale vibratiilor
maginilor, precum si elemente de dinamica masinilor cu mecanism bield-manivela
si vibratiile conductelor aferente. Nu se trateazd vibratiile paletelor, discurilor
paletate si ale rotilor centrifuge.

Tulie 2009 Mircea Rades
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S.

ANALIZA CU ELEMENTE FINITE
A SISTEMELOR ROTOR-LAGARE

In acest capitol se expune baza teoretici a analizei cu elemente finite a
sistemelor rotor-lagare-etansari. Se calculeazd matricile de masa, de rigiditate si
giroscopice pentru discuri rigide axial-simetrice si pentru tronsoane de arbore
axial-simetrice cu sectiunea constantd. Etansarile, amortizoarele si cuplajele sunt
modelate prin matrici corespunzatoare. Se stabilesc vectorii excitatiei in cazul
rotirii cu viteza unghiulara constantd. Se prezintd metode de reducere a ordinului
modelului cu elemente finite.

5.1 Modelarea componentelor unui rotor

In vederea predictiei analitice a raspunsului dinamic al unui rotor, trebuie
identificate si modelate principalele componente ale masinii rotative.

Sistemul real (fig. 5.1, a) este inlocuit printr-un model fizic (fig. 5.1, b), de
obicei un model cu parametri concentrati, care include: a) tronsoane de arbore
(Bernoulli/Timoshenko,  cilindrice/conice); b) lagire (izotrope/ortotrope,
neamortizate/amortizate); c) discuri (rigide/flexibile, subtiri/groase); d) roti
centrifuge (impulsoare); e) etansari; f) amortizoare cu film expulzat (squeeze-film);
g) cuplaje; h) piedestaluri (plus structura de suport) si i) fundatia.

Pentru fiecare element component al sistemului se stabilesc apoi ecuatiile
de miscare (echilibru dinamic) conforme cu ipotezele de modelare.

In continuare, se deduc matricile de masa, de rigiditate si giroscopice
pentru discuri circulare si tronsoane de arbore axial-simetrice, pornind de la
expresiile energiilor cinetica si potentiald, utilizand ecuatiile lui Lagrange:

dor_or au_
dt og;, 0Oq; 0Og;

1

0., i=12..n, (5.1, a)

i
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in care T — energia cineticd, U — energia potentiald, g;— deplasarea generalizata,
g, — viteza generalizatd si Q;— forta generalizatd. Analiza raspunsului dinamic al
rotoarelor nesimetrice depaseste scopul acestei prezentari introductive.

O— N :
®
=0

L
\ b
Fig. 5.1 [5.1]

Fortele generalizate se calculeaza identificand fizic un set de coordonate
generalizate si expriménd lucrul mecanic virtual sub forma

k=1

La arbori axial-simetrici se considera inertia la rotirea sectiunii transversale
si deformatiile de forfecare, si se neglijeazd amortizarea externa §i cea interna.
Lagarele sunt inlocuite prin modele liniarizate, descrise de matrici de rigiditate si
de amortizare in general nesimetrice. Vectorii fortelor produse de dezechilibrul
masic se calculeaza la turatie constanta.

Cu ajutorul acestor matrici si vectori se stabilesc ecuatiile de miscare in
coordonate stationare (fixe in spatiu). Rezultatele analizei valorilor proprii §i a
raspunsului la dezechilibru se prezinta intr-o forma adecvata analizei ingineresti.
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5.2. Cinematica precesiei solidului rigid

Pentru a scrie ecuatiile de miscare ale unui disc rigid, montat pe un arbore
elastic, intéi trebuie determinate componentele vitezei sale unghiulare.

5.2.1 Triedre de referinta

Analiza se face in rapot cu doud triedre de referinta: X,Y,Z — un triedru
inertial §i x,y,z — un triedru care se roteste odatd cu rotorul (fig. 5.2). Analiza se
limiteaza la cazul in care discul se roteste cu viteza unghiulara constantd (2 (rad/s)
in jurul axei de rotatie Ox.

5.2.2 Precesia discului rigid

In figura 5.3 se arata doua tipuri de misciri posibile ale unui disc rigid.

Fig. 5.3
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Miscarea 1n care axa Ox traseaza in spatiu un con (fig. 5.3, a), cu viteza
unghiulard @, se numeste precesie, cand punctul M se deplaseaza in lungul unei
orbite inchise, si whirling cand acesta se misca in lungul unei orbite in spirala. In
precesia directa (forward) /€2 >0, in timp ce In precesia inversa (backward)
w/2<0. In precesia sincrond w= 2. In unele lucrari, termenul precesie este
inlocuit prin whirling (tradus impropriu “migcare in vartej”).

Fluctuatiile unghiului la varf al conului, suprapuse precesiei (fig. 5.3, b)
definesc miscarea de nutatie. Aceasta nu apare in majoritatea sistemelor liniare.

5.2.3 Miscarile unghiulare ale axei de rotatie

Miscarea relativa a triedrului x,y,z fatd de triedrul fix X, Y,Z poate fi
descrisa prin trei unghiuri €, ¢ si  (fig. 5.4), care definesc frei rotiri succesive.
Ordinea acestora este importantd, deoarece rotirile nu sunt comutative. in
continuare, prima rotire se face fatd de axa transversald care urmeazd axei de
rotatie conform regulii triedrului drept.

Fig.5.4

Se presupune cd @ si w sunt unghiuri de precesie mici, In timp ce
6 = (¢, unde viteza unghiulara de rotatie a discului {2 = const.

Se considera urmatoarea secventa de rotiri [5.2]:

a) o rotire ¢ in jurul axei Y, care deplaseaza axa Z in pozitia z; si axa X in

pozitia x; ; triedrul X,Y,Z devine triedrul x;,Y,z;;
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b) o rotire  in jurul axei z; care deplaseaza axa Y in pozitia y; si axa

x; in pozitia x; triedrul x;,Y,z; devine triedrul x, y;,z;;

c) o rotatie @ 1n jurul axei Ox: triedrul x,y;,z; devine triedrul x, y,z.

Y\ 0 )
Nyl ¥ \ 0
\ _ X J =
-_— J = " 3 )"]
7 \f P Zy ky '\
I / ¥ ) ~ 0
0 X) - k
-
z
a b c
Fig. 5.5

Axele X,Y,Z au versorii [,J,K, axele x;,y;,z, au versorii i, ji,k, iar

axele x,y,z au versorii i, j,k .

a) Rotirea ¢ (viteza unghiulara ¢ fata de OY) (fig. 5.5, a)

Relatia Intre versori este

I] [ cosp sing ||| [ 1 o]
K| | -sing cosp || k| |-0 1]|lk|"

in formd expandati

~.

—_
~.

—_

1
= 0
-@

=z, ]

NS~
S = O
=)
I <
I <

K
=

b) Rotirea v (viteza unghiulard y fatd de Oz,) (fig. 5.5, b)

Relatia intre versori este

i| |cosy —siny |[i| [1 -y ||i
J| |sing cosy ||| |w 1 il

In forma expandata



6 DINAMICA MASINILOR

i 1 -y 0][1i i
Ti=lw 1 ol{7t=[n, A
Bl o o 1|k k

¢) Rotatia @ (viteza unghiulara 6 = Q2 fati de Ox) (fig. 5.5, ¢)

Relatia intre versori este

Ji| _[cos® —sing ][
ky __sin6’ cosd || k|

In forma expandata

I 0 [ [
Jit=|0 cos® -—sind |1 j =[T9] j
ky | 0 sind  cosd k k

Relatia intre versorii din triedrele fix si rotitor are forma

NS~
I
ﬂ

;| S~ S

unde matricea de transformare
1  g@sinf—-wcosf @cosd+ysind
[T]:[Tgo][Ty/][Tg]z 7 cosf —sinf
- siné cosd
Vectorul vitezei unghiulare instantanee este
O=0i+¢J +yk.
In functie de versorii sistemului de coordonate x,y,z
J =yi+cosO j—sinbk,
ky =sin@ j+cosb k ,
astfel Incat
@ =(Q2+¢y)i +(pcosd+ysind) j+(y cosd— gsind) k .

Componentele vitezei unghiulare fatd de triedrul de referinta (mobil) atagat
rotorului x,y,z sunt
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@, Q+ oy
@, =4 pcosf+ysmb ;. 5.2)
W, W cos@ — @sind

Acestea vor fi utilizate In expresia energiei cinetice a unui disc.

5.3 Ecuatiile de miscare ale componentelor unui rotor

In acest paragraf se stabilesc ecuatiile de miscare ale discurilor, portiunilor
de arbore, lagarelor, etansarilor si cuplajelor, precum si matricile elementelor finite
corespunzatoare.

5.3.1 Discuri subtiri

In continuare, se analizeaza doar rotoare (deci discuri) axial-simetrice si se
considera ca x,y,z sunt directii principale de inertie.

5.3.1.1 Matricile de masa si giroscopica ale unui disc rigid subtire

Pozitia unui disc fata de triedrul fix X, Y,Z este definitd prin doud translatii
(vsi w) si doua rotiri (@ si v ), deplasarile sectiunii transversale a arborelui in

punctul de atasare a discului (fig. 5.6, @). Unghiurile ¢ si w sunt aproximativ
egale cu deplasarile unghiulare definite de vectori coliniari cu axele Y, respectiv Z.

Neglijand orice dezechilibru, energia cinetici a unui disc rigid axial-
simetric este

1 . . 1
T4 =M (02 +w2)+E (Jxa)f +J,0) +J.0} ) (5.3)
unde J, =Jp st J,=J,=J; sunt momentele de inertie masice principale in

raport cu triedrul x,y,z fixat de disc, m,; este masa discului, Jp este momentul de

inertie masic axial (polar) si J; este momentul de inertie masic diametral.

Inlocuind @, , @, , @, din (5.2) in (5.3), energia cinetici se scrie

X ° Y

T4 =%md (z’;z +w2)+%JP(.Q+¢W)2 +

+%JT [(gbcosé’ﬂ/)siné’ )2 + (7 cos@ — @sind )2]

sau
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T4 =%md (z’;z +w2)+%JP (_(22 +2_Q¢')1//+gb2z//2)+%JT ((/)2 +1/'/2 )
Neglijand termenul %J P ¢2 t,z/2 , energia cinetica devine
T4 =%md (z';2 +w2)+%JT(¢2 +y? )+JP.(2¢)y/ +%JP[22 . (54

In expresia (5.4), termenul %md (7')2 +w2) reprezintd energia de
translatie, %JT (gbz +1/}2) - energia de rotire transversald, JpQ2¢@y - energia

. S o1 . S . .
datorita cuplajului giroscopic si EJ p!22 - energia de rotire in jurul axei de rotatie.

Fig. 5.6

Utilizand ecuatiile lui Lagrange, ecuatiile de miscare ale unui disc circular
rigid se obtin sub forma

d
S J:mdi}:Ty, (55, 0)
d d
4 —6T. o =Jry —Q2Jpp=M_, (5.5,0)
dt\ oy oy
d
% %]zmdi{}:Tz, (5.5,¢0)
df or? () =M 5
E@(—(b) =Jr\=@)-deJpyYy =—My, (5.5, d)
oT? or or?
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in care 7,,, T, si M,, M, sunt componentele fortei aplicate, respectiv ale

momentului aplicat (fig. 5.6, b).

In forma matriciala

m;, 0 0 07[% 0 0 0 01(% T,
0 J. 0 0| 0 0 0 J M,
4 1o PV L (5.5)
0 0 my 0 |]@ 0 0 0 01w g
0 0 0 Jp||-¢ 0 ~Jp 0 0 ||-¢) |-M,

Introducadnd vectorii de stare (de dimensiuni 2x1) ai deplasdrilor din
planele X-Y, respectiv X-Z,

k)

si vectorii corespunzatori ai fortelor si momentelor aplicate discului

{ o Hf}z}a { o F{_Zy},

ecuatia (5.5) se poate scrie sub forma partitionata

o B LR N e

in care membrul drept poate include forte datorite dezechilibrului masic si
unghiular, forte de interconectare si alte forte exterioare aplicate discului.

Submatricile

0 0 0
[m =] ™ 7 ¢/ ]- , (5.7
0 Jr 0 Jp
reprezintd matricile de masa si giroscopica ale unui disc rigid axial-simetric.

5.3.1.2 Vectorii fortelor de dezechilibru

Pentru analiza raspunsului sincron al unui sistem rotoric, trebuie
determinati vectorul dezechilibrului masic si vectorul dezaxarii unghiulare statice
ai unui disc rigid.
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Vectorul dezechilibrului masic

Se considera discul din figura 5.7, a. Centrul de greutate G al discului este

la o distanta CG=a de centrul geometric C. Fatd de triedrul in rotatie x,),z,
coordonatele sunt a, =acosa, a, =asina (fig. 5.7, b). La momentul =0, «

este unghiul segmentului CG cuaxa Y.

Fig. 5.7
Forta centrifugd neechilibrata care actioneaza in punctul G in directia CG
este mda.(22. Componentele acesteia pe axele triedrului fixat de rotor sunt

mdaCQ2 s mdas.Q2 , 1ar cele in lungul axelor triedrului fix (inertial) au expresiile

fy= mdac.chos.Qt - mdaS.stin.Qt, (5.8)
£ = mya 2%cos2t + mya,2*singt. '

Vectorul fortelor produse de dezechilibrul masic (neglijaind montarea
oblici a discului) se poate scrie sub forma

ac.Q2 —aS.Q2
d
d Sy 0 0 .
= =m cos2t+m sin2¢t. (5.9
{f } {fzd } ¢ 0502 d C.QZ ( )
0 0

Vectorul inclinirii permanente a discului

Asupra unui disc montat oblic pe arbore actioneaza cupluri giroscopice
care produc rotiri ale discului la fel cum fortele centrifuge datorite dezechilibrului
masic produc deplasari de translatie.

Se considera un disc rigid (fig. 5.8, a) care nu este montat perpendicular pe
arbore. Intre o axa principala de inertie a discului si axa arborelui existd o dezaxare
unghiulara statica 7.
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Oblicitatea discului poate fi definitd de un vector rotitor 7, perpendicular
pe axa de rotatie si pe linia de inclinare maxima. La ¢ =0 vectorul z face un unghi
[ cu axa rotitoare z, astfel incat vectorul oblicitatii discului are componentele

7. =tcosf si r, =rsing in triedrul rotitor x,y,z (v. si relatia.(2.84) in Cap. 2).
Componentele deplasarii unghiulare (fig. 5.8, b) devin
a, =@-7sin (Qt+ ),
a, =y +rcos(Qt+ B),

unde @ si  sunt rotiri elastice.

Fig. 5.8

Vitezele unghiulare corespunzitoare si acceleratiile sunt
dyz(/J—QrcoS(QtJrﬁ), O'Zy:gb+.(2215in([2t+ﬂ), (5.10)
dzzy}—grsin(QtJrﬂ), dzzlp_gzz-cos(_(zwrﬂ).

Din ecuatiile (5.5, b) si (5.5, d), inlocuind ¢ prin &, si y prin ., se

obtine

Jrl-é,)-2ipa, =-M,,.
Inlocuind (5.10) rezulta
M, =Jpj—JpR¢p+(Jp—J7)2%ccos(Q1t+ ),
—M,=Jr (=)= Jp 2y +(Jp—Jr)Q2rsin(Q1+ B).

Vectorul momentelor giroscopice care actioneaza asupra discului este

{_Aj\; }:(JT —Jp) 92[{2 Z?;g}cosﬂt+{_rizisnﬁﬂ}sinQIJ. (5.11)
y
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Vectorul fortelor si momentelor de dezechilibru este

mgd. —mgd

(re}=0? Ur=Je)te| ooz | "V =70 Lo, 510
mgag mga.

(r—=Jp)z, (r—Jp)z.

Diferenta momentelor de inertie J; —Jp poate fi negativd (disc subtire)
sau pozitiva (disc gros). Cand J; —Jp <0, momentul aplicat este de readucere,
rotind discul subtire in sens contrar inclindrii initiale. Cand J; —Jp > 0, momentul
aplicat mareste dezechilibrul unghiular, rotind discul gros in sensul inclinarii

initiale.
5.3.1.3 Discuri deformabile

Un disc elastic poate fi modelat cu doud discuri rigide interconectate prin
arcuri de rotatie cu rigiditatea kp (fig. 5.9).

Fig. 5.9

Discul interior are patru grade de libertate, doud translatii v, w, si doud
rotiri @, y . Proprietatile inertiale sunt m, Jp, Jp. Discul exterior are doar doua
grade de libertate, rotirile ¢ si . Acesta e definit doar prin momentele de inertie

masice polar J, si diametral J;. Masa acestuia este concentrata in discul interior.
Matricile corespunzatoare de dimensiuni 6x6 [5.1] pot fi reduse la matrici

de dimensiuni 4x4 prin condensare statica, alegand coordonatele discului interior
drept “active” si cele ale discului exterior ca “omise” (v. § 5.8.1.2).
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5.3.2 Elemente de arbore cu sectiunea constanta

Portiunile de arbore se considera izotrope si axial-simetrice. Prezentarea se
limiteaza la elemente cu sectiunea transversald constanta.

5.3.2.1 Elemente de grinda Timoshenko si elemente Bernoulli-Euler

Se considera un element de arbore cu doud noduri (fig. 5.10) modelat ca un
element de grindd Bresse-Timoshenko cu sectiunea constanta.

Se omite indicele elementului si se noteazad: ¢ - lungimea elementului, £ —
modulul de elasticitate longitudinal, G — modulul de elasticitate transversal, £/ —
rigiditatea la Incovoiere, GA, — rigiditatea efectiva la forfecare, 4, — aria de
forfecare redusa, y — coeficientul de forfecare, p — densitatea materialului,
U1 =pA masa pe unitatea de lungime, / — momentul de inertie axial al sectiunii
transversale, /= pI masa in migcare unghiulard, pe unitatea de lungime.

Fig. 5.10

Intr-un nod oarecare, arborele are patru grade libertate, doud deplasari
transversale v si w, si doud rotiri ¥ si ¢, masurate in sistemul de coordonate fix.

Se definesc doi subvectori ai deplasarilor nodale in planele X-Y si X-Z

0; w;
s I ZJ/ , tug = ;:0_" : (5.13, a)

J J

Vi —Q;

si vectorii corespunzatori ai fortelor nodale
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T, T,

yi zi

s A; , L7 )= _f_y" . (5.13, b)
yJ zJ
M. -M,;

Rotirile si momentele fatd de axa Y sunt negative conform regulii
burghiului drept. In lucrare se utilizeaza urmatoarea conventie de semne: forfele
interioare pozitive actioneaza in sensul pozitiv (negativ) al coordonatelor in
sectiunile transversale ale arborelui cu normala exterioara pozitiva (negativa).

In teoria de grinda Bernoulli-Euler, se neglijeaza deformatiile produse de
forfecare. Teoria grinzilor Bresse-Timoshenko se bazeaza pe urmatoarele ipoteze:
a) sectiunile transversale plane raman nedeformate si plane; b) se neglijeaza
deplanarea; si c) se considerd o lunecare specificdi medie constantd pe toata
sectiunea, deci independenta de distanta la axa transversala.

Ipoteza sectiunii plane introduce o rigiditate aditionald falsa la deplanare.
In unele puncte, distorsiunile produse de forfecare sunt subestimate. Expresia fortei
taietoare 7 este incorectd. Solutia constd In utilizarea unei “arii efective de
forfecare” A, < A . Din consideratii energetice

2 2
lJ. J.—T dA4 dlej—T dx,
2 G 2J G4
[

¢\ 4

b P

astfel incat

Pentru un arbore din otel cu gaurd centrala, cu diametrul exterior D si
diametrul interior d, coeficientul de forfecare este

1

5 -
1.13+3.03{d/D)2}

Z =
1+(d/D
Ecuatiile in planul X-Y

Intr-un punct oarecare al sectiunii transversale a arborelui, deplasarea
axiala este proportionald cu distanta fatd de axa neutra
U=-yy.

Lunecarea specifica medie (fig. 5.11) este
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_ou + __ +7
7/Xy 6)} 6)( l// *
Alungirea specifica axiala este
£, = L —
* T oy yy .

Momentul incovoietor este

M, =—JaxydA=Elzw'.
A

Ecuatiile in planul X-Y sunt prezentate in Tabelul 5.1.

Neglijand termenul £/ , se stabileste o relatie statica intre v si w

El
v =y -2y, 5.14
y GASW (5.14)

desi, la o grinda Bresse-Timoshenko, v si i sunt cinematic independente.

Xt
W I".

Fig. 5.11

Introducand variabila adimensionala

X
(:_f’

astfel incat
d d E _1d

dx dédx (dé

2

relatia statica intre v’ si y devine [5.3]
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Tabelul 5.1
Grinda Bernoulli-Euler Grinda Bresse-Timoshenko
a) Echilibrul
Y ¥ i
1 /1 M,+Mdx 1 Ty —HY9X M, +M;dx
=i b 2 || A . W
M\i dx r!‘ M NI T"
P4 gt z vt
.Y Ty+Tydx oy Ty +Tydx
Hidx T HUdx
M. +T, =0, M, +T, -y =0,
~T, +uto=0. =T, +uo=0.
b) Eforturile interioare
M_=FEl k.,
M,=El k, : v
Ty = GAS' 7/Xy
¢) Cinematica
W=0'
¥
7
T rf/
= A
P2 S e
| S 7%
ny - l//',
0=0v"-w.
Eliminarea lui x,, Eliminarea lui x,, si 7,,
M_=EIl_ vy,
M,=ElLy =ELv" : =
: - : Ty:GAs(U_l//)
Ecuatiile de miscare
Eliminarea lui M si T, Eliminarea lui M §i T,
EL0™ + =0 ELy"~GA(y-v')- i =0,
GA(y'-v")+ v =0.
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2
ldo_, _xdv (5.14, )
0 dé 12 &2
unde
El
K=12—2_. (5.15)
GAl?

Ecuatiile in planul X-Z

Deplasarea axiala intr-un punct oarecare al sectiunii transversale este
u=@z.

Lunecarea specifica medie (fig. 5.12) are expresia

—a_u+a_w— +w'
Ve 0z Ox ? .

Alungirea specifica axiala este
. ou o
=—=z¢ .
X
Ox
Momentul incovoietor este

M, =~[o,zdd=Elg'.
A

Ecuatiile in planul X-Z sunt prezentate in Tabelul 5.2.

Fig. 5.12

99 A
1

Neglijand termenul ¢, cuplajul “static” intre w' si ¢ este dat de
El El "

r_ _ [N ey ___ V(= 5.16
w=—pt (~¢) GAS(cv) (5.16)
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Tabelul 5.2
Grinda Bernoulli-Euler Grinda Bresse-Timoshenko
a) Echilibrul
JWdx ..
Z b MMl A HOAX p1 o My
oy, g s .
: N l" A NI l" A
M T, +T; dx My VI TYdx
VA z Lwdx
M}, +T, =0, M, +T, - pp=0,
T) — pui=0. T; —pui=0.
b) Eforturile interioare
M, =EI k_,
M,=Elx, d e
TZ = GAS j/XZ'

¢) Cinematica

Eliminarea lui x,

M,=El,¢ =-Elw'

Eliminarea lui x«,, $i 7.

M,=EI,p,
T, =GA(p+w)

Ecuatiile

Eliminarea lui M, si T,

Elw" +puio=0

de miscare

Eliminarea lui M, si T,

El,¢"-GAp+w')-ap=0,
GA, (¢’ +w")— piv = 0.
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Introducand variabila adimensionala

2 —_—
ld_w:(_(p)_ﬁd (o) (5.16, a)
0 de 12 &2
unde s-a notat
El
K:12 y2 ’ [y :[Z'
GAY

5.3.2.2 Coordonate si functii de forma

Functiile de aproximare a deplasarilor si rotirilor in planul X-Y se aleg
polinoame de gradul trei

0(¢)= A&+ 57 + A + 4,
l//(f)z 3353 +Bz§2 + B¢ + B,.
Inlocuind in conditia de “cuplaj” static (5.14, a) se obtine

%(3@52 +24E + Al): By& + B,EY + BiE + B, —g( 6B:E +2B,)

de unde rezulta

3 2 1 K

deci gz/(z,”) este de gradul doi.

Translatia v si rotirea y se exprimd in functie de deplasdrile nodale,

utilizand functiile de forma statice:

v(&)=N,(&)v; + N, (&), +N3(§)vj +N4("§)‘//j =[N {”;}v
~ N _ N N (5.17)
v (&)= N(&) 0+ Moy, + Ny(&) o, + N, ()wr, =W {2,

unde vectorii linie

[N |=[M N, Ny N, I.sz\_ﬁl N, N ]\74J-
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in continuare, se prezinta doar calculul functiei N;(£). Conform
proprietatilor generale ale functiilor de formd, N; are o valoare egald cu 1 la

coordonata 3 si se anuleaza la coordonatele 1, 2 si 4. Aplicand cele patru conditii la
limita se obtine un sistem de patru ecuatii

0(0)=0 > 4,=0, o()=1 > Az(l‘gj”m,

w(0)=0 — A1=—§A3, w(0)=0 — 345+24, =0,
prin rezolvarea caruia se determind cele patru constante
2 3 K
Ay=—-"—, Ay=——, Aj=——mo, =0,
3 l+x 2T ltx ik 4
astfel incat
1 3, g2
N =—— -2 +3&7 + k& .
(6)= (-2 43¢ 4t

Functiile de forma pentru deplasari, care tin cont de forfecare, sunt
1
M= [1-32 w28 vk (1-8)],
1+«

MO | tle-2g g Jengle-2)|
(5.18)

Ny(§)=— (382 287 + ),

L
1+«
1

Ny(§)=—— [f(—fz e )}.

14k

Pentru x =0, functiile de forma de mai sus devin polinoamele hermitiene
de gradul trei utilizate la grinda Bernoulli-Euler.

Functiile de forma pentru rotiri sunt [5.3]

ﬁl(é)—i[l(@z—@)},

1k |/

Mo(e) = [1-ae+3 +x(1-9)].
(5.19)

ﬁ3(§)=ﬁ (% (—652 +6§)j,

Fle)= (37 -2 k).

Pentru k=0
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~ 1 ON;
N. :——l’ l:1,,4 .
@12 m14)
Este utila introducerea unui al treilea set de functii de forma definite de
- ~ | 1| dN
oL 1] o
| d&
care vor fi utilizate la stabilirea matricii de rigiditate.

Expresiile acestora sunt
k1

Nl(g):_ﬁ3(§)=_’( -,
(5.20)

- - 1 «
Ny (€)= Ny(6)=5—— .
Relatii similare se stabilesc pentru deplaséarile in planul X-Z

w=| N [{us ],
—o=| ¥ J{us}, oy

datorita relatiei similare de cuplaj (5.16, @) intre w si —¢@.

5.3.2.3 Matricea de masa si matricea giroscopica

Pentru un element de arbore infinitesimal, de lungime dx, energia cinetica
se obtine din expresia similara (5.4) stabilitd pentru un disc subtire

dr* :[ %,;A(fﬂ +W2)+%pl(gb2 +y? )+%plp([22 +2.ngl//)} dx,
unde
) ) 1
]P=21’ qupA, ,Ll:pI, /uPZPIPZZJ}‘ (522)

Integrand, energia cinetica a elementului de arbore are forma

¢ ¢ ‘
. : 2 . . 1 . :
T =§J‘(z}2 +w2)dx +§J‘(¢2 +yr? )dx+EJ1S>.02 + ppQ2 J‘qw/ dx .
0 0 0
a) Energia de translatie este
‘

T’ =%,uJ. (7')2 +w2)dx.
0
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Expriméand vitezele in functie de coordonatele nodale si functiile de forma
o=~ {ay J=o7 ={a; 'L,
o =oTo={a [T In){as | w?={as M)V ) e ),

aceasta energie se poate scrie sub forma

T ﬂjw [ ax iy f ﬂjw [~ ]dxfas )
o] ]

Submatricea masei in translatie a elementului de arbore

[y = [ M) Lve) ae (523)

este aceeasi in planele X-Y si X-Z .

b) Energia de rotire este

NI»—ﬂ

/
/JI(DH//
0

Exprimand vitezele unghiulare in functie de coordonatele nodale si
functiile de forma

1= ' L i i L L o
] i ]

Submatricea masei in rotire a elementului de arbore
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1

[y = e j RGIHRGIFE (5.24)

0

este aceeasi in planele X-Y si X-Z .

c¢) Energia corespunzatoare cuplajului giroscopic este

13 =i [y dx

\<u
e

¢
Ty = ,UPJ.
0

Submatricea giroscopicd a elementului de arbore este
¢ |- ypzj Vag=2[my | (5.25)

Energia cinetica totala a elementului de arbore cu sectiunea constanta este

i Pl e Vo - e s o L

unde
[ms]z [m} ]+ [m} ] (5.26)
Submatricea de masd a elementului de arbore cu sectiunea constanta este
S ) S )
myyp myp o myy Mg
S S )
My, Myy M
)= 2 My Mg (5.27)
M3z M3y
sim My
unde

m| = (156+294K+140K2)06T +36ap,
—(22+38.5x+17.5x2) ey +(3-15x) L.

my = (54+126K+ 70 x> )aT ~36ay,
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ms, :—(13+31.5K+17.5K2)£aT +(3-15x) lay,
m3y =4+ 70 +3.5x2) ey +(4+ 56+ 1062 ) Py,
myy = —(3+7K+3.5K2)z2aT —(1+5K—5K2)z2aR,

s _ K s _ 8 s _ s s _ S
M3 = =My, M3z =My, M3g =—Myp, Myq =My,

ul al
o =—"7-—"7"7"=, OCR e ——
420 (14« )* 300 (1+x)?
Submatricea giroscopica a elementului de arbore cu sectiunea constanta
este
gl &2 &3 &is
) ) N
[gS]: &2 g? g§4 ) (5.28)
833 &34
sim g4
unde

gl =2ap, gh=2(3-15«)lay, g, =-T2az,
g =g, g52:2(4+5x+10K2)£2aR,
g5 =-2 (1+5K—5K2)f2aR,
83=-82, 813=8&ll>» £4=8&3> Zu=8n-
fnlocuind T* in ecuatiile lui Lagrange se obtine
[[ms] [o]] {i) {[ o] [e w ts) | 1)
o] Dol i) | L] Lo T lae) 1)

i+ 2|6 (i ={r ) (5.29)

unde matricea de masa [M S] de dimensiuni 8x8 este simetricd si matricea

sau

giroscopica [Gs] de dimensiuni 8§x8 este antisimetrica.

5.3.2.4 Matricea de rigiditate

Pentru un element infinitesimal de arbore, energia de deformatie este
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2
1 dy do 2 2
dU=—< EI +|—| [+GA4 + dx.
2{ [(dx} (dx] } ’ (7’xy e )} *

Integrand si inlocuind lunecérile specifice, se obtine

j[v_ o) ax.

=—j p't+ o dx+

a) Energia de Incovoiere este

e oo 2 oo 2

Exprimand rotlrlle si curburile 1n functie de coordonatele nodale si functiile

de forma
W:\_ﬁj{u; }, V/'Z%LNOJ{”; }’
unde
. d
() =@( ),
ot V1 P ).

energia de incovoiere poate fi scrisa

=g VEL 1 P13 Lo e P22 L PR )

(k3] (k3]

Submatricea de rigiditate la incovoiere este

e E[”‘”;J [%Jdi. (5.30)

b) Energia de forfecare este
i

— GAS

2

unde
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astfel incat
1
U, :%{u; VG I 5 ][] ae {ur }+%{u§ VGa
0

(k3] (k3]

Submatricea de rigiditate la forfecare este

© ey
>,
| E—
=
—
=
| I
[N
RN
—_——
<
—_——

1

(13 ]=Gay j 5 [~ de. (5.31)

0

Energia de deformatie totald a unui element de arbore cu sectiunea

constanta este
0=ty e ]y b s e e ).

in care submatricea de rigiditate este

[ =L o L3 | (5.32)
sau
12 6/ —-12 6/ 0O 0 0 0
[ks]_ | EI 40 —60 207 P20 —2
Ttk B 12 —er|™" 0 0
sym 402 sym /2
inlocuind U in ecuatiile Lagrange se obtine
e [O]H{ui}}_{{f;}}
o] Telllfw) ] 1)
sau
& [l f={r .

unde [K S] este matricea de rigiditate de dimensiuni 8x8 a elementului de arbore
cu sectiunea constanta.
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5.3.2.5 Vectorii fortelor de dezechlibru

Se considerda o distributie liniard a dezechilibrului masic in lungul
elementului de arbore, Intre valorile a,; , ay; la capatul din stanga, si a.z, a,z la
capatul din dreapta

a;(§)=a, (1§ )+as,

(5.33)
a;(é:):asL(l_g)-'_ang:

unde

a, =apcosa;, ag =apsina;, a.p =dapCosy, d. =dpSinag,
ay , ag sunt excentricitatile dezechilibrelor, iar «; , ap sunt unghiurile de faza ale
acestora.

Fortele de dezechilibru distribuite corespunzatoare sunt
p(&t)=puay(Sr).  p.(61)=p2al (1),
unde
a) (&.t)=al(&)cos Qt —aj(&)sin 21,
ai(&t)=at(&)cos 2t +al(£)sin 21

Lucrul mecanic virtual al acestor forte este
‘

4
§W=I(&v)prdx+J(6w)szdx,
0 0

1 1

5w ={ou }TJ. (N p,edé+{5ut }TJ. (N7 p.ede.

0 0
_ —_

sl e

Fortele nodale cinematic echivalente sunt

) 1
= ﬂmzj IvJPade,  {rr )= ﬂfﬁzj |V af dé.
0 0

Vectorul dezechilibrului masic al arborelui are expresia

| 1
o] e
Iy = ul? ? cos 2t + pl2* 10 sing2¢ | .
i) “Nyag d& ILNjTag d&

0 0
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Un exemplu de calcul al unui termen este dat mai jos

1

[ Mi(9)ar dg = ()@ (1-6)+ ae Jag =

= [Ni(E)(1-E)dE +age [ Ni(£) £ =

0 0
1

:m[(4z+4OK)GCL +(18+20x )a ]

Vectorul fortelor de dezechilibru poate fi scris

o | laR % la ]y
e F% [aéggi cos 2t + " {{ch{}} sin €21

42+40k  18+20k
(6+5c)0  (4+5k)0
lal=] gia0e  42+40
—(4+5x)0 —(6+5x)¢

{12 o)

Vectorul fortelor de dezechilibru are forma

b

unde

astfel incat

V] - V5

vyl —vel

V3 - V7

2 vyl — vl

[ }e 227 10 s Lsingar |, (5.34)

120(1+x)| | vs v

vel 124
vgl vl

in care
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(42+40x) a,; +(18+20x) a.p

»=(
3=

6+5K‘) a. +(4+5K) acg,

18+20x) a,; +(42+40K) a.g,

y=(4+5k)a, +(6+5k) ay,

s =(42+40k) a,; +(18+20K) ay,

6+5k) ay +(4+5K) ap

6=(
5 =(18+20x) a,; +(42+40x) ap,
—Vg —(4+5K) ag +(6+5K‘) agp

5.3.2.6 Modelarea rotorului

In figura 5.13 se prezintd un exemplu de modelare cu elemente finite a
rotorului unei turbine de joasa presiune (M. L. Adams, SVD, 1980).

|

=
T

NRANNNN BN

@ @B — G — 9 — 9000 0909 '4—1 J—.—-c_.n,o_oa AN} u—-'_o —_———— - - — 0§ ——4

S S ANANANNNR N AR NN NN

WA

Fig. 5.13

La discurile dintr-o bucata cu arborele, diametrul exterior al fiecarui
element de arbore este stabilit in asa fel incat s asigure o variatie lentd in trepte in
lungul rotorului, si sd modeleze cit mai bine partea din disc care contribuie la

rigiditatea la Incovoiere a rotorului. Restul discului este modelat ca un disc rigid
subtire cu gaura centrala.
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N~
L
)/"\17"
= I 4 — A
S S
Q g‘?T_ 11 i_i o N
|
L/2|
2218
L

Fig. 5.14

La rotoarele monobloc cu discuri dintr-o bucatd cu arborele (fig. 5.14),
utilizate la turbinele de presiune 1nalta si la discuri fretate pe arbore (fig. 5.15),
partea din disc care contribuie la rigiditatea arborelui se determind adesea cu regula
empirica a unghiului. Acelasi procedeu se aplicd pentru inlocuirea unei portiuni

arbore cu variatie mare de diametru, prin mai multe trepte de diametre cu variatii
mai mici (fig. 5.16).

| L
l
?\}lol | y
o T Ul R 1 U K- W Ml )
N Rz '
L

Fig. 5.15

De multe ori pentru calculul matricii de rigiditate a arborelui si matricii de
masa a discului, se folosesc diametre diferite pentru aceeasi portiune de rotor. De
exemplu, bobinele de pe rotorul unui motor electric contribuie doar la energia
cinetica, nu si la cea potentiala. Diametrul utilizat la calculul matricii de masa este
mai mare decat diametrul folosit la calculul matricii de rigiditate.

AR }

‘ o a )
. <] S : IS =
= il | O N ) I (R
- 1T 7

b4 J4

Fig. 5.16
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Au fost dezvoltate si elemente finite conice de arbore [5.4] dar prezentarea
acestora depaseste scopul acestui manual. In cazul formelor geometrice complicate,
se utilizeaza elemente de arbore definite de utilizator, calculate prin inversarea unei
matrici de flexibilitate obtinutd experimental.

5.3.3 Lagare si etansari
Lagarele radiale si etansarile cu fluid se modeleaza prin coeficienti de

rigiditate la translatie si rigiditate la rotire. Efectele inertiale se iau in consideratie
doar la etansarile inelare din pompele centrifuge.

5.3.3.1 Matricea de rigiditate a unui lagar radial

La un lagar radial, relatia forta-deplasare (in planul Y-Z) poate fi scrisa
matricial sub forma

GHE Eesh e

in care elementele matricii [kb] sunt coeficienfi de rigiditate, k; fiind forta

elastica 1n directia i datoritd unei deplasari egale cu 1 in directia j.

Fig. 5.17

Se considera triedrul de referintd Y'—Z" (fig. 5.17), rotit cu unghiul «
fatd de triedrul Y — Z . Transformarea deplasarilor se poate scrie

P Bt M S U A

Transformarea fortelor este
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T, _| cosa sina | | T, _[R] T, .
T! —sina cosa || T, T,

Omitand indicele ‘b’ , noua relatie forta-deplasare este

U R =t = raedter {2

Deoarece [T ] o [T ]T , matricea de rigiditate transformata este
k,, k -
[k']=[R][k][R]T{C SH w szC S}’ (5.36)
-s c|| ky ki ||ls ¢

unde s-a notat ¢ =cosa Si s =sina .

Matricea de rigiditate nesimetrica originala poate scrisda ca suma a doua
matrici componente, una simetrica i una antisimetrica:

k k k k 0 &k
R = R ‘. 5.37
|: kzy kzz :| |: ks kzz:| |: _ka 0 :| ( )
[k] [, ] (%, ]
in care
1 1
k, =5(kyz vhy )k =5(kyz k). (5.38)

Matricea de rigiditate transformata devine

[k ]=[R]([K J+ [k [R]T =4 ]+ [k ]
unde, notdnd ¢ =cosa si s =sina , partea simetrica

yy)sc+ks (02 —sz)

k. —kyy)sc+ks (02 —s2) kyys2 +k,_c* =2k cs

k. c*+k._s®+2k k. —k
w€ T RS s €S ( . (5.39)

[k ]= (

si partea antisimetrica
LAt
Aceste rezultate implica urmatoarele:

a) componenta antisimetrici [k, | este independenta de rotirea [7'], deci
de unghiul «;

b) atunci cand
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componenta simetrica [ks ] este diagonala si unghiurile " si " +90° definesc
directiile principale de rigiditate.
Matricea simetrici [k, | poate fi diagonalizati prin transformarea de

p ] ramane neschimbata.

coordonate [R], in timp ce matricea antisimetrica [k

Aceasta implica faptul cd o matrice de rigiditate nesimetrica poate fi transformata
intr-o matrice in care elementele nediagonale sunt egale si de semn contrar.

In cazul special cand elementele diagonale sunt identice, exista doua cazuri
interesante:

a) cand elementele nediagonale sunt egale si de semn contrar, matricea
transformata este identicd cu matricea originala

C S kl k2 c - _ kl k2
-5 C - kz kl S C = k2 kl ’

deci lagarul este izotrop.

b) cand elementele nediagonale sunt identice
[k’]— c sk ky|lc —s| | k+kysin2a  k,cos2a
l-s ek K |ls ¢ | | kycos2a  k —k,sin2a
sipentru a” = 45°

(v

ky +ky 0
0 k-k |

deci lagarul este ortotrop, cu axele principale de rigiditate la 45° i 135°.

Se pot stabili urmatoarele sase concluzii importante [5.5]:

a) cand ‘kyz #

k.,

, lagarul este anizotrop;

b)cand k,, =-k,, si k,, =k.., lagarul este izotrop;

- Nzzo
c)cand k. =k, si k,, #k_., lagdrul este ortotrop, cu directiile principale
definite de a” si a” +90°;
d) cand k,, =k, si k,, =k, lagarul este ortotrop, cu directiile principale
de rigiditate la 45° i 135°;
e) cand k, =k, =0 si k, #k

lagarul este ortotrop, cu directiile

zz o

principale orizontala si verticala;
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f) cand k,, =k, =0 si k,, =k_,, lagérul este izotrop;

zz 2

In plus, conditia k,. # k., (clementul nediagonal de cuplaj k, diferit de

zero) este cauza principald a instabilitatii unui sistem anizotrop.

5.3.3.2 Lagare cu film fluid

Comportarea liniarizatd a lagarelor hidrodinamice este descrisa de
componentele pe doud directii ale fortelor obtinute prin dezvoltarea in serie Taylor
a relatiilor fortd-deplasare si fortd-viteza, in vecindtatea pozitiei de echilibru a
fusului in lagar [5.6]:

b b b b .
T, | _| Ky Ky | Cy Gz |J 0
=l b + oy 4 ot (5.40)
TZ kzy kzz w Czy sz w
%Y—J %V—/
[*] [*]

In forma expandata

b b b b
ky, 0 ky 0| ¢y, 0 ¢ 0[P T,

0.0 0 0w | |0 0 0 0wy |_]M
K, 0 K. 0| w ¢ 0 koo w T,

0 0 0 O0l[-¢ 0 0 0|l-9 -M,

In forma partitionata

I N A C I IR M T
e ] e ] ) | L ] L] | e | [t ]

unde

0 0 0 0

[kg]zl:kg O}: [03]={c£} 0}, (i,j=y,z). (5.42)

In continuare, se neglijeaza efectele inertiale ale lagirelor si piedestalurilor.

5.3.3.3 Etansari inelare cu fluid

Etansarile inelare scurte din pompele centrifuge se considera izotrope.
Fortele dinamice din etansari se reprezintd prin relatii forta-deplasare de forma
[5.7]
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S S ) oo

Elementele diagonale ale matricilor de rigiditate si de amortizare sunt
identice, 1n timp de elementele nediagonale sunt egale si de semn contrar. Termenii
de cuplaj din matricea de amortizare §i termenii masici provin din efecte inertiale.
Rigiditatile de cuplaj provin din circulatia fluidului, la fel ca 1n lagarele
hidrodinamice cu cuzinet complet necavitate. Coeficientii dinamici din relatia
(5.43) sunt definiti in Sectiunea 6.10.2.

Fortele de interactiune intre difuzor si voluta impulsorului sunt in general
descrise printr-o relatie de forma

T K k||v C c||o M m, ||
= + Lt e (54
T, -k K||lw -c C||w -m, M ||lw
Se remarcd prezenta elementelor de cuplaj inertial m,, absente in relatia
(5.43) pentru etansari cu lichid. Semnul lui m, este negativ, ceea ce inseamna ca
este destabilizator pentru precesia directd. Modelul cu elemente diagonale identice

si elemente nediagonale egale si de semn contrar asigura izotropia radiala.

Fortele dezvoltate de etansdrile labirintice ale compresoarelor centrifuge
sunt cu cel putin un ordin de marime mai mici decat cele din etansérile cu fluid. Ele
au termeni masici neglijabili si sunt de obicei modelate printr-o relatie forta-
miscare de forma

(R A [T A M

Spre deosebire de relatia (5.43) valabila pentru etansdrile pompelor,
coeficientul de rigiditate directa este n general neglijabil si in multe cazuri negativ.

Deobicei se lucreaza doar cu coeficienti de translatie. Coeficientii dinamici
unghiulari se utilizeaza doar la etansari inelare lungi, In pompe centrifuge cu mai
multe trepte, in care fortele produc rotiri ale arborelui si momentele produc
deplasari liniare.

5.3.4 Cuplaje elastice

Un cuplaj flexibil poate fi modelat printr-un element elastic, cu rigiditate
izotropd la translatie k; si rigiditate unghiulara &, dispus intre sectiunea i a unui
arbore si sectiunea j a celuilalt arbore, ca in fig. 5.18 [5.1].

Matricea de rigiditate a unui astfel de cuplaj elastic are forma
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[k Y iy = " T (5.46)

Acest model simplu de cuplaj permite deplasari transversale relative mici si
dezaxari unghiulare intre centrele componentelor cuplate, dar nu permite deplasari
relative axiale, deci nu trebuie utilizat la cuplaje cu caneluri.

Fig. 5.18

Efectele inertiale pot fi luate in considerare incluzand discuri subtiri rigide
in punctele de conectare.

5.4 Ecuatiile de miscare ale sistemului

Ecuatiile de miscare ale unui sistem rotor-lagare-etansari se scriu in
forma de ordinul doi, asambland matricile elementelor, apoi se tranforma in forma
de ordinul intéi, pentru rezolvarea problemei de valori proprii.
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5.4.1 Ecuatiile de ordinul doi in spatiul configuratiilor

Se utilizeaza un vector global al deplasarilor, a carui jumatate superioara
contine deplasérile nodale in planul Y-X, in timp ce jumatatea inferioard contine
deplasdrile din planul Z-X

{X}T :{7’1, Wi, Ug Yoo, Uy Wy, W, =@, W, =@ty Wy, — @y }T- (5.47)
{ri’ {z)7

Corespunzator, jumatatea superioard a vectorului global al fortelor contine
fortele nodale din planul Y-X; iar jumaitatea inferioard contine fortele nodale care
actioneaza in planul Z-X

{f}T :{Ty1’ M, Tyz’ M.y T, M TZl’_MJ’l’ Lo =My T ’_My” }T.

yny zn’ ¥y’ s zn

{r ) Ak

Cei doi vectori se partitioneaza astfel

)

z

Combinand ecuatiile elementelor componente, ecuatiile de miscare ale
sistemului asamblat pot fi scrise sub forma

[ [z [C i j+[K xi={r), (5.50)

in care matricile si vectorii
o[ o ) [K]{[k[zﬁ] [k[liyziiﬂ ’

¢, | [o] [e]
]+Q{[_g] [0]}’ (5.51)

-l e

sunt de ordinul N =4n, unde n este numarul de noduri al modelului cu elemente
finite.

o

<

[R—
—— — —

o

N

—

Matricea de masa globala este prezentatd in fig. 5.19, matricea giroscopica
globala — in fig. 5.20, iar matricea de rigiditate globald — in fig. 5.21.
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V77 )
2 [l Z__ [m]
TR
AR O .
[m] - k 6( Y, + \ /
B SNN
%% N\ a7zl
e A
SN L
Matricea de mas3 coerenti Matricea de masi diagonali
a unui element de arbore a discurilor rigide
Fig. 5.19
f /V s d
o [ uz B
7 SNNG ‘
RESN, u: A
M \
9| & RIRT 7 + N
oy ™
2SO
SSNN :
L B M SN ; \ g
Matricea coerents giroscopica Matricea giroscopici diagonali
a unui element de arbore a discurilor rigide
Fig. 5.20
' ; /) b
/. ///, § [ S] . /[ kyy]
GOSN F
P_ \ %, }—///‘
kel B2 |t L1
P N )
NN
G7 NN k
™, \\ b
NONS
N J
Matricea de rigiditate Matricea de rigiditate diagonali
a unui element de arbore rigiditatea directd kyy

Fig. 5.21
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Matricile [kyz ], [kzy] si [kzz] se aseamand cu [kyy] . Matricile

lagdrelor sunt similare.

et

Fig. 5.22

Pentru modelul rotoric din fig. 5.22, ecuatiile de miscare au forma

%
Pl ==Y etk
7y g 0 L crasi A A [
Wrde)t Y| (/] (/] ] (Jpdr)T. 0 7] < )
///—27‘— —%£~>{F§}
mlulzlz uinbzl%
Ty % | L [
4 2 g
5] I I i = — 1 + /;! )
{Fc}— AT {f‘;}: +H
JHHH D HHH
L] b -}
7497, A A [ [ 1G5 ?4 Zinin
Urne [ [ U)o [ [
1 ] 1 P
— [ 2 - — 44 7/‘ ?{Z}
722, 1 0 E 7222, |11 A B
- 2y= S g
I o e
Z 000K 1007
I [ N O Ry ¢ S SO )~ B
of Y
pentru { z pentru {Qy }
discuri_ pentru arbore discuri  pentru arbore

(doar in nodurile cu discuri)

Fig. 5.24



40 DINAMICA MASINILOR

Vectorii fortelor de dezechilibru masic au forma
{f}={F, jcosQt+{F, }siner, (5.52)

in care vectorii din membrul drept sunt prezentati in fig. 5.24.

5.4.2 Ecuatiile de ordinul intii in spatiul stirilor

In vederea rezolvarii, ecuatiile de miscare (5.50) se transforma in ecuatii de
ordinul ntéi, 1n spatiul starilor. Introducand ecuatia auxiliara

(2 ] )= [ ] p={o}, (5.53)
ecuatiile (5.50) si (5.53) pot fi combinate rezultand

L ST B} e

[alq}+[Blla}=1r). (5.55)

sau

unde matricile [A ] si [B ] de dimensiuni 2N x 2N sunt reale dar nesimetrice

G b ol

Sistemul de ecuatii astfel format nu este autoadjunct.

Combinand ecuatiile (5.50) si (5.53) se mai poate obtine

[M] [0] {x} [0] —[M] {x} ) {O}
[[0] [M]H{x‘}}Jf[[K] [c] H{"‘}}_{{f}} (5.56)

dar in continuare se va utiliza numai forma (5.54).

5.5 Analiza valorilor proprii

Rezolvand problema de valori proprii a unui sistem rotoric, se determina
frecventele proprii, rapoartele de amortizare modale, formele modale de precesie si
limitele de stabilitate pentru sisteme giroscopice amortizate.
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5.5.1 Vectori proprii la dreapta si vectori proprii la stinga

Valorile proprii §i vectorii proprii la dreapta se obtin rezolvind forma
omogena a ecuatiei (5.55)

[4l{q}+[BHa}={0}. (5.57)
Presupunénd solutii de forma
{q)={o" |,
ecuatia (5.57) poate fi scrisd sub forma
(2[4]+[B])|@" }={0}. (5.58)
Existd 7 =2N valori proprii A,., solutii ale ecuatiei
det(A[4]+[B])=0, (5.59)

si 2N wvectori proprii la dreapta {(D,R } care satisfac problema generalizata de
valori proprii

[B]{ch }:@[—A]{qu } (r=1,..2N). (5.60)
Pentru ecuatia transpusa

(4] {g}+[B] {q}

se admit solutii de forma

{q}:{@L }eﬂ,t'

{0},

Rezulta

(A[4) +[B]" ){ 2" }={0}. (5.61)
Valorile proprii se obtin rezolvand ecuatia

det(A[4]+[B])" =0
care are aceleasi solutii ca ecuatia (5.59).

Deoarece transpusa ecuatiei (5.61) este
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T
{or ' (214} [B])-L0).
{QDL } se numesc vectori proprii la stanga, solutii ale problemei de valori proprii
[B]T{@f }:z,[—A]T{zpf } (r=1..2N). (5.62)

Vectorii proprii la dreapta si vectorii proprii la stanga, de dimensiuni
2N x1, satisfac relatiile de biortogonalitate

ot ' o -, - fo 2o 7=

7710 pentru r#s
5 (5.63)
T . pentru r=s
(o2} 81{er - o, -7
pentru r #s
astfel incat
A, = & (5.64)

Relatiile de biortogonalitate Intre vectorii modali ai sistemului original si
cei ai sistemului transpus pot fi utilizate pentru decuplarea ecuatiilor de miscare.

5.5.2 Reducerea la problema standard de valori proprii

Ecuatia (5.58) poate fi scrisa sub forma

[R]{@R }:%{@R} (5.65)

in care
[R]=—[B]'[4]- -[x]'[c] ~[&x]"[am]
[7] [0]
este o matrice reala nesimetrica, de dimensiuni 2N x2N .

Prin rezolvarea problemei de valori proprii a ecuatiei (5.65) se obtin insa
inversele valorilor proprii. Jumatatea superioard a vectorilor proprii reprezinta
vectorii proprii, de dimensiuni N x1, ai problemei originale.

O metoda diferita utilizeaza forma (5.56). Pentru o solutie de forma

{x}={u}e, (5.66)

forma omogena a ecuatiei (5.56) devine
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Lot ol @t e

(e e[ B e o

De retinut cd N =4n, unde n este numarul nodurilor modelului.

sau

5.5.3 Diagrame Campbell si diagrame de stabilitate

Ecuatia (5.65) are 2N solutii proprii, unde N este ordinul matricilor
globale ale sistemului. Aceste solutii sunt pur reale, in cazul modurilor amortizate
supracritic, si apar In perechi complexe conjugate, in cazul modurilor de precesie
neamortizate sau amortizate subcritic.

In general, valorile proprii complexe au forma
A.=a,+io,, A=a, -, (5.68)

fiind functii de viteza unghiulard de rotatie a rotorului (2. Partea imaginard @, a
valorii proprii este pulsatia proprie (viteza unghiulard) de precesie iar partea reald
a, este constanta de amortizare. La moduri stabile ¢, trebuie sé fie nepozitiva.

Nivelul amortizarii se exprima prin raportul de amortizare modala

&

sau prin decrementul logaritmic

a,
T
@,

112

0,=2n, =~

.
De obicei se reprezintd grafic variatia pulsatiilor proprii de precesie si a
constantelor de amortizare in functie de viteza unghiulard de rotatie (2. Aceste

diagrame se numesc diagrame ale vitezelor unghiulare de precesie (“whirl speed
maps”) [5.1]. O astfel de diagrama este prezentata in figura 5.25.

In majoritatea aplicatiilor practice, daca sistemul devine instabil, atunci
instabilitatea este produsd de primul mod de precesie directd, in timp ce restul
modurilor riman stabile. in fig. 5.25 se aratd ci primul mod de precesie devine
instabil la viteza unghiulara de aparitie a instabilitatii (“onset speed of
instability”), 2.

In diagramele Campbell se reprezinti grafic variatia pulsatiilor
(frecventelor) proprii de precesie in functie de (turatia) viteza unghiulard a
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rotorului. Daca pe curbele pulsatiilor proprii se marcheaza puncte la valori date ale
decrementului logaritmic, acestea se numesc diagrame Lund. Daca se reprezinta
numai partea reald a valorilor proprii in functie de turatie, se obtin diagrame de
stabilitate. Exemple de diagrame Campbell si diagrame de stabilitate pentru
diverse modele rotorice sunt date in Sectiunile 3.4 si 4.5 din Partea I.

W=k

@
Wy

Fig. 5.25

O viteza unghiulara (turatie) critica de ordinul x a unui sistem rotoric cu
un singur arbore este definita ca viteza unghiulara (turatia) pentru care un multiplu
al ei coincide cu una din pulsatiile (frecventele) proprii de precesie ale sistemului.
In figura 5.25 s-a trasat linia pulsatiilor excitatoare de ecuatiec @ =x£2. Cand Q2

este egald cu 2, , excitatia k(2. creaza o conditie de rezonanta.

O metodd de determinare a turatiilor critice se bazeaza pe constructia
diagramei Campbell, trasarea liniilor pulsatiilor excitatoare de interes, $i marcarea
intersectiilor, ale céror abscise indica turatiile critice asociate cu fiecare excitatie.

Vectorii proprii complecsi conjugati au forma
ful, ={a}, +i{b},. W), ={a), ~i{p},. (5.69)

Solutia precesiei libere intr-un anumit mod poate fi scrisd ca suma a doua
solutii proprii complex conjugate, incluzand perechea de valori proprii si vectori
proprii la dreapta

(e}, = {u ) et ur) e =
:({a}r+i{b}r)e(arJriwr)t—}_({a}r_i{b})‘)e(ariiwr)t‘
at eia)rt+e—ia)rt . eia),t_e—ia),_t. _
()], =2¢ ({a},—z rifp) 2 J .
=2¢*'({a}.cosw,t—{b} sinw,t).

In figura 5.26 se prezinti natura miscarii intr-un mod de precesie amortizat
(s-au omis indicii nodal si modal).
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”

= 9., 5
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= A

ch 7 o
f"?‘o\

Axa imaginard

Fig. 5.26

a,t

Termenul 2e“” nu influenteazd forma modala, fiind un factor comun

pentru toate coordonatele. Jumatatea superioarda a vectorului modal poate fi
aproximata sub forma

{x}r ={u, Jcosw,t+{u, }sinw,t,
uch={a) =Refu},  lug)=—{b}, =—tm {u},.

In acest fel, orbita in orice punct devine o elipsd in loc de spirala, si se
convine s se traseze elipse incomplete (“deschise™).

Un element oarecare j al modului de precesie » are expresia
X; (t) =u, cosw,t +u, sinw,t ,
care defineste o miscare armonica cu pulsatia @, .

Cele doud componente ale miscarii de translatie in orice punct sunt
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V=0,CoSw,t+V, SInw.t,
c r s . r (571)
wW=w, Cos®,t +wW, sinw,?,

relatii care reprezinta ecuatiile parametrice ale unei elipse.

Fig. 5.27

Raza vectoare a unui punct de pe elipsa, la un moment oarecare ¢, este
Fe)=0o(t)+iw(z).

Forma modului de precesie se obtine unind punctele de pe diferite elipse
care marcheaza pozitia rotorului la un moment dat, aceasta fiind in general o curba
in spatiu (fig. 5.27). Exemple sunt date in Sectiunile 3.4 si 4.5 din Partea I.

Un caz special este cel al sistemelor giroscopice conservative. La un sistem
giroscopic neamortizat, dacd lagarele au axe principale de rigiditate coliniare,
ecuatia (5.50) devine

) ) B -

Dacé se admite o solutie de forma (5.66), deoarece sistemul are valori
proprii pur imaginare, A =i®, ecuatia (5.72) devine [5.8]

Ulﬁi];gz[[gnf] [,jz“]’f)off[]mﬂ{{{g:g;}} o

din care se obtin patru ecuatii matriciale cuplate. Intre solutiile acestor ecuatii se
pot stabili relatiile

{yl}:ﬂ{J’R}a {ZR}:—ﬁ{Zl}a
in care [ este un factor de proportionalitate.

Vectorul modal se poate scrie

(e )

Il
—

p—

+
S
N—

—
—_——

N
~
H_/



5. ANALIZA CU ELEMENTE FINITE 47

si poate fi normalizat prin Impartire la factorul comun (1 +if )

Rezulta cd sistemele giroscopice conservative sunt descrise de valori
proprii pur imaginare, iar vectorii proprii sunt reali in planul X-Y si pur imaginari in
planul X-Z, descriind forme modale plane.

5.6 Raspunsul la dezechilibru

Réspunsul fortat al unui rotor poate fi determinat fie indirect, in coordonate
modale, fie direct, in coordonate fizice.

5.6.1 Rezolvarea prin analiza modala

In cazul excitatiei sincrone datorita dezechilibrului masic

ri={re.  {aj={xje,

ecuatia (5.54) devine
GESROEISRS| Bonsis
(ie[a+[B]){o}={P}

i) (i)

Se alege o solutie de forma

sau

unde

2N

{Q}=Z {0k 1., (5.73)

r=1

in care 7, sunt coordonate modale.

. T
Inmultind la stdnga cu {@R }r si tinand cont de relatiile de biortogonalitate

(5.63), ecuatia decuplatd In coordonataz, este

{ot) (il 4]+ (80" )0, ={o} (P}
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o (127, ), =10 | {P}.

Coordonata modala 7, are expresia

(o] (P}

= ar(ig_ﬂ“r )
Din relatia (5.73) se obtine vectorul coordonatelor fizice

& o) oty

{Q}=Z m‘{f’},

r=1
a carui jumatate superioara este

(o) for)

{X}:Z m{F}a (5.74)

r=

unde {5 K }r si {5 L }r sunt jumatatile superioare ale vectorilor modali

corespunzatori.

5.6.2 Rezolvarea prin analiza spectrala

Se considera din nou ecuatia (5.50). Pentru o excitatie sincrona
{f}={F. }cosQt+{F, }sinr, (5.75)
raspunsul stationar are forma
{x}={X,}cost+{X, }siner. (5.76)
Inlocuind (5.75) si (5.76) in (5.50) se obtine

([l ml)ix e olelixd=tr) o
~elclx e ([K]-22(m]){x, )= {F }

N

Acesta este un sistem liniar de ecuatii care se rezolva prin metode
cunoscute. Componentele “cos” si “sin” se inlocuiesc apoi in expresia (5.76). Cele
doud componente ale miscarii de translatie din fiecare sectiune sunt date de relatii
de forma (5.71), pe baza carora se calculeaza orbitele eliptice, dupa cum se arata in
Sectiunea 5.7.
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5.7 Cinematica miscarii eliptice

In continuare, sistemul de coordonate carteziene fixe (stationare) este notat
X, V,Z.

5.7.1 Orbitele eliptice

Cea mai simpla miscare a unui punct al unui rotor este o miscare plana cu
viteza unghiulara de precesie @. Componentele deplasarii in directiile y si z sunt

=y.coswt+y, sinwt,
Y=Y Vs (5.78)

z=z,C08Wt+z,SInwt.

Aceste relatii definesc o orbita eliptica, dupa cum se arata in fig. 5.28.

Fig. 5.28

Elipsa rezultd prin compunerea a doud miscari armonice cu amplitudini si
unghiuri de faza diferite
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yszcos(a)tJrHy):Ay cosd, coswt—A,sinb, sinwt, (5.78. a)
78, a
z=A, cos(a)t+¢92)=Az cosd, coswt—A, sinf, sinwt,

in doud directii perpendiculare intre ele.

Se observa ca

Parametrii miscarii eliptice sunt in general functii de viteza unghiulara de
rotatie €2 . Se remarca doud cazuri particulare [5.1]:

a) Dacd 6, =6, , componentele y si z sunt in fazd, iar orbita se reduce la o
linie dreapta (fig. 5.29).

Fig. 5.29

b) Daci y, =-z. (+z.)si y.=+z, (~z,) componenta y este defazati

inainte (in urma) componentei z cu 90°, rezultnd o orbita circulard (fig. 5.30) de
precesie directd (inversa).

.{=3£ L Z
20
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Ecuatiile parametrice (5.78) definesc o elipsa inclinata fata de axele y-z.
Rezolvand in cosw ¢ si sinw ¢

coswt= (yzs —Z), )/(yczs —Zc Vs )’
sinwt = (zyc —-yz. )/(yczs —Zc Vs )’
eliminand apoi timpul, se obtine ecuatia orbitei sub forma

(22422 )92 20zt 0,z )2+ (52402 )2 =z ez ) (5.79)

Ecuatia (5.79) se poate exprima in functie de semiaxele a si b, si de unghiul
de inclinare al axei mari « (fig. 5.31).

Fig. 5.31

In sistemul de coordonate (principale) y; -z, , cu axele orientate in lungul

axelor elipsei, migcarea este descrisa de componentele
=acos\lwt+y—a),

b3l ' ( e ) (5.80)

z =bsm(a)t+7/—a),

unde y este un unghi de faza (inclinarea razei vectoare la ¢ = 0), astfel incat

y 2 - 2
M) (2] 2
(aj +(bj 1. (5.81)

Transformarea de coordonate

=y, cosa —z; singa,
Y= . 1 (5.82)
z=y,sina +z cosa,
conduce la ecuatii parametrice de forma (5.78). Combinand ecuatiile (5.78), (5.80)
si (5.82), se pot obtine cei patru parametri ai elipsei a, b, o si y in functie de y,,

Ys» Z. $1 z, . In continuare, determinarea acestora se face printr-o metoda diferita.
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5.7.2 Descompunerea in miscari circulare directa si inversa

Orbitele eliptice pot fi reprezentate cu ajutorul vectorilor complecsi rotitori,
considerand planul y-z ca un plan complex (planul Argand), cu axa reald in lungul
axei y si axa imaginara 1n lungul axei z.

1=0
T~ w
e
r.7 X
b - =
p N ){_\ P W
AT
6, 6, | y
J
e /
/
Fig. 5.32

Rezultanta 7 a doi vectori, 7, care se roteste in sens antiorar (forward) si
1, care se roteste in sens orar (backward), defineste un punct P care se deplaseaza
in lungul unei orbite eliptice (fig. 5.32):

. L 4 ilerso L

7= ]"f ela)l + rb e 10t :‘ ]"f ‘ el(a)t+ f)+| ]"b | el( a)l+9b) ) (583)

Din expresiile (5.78) se obtin componentele

1 . . 1 . .
Zzzc_(ela)t+e 1wt)+zs_'(elwt_e 1wt),
2 21
astfel incat vectorul rezultaant

r=y+iz=
:eiwtl:l(y +z )+il(_y +z )i|+€iwt|:l(y -z )+il(y +z ):|
) c K 2 K c 2 ¢ $ 2 s ¢

Rezultd ca r este suma unui vector cu amplitudinea complexa r,, care se

roteste in acelasi sens cu rotorul si a unui vector cu amplitudinea complexa 7, , care
se roteste Tn sens contrar
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_ 1 1 — | 6,
rf:E(yc—i_zs)—i_l5(_ys+zc):"/jf‘e ’
: : ‘ (5.84)
Fb ZE(yc _Zs)+i E(ys +Zc)=|l7b |elgb'
Amplitudinile si unghiurile de faza au expresiile
_ 1 b -
‘I/tf‘:E\/(yc+zs)2+(_ys+zc)2 :%9 tggfzjjs—:::jc,
: A C+ y (5.85)
_ a-— z
|rb|:E\/ (yc_Zs)z_i_(ys—i_Zc)z: 2 > tg Hh:ﬁ
Semiaxa mare se scrie sub forma
a=|7 |+|7 ], (5.86)
1 1 2
P22t o L 02 ete e P (s )’
Semiaxa mica este
b:‘Ff‘—|Fb|:lde{yc y} (5.87)
: a zZ, z,
Inclinarea axei mari (unghiul de atitudine) este
o =%(0f +0,). (5.88)

Din conditia de egalitate a fazelor rezulta

a:a)t*+0f:_a)t*+9b, 2a)t*:0b_6f,

unde ¢* este timpul la care P este in pozitia de amplitudine maxima a deplasarii.

Se pot stabili urmatoarele expresii utile

te2mt = 22(%?‘ o )2 : (5.89)
Ve = Vs 20 —Z
2
tg2a = 2(yczc+yzszs )2. (5.90)

2
Ve T Vs =20 —Z

Precesia este directa (forward) atunci cand

‘ff‘>|7b ,  b>0, VeZs > ViZes

53
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si este inversa (backward) cand

‘@‘<|@ , b<0, VeZg < VgZg -

Orbita este o linie dreapta (elipsa degeneratd) cand

‘Ff‘:|’7b > b=0, YeZs = VsZc-
5.7.3 Viteza unghiulara variabili in lungul elipsei
Se considera o elipsa (fig. 5.33) descrisa de ecuatiile parametrice

y=acosat,

91
z=bsinwt. (590)

b

F==

Fig. 5.33
Din comparatia cu ecuatiile (5.78, a) rezulta
y=4, cos(a)t+¢9y)= acosmt,

z=A4, cos(a)t+672)=bcos(a)t+%] =bsinwt,

deci

In fig. 5.34 este ilustratd metoda cercurilor concentrice pentru constructia
unei elipse. Se traseazd doud cercuri concentrice cu centrul in O. Diametrul
cercului mare este egal cu axa mare 2a. Diametrul cercului mic este egal cu axa
micd 2b. O razé care face unghiul w¢ cu axa y intersecteaza cercul mare in M si

cercul mic in P. Punctul B de pe elipsd se obtine la intersectia paralelei din M la
axa z, cu paralela din P la axa y.
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Punctul 4 de pe axa y corespunde la ¢ =0. Punctul B corespunde la ¢, iar
puctul C la ¢+7/2w. Intre punctele B si C intervalul de timp este z/2w

(LMON = 900) in timp ce unghiul BOC este mai mare de 90° .

Fig. 5.34

Atunci cand punctul M se deplaseaza in lungul cercului de raza a cu viteza
unghiulard constantd @, punctul B se deplaseazd in lungul elipsei cu viteza
unghiulara variabila.

Dacé se noteaza 6 = AOB , pozitia unghiulard la momentul 7 este data de
wo-2=Lgwr. (5.92)
Yy a

Variatia lui 8 in functie de @t este prezentata in fig. 5.35. Deviatia fata
de linia dreapta indica o viteza unghiulara variabila.

N|,\q =y
9
Si‘..__._.._.___._

27T wi

;
9|

Fig. 5.35
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Intr-adevar, viteza unghiulara a miscarii in lungul elipsei este

a)ésecza)t
p_do_ 4o _ Y,

=—=w = .
dt d(ewt 2
(a) ) 1+[bj tgza)t
a

Variatia lui @ in functie de @ este prezentatd in figura 5.36. Se observa

(5.93)

"

ca @ variaza intre limitele ' = (b/a)w si " =(a/b)w astfel incat @ =Vo'®" .

)
a
—m
b
(0]
b
a(e)
| P | 1 —
0 90° 180°  270°  360° @mf
Fig. 5.36

In concluzie, viteza unghiulara a miscarii de precesie nu este & — cea a
punctului B in lungul orbitei eliptice, ci viteza unghiulard @ a punctelor M si P in
lungul cercurilor generatoare, de raze a si b.

5.8 Reducerea ordinului modelului

Discretizarea initiald cu elemente finite a unui sistem rotoric utilizeaza un
numar relativ mare de grade de libertate (GDL) pentru a obtine o precizie
satisfacitoare a calculelor. Uneori este necesard reducerea numdrului GDL
deoarece, in unele aplicatii, intereseaza doar comportarea intr-un domeniu limitat
de turatii joase, definita in principal de un numar redus de moduri de precesie.

5.8.1 Condensarea modelului
Metodele de condensare staticd sau dinamica se utilizeaza pentru obtinerea

unor modele de ordin redus, ale caror valori si vectori proprii aproximeaza pe cele
ale modelului original de dimensiuni mai mari.
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5.8.1.1 Formalismul reducerii numarului coordonatelor

Se considera ecuatia (5.50) sub forma

[M g [C] e[k {x}={r}. (5.94)

NxN NxI NxN NxI NxN Nx1 Nx1

Se cautd o matrice de transformare dreptunghiulara [T ], care exprima cele
N =4n elemente (coordonate) ale vectorului {x } printr-un numar mai mic L < N

de elemente (coordonate) ale vectorului {u |, astfel incat
txf=[THu}. (5.95)
Nx1  NxL LxIl

Transformarea este independenta de timp, deci

try=r ), {ip=[rla}, {z}=[T{a}. (5.96)

Inlocuind expresiile (5.96) in (5.94) si inmultind la stanga cu [T ]T, prin
echivalarea energiilor se obtin ecuatiile de miscare reduse
[Mred ]{u }+ [Cred ] {u }+ [Kred ]{M }: {fred }, (597)
LxL Lx1 LxL Lx1 LxL  Lxl Lx1

unde

[ |=[r I )[r ], (e =[r ) Tellr ], [k = [ )& 7],

T
=) iy
O alegere adecvatd a matricii [T ] reduce drastic numarul GDL fard sa
modifice frecventele proprii joase si formele modurilor de precesie respective.

5.8.1.2 Condensarea Guyan/Irons

Metoda Guyan/Irons se bazeaza pe un procedeu standard utilizat in analiza
structurald statica, si anume eliminarea GDL la care nu sunt aplicate forte, de unde
numele de condensare statica.

Coordonatele (GDL) sunt partitionate in doud grupe: a) coordonatele active

9

(“master”, retinute), si b) coordonatele omise (“slave”, eliminate), notate cu “a”,

[Pt

respectiv “o”.

Partitionand ecuatia (5.94) corespunzétor, se obtine forma
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et et len ekl el
5.98

Presupunand { £, }={0}, relatia staticd intre forte si deplasari se(reduZe la
wrwli-fe) e

Partitia inferioard reprezinta o relatie de legatura (constrangere) statica

[Kou 13 f+[ Koo [{x, b= {0} (5.100)
care poate fi scrisa
{2 b= =[Koo |7 [ Koo Hxa }- (5.101)

Vectorul coordonatelor originale {x} poate fi exprimat in functie de
subvectorul coordonatelor active

{x}={gﬁ}=[ o] ﬂ r=[rlx) G102

K] [Ko

Relatia (5.102) poate fi consideratd o transformare Ritz. Vectorii bazei
Ritz, care sunt coloanele matricii de transformare Ritz [T ], descriu configuratii cu
deplasari egale cu 1 In coordonatele “a”, si deplasari (5.101) in coordonatele “o0”

X L

ey=[rla)=[{n} {n} {tL}]{?-l}—Z{tj Jx, . (5.103)

xaL Jj=1

Sistemul redus de ecuatii are forma (5.97), in care

tuy={x,},

&7 = [K o ][ K [ Koo ][ K] (5.104)

el U0 V0 T Y0 B 700 0 ol V0 F SO
K 11K 1710, 1K, 1K, )

iar [C red ] are o expresie similara cu (5.105).
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Inlocuind relatia dinamica intre GDL active si cele omise, printr-o relatie
statica, reducerea Guyan/Irons este o extindere incompleta a condensarii statice, cu
reducerea inerenta a preciziei.

Existd o singura exceptie: modelul cu mase punctuale, care are mase
concentrate in nodurile unde sunt definite deplasarile de translatie (la care se
neglijeazd momentele de inertie masice). Cu toate GDL de rotire omise si toate
GDL de translatie considerate active,

[M,,]=[0], [M,,]=[0], [M,,]=[0], [m|=[m,,]

si reducerea Guyan/Irons este exacta.

Dezavantaje: a) aplicarea gresitd poate conduce la erori mari de modelare;
b) se distruge forma de banda a matricilor; ¢) la partitionarea GDL este nevoie de
experienta si abilitate, desi existd metode de selectare automatd a GDL active. in
concluzie, precizia care se obtine cu un model cu elemente finite detaliat poate fi
mult micsorata prin utilizarea reducerii Guyan/Irons.

5.8.1.3 Utilizarea macroelementelor

Arborii in rotatie au sectiune transversald variabild si deobicei, pentru a
modela cat mai corect rotorul, este necesar un numar mare de elemente finite.
Numarul elementelor poate fi redus prin utilizarea macroelementelor [5.9]. Un grup
format din mai multe elemente cilindrice scurte poate fi tratat ca un singur element.
Formal, aceasta se realizeaza prin condensare statica, tratand coordonatele extreme
ca GDL active si coordonatele interioare ca GDL omise. In acest mod scade efortul
de calcul numeric fard o micsorare a preciziei rezultatelor.

=0 ——@—@@—@- 606
> I

M i Fag! jt2 jt3
a b
Fig. 5.37

Pentru arborele in trepte din fig. 5.37, a, un macroelement posibil este
aratat in fig. 5.37, b. Considerand numai miscarea in planul Y-X, matricea de
dimensiuni 8x8 a macroelementului are forma de banda (fig. 5.38). Rearanjand
deplasarile nodale, mutand sus GDL externe alese ca GDL active si mutand jos
GDL interne selectate ca GDL omise, se distruge forma de banda.
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v,
J “Z U,
/ _{‘{}5 /A//’ A/ ;);j' "
J41 .
Va1 44 /] Vf:;
20 = 7 BN [0
\ ‘gfﬂ // U’_}” "ot
J+3 (L 0
8 //’ V’:r+3 /\ Vﬁ:z
1 @ 4 o
1 IJ}
M ¥
UJ+3
4 ky{!‘+3
Fig. 5.38

Eliminarea GDL interne utilizand transformarea (5.85) produce o matrice
condensatd de ordinul 4x4. Aceasta permite mentinerea structurii de banda a
matricii sistemului (fig. 5.39).

%6_

Fig. 5.39

5.8.1.4 Condensarea modala

Se considerd partea omogend a ecuatiei (5.50) a unui sistem rotoric
anizotrop amortizat, scrisd sub forma

[M]{jc'}+([Cb]+.Q[G]){x}+([KS]+[Kb]){x}={O}, (5.106)

in care [K b ] si [C b ] sunt matricile de rigiditate si de amortizare ale lagarelor,

K’ | este matricea de rigiditate a arborelui, [G] este matricea giroscopica a
arborelui si discurilor, [M ] este matricea de masa, si {x } este vectorul de stare,

de dimensiuni 4nx1.

Problema corespunzatoare complexa de valori proprii da pulsatiile proprii
amortizate si vectorii proprii complecsi. La sisteme rotorice cu un numar mare de
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GDL, algoritmul de calcul al valorilor proprii complexe poate Intdmpina dificultati
numerice $i poate mari timpul de calcul.

O metoda pentru evitarea acestor probleme este condensarea modala. O
varianta se bazeaza pe analiza partii negiroscopice neamortizate izotrope a ecuatiei
(5.106) 1n planul Y-X:

[m {7 J+ [k +k,, [{r }={0}. (5.107)

Se presupune cad arborele este axial-simetric, se neglijeaza efectele
giroscopice si amortizarea din lagdre, si se considera doar o rigiditate medie
principald a lagarelor, deobicei componenta simetricd din relatia (5.37). Acest
sistem conservativ asociat are moduri de precesie neamortizate plane, definite de
vectori proprii care sunt coloanele matricii modale

[2]=[{®} {@,} - {2, ]]. (5.108)

Cu primele L moduri de precesie ale sistemului descris de (5.107), se
formeaza o matrice modala trunchiata utilizata ca matrice de transformare.

Retindnd primele L coloane ale matricii (5.108) rezulta

& |-[{@} (@} - {@,}] (5.109)

Transformarea de coordonate este
- Sl de s
unde {u } este vectorul de stare redus.

A « |7 .
Inlocuind (5.110) 1n (5.106) si inmultind la stanga cu [d) ] se obtine
sistemul redus al ecuatiilor de miscare (5.97)

m, u, © o o o P
|'T'|2 U2 ) o 0 o o U2 +
o o o @ ©o o o
o o o o o o o
[Mred] [Cred]

k1 o o ©o o u11 o
+ k2 3 e o o o u2 - o
o o o o o o o
o o o o o o o
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unde

L R | PRV B A R T

et J=[or ] ([c* ]+[6])[@7], (5.111)

e Jelo ] ([ Je [ ) o]

Dupi determinarea coordonatelor modale {u }, coordonatele fizice se

calculeaza cu relatia (5.110).

Pentru a determina cu precizie primele 2-3 valori proprii ale caror parti
imaginare sa fie situate in domeniul turatiilor de lucru ale masinii, trebuie utilizati

pand la 10-12 vectori modali {5] } In plus, se pot introduce coeficienti de

amortizare modala diagonali care sa tind cont de amortizarea structurald si externa.

Metoda modald nu necesitd o intuitie asupra concentrdrii masei, alegerii
modurilor componente, si procedurilor iterative de imbunatitire a matricii de
transformare. Singura ipoteza de bazd presupune ca, prin combinarea liniara a
vectorilor Ritz obtinuti pentru sistemul rotoric izotrop neamortizat, se poate obtine
0 buna aproximare a vectorilor proprii complecsi ai sistemului rotoric anizotrop
puternic amortizat.

5.8.2 Substructurarea modelului

Sistemul rotor-stator-fundatie poate fi divizat in componente sau
substructuri, analizand componentele separat, si cuplandu-le apoi pentru a obtine
modelul matematic al Intregului sistem. Metodele de sinteza a modurilor
componente (SMC) sau cuplarea substructurilor in vederea analizei dinamice sunt
utilizate pentru sintetizarea ecuatiilor sistemului pe baza modurilor de deplasare
caracteristice ale componentelor.

In metoda SMC, deplasarea unui punct oarecare al unei componente este
reprezentatd ca suprapunerea a doud tipuri de moduri componente: a) moduri
normale constranse (constrained normal modes), care definesc deplasarile fata de
interfetele (marginile) fixe ale componentelor, si b) moduri de constrangere
(constraint modes), produse prin deplasarea coordonatelor de la margini. in plus,
coordonatele oricarei componente pot fi clasificate in: a) coordonate de interfata
(de jonctiune), daca sunt comune pentru doud sau mai multe componente, si b)
coordonate interioare, daca nu se afla la interfata cu altd componenta.

Modurile de constringere statice se determind dand pe rand fiecarei
coordonate de interfatd o deplasare egald cu 1, fixand celelalte coordonate si
pemitand deplasarea in coordonatele interioare. Modurile normale constranse
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dinamice se obtin fixand toate coordonatele de interfatd si determindnd modurile
vibratiilor libere ale componentei constranse.

Reducerea numarului GDL ale sistemului se face prin modurile normale
constranse. Se presupune ca raspunsul sistemului poate fi determinat cu suficienta
precizie retindnd doar un numar redus de moduri normale constranse judicios alese.
Fiecare componentd este transformatd in functie de modurile sale normale
constranse §i asamblata intr-un sistem de ecuatii de miscare de ordin redus.

Analiza unui sistem complet rotor-lagare-fundatie depaseste scopul acestei
prezentari. Se va considera doar subsistemul rotor-lagire pentru a sublinia etapele
unei analize SMC a unei substructuri [5.9].

Se considerd un arbore cu sectiunea constantd (fig. 5.40) rezemat in trei
lagére. Neglijand efectele de cuplaj, se considera doar vibratia in planul Y-X.

.,

v, U, V0 U Y U, U t—r/\’

A A S /7 AR AR VA

| ——r e Sistem
LN A -~ auxiliar
7777 Yerers T

b
.=
T 1
Im P
s
w%ﬂ
e s
77 |

V% A\ Vg=1

c 7777
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Arborele este modelat cu 7 elemente finite de grindd. Cele 16 coordonate
nodale sunt notate v,, v,,..., Vg, ¥, ¥,,..., Wg (V. partea de sus a fig. 5.40, a).

Coordonatele v, v, si vg se aleg GDL active, restul coordonatelor fiind
GDL omise:

{Ya}:{ U1 Uy Ug }T,

{Yo}z{‘//l Uy Wy U3 W3 Wy Us YWs Ug We U7 Yq ‘//S}T-

Vectorul global al deplasarilor se ordoneaza cu GDL active in partea de sus

WP{%%}- (5.112)

Ecuatia de miscare se poate scrie partitionat sub forma

Ted el St el )
(5.113)

Structura matricilor este prezentatd in fig. 5.41, unde portiunile hasurate
corespund arborelui iar cercurile provin de la lagare.

[c]

Fig. 5.41

5.8.2.1 Moduri normale constranse

Dacéa se blocheazad deplasdrile de translatie in lagare (coordonatele de

interfatd), atunci v; =v, =vg =0, {¥, }={0} si ecuatia (5.113) se reduce la cea a

sistemului auxiliar conservativ. Prin rezolvarea problemei de valori proprii, din
forma omogena
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[mao W T, J+ [k, 1Y, }={0} (5.114)

se obtin asa-numitele “moduri normale constranse”, adicd vectorii proprii {5] }

( j= 1,....,13) ai arborelui rezemat rigid (constrans) (fig. 5.40, b).

Prin trunchierea acestor moduri componente, se formeaza o matrice de
transformare utilizand, de exemplu, numai 5 vectori (din totalul de 13) intr-o
matrice modala redusa

2" -l[{@} (&) - {(&)]. (5.115)

Transformarea de coordonate se scrie sub forma
(v, )= | {4} (5.116)
13x1 13x5  5x1

unde {q } este vectorul coloand al coordonatelor modale constrénse.

Din relatiile (5.112) si (5.116) se obtine

v, 1I [0] {Ya}

W
9 U; == {C]}
i [0]| [@* | & (5.117)

Y% )

(16x1) (16x8)

5.8.2.2 Moduri de constriangere

Comportarea statica a arborelui rezemat rigid este descrisa de partea statica

a ecuatiei (5.113), in care {Fyo }: {O}

it el e
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Coordonatele interioare {Y, } pot fi exprimate in functie de coordonatele
de interfata {Ya } utilizand partea inferioara a ecuatiei (5.118)

[oa 1Y} [0 [, = {0},

Aceasta se mai poate scrie

(Y, b= ~hoo 17 [hoa 1{ Y = [ @ {1} (5.119)

A

. . ., . I
“Modurile de constrangere” sunt coloane ale matricii [[I a] [@Smt] } in

care
[@mt]:_[koo]_l[koa] : (5'120)

Modurile de constringere statica se genereazd produciand pe rand o
deplasare egala cu 1 in fiecare coordonatd de interfata, cu restul coordonatelor
blocate si toate coordonatele interioare neconstranse si neincarcate (fig. 5.40, ¢).
Ele reprezinta functii de forma globale sau vectori Ritz.

5.8.2.3 Condensarea combinata statica si modala

Prin combinarea modurilor normale constranse [@*] cu modurile de

constrangere [d_%tm] se obtine o transformare modald a coordonatelor fizice ale
unei componente a sistemului. Relatia (5.117) devine

=
 —
Q"‘-ﬂ
—
<

5 ¥a)

174
9 vl F = {q (5.121)

Sau

ri=[rlul. (5.122)
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inlocuind (5.122) in (5.113) si inmultind la stdnga cu [T ]T se obtine un
sistem redus de ecuatii de migcare

S e = o
m=]  E] k)

care poate fi scris

e [] [O]]{a}+ k'] o
[ mred] [ mred] [o] [o] [0] [kred]

unde

tuf={11,

1 |= L 1= Lo e 17 o]
i )= [3*] (5., 1[@°].

[ red ] _
_caa 1 [caa ] >

:’"Zfzd:: @] [m,, ]3], (5.124)

! |2 [@° ] ([0 ) [ @y [+ [100])

[ red._- red
| Mg |~ | Mga ] ’

2% |= [ @y )T ([0 ) [ @ 1+ (100 ) [0 ) [ @+ [0

Dupa stabilirea ecuatiilor trunchiate ale fiecirei componente a sistemului,
urmatorul pas constd in asamblarea lor pentru a forma ecuatiile trunchiate ale
intregului sistem. Prin rezolvarea acestora se obtine vectorul coordonatelor
sistemului, compus din coordonatele de interfatd ale sistemului si coordonatele
modale constranse ale fiecarei componente.

Calculele ulterioare se pot face utilizand ecuatiile in forma de ordinul intai.

In concluzie, in metodele de sintezd Craig-Bampton a modurilor
componentelor, deplasarea iIntr-un punct oarecare al unei componente este
reprezentatd prin suprapunerea a doud tipuri de moduri de deplasare: a) moduri
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normale constranse — deplasari fatd de interfetele blocate ale componentei, si b)
moduri de constrdngere staticd - deplasari produse prin deplasarea interfetelor.

Numarul gradelor de libertate ale sistemului este micsorat prin trunchierea
numarului modurilor normale constranse. Deobicei, intdi se trunchiazd modurile
puternic amortizate sau amortizate supracritic, apoi modurile cu frecventele proprii
cele mai nalte.

5.8.3 Metode de reducere pas cu pas a modelului

In reducerea statici (Guyan/Irons) se neglijeazi termenii asociati cu
gradele de libertate omise (GDL-0). In metoda denumita Improved Reduced System
(IRS), se tine cont si de efectele inertiale ale GDL-o0. Robustetea metodei depinde
de observabilitatea structurii din gradele de libertate selectate ca active (GDL-a).
Metoda iterativa /RS (IIRS) se bazeaza pe eliminarea in serie a GDL-o §i selectarea
automatd a numadrului si amplasarii GDL-a [5.10]. Metoda IIRS converge spre un
model redus care reproduce o parte a caracteristicilor modelului modal al intregului
sistem.

In ecuatiile de miscare (5.50) ale unui sistem rotor-lagire amortizat,
matricile au dimensiuni 4x /N, unde N este numarul nodurilor in modelul cu
elemente finite. La un sistem complex cu multe grade de libertate, aceasta conduce
la o problemad de valori proprii de dimensiuni mari, desi numai cateva dintre
primele valori si vectori proprii sunt de interes practic.

Pentru a reduce dimensiunile problemei de valori proprii, mai intdi se
considera partea omogena conservativa negiroscopica a ecuatiei (5.50)

[ ]{% + & J{x}=1o}. (5.125)
in care []\7 ] s [I? ] sunt componentele simetrice ale matricilor [M ] si [K ]

Coordonatele fizice din vectorul {x } sunt eliminate una cte una. Criteriul

de eliminare este valoarea raportului £ /m ; al elementelor diagonale ale

matricilor [M ] si [I? ] GDL 1in care acest raport are valoarea cea mai mare se

noteaza x, si este mutat In pozitia cea mai de jos a vectorului deplasarilor in
vederea elimindrii.

Ecuatia (5.125) poate fi rescrisa

(P17 J[PI[P] {3 }+ [P][K J[PIP)" {x }={o ).

unde [P] este o matrice de permutare.
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Ecuatia poate fi partitionata sub forma

vt W ) e

in care x,, K,, si M,, sunt scalari, iar {x } este vectorul coloana al GDL active

a

ramase. Daca mai multe GDL au acelasi raport & / m ;; , atunci cel cu indicele cel

Y/

mai mic este considerat primul. Daca acest raport este mai mare decit o anumita
. 2 . . ..

valoare limitd @, atunci GDL respectiv este eliminat.

5.8.3.1 Reducerea Guyan pas cu pas (SGR - Stepwise Guyan Reduction)

Utilizand partea staticd a ecuatiei (5.126), se obtine o ecuatie de legatura
intre gradul de libertate omis si vectorul coloana al GDL active

vy =Kot (Ko =L 63T i)
Reducerea la GDL active in metoda SGR este definita astfel
X [1 ] _
P RS S R R G
Dupa un pas de reducere, ecuatia (5.125) redusa prin metoda SGR devine
[Msr {5, +[Ksr Hx, =10}, (5.127)

in care

(Mg =1 V1PV [M [P 75 ). [Kgr)=[75 1 [P) (K P75 1.
Fiecare pas de reducere este caracterizat de produsul [P][T S ] Intregul
proces este descris printr-o matrice de transformare de forma

[7 1=([PI[7:]), ([P 75 D), oo ([P 75 D),

unde » este numarul GDL omise.

La sfarsitul eliminarii pas cu pas a GDL omise, matricile globale reduse
sunt

(M) =[T T M7 ] (K] =[T] (K )[T] [Cual=[T ] [C ][ ] 5128)
unde s-a utilizat aceeasi matrice [T ] pentru a reduce in [C] matricea giroscopica
si cea de amortizare.

Reducerea coordonatelor fizice este descrisa de
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L b =[THxea)- (5.129)

Dupa rezolvarea problemei de valori proprii reduse, vectorii modali
completi se obtin prin expandare, utilizind metoda inversa SGR (ISGR) bazata pe
transformarea (5.129).

5.8.3.2 Reducerea imbunatatita pas cu pas (SIR)

Inlocuind vectorul acceleratiilor din ecuatia (5.127)
. -1
{xa }:_[MST ] [KST ] {xa }’
si acceleratia scalara

5o =Kog [ Kou [M e T [ Ko 1{x, )

in partitia inferioard a ecuatiei (5.126), se obtine o noud relatie de legatura intre
GDL omis si vectorul coloana al GDL active

x, =Lt}
(6|2 ot [ Lk I (1 S b, 637 ] Dbt 1 [ 1 51309
In metoda SIR, reducerea la GDL active este definitd prin
Ut B [d=tmded. 1A )

X, G(l)

oa

Dupa un pas de reducere, ecuatia de miscare omogena redusa este
[ag, [z b le ] [ Hxg b= {0},
unde
[, ]=[7 ]"[PY [ M ][P][7: ]. [k =[n )" [PI [x ][P][T ],
[a]=[n ]"[PT'[c][P][n].
Matricea de transformare SIR are forma

[7]=([P][n]), ([PI[T3]),...... ([P][T:]), (5.131)

iar matricile globale ale sistemului redus sunt date de (5.128).

Expandarea vectorilor modali se face cu metoda inversa SIR (ISIR) bazata
pe transformarea (5.129) in care matricea [T ] este datd de (5.131).
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5.8.3.3 Reducerea imbunititita prin iteratie pas cu pas (SIIR)

Dacé se repetda inlocuirea acceleratiilor {xa} si X, In ecuatia (5.126),
ecuatia de legatura pentru iteratiile urmatoare devine

. :\-G(HI)J .
o oa { a}:

in care

(G002 &5 [ Ko I~ (Moo S+ 0, 69 ] ) (1, 17 [ 5]

Reducerea la GDL active devine
{{f:}}h[é@ﬂ{xa}:[n]{xa}, (%)=[P][5]){x, ).

in care indicele i denotd iteratia i. Dupd un pas de reducere, ecuatia de miscare
omogena SIIR a sistemului giroscopic amortizat este

[, 15, 16 g b+ K T f=1{0,

unde

[m]=[5 1 [PY[M][PIT ], [k ]=[5 ) [P (K ][PIT; ],
[cl=[7]"[P]" [ClPI[T; ]. (5.132)

In fiecare pas de reducere, efectul GDL omis eliminat este redistribuit
tuturor celorlalte GDL active ramase, astfel incat urmatoarea reducere va elimina
GDL cu raportul £k /m ; de valoare maximd al elementelor diagonale ale

matricilor de masa si de rigiditate. Procedeul se aplica pana raportul & ; / m; cu

valoarea maximi este egal sau mai mic decat @ . In acest stadiu, GDL active
reprezintd GDL selectate ale modelului redus.

Intr-adevar, in cazul excitatiei armonice cu pulsatia @, din partifia
inferioara a ecuatiei (5.126) rezulta

5, ==Kyt (1= ko, ) (Ko J-0? (M, ) ) (2} (5.133)

Daca prima paranteza din (5.133) este aproximatd prin dezvoltarea
binomiald trunchiata

(1 -0’ Ko_olMoo)_l = (1 + o’ K;}Moo) (5.134)

. e A 4 . . . . o o A
si termenii in @~ sunt ignorati, se obtine o relatie de legatura (constrangere)
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% =Kt [ Koo J- 0 (M, [0, 657 )] () - 5.139)

Daca {xa} este un mod propriu al problemei conservative reduse, relatia
(5.135) devine relatia (5.130). Insd egalitatea (5.134) este valabild doar pentru
pulsatii w* << K,,/M,,. Inseamni ci daci se stabileste o limitd a)i, atunci
eliminarea GDL omise se poate face pana raportul K,,/M,, este egal sau mai mic

decat aceasta valoare. In acest mod, se determina automat numarul si amplasarea
GDL active.

La sistemele negiroscopice conservative, metoda SIIR converge monoton
spre un model redus care are aceleasi valori proprii joase si vectorii proprii
respectivi redusi ai sistemului initial. La sisteme giroscopice amortizate, reducerea
arbitrard a matricilor de amortizare si giroscopica in (5.132) poate conduce la o
imbunatatire a preciziei de predictie a metodei SIR pentru unele moduri proprii.

Dupa rezolvarea problemei reduse de valori proprii, se utilizeaza relatia
(5.129) in metoda inversa SIIR (ISIIR) pentru expandarea vectorului GDL active la
dimensiunea problemei complete, utilizand matricea de transformare

[7 1=([PI[7]), (IPILZ:]), .. ([P T)),

in care indicele i este numarul de iteratii in metoda SIIR.

O masura a preciziei formelor modale expandate este datd de eroarea
relativa a formelor modale

H abs (P ) —abs (@ex anded )“ / " Prgm ” 100 (%).
P

Exemplul 5.1

in figura 5.42 se prezinta rotorul cu un disc si arbore in trepte, rezemat in
doud lagare izotrope identice, din lucrarea [5.8]. Rotorul a fost modelat cu 18
elemente de tip Timoshenko, avand in total 76 GDL, incluzand efectele giroscopice
si neglijand amortizarea internd [5.11]. Metoda de condensare, aplicatd cu o
pulsatie limitd @, =8000rad/s, a selectat 8 GDL active: 3, 9, 25, 33, 41, 47, 63,

71.

Frecventele proprii amortizate, calculate la turatia n=30000 rpm, sunt

date in Tabelul 5.3. Valorile "adevarate", prezentate in coloana a doua, sunt
calculate pentru problema completa de valori proprii (76 GDL). Frecventele proprii
calculate cu metodele SGR, SIR si SIIR sunt date in coloanele trei, patru si cinci.
Cele 8 GDL de translatie reprezinta deplasarile in 4 noduri, GDL active selectate
intr-un plan fiind selectate si in celalalt plan.
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Fig. 5.42

In coloanele sase, sapte si opt se prezinti eroarea relativi a formelor
modale expandate calculate prin metoda inversa reducerii pas cu pas. La unele
moduri, iteratiile din SIIR (si ISIIR) nu Tmbunatatesc valorile calculate in SIR (si

ISIR).

Tabelul 5.3

Frecventa proprie amortizata, Hz Eroarea formei modale, %

Modul | “Adevarata” SIIR ISIIR

MEF SGR SIR 5 iteratii ISGR ISIR 5 iteratii

1 246,01 246,78 246,27 246,21 2,04 1,46 1,32

2 296,49 296,91 296,81 296,74 1,54 1,82 1,66

3 774,00 777,26 773,00 772,79 3,59 1,07 1,23

4 808,31 808,38 807,32 807,20 2,16 0,91 1,12

5 1165,7 1287,3 1174,9 1166,8 24,96 7,57 3,44

6 1367.,4 1425,4 1366,1 1369,7 14,71 0,69 3,35

7 1959,9 1997,6 1960,0 1958,7 3,59 1,26 0,57

8 2020,6 2054,1 2020,0 2020,7 3,29 0,61 0,53

Exemplul 5.2

In fig. 5.43 se prezinta rotorul cu trei lagare si patru discuri din [5.12] cu
diametre interioare diferite. Rotorul a fost modelat cu 13 noduri (52 GDL),
utilizand elemente de arbore Timoshenko cu matrici coerente de masa si

giroscopica.
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Fig. 5.43

Procedura de condensare, aplicatd cu o pulsatie limita
@, =3000rad/s, a selectat 24 GDL active. Continuand reducerea, pentru a

retine numai 8 GDL active, utilizand criteriul K/M , au fost selectate cele
patru GDL ale nodului 1, si GDL de translatie ale nodurilor 10 si 12 [5.11].

Tabelul 5.4
Frecventele proprii amortizate, Hz Eroarea formei modale, %
Modul | Adevdrate —gop gr SR | ISGR ISR ISIR
MEF
1 46,391 46,419 46,395 46,394 0,28 0,10 0,07
2 59,573 59,611 59,580 59,578 0,50 0,13 0,09
3 178,44 179,77 178,42 178,40 4,71 0,17 0,10
4 179,41 180,76 179,39 179,38 4,83 0,19 0,07
5 380,29 399,07 380,75 380,40 18,5 3,33 1,31
6 441,37 46927 443,79 441,66 34,2 9,59 3,11
7 461,39 507,28 463,35 459,26 43,5 13,8 1,21
8 463,96 508,54 465,16 461,70 46,7 14,1 1,70

In Tabelul 5.4 se dau frecventele proprii amortizate calculate la
turatia 3000 rot/min pentru primele 8 moduri de precesie. Din nou, prin
metoda SIIR se obtine o precizie foarte bund in doar 5 iteratii. Expandarea
formelor modale prin metoda ISIIR da rezultate excelente.

Exemplul 5.3

Metodele de condensare expuse au fost aplicate rotorului vertical al unui
agregat hidraulic Kaplan (fig. 5.44) studiat in [5.13]. Arborele a fost modelat cu 14
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elemente Timoshenko (60 GDL) si s-au considerat proprietiti echivalente
constante pentru cele trei lagare orizontale [5.11].
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Utilizand o pulsatie limitd @, =500tad/s, au fost selectate urmitoarele

GDL active: 1, 9, 21, 29, 31, 39, 51, 59, sase dintre ele pentru cele trei mase mari:
turbina, generatorul si rotorul auxiliar. Primele opt frecvente proprii, calculate la
turatia 3000 rot/min, sunt listate in Tabelul 5.5 fmpreund cu eroarea relativd a
formelor modale expandate.

Tabelul 5.5
Frecventa proprie amortizata, Hz Eroarea formei modale, %
Modul | Adeviratd — gqp SIR SIR | ISGR  ISIR  ISIIR
MEF

1 25.337 25.357 25.368 25.371 1.21 1.49 1.61
2 28.762 28.884 28.799 28.796 291 1.61 1.58
3 38.092 38.681 38.084 38.084 9.54 0.38 0.71
4 38.386 38.946 38.389 38.379 10.3 1.50 0.75
5 45.026 45.779 45.040 45.045 7.94 1.37 1.68
6 47.195 48.015 47.245 47.226 8.49 2.59 2.02
7 65.724 66.776 65.774 65.705 7.43 2.38 0.90
8 68.203 69.263 68.203 68.198 6.88 1.20 0.95
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6.
LAGARE HIDRODINAMICE S| ETANSARI

In acest capitol se face o scurti prezentare a lagirelor radiale
hidrodinamice si etansarilor inelare utilizate In masginile rotative. Se descriu
principiile de baza si formele constructive cel mai frecvent utilizate, in special
caracteristicile dinamice si influenta acestora asupra comportdrii dinamice a
sistemelor rotor-lagare.

6.1 Lagare hidrodinamice

Lagéarele cu film de fluid au o pelicula subtire de lubrifiant intre doua
suprafete in miscare relativa. Lubrifiantul are mai multe functii : a) sustine rotorul;
b) reduce frecarea in reazem; c¢) produce rigiditate radiald precum si amortizare
radiald prin strivirea §i expulzarea fluidului; d) raceste lagarul si e) atenueaza
vibratiile transmise de la rotor.

Lagarele cu film de fluid pot fi clasificate in mai multe tipuri principale in
functie de: a) principiu: hidrodinamice (autoportante), hidrostatice (cu presurizare
externd) sau hibride (combinatie a celor doud); b) fluid: cu lichid sau cu gaz; c)
regimul curgerii: laminar sau turbulent; d) geometrie: circulare cu cuzinet complet,
cu doud sau patru canale axiale, eliptice (lamaie), cu trei lobi, cu buzunar de
presiune, cu treaptd Rayleigh, cu segmenti oscilanti, cu inel flotant, altele; si e)
directia relativa a sarcinii: radiale sau axiale.

In continuare se vor considera doar lagire radiale hidrodinamice,
lubrificate cu ulei, in regim laminar si incompresibil. In acest caz, capacitatea
portantd provine din presiunea hidrodinamicd creatd in filmul de lubrifiant de
rotirea fusului. Functionarea lor se bazeazd pe formarea unei pene de ulei care
ridica fusul. Configuratiile care produc mai multe pene de fluid confera o stabilitate
mai mare. Lagarele cu segmenti oscilanti sunt intrinsec stabile. Cele cu treapta
Rayleigh au o capacitate portanta sporita.
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6.2. Caracteristici statice ale lagarelor hidrodinamice

Se considerd un lagar orizontal cu un fus care se roteste cu viteza
unghiulara constantd (2. Se presupune ci fusul este incarcat vertical in jos de o
forta exterioara constanta W (fig. 6.1).

N

h min

Fig. 6.1

Centrul fusului O este deplasat fati de centrul lagarului O . Intre fus si

suprafata cuzinetului se formeaza un interstitiu convergent. Datoritd adeziunii i
vascozitatii, lubrifiantul este antrenat in spatiul sub forma de pana, dand nastere
unei presiuni hidrodinamice p in filmul de fluid.

Capacitatea portantd a lagarului este datid de fortele de presiune, care
compenseaza fortele de frecare, produse in lichidul vascos de miscarea relativa a
fusului fata de cuzinet. In restul spatiului divergent dintre fus si cuzinet, curgerea
lubrifiantului produce cavitatie prin aerare (emisie de aer sau gaz) si filmul de fluid
este rupt.

Presiunea p in filmul sub forma de pana are o distributie asimetrica fata

de linia centrelor OO0, . Rezultanta F a presiunii p este echilibratd de sarcina

exterioara statica W. Pozitia de echilibru a centrului fusului depinde de sarcina W si
de viteza unghiulara de rotatie (2.
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6.2.1 Geometria unui lagar circular cu cuzinet complet

In figura 6.2 se aratd sectiunea transversala a unui lagar radial cu cuzinet

complet [6.1]. Dimensiunile principale sunt: Dz =2Rp — diametrul interior al
cuzinetului, D=2R — diametrul exterior al fusului, L — lungimea cuzinetului,

C=Rp—R -jocul radial, e=0,0; — excentricitatea, ¢ — unghiul de atitudine
(unghiul de pozitie al liniei centrelor) si & — grosimea locala a interstitiului.

6'=0 }
cuzinetul lch
% X R
NNOy |
‘ Susul =] | |
== L
M L/2
Y
Yy A
Fig. 6.2

Se utilizeazad urmadtorii parametri geometrici adimensionali: L/D -
raportul lungime/diametru; C/R — jocul relativ; & =¢/C — excentricitatea relativa,

si h =h/C — grosimea relativi a interstitiului.

Se presupune ca fusul se roteste in sens antiorar cu viteza unghiulara
constantd (2 =2z N (rad/s), unde N este turatia fusului in rot/s.

In triunghiul 0z0,M, OzM=R+C, O,M =R+, deci
(R+h)2 =¢? +(R+C)2 +2e(R+C)cosd .

Ridicand la patrat si neglijand termenii de ordin superior in e, A/R, si

C/R, grosimea interstitiului poate fi aproximata prin
h=C(1+&cosb), (6.1)

care descrie forma filmului de lubrifiant cu o precizie de 1%.
Grosimea minima a interstitiului este

pin =C(1-¢ ). (6.2)

min
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6.2.2 Pozitia de echilibru a centrului fusului in lagar

Capacitatea portantd a unui lagar este caracterizatd printr-un parametru
adimensional numit numdrul Sommerfeld.

Presiunea medie pe proiectia suprafetei fusului este

s
P DL
sau, in forma adimensionala,
' 2 2
p(C w C
Pm="7\ 5% N )

uN\R) ~ uNDL\R

unde W este sarcina radiald (capacitatea de incarcare), N, si u este vascozitatea
dinamica a lubrifiantului, Pa-s.

Numarul Sommerfeld este definit de obicei ca inversul presiunii medii

2
S:L:%g . 6.3)
Pm

O valoare mica a lui S indica un lagar puternic incércat, cu o turatie mica.
In unele publicatii numarul Sommerfeld este definit prin inversul lui S .

B —~ m | 0 z
I
N )
~ i 8
&o o . =
(V5N W=sarcina statict R
O SR
- T T J Wt \\“\\\\\\\\
R T~
= 3 N A
= R LA
r VeaCzlun?a \g L “\“} ‘\\\\\\‘\\\\\\\\\\\\‘ R ?:i:i’i":":::
Silmului /60 M R R
A R
[ ~ SRR IR i RIS
N AR
£ MR
5 } h IR R
cregte AN R IR
- S
1‘\“‘ X5 RS X
30° SRS
1.0
o
(0]
a b
Fig. 6.3 [6.2]

Locul geometric al pozitiei de echilibru static al centrului fusului nu este
o linie dreaptd, ci o curba apropiatd de un semicerc (fig. 6.3, @). In fig. 6.3, b se
arata curbele de echilibru static pentru cinci valori ale raportului /D .



6. LAGARE HIDRODINAMICE SI ETANSARI 81

Locul geometric este definit de excentricitatea relativa &, si de unghiul

de atitudine ¢,. Ambii parametri sunt functii de sarcina i turatie prin numarul
Sommerfeld S.

1.0 ’

\ ~
\\ Lagare circulare cu cuzinet complet
<<

L/D=0.25
0.8 N AN
\ "N
L/b41.00 \
\

e
N

o\
0.4 \ Q

P
X
e /S A\

o
.
(<))

Lagare cu 4 canale axiale

Excentricitatea relativa, &,

107! 1 10
Numarul Sommerfeld |, S

Fig. 6.4 [6.3]

Pentru W=const. si (2 crescatoare, centrul fusului se misca in sus pe
curba pozitiilor de echilibru static. Pornind din partea de jos a lagarului (50 = 1), la
pornirea rotorului, si deplasandu-se in sus cu cresterea turatiei, fusul ajunge in
pozitia concentrica (50 = O) la limitd, cand turatia creste nelimitat.

Pentru (2 =const. si W crescatoare, centrul fusului se misca in jos pe
curba pozitiilor de echilibru static. Pornind din pozitia concentricd (50 = 0), unde
incércarea este zero, centrul fusului se deplaseaza in jos cu cresterea sarcinii,
apropiindu-se de partea de jos a lagarului (80 = 1) cand sarcina tinde spre infinit.
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In fig. 6.4 se prezinti variatia excentricititii relative &, a unui lagir
circulAar cu cuzinet complet in functie de numarul Sommerfeld, pentru trei valori
L/D. In fig. 6.5 se aratd variatia unghiului de atitudine @, In functie de S, iar in fig.
6.6 s-a reprezentat variatia parametrului 1 — ¢, in functie de S.

Pentru valori date ale geometriei lagarului, vascozitatii lubrifiantului si
incarcarii statice, pozitia de echilibru a fusului, definiti de & =4g,(S) si
@0 = ¢(S), depinde numai de turatie. De observat ca forta si deplasarea nu sunt in

aceeasi directie. Desi in cazul arborilor orizontali sarcina W este verticala in jos,
centrul fusului se deplaseazad intr-o pozitie de echilibru oblicd. Lagarul radial se
comporta ca un element asimetric, cu rigiditati directe si transversale. Lagarul este
anizotrop, avand rigiditati diferite in directii radiale diferite.

6.3 Coeficientii dinamici ai lagarelor hidrodinamice

Se considerd ca fusul se misca in lagar pe o orbitd in jurul pozitiei de
echilibru static (fig. 6.7). Reactiunea rezultanta a filmului de lubrifiant are
amplitudine si directie variabila (nu mai este verticald). Componentele acesteia, F),
si F._, sunt functii neliniare de componentele deplasarii centrului fusului y si z, si
de componentele vitezei acestuia y si z:

F,=F,(y.z.7.2), F,=F,(y,2z,5:2).

Pentru miscari de mica amplitudine, reactiunea lagdrului poate fi
exprimatd prin termenii de ordinul intdi ai dezvoltdrii in serie Taylor a
componentelor acesteia in jurul pozitiei de echilibru static (directiile
componentelor fortei in fig. 6.7 sunt alese pentru a evita semnul “minus” in
expresiile de mai jos):

F,=F, +k,y+k.z+c,y+c,.z 6.4)
F, = FZO +kzyy+kzzz+czyj/+czzz'.

Componentele statice ale reactiunii sunt F, =W si F =0. Cei opt

coeficienti ai componentelor fortei liniarizate se calculeaza ca derivate directionale
(gradienti) in pozitia de echilibru static (y =z=y=z= 0) :

OF oF
oy 0 0z 0 3y Jo oz ),

aFy aFy oF, OF,
cyy = . b Cyz = . b Czy = . b sz = . M
oy 0 0z 0 3y Jo oz ),

Acestia se obtin din solutia ecuatiei lubrificatiei.
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Prin liniarizarea componentelor reactiunii unui lagar, se decupleaza
rotorul de lagédre. In caz contrar, ecuatiile rotorului trebuie integrate simultan cu
ecuatia lubrificatiei.

Zo

w orbita
centrului
fusului

i
y By () rotatia
fusului
o ¥ echilibru swt
static

Fig. 6.7

In forma matriciala, relatiile (6.4) se pot scrie

HEHE

Variatiile componentelor reactiunii filmului datoritd unor deplasari mici
in jurul pozitiei de echilibru static se exprima in functie de coeficientii de rigiditate
si de amortizare sub forma

AF k,, k, o Cu ||y y
yUo| M B QYL S G2 | 1Y :[kb] y +[Cb] YL (6.5)
AF, k. k.. ||z ¢ C |2 z z
Cei opt coeficienti (liniarizati) de rigiditate si de amortizare depind de
conditiile de lucru In regim stationar, deci de turatie.

Se definesc patru coeficienti de rigiditate adimensionali

K K C
KP|=| 7 == |k 6.6
[ ] |:sz Kzz w [ ] ’ ( ’ a)
si patru coeficienti de amortizare adimensionali
c, C cn
chl=| M ===, 6.6, b
[ ] |:Czy sz w [c ] ( )

Pentru o anumiti geometrie si vascozitate a lubrifiantului, cei opt
coeficienti sunt functii de numarul Sommerfeld S sau de excenticitatea relativa. Ei
se numesc cei opt coeficienti dinamici ai lagarului. Valori ale acestor coeficienti
sunt date in monografia editatd de Someya [6.1].
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In cazul arborilor flexibili sau a fusurilor rigide inclinate, axa fusului
poate sa nu fie paraleld cu axa cuzinetului. Distributia presiunii in lungul fusului
produce reactiuni momente. Dezvoltarea acestora in serie Taylor defineste inca un
set de patru coeficienti de rigiditate unghiulari i patru coeficienti de amortizare
unghiulari corespunzand celor doud rotiri posibile ale axei fusului fatd de cea a
cuzinetului. In general, in comparatie cu coeficientii de translatie, acestia sunt mai
mici cu un factor (2L/7), unde ¢ este deschiderea adiacentd lagarului si L este
lungimea cuzinetului. Influenta coeficientilor unghiulari este importantd doar la
lagare relativ lungi sau la moduri superioare de precesie ale rotorului.

Matricea de rigiditate a lagarelor radiale este in general nesimetrica.
Aceasta este cauza instabilitatii rotoarelor peste o turatie de lucru limitd, denumita
turatia de aparitie a instabilitatii (“onset speed of instability”’). Miscarea instabila a
fusurilor in lagare se numeste precesia datorita uleiului (“oil whirl”) fiind o
migcare subsincrond cu amplitudini mari la turatia criticd a rotorului. Rotoarele
verticale fard sarcini laterale pot avea o miscare Intr-un ciclu limitd a carei
frecventa este aproximativ jumdatate din viteza unghiulara corespunzatoare rotatiei
si care se numeste tot precesie datoritd uleiului. La turatii peste dublul frecventei
proprii a rotorului, migcarea subsincrona a acestuia inceteaza sa urmareasca turatia
de lucru si are loc la frecventa proprie, miscare denumita oi/ whip. Aceste miscari
instabile sunt prezentate in detaliu in Cap. 7.

Cavitatia, compresibilitatea si turbulenta sunt fenomene care complica
modelarea si analiza lagarelor radiale hidrodinamice. Considerarea acestora
depaseste cadrul acestui curs.

6.4 Ecuatia Reynolds si conditiile la limita

In continuare se prezintd citeva aspecte ale interactiunii rotor-lagire,
pentru a intelege metodologia de calcul si ipotezele simplificatoare adoptate in
calculul caracteristicilor dinamice ale lagarelor.

La inceput, se stabileste ecuatia Reynolds pentru curgere laminara.
Aceasta este ecuatia campului de presiuni intr-un lagér cu curgere izovascoasa.
Apoi, prin integrarea acestui camp de presiuni, se determina fortele neliniare care
actioneaza asupra fusului. Se descriu pe scurt conditiile la limita pentru distributia
campului de presiuni. In final, forta de reactiune dinamica neliniara a filmului de
fluid este dezvoltatd in serie Taylor iar termenii de ordinul doi sau superiori sunt
neglijati. Coeficientii de rigiditate si de amortizare (6.5) se determind din termenii
de ordinul intai ai acestei serii [6.4].

De remarcat cd u, v, w sunt componente ale vitezei fluidului in
directiile x, y, z, si nu deplasari.
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6.4.1 Ipoteze generale

La deducerea ecuatiei Reynolds din ecuatiile generale Navier-Stokes ale
fluidelor vascoase, se utilizeaza urmatoarele 13 ipoteze:

1. Lubrifiantul este izotrop.

2. Lubrifiantul este newtonian. Frecarea este descrisa de legea vascozitatii
a lui Newton

T=py, (6.7)
unde 7 este tensiunea tangentiald in filmul fluid, N/ m?, y este gradientul in timp

al lunecarilor specifice de forfecare, 1/sec, si u este vascozitatea dinamica
(absolutd) a lubrifiantului, Pa-s.

Uneori u este masuratd in centipoise (1cP = 1.0054 - 107 Ns / m? ).

3. Vascozitatea dinamicd g nu variazd pe grosimea stratului de
lubrifiant.

4. Filmul de fluid este foarte subtire in comparatie cu lungimea si latimea:
By <<R,  (C/R) <<1.
5. Curgerea este laminara si se neglijeaza fortele de inertie:
(C/R)Re<<1, (C/R=0,001,Re < 2300)
unde numarul Reynolds
Re= pw.C sau Re
H H

este 0 masura a raportului intre fortele de inertie si fortele de frecare vascoasa care
actioneaza asupra unui volum de lubrifiant, o este densitatea lubrifiantului,

— pwt hmin (68)

kg / m’ , W, = RO este viteza la suprafata fusului, m/s, iar C este jocul radial, m.

6. intre lubrifiant si suprafetele fusului si cuzinetului nu exista lunecari.
7. Se neglijeaza curbura suprafetelor fusului si cuzinetului.

8. Se neglijeaza deformatiile fusului si cuzinetului.

9. Variatia interstitiului in directie circumferentiala este mica.

10. Se neglijeaza inclinarea relativa a axelor fusului si cuzinetului (deci
momentul reactiune).

11. Componenta radiala a vitezei fluidului este mica In comparatie cu
componentele circumferentiald si axiala.
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12. Presiunea este constantd pe grosimea filmului de lubrifiant.

13. Gradientii de vitezd de ordinul intai si doi in directie circumferentiala
si axiald sunt neglijabili in comparatie cu cei pe directia grosimii.

Ipoteze suplimentare:

14. Lubrifiantul este incompresibil (,0 = const.).

15. Curgerea este izoterma §i izovascoasa.

Pentru determinarea aproximativa a temperaturii lagarului, se utilizeaza o
versiune simplificatd a ecuatiei energiei. Deoarece componenta predominatd a
curgerii este in directie circumferentiald, ipotezele uzuale includ: a) neglijarea
contributiei minore a gradientilor de presiune la curgere si frecare, si b) neglijarea
conductiei termice in lungul filmului sau spre suprafete.

6.4.2 Ecuatia Reynolds

Ecuatia Reynolds este o versiune mult simplificatd a ecuatiilor Navier-
Stokes si a ecuatiei de continuitate.

//‘ Ty dxdz z
x ——

op

dxd £d

pl ly & e <p+ o z)dxdy
o7,

y T+ 222dy)dxdz
Fig. 6.8

Neglijand fortele care provin din greutatea proprie si fortele de inertie
(atat temporale cat si convective) (v. ipotezele 4 si 5), ecuatiile de echilibru
dinamic intre fortele de presiune si fortele de frecare care actioneaza asupra unui
volum elementar de fluid (fig. 6.8) se scriu

or
o _y unde 7, =ya—w,
0z Oy 7 oy
astfel ca
0 0 ow 0 0 ou 0
_p:_ /u_ b _p:_ /J_ > _p=07
oz 0Oyl 0Oy ox oy’ oy oy

Conform ipotezei a 3a
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2 2
ou Z‘:la_l’, ow ‘;:la_l’, (6.9)
0y~ muOx oy~ moz
unde gradientii de presiune dp/dx si 0p/0z nu sunt functii de y.
Pentru conditii la limita fara alunecare relativa

y=0, w=0, v=0, u=0, (lagar fix)
y=h, w=w,, v=0h/0t, u=0, (ipoteza9)

campul de viteze este

1 op y 1 op
w=-——- h— _— = h_ .
2u azy( y)+hwh’ ! 2u axy( y)

Debitul volumic pe unitatea de lungime transversald a lagarului, in
directia miscarii, este

qz=jwdy=w,,———— (6.10)

unde primul termen din membrul drept este curgerea produsd de forfecare
(curgerea Couette) iar al doilea termen este curgerea produsd de gradientul de
presiune (curgerea Poiseuille).

Debitul volumic pe unitatea de lungime transversald a lagarului, in
directie axiala este

h 3
h> Op
= dy=—-"--—+. 6.11
9 Iuy 124 ox (6.11)

Pentru un volum infinitesimal de fluid, de inaltime % si suprafatd dxdz,
ecuatia de continuitate (bilantul de debite) se scrie

0 0 0
—(pa.)+—(pa,)+—-(ph)=0. (6.12)

Inlocuind q, st g, din (6.10) si (6.11) rezulta ecuatia presiunilor

o nop) of K op) 10 0
SN PSCRNC) 3 UL ISR N N B A W YA )
82('012;1 sz éx[pu,u ox |2 2: Wiph)+ g (0h)

In cazul unui fluid incompresibil (p = const.) ecuatia Reynolds pentru
curgere laminara in coordonate carteziene (cu efecte dependente de timp) se scrie
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3 3
o op|, oK op|_woh ok 6.13)
0z\12p 0z )| Ox\12u Ox 2 0z Ot

Inlocuind z=RO si wy, =R, ecuatia Reynolds In coordonate
circumferentiale devine

3 3
L ofw op) of W op| @20k oh i,
R*00\12u00 ) ox\12uo0x) 2 06 ot

unde /1=C(1+¢&cos ) iar @ este coordonata unghiulari definiti in fig. 6.1.

6.4.3 Conditii la limita pentru cimpul de presiuni in filmul fluid

Conditiile la limitad pentru presiune utilizate in mod obisnuit la lagare
circulare cu cuzinet complet, in conditii de lucru stationare, sunt aratate in fig. 6.9.

Fig. 6.9

a) Conditia la limita Sommerfeld (film 27 ) este antisimetrica fata de
0'=r (fig. 6.9, a):

p(6',x)>0 pentru 0<0'<r,

p(0,x)=-p2z-6,x).

Se considera ci la unghiuri 7 <8'< 27z se dezvoltd o presiune negativa
de aceeasi marime cu cea pozitiva, desi, datorita ruperii filmului, In aceasta regiune
presiunea este egald cu cea atmosfericd. In zona divergentd nu existd presiuni
negative mari. Distributia conduce la o capacitate portanta nula ceea ce este fizic
incorect. Aceasta conditie este folositd doar la lagare cu presiune hidrostatica.

b) Conditia la limita Glimbel (film 7 ) Inlocuieste presiunea negativa din
conditia la limitd Sommerfeld cu presiunea atmosferica (fig. 6.9, b), considerand ca
presiunea se dezvolta doar in zona convergenta iar zona divergenta este cavitata:

p(6',x)>0 pentru 0<@'<r,
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p(é”,x)zO pentru 7 <0'<2rw.

Desi fizic inacceptabild, deoarece continuitatea curgerii nu este realizata
la 8'=r , este utilizata frecvent datorita simplitatii. Erorile introduse sunt mici.

c¢) Conditia la limitd Reynolds (fig. 6.9, ¢) impune un gradient de presiune
zero in punctul in care presiunea din pelicula de lubrifiant devine egald cu
presiunea ambianta (pentru continuitatea debitului in punctul de rupere a filmului):

p(0,x)>0 pentru 0<@'<O*,
p(0',x)=0 pentru #*<0'<2r,

o _ la  9'=0*.
PY

6.5 Solutii analitice ale ecuatiei Reynolds

Rezolvarea ecuatiei Reynolds se poate face prin metoda diferentelor
finite, metoda elementelor finite si metoda seriilor infinite. In continuare se
prezinta cateva solutii analitice.

6.5.1 Solutia pentru lagare infinit scurte (Ocvirk)

Intr-un lagar circular scurt, componenta Poiseuille a curgerii (componenta
x) in directie axiald este mult mai mare decat componenta circumferentiald
(componenta ). Daca se neglijeaza contributia gradientului de presiune la viteza
circumferentiald w, se poate neglija primul termen in ecuatia Reynolds (6.14):

3 2
h_a_é’ _f20h oh (6.15)
121 0x2 200 ot

Pentru p = const. ecuatia (6.15) se integreaza usor, rezultand

L> 5,1 oh _oh
=Bu |-t |~ | Q= +2— 6.16
p /J( R J 3 ( ” af} (6.16)

astfel ca, In lungul axei x (fig. 6.10) presiunea este
p(6.L/2)=p(6.-L/2)=0.

Fortele produse de filmul de lubrifiant se calculeaza integrand presiunea
pe zona activa a filmului. Este convenabil sa se calculeze componentele rezultantei
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presiunilor pe directia liniei centrelor si pe o normala la aceasta, F, si [, (fig.
6.11).

Nt~
o~

=Y

Fig. 6.10

Cele doua componente au expresiile :

L L
2 0 2 02
F,= j jpcose'Rda'dx, F(p:J jpsme'Rde' (6.17)
_£ 91 —£ 91
2 2

in care unghiul '= 6 — ¢ este masurat fatd de linia centrelor Oz0; .

Inlocuind grosimea relativa a peliculei de lubrifiant
E=£=1+gc050’
C

in expresia presiunilor (6.16) rezulta
2 2 2
R L X 1 N .
=3u0| — — | —|=| |=1e1-2¢)sin@'-2&cosh’ 6.18
p=3u (le(Dj (RJL3[( %) ] (6.18)

_tde o _1de
Qdr’ o

unde

sunt derivatele lui € §i ¢ in raport cu timpul adimensional €2¢.
Presiunea este pozitiva atunci cand
£(1-2¢)sin@'—2£cosf'>0.

Filmul incepe la 8'=6'; sise termindla 6'=6", unde p=0 :
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0 = arctg 0, =0,+r.

_ =&
s(1-2¢)

La @'= 0], panta distributiei presiunilor trebuie sa fie pozitiva:

(a_pJ > 0’
30 Jo_p

£(1-2¢) cos@] +2£sin0), =M>O

cosd

b

astfel incat
e(1-2¢) 26

, sinf] =
Ve (1-2F + (26 Vet (1-2¢) +(26)°

care definesc cuadrantul in care se afla unghiul 6.

cosf| =

b

Inlocuind presiunea (6.18) in (6.17), expresiile componentelor rezultantei
presiunilor devin

2 0
Fg:—WZE(%j S J 5—13 £(1-2¢)sin@'-2&cosf'] cos@'dd’, (6.19, a)
o

2 0
F, =W27r(%j S J EL} £(1-2¢)sind'-2&cos'] sind’ do' . (6.19, b)
0

Pentru incarcare statica ¢ =@ =0, pozitia de echilibru a centrului fusului
este datd de coordonatele ¢, si ¢,, 0] =0 si 6, =z . Utilizand aceasta pozitie, se
poate defini un sistem de axe de coordonate (fig. 6.12) rotit cu 4dp =@ — ¢, fatd de
axele €—¢, avand axa r in directie radiala (directia &;) si axa ¢ in directie
tangentiala (directia ¢, ). Componentele rezultantei presiunilor sunt date de

F) [ cos(p-gy) sinlp-o)][F
= . . (6.20)
F ] |=sin(p-¢) coslp-o)]|Fp
Pentru miscari de mica amplitudine, Ade=CAg 1n directia r si

egAp =CeyAp 1n directia ¢. Utilizdnd termenii de ordinul intai ai dezvoltarii in
serie Taylor in jurul pozitiei de echilibru static, se obtine
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F,=F, +[5Frj Ag+(aij goA(o+(aF_’J Aé+(a—F’_j gde, (6.21, a)
o¢ ), £09p ), o¢ ), £0Q ),

F,=F, +(%J Ag+(aFt J 50A¢+(8E’J Aé+(aF’_J gde, (6.21,b)
o¢ ), £0p ), o¢ ), £0Q ),

Pentru calculul derivatelor partiale, expresiile (6.19) trebuie derivate in
raport cu cele trei variabile £, £ si ¢, utilizand regula lui Leibniz de derivare a
integralelor.

A .
~N Z,
\
2 o\
AN
N\’ N
Ofo :Ae OJ«—Z——>
F F, z
F‘P
t F Ap
F r
y
&
LA ! ,
Fig. 6.12

Alegand 0, =0 si 6, =x, corespunzitor la £é=¢=0 in pozitia de

echilibru static, expresiile (6.19) pot fi integrate si, pentru e =g, si @=¢,, se
obtine

2 2
F, =(F,), == W[%j S% : (6.22, a)
(1 - &) )
LY TE
F, =(F,), :ﬁW(B) S (6.22, b)
(1 - & )
Componentele rezultantei presiunilor in lungul axelor y si z sunt
F cos sin F
yi_ ) Do Do r ) (623)
F, sing, —cos@y || [

In pozitia de echilibru static, F, =0 si F,=w,
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F A 1-&2

0 0

tg¢0 = = s
F, 4s

F F,

7

ceea ce implica

F. 2
0~ cosg, =0L2, (6.24, a)
w (1—5& )
£ 7e
WO =sing, =0 20 7 (6.24, b)
(1—50 )

Eliminand unghiul ¢, intre relatiile (6.24), se obtine numarul lui
Sommerfeld modificat

: (6.25)

omr(L]'s- 1-ci )’

expresie care defineste relatia intre S si & .

Componentele rezultantei presiunilor (6.21) se mai pot scrie sub forma

{Fr/W}: FVO/W +|:Krr Krt}{ Ag }+|:Crr Crt}{ A } (626)
- /W —F /W K, Ky | &40 Co Cy 8049
Cocficientii adimensionali de rigiditate si de amortizare din expresiile

(6.26) se exprima 1n functie de coeficientii reali prin relatii similare cu (6.6). Ei se
obtin prin derivarea expresiilor (6.20) si prin inlocuire din expresiile (6.24):

_L(‘?Fr] :L(éFg] :0850(1+g§)_ 21+62) By
0 w 0

"ow oe E (1—53)3 go(l—gg) W
X L(GLJ _1

" w sop 0_80 W’

w _L[oF ) _ 1(0F,) _ 2l1+262) 1422 Fy
sl wlw) (-2)" ali-a) 7
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k. o L[OF ) _1(F) _ 1T
& WgﬁgooWgogoW’
€= | = L[| o,

W\ o¢ 0 W\ o¢ 0

FV
CM:L(aFrJ zi(aFgJ co B 2T e
: o (1)

W eop Wedp 1_83 g W
1 (oF, | (OF, 8¢, 2 Fy
Ctr:___. iy R L 2 e U L :Crt’
Wi o¢ ), W\ o¢ ), (1_802) g W
1( 0F, 1 (OF, 27 2 Fry
Ctt:__[ t.J Z__( (pJ =0 —3/2:__:2Krt'
Wieop), Wiedp 0 (1_83) & W

Deoarece sistemul de coordonate » —¢ se roteste cu modificarea pozitiei
de echilibru, si deci cu turatia rotorului, este convenabild transformarea Intr-un
sistem de coordonate fixe y —z pe baza relatiilor

Ag oS sin A
_ ' ?o 20 y . (6.27)
gydo —sing, cosg, | |4z
Transformarea fortelor fiind data de (6.23), coeficientii adimensionali 1n
coordonate y —z se obtin prin transformarea

K, K, _| cosgy —sing, || K,, K, || cosg, sing,
K., K. sing, cosg, || K, K, ||-sing, cosg,|

Expresiile analitice ale coeficientilor dinamici In coordonate y —z sunt:

= Chy = 40(o) [7:2 +(32+7r2)5§ +(32—27r2)54],

wT Ty - g2
K, =t 79(e) 22+ (324 22) 2 +(32-22%) ],
80\/1—63

K., - CV/;zy 2_8:\/Q1(iog)g [”2 —27:253—(16—722)53],
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Kzz=C7k”=4Q(gO)[27r2+(16—7z2)£2], (6.28)

C _C Ly 27 Q(s)
. w 80\/1—65

CQc
C =—"7Z
yz W

[ﬁ2+(48—27r2)g§+n2 gg],

=8Q(50) [7[2 +(27[2 —16) €§]= Czy,

C.. - C-(V?VCZZ _ 27 1—8'23 (&) [7[2 +(27[2 —16) eé],
unde
3

Q(go)z [1683 +ﬂ2(1—5§)]_5.

In fig. 6.13 se prezinti un set diferit de coeficienti adimensionali de
rigiditate si de amortizare

K,==2, C,==%, ij=yz (629

in functie de &, pentru lagdre scurte cu film 7z (Gtlimbel).

10 10° g
] C
10 & 10
10 L c
= = 10 ¢
: Ryz 7 g 2z
nr Kzz 7k
2 == -2
0 b _"~ 7 o
10 E ~Kay, [Kzy i
AF yy ' i
o oo o e 1 W'l L L
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0 00 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
g,
L) o
a

Fig. 6.13 [6.5]

Solutia pentru lagare scurte se dovedeste a fi o buna aproximatie pentru
lagdre circulare cu cuzinet complet, cu L/D <0,5 si &<0,7. Cum aceste conditii

sunt satisfacute in multe aplicatii practice, solutia lui Ocvirk este utilizata frecvent
in analiza dinamica a sistemelor rotor-lagare.



6. LAGARE HIDRODINAMICE SI ETANSARI 97

10° ¢ 1¢°
10' 10' |
F Cys=C
10’ 10’ ya—zy
E E Czz
: ,l r
16 ! 10"
E 1 E
r i -
—2! o i
10°0 vl 0w el 10° el il
10° 107! 10° 10! 10? 10 10 10 10 10
S S
a b

Fig. 6.14 [6.5]

Adesea, cei opt coeficienti dinamici dati de relatiile (6.28) se prezinta
grafic in functie de numarul Sommerfeld, S, pentru valori date ale raportului L/D.
In fig. 6.14 se arati graficele pentru L/D = 0,25. Pentru aplicatii specifice, este
preferabild reprezentarea graficd a coeficientilor dimensionali de rigiditate si de

amortizare k; , ¢; in functie de viteza unghiulard de rotatie (2.

Exemplul 6.1

In fig. 6.15 se prezinti coeficientii dimensionali de rigiditate si de
amortizare ai unui lagar cu L = 20 mm, D = 80 mm, C = 0,05 mm, x=0,7 Pa-s,
si W=417,5N.

100

10°

10’

Coeficientul de rigiditate, N/m
Cocficientul de amortizare, Ns/m

10
b Cyz=Czy
10'E
U
el by 0 Y I I I N R T B
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
Q, rot/min (2. rovmin

Fig. 6.15 [6.5]
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Caracteristicile statice sunt date in Tabelul 6.1 [6.5].

Tabelul 6.1
Frecvenlgfllz rotatiei, S £ P

1 0,1085 0,9512 0,2750
5 0,5423 0,8805 0,4178
10 1,0846 0,8292 0,5019
20 2,1692 0,7593 0,6049
30 3,2538 0,7079 0,6758
40 4,3384 0,6661 0,7316
50 5,4230 0,6305 0,7781
60 6,5076 0,5992 0,8184
70 7,5923 0,5714 0,8540
80 8,6769 0,5462 0,8859
90 9,7615 0,5232 0,9150

Este instructiv de studiat comportarea asimptotici a coeficientilor
lagdrelor foarte scurte atunci cand excentricitatea tinde spre zero. Din expresia
(6.25) se obtine urmdtoarea relatie asimptotica intre &, si.S

1 (DY’
&g = ? f .
Cand ¢ tinde spre zero (sau S tinde spre infinit),

8
KZZ :2Kyy :CyZ :CZy :;,

yz zy »w zz
3
N Y/ N TuDQ (L
ke 22k 2 kyZ:—ka_T[Ej ., (6.30)
o 2 27HD (LY S /4
w=t==y ) =TT 0

Cand g5 >0 (S > o0 sau W/0Q2 —0), rigiditatile directe, ky, si k..,

devin neglijabile In comparatie cu rigiditatile transversale, k. si k

- coeficientii

zy 2
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de amortizare directi, si c,,, tind spre o valoare limitd finita, in timp ce

Cyy

coeficientii de amortizare transversali, ¢, si ¢, , tind spre zero.

zy
Pentru a avea o limita de stabilitate finita, un lagar radial cu film de fluid
trebuie sa produci o fortd de readucere radiald. Daca fusul are excentricitate zero,
sau dacd este impiedicata cavitatia fluidului, rigidititile principale se anuleaza,
fusul este inerent instabil si rotorul va avea o precesie instabila la semifrecventa.
Rigiditatile transversale de cuplaj, k,. si k., , sunt principala sursa de
instabilitate. Pentru a produce instabilitate, coeficientul de cuplaj ., trebuie sa fie
negativ. Gradul maxim de instabilitate se atinge atunci cand k,, =—k,,. Cand k

devine negativ, stabilitatea sistemului creste rapid.

6.5.2 Solutia pentru lagiare de lungime infinita (Sommerfeld)

Solutia Sommerfeld a ecuatiei Reynolds se obtine considerand
op/ox =0, deci neglijand al doilea termen in membrul stdng al ecuatiei (6.14), si

integrand in raport cu € pentru a obtine cAmpul de presiuni. O scurtd expunere a
metodei este prezentatd in Sectiunea 7.3.4.1.

Deoarece conditia la limita Sommerfeld conduce la un rezultat eronat
(deplasarea fusului este perpendiculara pe directia sarcinii statice W) de obicei se
utilizeaza conditia la limitd Giimbel.

6.5.3 Solutia pentru lagire cavitate de lungime finita (Moes)

Dupa cum s-a aratat, pentru analiza dinamica a lagarelor s-au dezvoltat
doud solutii asimptotice: a) solutia pentru lagare infinit scurte (Ocvirk) — cu
excentricitati relative mici si valori L/D foarte mici, si b) solutia pentru lagare
infinit lungi (Sommerfeld) — cu excentricitati relative mari si rapoarte L/D mari.

Utilizdnd o suma ponderatd a solutiilor asimptotice mentionate mai sus,
Moes si Childs [6.6] au obtinut o solutie analitica valabila pentru lagédre de lungime
finitd cu excentricititi relative mari sau mici. In continuare se prezinti rezultatele
pentru lagare cavitate cu film 7 (conditia la limitd Giimbel).

Se utilizeaza o fortd adimensionala

3
Fr-—to [Sj (6.31)
HLCQ \ R

unde F, =W este reactiunea statica.
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Se defineste un vector al impedantei lagdrului, a cdrui intensitate in
pozitia de echilibru static este

_F0>k

Z, :
)

Numarul Sommerfeld poate fi exprimat in functie de impedanta lagarului

2
S=u (ﬁ)ﬁ(ﬂ) L (6.32)
27 FO C ﬂ'g()ZO

In fig. 6.16 s-a reprezentat grafic dependenta S =35 (80) pentru céteva
valori L/D. Curbele pot fi utilizate pentru determinarea lui &, pe baza valorii lui S
calculate din (6.32) pentru un anumit lagar si o sarcind aplicata data.

Unghiul de atitudine ¢, in pozitia de echilibru static este

4a+1-¢;

=arct
Po g 3bz,
unde
a=1+2]128, b=1+3,608,
)
2\ L
B = (1 - 80 )(Bj
Amplitudinea vectorului impedanta in pozitia de echilibru static este
ZO = 1 N
015 £ +GZ ¥
unde

143,60, NP
G0—3770—4(1_§0)a 0 =(1 fo)(Dj )

o = & cosgy My = &g singy .
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Numirul Sommerfeld, S

L
14 D 2
087
06
041
02
6 8

T T
0 2 4 1

Excentricitatea relativa , &,

Fig. 6.16 [6.3]

Coeficientii fizici de rigiditate si de amortizare au expresiile

F F .
kij:FOKij’ Cijzc_ugcija iLj=y,z (6.33)

unde coeficientii de rigiditate adimensionali sunt

K, = LCOS% _8_(psin% )
& os

K, = —[isin(po +a—¢cos¢0J , (6.34)
&y oe

K —isin +a—Zisin
N % oc Z, %o

K —Lcos +a—ZLcos
g %o o Z, %>

iar coeficientii de amortizare adimensionali sunt
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= 2.9 Ging,,

= g Oa

:ia—wcos% , (6.35)

7 g O

C ——i cos +a—ZLsin
g, %o oa Z, o >

C —i sin —a—Zicos
yy (00 80:2 (0() 5

€o 0
unde
az_azop
da 0 oa’
0z _0Z 05 0z on 0z _0Z 05  0Z0on
s 0f ds 0Onds’ dp Of0p onop’
Z_¢:§|: 2(b2—a)_%%} Cosz%%’
a—¢=1+(¢0—£+sin_150)50 ! ,
oa 2 1—82
0
-2
a_Z:_ZO 21 2 3G077_02_2’12E0(£) "5 ’
o5 E;+Gy| 4 d D 2d
oz Gy 1
Loz,
577 E§+G§ un
8—§—COS(p -£ a—(psin(o a———g sing,
og 0 "0 % 0 op 0 0
on _ sing, + &, a—(pcos%, on _ £ COSQy .
o€ oe op

Se observaca C,, #C,,.

Coeficientii fizici ai lagarului hidrodinamic din Exemplul 6.1 sunt dati in
Tabelul 6.2.
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Tabelul 6.2

Frecv. k »y k vz kzy kzz ¢ »y ¢ yz Czy Czz

[Hz] [N/m] 107 x [Ns/m] 10° x

10 8,4844 | 4,6560 | 0,6521 1,5066 1,0840 | 0,2292 | 0,2430 | 0,1333
20 5,8945 4,0755 0,3442 1,5749 4,8069 1,1958 1,2656 0,8750
30 4,7415 3,8018 0,1424 1,6261 3,0295 0,8249 0,8703 0,6978
40 4,0521 3,6379 -0,0188 1,6678 2,2017 0,6361 0,6692 0,6008
50 3,5814 3,5298 -0,1586 1,7033 1,7295 0,5208 0,5466 0,5387
60 3,2344 3,4553 -0,2854 1,7341 1,4269 0,4426 0,4636 0,4953
70 2,9658 3,4034 -0,4034 1,7614 1,2177 0,3858 0,4036 0,4631
80 2,7504 | 3,3677 | -0,5153 | 1,7857 1,0652 | 0,3426 | 0,3579 | 04382
90 2,5734 3,3445 -0,6227 1,8076 0,9495 0,3085 0,3219 0,4184

6.6 Semnificatia fizica a coeficientilor dinamici ai lagarelor

unde

2k

Pentru a intelege mai bine semnificatia fizicd a celor opt coeficienti
dinamici liniarizati ai unui lagar radial hidrodinamic, se va calcula lucrul mecanic
efectuat de fortele din lagar in lungul unei orbite de precesie inchise [6.7].

Matricile nesimetrice de rigiditate si de amortizare se descompun in
componenta simetrica (s) si componenta antisimetrica (a)

[k J= et T+l

e ] L(eh el
L (b))

Matricea de amortizare se scrie

o Alepres)

Cyr +Cpy, ) C,.

cb

J-[et J+ e

2 (1
:=%(:cb]—[cb]T). (6.38)

a

b ] (6.36)

—[kb]T), (6.37)
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S S 0 a
2 ]=| @ 9= |4 e (6.39)
cy Co —c;, 0

Matricea [ci] nu este o matrice de amortizare veritabila, in sens

disipativ. Ea descrie un camp de forte conservativ de tip giroscopic care, in absenta
altor efecte giroscopice adevarate, produce bifurcarea frecventelor proprii in lungul
a doud ramuri cu precesie directd si precesie inversa. Intr-adevar, lucrul mecanic
elementar efectuat de fortele respective 1n orice punct pe orice orbit este zero:

T
0 ¢ |y dy ) | pde
dw =| - Yz =|=c? a
[_ng 0 }{Z} {dz} \- “ czyyj{z.dt},

AW =—ci z(pdt)+ el y(2dt)=—cl (27— pz)dt=0. (6.40)

Aceastd proprietate conservativa aratd ca vectorul fortelor \_ J este
totdeauna perpendicular pe vectorul vitezelor { } La majoritatea lagarelor radiale
hidrodinamice coeficientii de amortizare transversald (de intercuplaj) sunt egali si
matricea antisimetrica se anuleaza.

Matricea de rigiditate poate fi scrisa

[kb ]: kyy %(kyz"'kzy) N 0 %(kyz_kzy)
%(kyz"'kzy) k.. _%(kyz _kzy) 0
b - kS kSZ 0 de
[ ]{ o ]{ P } (6.41)

Matricea [kf] nu este o matrice de rigiditate veritabild deoarece nu

produce o fortd radiald directd de readucere. Ea implicd o fortd circulatorie
neconservativa. Lucrul mecanic elementar efectuat de aceasta forta in orice punct
pe orice orbita poate fi scris sub forma

T

0 ko ||y dy dy

dw =| - z =|-k%z K¢ ,
Lk?y 0 Mz} {dz} L = Zyyj{dz
dW=—kfv’zzdy+kfyydz=fydy+fzdz. (6.42)
ofy of. . . _ .

Deoarece 8_ * 8_ , dW nu este o diferentiald exactd. Lucrul mecanic

z Yy

efectuat Intre doud puncte depinde de traiectorie si deci forta este neconservativa.



6. LAGARE HIDRODINAMICE SI ETANSARI 105

Intr-un ciclu complet de precesie, energia rezultata din [kg ], transmisa
rotorului este

Ecets =iz § (zdy=ydz). (6.43)

Descompunand aceasta integrala in doud integrale de linie intre punctele
A (yA =ymm) si B (yB =ymax) (fig. 6.17), si integrand termenii dy prin parti,
rezultd (z, > z):
VB
Eoeta =2k [ (22-2)dy. (6.4)
ya
Integrala este egala cu aria suprafetei inchise de orbitd. Ea este pozitiva

pentru precesie directd i negativd pentru precesie inversa. In general, k;z >0 la

lagarele hidrodinamice. Astfel, efectul matricii [kg] reprezintd amortizare

=9

“negativa” in precesia directd si amortizare pozitiva in precesia inversd. In cazul
YB YB
orbitelor degenerate in linie dreaptd, cand Izz dy= le dy, energia transferata

ya Y4
pe un ciclu de precesie este zero.

Fig. 6.17

In cazul unei orbite de precesie inchise, descrise de ecuatiile parametrice
y=A,coslwt+86,),

yeos| ) (6.45)
z=A,cos(wt+80,),

lucrul mecanic efectuat de fortele din lagar (atentie la semnul minus)
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F,=-k,y-k,z—c,y-c.z,

; . . (6.46)
Fz = _kzyy _kZZZ —CpY —CZ,
intr-un ciclu de precesie este
T
W= § (F, dy+F, dz)= I (Fy+F2)d.  (6.47)
0
Se calculeaza urmatoarele integrale:
T
- j‘(kyyyy + kzzzz') dz=0,
0
T
~ [ (kuzi+heywz)di= (k. ~k, )4, 4. 5in (6, - 0.),
0
T
- j(cyy)'/z +c,,2 )dtz - (cyyAi + czzAzz) ,
0
T
- J‘(cyzz'y + czyj/z')dtz -T® (cyz +egy )AyAz cos(Hy - 492).
0
Energia transmisa pe ciclu rotorului este
W=rlk,, —k,)4,4,sin(6, -06,)-
(e es I cos{, -6 ) o ey it et),
—zw\c), +c,,)A, 4. cos\0, -0, |-mw\c, A, +c. A7),

in care termenul pozitiv reprezintd energie transmisd, iar termenul negativ
reprezinta energie disipata.

Atunci cand k, este pozitiv, coeficientii de rigiditate transversala (de
cuplaj) pot transmite energie rotorului, deci produc amortizare ‘“negativa”.

Primul termen se mai poate scrie

VVtransm = ”(ky _kzy)AyAz Sil’l(gy —(92):
= ”(ky _kzy)(Aysinﬁy A.cos8, — A,cos0, Azsinez)z

zﬂ-(kyz _kzy)(_yszc +Zsyc):ﬂ-(kyz _kzy)abﬂ
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W iransm :ﬂ-(kyz_kzy)(‘ff ‘2_|7b|2)’ (6.49)

unde orbita eliptica a fost descompusa in doud orbite circulare, una cu precesie
directa si raza ‘ ry

, cealalta cu precesie inversa si raza | 7, |

Pentru kyz>0, daca ‘Ff‘>|7b|, b>0, precesia este directd si

2

w. > 0. Amortizarea ‘“negativa
transm

directa.

este produsd de componenta cu precesie

6.7 Temperatura lagarelor

In orice aplicatie practicd se cunosc geometria lagirelor, sarcina statica,
tipul de lubrifiant si proprietatile acestuia. Pentru determinarea coeficientilor
lagdrelor la o vitezd unghiulara (2 trebuie intdi determinatd vascozitatea
lubrifiantului. Pentru aceasta se poate utiliza o metoda iterativa [6.4].

6.7.1 Temperatura aproximativa a unui lagar

Se estimeaza o valoare a temperaturii §i se determind vascozitatea
corespunzatoare utilizdnd diagrama vascozitate-temperaturd a lubrifiantului (fig.
6.18). Se poate astfel calcula numarul Sommerfeld pe baza caruia, din tabele cu
proprietatile lagarelor, se determind urmatorii parametri adimensionali:

- coeficientul de debit de scapari

0= IL (6.50)
EﬁNDLC

in care Q este debitul de lubrifiant obtinut prin integrarea gradientului de presiune
la marginea lagérului;

- coeficientul puterii consumate prin frecare

CP

P=r—
7 uN?*LD?

(6.51)

unde P este puterea disipata prin frecare;

- coeficientul cresterii temperaturii
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AT
2 9
ue (R
22 (8)

Cresterea temperaturii A7 prin filmul de lubrifiant se poate calcula dintr-
o forma simplificatd a ecuatiei energiei, neglijand conductia.

T= (6.52)

Din bilantul termic pentru un element axial infintesimal de fluid, de
grosime A,,;, silatime Rd@, rezulta
(r2)*

dr
c,q,——=TRQ=py-—="—,
UqZRdQ H A

‘min
unde ¢, este cildura specifica pe unitatea de volum si 7 este temperatura.

Cu presupunerile de mai sus, ¢, este egal cu debitul de forfecare
1
q. :Ehmin RQO. (6.53)

Ecuatia de bilant termic se reduce la

- 6.54
10 (6.54)

h2

dr 2
- Z Rl M
Cy min
Pentru orice lubrifiant, vascozitatea u este o functie datd de temperatura

T. Variatia temperaturii, si deci a vascozitatii, in lungul filmului poate fi calculata
din egalitatea

CdT 2 e 4o
—_—Rzg J. 2—
“ooc 0

‘min

T

Totusi, de obicei se presupune p = const., egala cu o valoare medie, deci
cresterea totald a temperaturii este

0,
AT =2 uR20 %. (6.55)
% 0, hmin

Presupunénd ca, de exemplu, 80 % din cdldura generata prin frecare este
evacuata de lubrifiant, temperatura de lucru a lagarului, 7, , se obtine dintr-un

simplu bilant termic sub forma
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2 J—
T =T +0.8£(£) 4;%, (6.56)

oper sursa
CU

unde T,

wrsa ©Ste temperatura sursei de lubrifiant.

Temperatura maxima in film este

2
Q(RV =
Toar = Toper + AT =T, +‘Z— (Ej T. (6.57)

v

Daca T, difera de temperatura estimata initial, trebuie efectuat un nou

calcul utilizdnd o valoare a vascozitatii calculatad la T, repetand calculele pana

max >
cele doud temperaturi coincid. Dupa obtinerea valorii corecte a numaérului
Sommerfeld, coeficientii de rigiditate si de amortizare se obtin fie din tabele,
necesitand interpolare, fie cu ajutorul formulelor.

6.7.2 Relatia vascozitate-temperatura

Vascozitatea uleiurilor lubrifiante este extrem de sensibila la temperatura
de lucru (fig. 6.18). Vascozitatea uleiurilor scade rapid cu cresterea temperaturii

(pana la 80% pentru o crestere a temperaturii de 250C). Este important sd se
cunoasca vascozitatea la temperatura de lucru, deoarece aceasta determind numarul
Sommerfeld utilizat la calculul coeficientilor dinamici ai lagarelor. Vascozitatea
uleiului la o anumitd temperaturd poate fi calculata fie dintr-o ecuatie vascozitate-
temperatura, fie din diagrama vascozitate-temperatura elaboratd de ASTM.

De obicei vascozitatea cinematicd se masoara in centistokes (cSt) iar
vascozitatea dinamica (absolutd) se masoard in centipoise (cP). La 20°C apa are

vascozitatea 1,0020 cP. In unitdti SI, 1cP = I mPa-s si lcSt = lmmz/ S.
Ecuatia lui Walther [6.8] are forma
(V+a)=bd1/Tc ,

in care a, b, ¢, d sunt constante, T este temperatura absolutd, K, si v este
vascozitatea cinematica, mz/s. Vascozitatea cinematicd este definita ca raportul

intre vascozitatea dinamica si densitatea fluidului, v = i/ p . Uleiurile minerale au

densitdti de ordinul 850 kg/ m’ .

Cea mai utilizatd este diagrama vdscozitate-temperatura ASTM D341,
total empirica si bazata pe ecuatia lui Walther .
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La constructia diagramei ASTM, s-au logaritmat cei doi membri ai
ecuatiei lui Walther si s-a considerat cad d =10, rezultand

10g10(v+a):10g10b+1/Tc .
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Fig. 6.18 [6.2]

S-a observat ca dacd v este In ¢S (centistokes), atunci a = 0,7 . Dupa
inlocuirea in ecuatie, logaritmarea s-a facut incorect sub forma
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logig logyo(Ves +0,7)=a'—c-log;oT (6.58)

unde @' si ¢ sunt constante. Pentru a putea utiliza aceastd ecuatie, vascozitatea
cinematica trebuie sd fie mai mare de 2 cS. Pentru vascozitati mai mici, constanta
0,7 creste conform relatiilor date Tn ASTM D341.

in diagrama ASTM, ordonata este log;, loglo(ch +0,7 ) iar abscisa este

log|o T . In pofida erorii matematice, diagrama ASTM este utilizata frecvent si da

rezultate bune pentru uleiuri minerale si sintetice in conditii normale. Figura 6.18
este o diagramd Walther-Ubbelohde pentru uleiuri utilizate la motoare cu ardere
internd. O diagrama similara exista pentru uleiuri de turbine [6.2].

Viscozitatea variaza puternic cu temperatura si presiunea. Ca reguld
generala, cu céat un ulei este mai vascos cu atit este mai susceptibil la variatii ale
proprietatilor. Cu cat uleiul este mai gros, cu atat derivata vascozitatii in functie de
temperatura este mai mare. O masurd a descresterii vascozitatii cu cresterea
temperaturii este indicele de vdscozitate (viscosity index — V.1.) (Dean and Davis,
1929). Temperaturile de referintd standard utilizate in industria uleiurilor sunt

100°F (37,80C) si 210°F (990C). Uleiurilor minerale parafinice de cea mai buna

calitate (din Pennsylvania) li s-a atribuit indicele de vascozitate 100 iar uleiurilor
naftenice de cea mai slaba calitate (din Texas) un V.I. egal cu zero. Societatea
Americana a Inginerilor de Automobile (SAE) a impartit uleiurile in calitati

(grades). Un ulei 5W are vascozitatea maxima 1200 cP la 0°F si vascozitatea
minima 3,9 cP la 210°F . Un ulei 10W are o vascozitate maxima intre 1200 si 2400
cP la 0°F si o vascozitate minima de 3,9 cP la 210°F. Un ulei 20W are
vascozitatea intre 2400 si 9600 cP la 0°F si 0 vascozitate minima de 3,9 cP la

210°F. Un ulei SAE 20 are vascozitatea intre 5,7 and 9,6 cS la 210°F . Uleiurile
SAE 30, SAE 40, SAE 50 au vascozitati intre 9,6-12,9, 12,9-16,8 si respectiv 16,8-
22,7 cS.

Unele uleiuri, in care se adauga polimeri, au indici de vascozitate ridicati
(in jur de 150), si se numesc uleiuri “multigrad” (cu calitati multiple). Aceasta

deoarece ele au o calitate la 0°F si altd calitate la 210°F . De exemplu, un ulei
10W/30 poate avea vascozitatea 2100 cP la 0°F si 11,5 ¢S la 210°F . El intrd in
categoria 10W la 0°F si SAE 30 Ia 210°F . De aceea se numeste 10W/30 [6.8].

Ar fi avantajos sd se producd un ulei gros cu derivata vascozitate-
temperatura a unui ulei mai subtire. Intr-o oarecare masura (2-3 %) aceasta se poate
realiza prin adaugarea unui polimer de iIngrosare, de exemplu un metacrilat.

Rezulta un ulei multigrad. Un ulei poate fi un SAE 10 la 100°F si SAE 30 la
210°F, fiind denumit SAE 10/30.
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6.8 Lagare radiale hidrodinamice

In evolutia masinilor rotative s-au dezvoltat diferite configuratii de lagire
radiale autoportante pentru ameliorarea performantelor masinii, majoritatea in
scopul cresterii stabilitatii rotorului.

6.8.1 Lagare circulare cu cuzinet complet

Lagarul circular cu cuzinet complet (fig. 6.2) prezentat mai sus este cea
mai simpla solutie constructivd cu geometrie fixd, adecvatd pentru rotoare cu
incarcare mare sau turatie joasa, care pot deveni instabile. Principalele avantaje ale
acestui tip de lagare sunt costul redus si usurinta fabricarii.

In pozitia centrati, invelisul cilindric al cuzinetului este concentric cu
suprafata fusului, deci nu existd preincarcare. Lagarele hidrodinamice cu cuzinet
complet au insd cel mai puternic cuplaj transversal, fiind configuratia cea mai
destabilizatoare.

6.8.2 Lagare cu canale axiale

Majoritatea lagarelor radiale cilindrice (fig. 6.19) au fante de alimentare
orizontale (sau buzunare laterale).

N
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Fig. 6.19 Fig. 6.20

Lagarul radial cu patru fante de alimentare (fig. 6.20) are patru buzunare

laterale la 90°, dispuse la 45° fata de axa verticala (figura este rotitd). Nu exista
preincarcare, dar solutia constructiva este mai stabild in unele aplicatii decat lagarul
cu cuzinet complet.

In Tabelul 6.3 se dau coeficientii dinamici adimensionali pentru un lagar cu
doua fante axiale si /D =0,5 in functie de numiarul Sommerfeld [6.1]. In figura

6.21 se dau coeficientii dinamici adimensionali pentru un lagdr cu L/D =1.
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Tabelul 6.3
Coeficientii dinamici ai unui lagdr cu doua fante axiale, L/D = 0,5
Coeficientii de rigiditate Coeficientii de amortizare
S K,, K, K., K, ny Cyz Czy C,,
5,96 1,77 13,6 -13,1 2,72 27,2 | 2,06 | 2,06 14,9
4,43 1,75 10,3 -9,66 2,70 20,6 | 2,08 | 2,08 11,4

2,07 1,88 | 5,63 441 256 | 112 | 222 | 222 | 643
1,24 2,07 | 427 2,56 | 234 | 850 | 2,32 | 2,32 | 4,73
0,798 | 239 | 3,75 1,57 | 2,17 | 732 | 224 | 224 | 3,50
0517 | 2,89 | 3,57 | 0924 | 2,03 | 681 | 2,10 | 2,10 | 2,60
0,323 365 | 3,62 | -0,427 | 1,92 | 6,81 | 2,08 | 2,08 | 2,06
0,187 | 492 | 3,88 | 00235 | 1,83 | 732 | 2,16 | 2,16 | 1,70
0,135 | 590 | 4,11 0,258 1,80 | 7,65 | 2,10 | 2,10 | 146
0,0926 | 735 | 446 | 0,527 1,78 | 817 | 2,05 | 2,05 | 1,24
0,0582 | 9,56 | 492 | 0,805 1,73 | 9,12 | 2,06 | 2,06 | 1,06
0,0315 | 13,8 | 5,76 1,24 1,72 | 10,6 | 2,03 | 2,03 | 0,846
0,00499 | 433 | 9,61 426 1,99 | 224 | 2,93 | 2,93 | 0,637

100 100

10

5 1 5
0.01 0.1 1 10 0.01 0.1 1 10
Numdrul Sommerfeld , S Numdrul Sommerfeld , S

a b
Fig. 6.21 [6.9]

In calcule simplificate se utilizeaza valorile medii [6.9]

K =%(Kyy +KZZ)+§ (c.-c.,),

m yz

(6.59)
Cm :%(ny +sz)+i (sz _Kyz)’
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reprezentate cu linii intrerupte.

6.8.3 Lagare cu treapta de presiune

Un lagér cu treapta de presiune (fig. 6.22) este un lagér cu cuzinet complet
modificat in partea de sus, unde existd o degajare (adanciturd) centrald terminata
brusc cu o treaptd. Lubrifiantul antrenat in migcare in jurul fusului intdlneste
treapta care determind o crestere a presiunii in partea superioard a fusului (fig.
6.23), dand nastere unei forte stabilizatoare dirijate 1n jos. Aceasta impinge rotorul
in jumatatea inferioard a lagdrului intr-o pozitie cu excentricitate mai mare, ceea ce
mareste stabilitatea acestuia.

S
i

|
’ ///);f////;

Fig. 6.22 Fig. 6.23

Lagarele cu treaptd de presiune consuma mai multd putere decat lagarele
cu cuzinet complet si sunt mai scumpe datorita prelucrarii precise pentru realizarea
geometriei corecte a interstitiului in treapta. Ele au o capacitate mare de incarcare
si maresc stabilitatea rotorului.

O configuratie imbunitititd include o adancitura circumferentiald in
semicuzinetul inferior, asa cum se aratd schematic 1n fig. 6.24. Acest canal reduce
raportul L/D al portiunii de lagdr care preia sarcina si mareste incarcarea pe lagar.

Treapti
Jumdtatea «
superioard
Canal de
..]uma.tatea
inferioard descarcare

Fig. 6.24
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In figura 6.25 se prezinti coeficientii dinamici adimensionali ai unui lagar
cu treaptd de presiune si L/D =1, in functie de numarul Sommerfeld. Valorile

numerice ale acestor coeficienti sunt date in Tabelul 6.4 [6.1].

50

1 N S|

M 1 R
0,01 0.1 1

Numirul Sommerfeld, §

0.2 [ N | [T |
0.01 0.1 1

N umarul’Sommerfeld .8

Fig. 6.25 [6.1]

Tabelul 6.4

Coeficientii dinamici ai unui lagdr cu treapta de presiune, L/D =1

Coeficientii de rigiditate Coeficientii de amortizare
S K,, K,, K., K., q,, C,, C,, C,.
1,72 4,59 8,55 -2,77 53 14,0 | 6,15 | 590 8,44

1,00 | 467 | 68 | -0832 | 419 | 108 | 438 | 437 | 518
0742 | 472 | 579 | -0273 | 334 | 924 | 346 | 346 | 3.6
0,517 | 4,85 | 522 | -0,0993 | 2,85 | 8,08 | 2,95 | 295 | 2,72
0362 | 543 | 511 | 0231 2,50 | 830 | 2,84 | 2,84 | 2,11
0249 | 620 | 485 | 0414 | 221 | 801 | 2,63 | 2,64 | 1,70
0,165 | 7,57 | 5,15 | 0,697 2,17 | 8,58 | 2,42 | 243 | 152
0,102 | 9,69 | 533 | 0,985 2,05 | 895 | 239 | 2,40 | 121
0,0558 | 14,10 | 6,28 1,38 1,99 | 10,8 | 2,33 | 2,34 | 1,01
0,0219 | 30,0 | 7.86 | 2,91 1,82 | 13,0 | 1,77 | 1,78 | 0,555
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Tabelul 6.5
Coeficientii dinamici ai unui lagar din doua jumatati decalate, L/D =0,5, m p= 0,5

Coeficientii de rigiditate Coeficientii de amortizare
S
K,, K,. K., K,, c,, C,. C,, C,,

8,519 | 47,06 | 82,04 | 5,48 64,74 | 97,59 | 45,00 | 45,00 | 59,71
4240 | 23,60 | 41,06 | 2,64 32,32 | 49,04 | 22,62 | 22,62 | 29,94
2,805 | 15,81 | 27,42 | 1,65 21,49 | 32,97 | 15,22 | 15,22 | 20,06
2,081 | 11,93 | 20,61 | 1,12 16,05 | 2501 | 11,56 | 11,56 | 15,15
1,339 | 808 | 13,79 | 0,54 10,56 | 17,15 | 7,98 | 7,98 | 10,25
0953 | 6,18 | 10,39 | 0,20 7,78 | 1334 | 631 | 631 | 783
0,717 | 5,14 | 845 | -0,05 6,15 | 11,29 | 543 | 543 | 651
0,555 | 4,63 | 720 | -0,09 500 | 10,00 | 4,76 | 4,76 | 538

0,493 4,56 6,72 0,01 4,53 9,49 | 4,38 | 4,38 4,74
0,353 4,63 5,78 0,22 3,53 8,51 3,56 | 3,56 3,40
0,284 4,85 5,40 0,33 3,08 8,17 | 3,18 | 3,18 2,79

0228 | 5,18 | 5,15 0,42 2,74 | 799 | 2,88 | 2,88 | 234
0,182 | 565 | 501 0,51 248 | 795 | 2,65 | 2,65 | 198
0,162 | 593 | 497 | 0,55 237 | 797 | 2,53 | 2,53 | 1,82
0,143 | 626 | 495 | 0606 | 227 | 802 | 246 | 246 | 1,69
0,126 | 6,64 | 495 0,65 2,19 | 810 | 238 | 238 | 1,56

6.8.4 Lagare cu semicuzineti decalati

Un lagar radial din doud jumatati decalate (“offset split”) este prezentat in
fig. 6.26, a. Lagarul este preincércat in directie orizontald prin deplasarea relativa
orizontald a celor doud jumatati. Deobicei deplasarea d este jumatate din jocul
radial C. Prin cresterea decalajului, lagarele cu semicuzineti decalati pot prelua
sarcini mai mari.

Fig. 6.26
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Lagarul este fabricat prin decalarea semicuzinetilor inainte de gaurirea de
finisare, astfel incét, atunci cand se monteaza semicuzinetii, centrele bucselor sa fie
decalate orizontal. Jocul orizontal este mai mare decat jocul vertical. Jocul vertical
este egal cu jocul de prelucrare al cuzinetului. Jocul orizontal este egal cu jocul
diametral de prelucrare al cuzinetului minus de doud ori decalajul radial.

Acest lagar este mai stabil decat lagarul circular cu cuzinet complet, avand
totusi o tendinta de instabilitate. El este un lagér unidirectional.

in Tabelul 6.5 se dau coeficientii dinamici adimensionali pentru un lagar cu
semicuzineti decalati, L/D=0,5 si d =0,5C, in functie de numarul Sommerfeld
[6.4].

6.8.5 Lagare cu lobi ficsi

Acestea constau din mai multe segmente de lagar cu geometrie fixa, gaurite
cu o raza mai mare decéat jocul din lagar, creand astfel o preincarcare geometrica.
In timp ce lagdrele “scobite” constau dintr-un numir de arce partiale cu acelasi
centru, lagarele lobate constau din arce partiale ale caror centre nu coincid.

6.8.5.1 Preincircarea lagiarului

Se considera fusul 1n pozitia concentricd (fig. 6.27). Segmentul lagarului
(lobul), prelucrat cu raza interioara Rp, are centrul in punctul O, . Centrul

lagarului este Op =0, . Gaura lagarului are o razd Ry care este distanta de la
centrul lagarului la suprafata segmentului (patinei) in punctul de joc minim.

Fig. 6.27
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Daca Op coincide cu Op, atunci Rp = Ry si preincarcarea este nuld. In
acest caz, daca fusul este centrat in lagar, arcul segmentului va fi concentric cu
suprafata fusului. Daca raza segmentului este mai mare decat raza lagarului, deci
dacd Rp > Ry, atunci centrele de curbura vor fi decalate.

Factorul de preincarcare m,, este definit ca

C
m, =1-— (6.60)

p
CP

unde C, =Rp — R este jocul la prelucrare, considerat deobicei ca jocul in lagar, si

Cp, =Rz —R este jocul la montaj. Daca raza segmentului este mentinuta fixa,

preincarcarea creste deplasand segmentul radial spre arbore. Distanta intre centrul
de curbura al segmentului si centrul lagarului este

d=Rp—Ry=C,~Cy=m,C,. (6.61)

Fortele de preincarcare fortezd uleiul in interstitiul convergent al fiecarui
lob, datorita jocului redus la mijlocul segmentului. Rezulta un efect de pana.

6.8.5.2 Lagare eliptice (Iimaie)

Lagarele eliptice (cu doi lobi) constau din doua arce partiale (fig. 6.28).
Centrul arcului inferior este deasupra centrului lagarului, in timp ce centrul arcului
superior este situat sub centrul lagarului. Efectul acestui aranjament este
preincércarea lagarului. Jocurile mici in punctele de grosime minima a interstitiului
pot produce temperaturi minime mai ridicate, dar jocurile largi din planul de
separatie permit accesul unor cantitati mari de ulei rece.
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Fig. 6.28

La fabricarea lagarelor eliptice, intre cele doud jumatati se pun placute de
reglaj (bailag-uri), se prelucreaza gaura, apoi cele doud segmente sunt asamblate
dupa inlaturarea placutelor, asa cum se arata in fig. 6.29.
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In fig. 6.30 se arati un exemplu de distributie a presiunii pe circumferinta
fusului. Interstitiul in forma de pand format in jumétatea superioard creazd o
presiune dirijata in jos, care anuleaza precesia instabild in cazul lagarelor marginal
instabile. In acelasi timp, creste excentricitatea centrului fusului, ceea ce determini
cresterea rigiditatii.

&
Grosimea

placutelor
de reglaf

La prelucrare Asamblat

Fig. 6.29 [6.1]

In figura 6.31 se prezintd variatia coeficientilor dinamici adimensionali ai
unui lagar eliptic (cu doi lobi) cu L/D=0,5 si m p= 3/4, pentru conditii la limita

de tip Reynolds, in functie de numarul Sommerfeld. In Tabelul 6.6 [6.1] se dau
valori numerice ale acestor coeficienti

Tabelul 6.6

Coeficientii dinamici adimensionali ai unui lagar eliptic, /D =0,5, m,, =3/4

Coeficientii de rigiditate Coeficientii de amortizare
S K,, K, K., K,, ny Cyz Czy C,,
5,06 474 72 -215 49,8 548 -157 -157 92,5
3,01 282 40,6 -128 29,7 319 | 94,3 | -94,1 54,4

2,04 186 26,5 -86,7 18,2 215 | -63,8 | -63,6 36,9
0,983 93,7 12,7 -43,2 9,79 106 | -30,8 | -30,7 17,9
0,477 46,6 6,83 -20,4 4,79 50,9 -15 -15 8,77
0,286 29,5 4,91 -12,3 3,24 33 -8,45 | -8,42 5,45
0,197 22,4 3,88 -8,44 2,35 24,7 | -5,76 | -5,75 3,93
0,0999 15,6 3,82 -3,75 1,61 16,1 | -2,13 | -2,09 2,24

0,0504 14,7 4,36 -1,11 1,4 12,3 | 0,085 | 0,0901 | 1,32
0,0306 16,9 5,21 0,0379 1,49 11,2 | 0,582 | 0,586 | 0,978
0,0199 | 20,1 6,32 1,08 1,62 12,1 1,24 1,25 0,866

0,00976 | 29,8 9,04 2,59 1,93 15,8 | 2,63 2,66 0,84
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Fig. 6.31 [6.1]

6.8.5.3 Lagare cu trei lobi si cu patru lobi

Lagarele cu trei lobi (fig. 6.32, a) si lagarele cu patru lobi (fig. 6.33) au
segmente fixe (numite lobi) prelucrate cu o raza interioard mai mare decat raza
fusului plus jocul in lagiarul montat.

Fig. 6.32

Existd configuratii cu cinci sau mai mult de zece lobi. Lobii pot fi
convergent-divergenti pentru fiecare segment sau doar convergenti.

Suprafata interioard a unui lagér cu trei lobi (fig. 6.32, b) este compusa din
trei segmente in forma de arc de cerc ale caror centre sunt deplasate unul fata de
altul si fata de centrul comun al lagarului, producand o preincarcare. Cele trei pene
de lubrifiant formate in jurul fusului, rigidizeaza si stabilizeaza lagarul, chiar atunci
cand fusul este in pozitia centratd. Prin cresterea numarului lobilor, in jurul fusului
se formeazad mai multe pene de lubrifiant, Tmbunatatind stabilitatea lagarului.
Preincarcarea poate fi modificata variind razele lobilor si raza ansamblului.
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Fig. 6.33

In figurile 6.34 si 6.35 se prezinti variatia coeficientilor dinamici
adimensionali pentru un lagar cu trei lobi si un lagar cu patru lobi, cu L/D=0,5 si

m, = 3/4, pentru conditii la limitd Reynolds, in functie de numédrul Sommerfeld.

In Tabelele 6.7 si 6.8 [6.1] se dau valori numerice ale acestor coeficienti.
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Fig. 6.34 [6.1]
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Tabelul 6.7

Coeficientii dinamici adimensionali ai unui lagér cu trei lobi, L/ D=05,m p= 3/ 4

Coeficientii de rigiditate Coeficientii de amortizare

S K K K K C C C C

»y vz zy zz »y yz zy zZz

127 | 732 | 364 | 424 | 64,8 | 884 | 345 | -331 | 856
0,625 | 384 | 182 | 234 | 309 | 480 | 2,52 | 2,44 | 440
0299 | 21,9 | 852 | -12,5 | 142 | 262 | -2,16 | 2,12 | 20,5
0,187 | 17,1 | 556 | 8,56 | 892 | 192 | -1,80 | -1,77 | 122
0,131 | 153 | 428 | 688 | 648 | 160 | -1,67 | -1,67 | 9,04
0,095 | 148 | 347 | 568 | 504 | 13,84 | -1,52 | -1,50 | 6,92
0070 | 158 | 3,03 | 472 | 424 | 125 | -1,17 | -1,29 | 520
0,0516 | 16,0 | 2,93 | 404 | 3,55 | 11,8 | 0944 | -0,972 | 4,28
00374 | 17,8 | 3,03 | 332 | 3,10 | 114 | -0,688 | -0,688 | 3,56
0,0256 | 20,8 | 344 | 241 | 2,70 | 11,6 | -0,298 | -0,288 | 2,58
00204 | 232 | 3,86 | -1,92 | 2,444 | 12,0 | -0,128 | -0,112 | 2,28

Tabelul 6.8

Coeficientii dinamici adimensionali ai unui lagar cu patru lobi, L/D=0,5, m p = 3/4

Coeficientii de rigiditate Coeficientii de amortizare

s |k, | kK. | K, | K. | C, | C. | Cy | Ca

124 | 64,6 | 43,9 | 442 | 650 | 985 | -0,068 | 0,14 | 984
0614 | 332 | 224 | 222 | 326 | 50,7 | 0,036 | 0,14 | 493
0293 | 187 | 11,8 | -113 | 165 | 267 | 0,136 | 0,192 | 242
0,182 | 147 | 819 | 733 | 11,1 | 19,1 | 0,097 | 0,132 | 153
0,123 | 13,5 | 632 | 562 | 852 | 153 | 0,196 | 0224 | 11,3
0,0853 | 13,6 | 536 | 461 | 692 | 13,6 | 0288 | 0308 | 889
0,0593 | 14,6 | 481 | 353 | 585 | 12,7 | 0236 | 0256 | 638

004 | 165 | 453 | 3,08 | 504 | 125 | 0376 | 0392 | 532
0,0256 | 19,8 | 456 | 2,62 | 432 | 13,0 | 0492 | 0508 | 435
00147 | 259 | 514 | -1,74 | 3,61 | 146 | 0,56 0,58 | 2,70
0,0103 | 31,4 | 58 | -1,36 | 3,07 | 164 | 0,776 | 0,792 | 2,28




Presiunea p

6. LAGARE HIDRODINAMICE SI ETANSARI 123

6.8.5.4 Lagare multilobate cu trepte de presiune
Performantele unor lagire necilindrice, ca cele eliptice, cu semicuzineti

decalati sau cu mai multi lobi, pot fi ameliorate prin incorporarea unor trepte de
presiune. In figura 6.36 se prezinta un lagar cu patru lobi si trepte de presiune.

Intrarea uleiului Treapta

Lobul 1

Treapta

Scobitura Scobitura

Lobul 2 Lobul 3

Fig. 6.36 [6.10]

in figurile 6.37 se arati variatia circumferentiala a presiunilor in filmul de
fluid, in planul central al unui lagar cu patru lobi conventional si al unui lagar cu
trepte de presiune cu patru lobi, pentru doud valori extreme ale excentricitatii
relative.
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Fig. 6.37 [6.10]

In lagarul cu patru lobi conventional (fig. 6.37, @), lobii 1 si 4 sunt fie
cavitati pe aproape intreaga suprafatd fie au presiuni joase. Prin incorporarea
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treptelor de presiune 1n lobii 1 si 4 (fig. 6.37, b), se genereaza varfuri de presiune in
dreptul treptelor, urmate de scidderi bruste. Aceste presiuni sunt distribuite pe
portiuni mai mari ale suprafetei fusului iar valorile maxime sunt mult mai mari
decat cele care apar in lagirele conventionale. In lobii inferiori cu scobituri (canale
circumferentiale) se observd o descrestere similard a presiunilor maxime.
Generarea presiunilor mari in jumatatea superioara a lagarului imbunatateste
stabilitatea. Distributia presiunilor pe toatd circumferinta fusului asigurd o
functionare stabila a lagarului.

6.8.6 Lagare cu segmenti oscilanti
Lagarul radial cu segmenti oscilanti are mai multi cuzineti partiali care pot

pivota fatd de carcasa. El este ca un lagar multilobat, la care lobii sunt patine
pivotante. Lagarele cele mai utilizate au patru sau cinci segmenti pivotanti.

Fig. 6.38 Fig. 6.39

In figura 6.38 se aratid lagarul cu pivofi basculanti. Aceasta este solutia
constructiva cea mai simpla si mai ieftin de prelucrat. Constructia segmentului
permite pivotarea doar In directie circumferentiald (nu i axiald). Deoarece
contactul cu suportul se face teoretic pe o linie, in pivot pot apare tensiuni mari
daca nu se realizeaza o aliniere corespunzatoare.

Solutia constructiva cu pivoti sferici este prezentatd in fig. 6.39. Un buton
sferic, montat fie pe segment fie pe carcasa, poate pivota pe o placutd calita
montata pe cealaltd piesd. Aceasta permite bascularea in toate directiile.

In varianta cu suprafati sferici de rezemare (fig. 6.40), forta pe segment
este transmisa carcasei printr-un sistem bila-suport. Acesta permite segmentului sa
pivoteze in mod obisnuit dar poate prelua si dezaxarea arborelui. Pivotul sferic este
mai durabil decat pivotul basculant deoarece suprafata de contact a cuplei sfera-
suport are o presiune contact specificad mai mica decat linia de contact a pivotului
basculant. Alunecarea relativa intre sfera si suport ajuta la evitarea fretting-ului. La
fel ca la lagarele cu geometrie fixa, pe suprafata lagarului se aplicd un strat de
metal alb antifrictiune (de grosime 50 - 125 gm) pentru protectia arborelui.

Recent, au aparut lagire cu segmenti elastici (deformabili la incovoiere).
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Fig. 6.40 Fig. 6.41

Segmentii oscilanti pot avea axa de oscilatie descentratd. O masurd a
distantarii pivotului fata de mijlocul segmentului (fig. 6.41) este descentrarea

0.
Descentrarea = —22% (6.62)

segment
O descentrare de 0,5 corespunde unui pivot centrat, montat la mijlocul
segmentului. Decaland pivotii in directia rotatiei fusului la descentrari mai mari ca
0,5 se poate mari grosimea minimd a filmului de lubrifiant, deci capacitatea
portantd. O descentrare uzuald este in jur de 0,6. Utilizarea pivotilor descentrati
este limitata la rotoare care se rotesc Intr-un singur sens.

Descentrarea este importantd doar cand lagarul este preincarcat.
Preincarcarea se poate obtine prelucrand interiorul segmentilor la un diametru mai
mare decat cel corespunzator jocului in lagar. Factorul de preincarcare variaza intre
0 si 0,5, cel mai frecvent in jur de 0,3. Cresterea preincarcarii determind o crestere
a rigiditatii, dar o reducere a amortizarii.

Fig. 6.42 [6.11]

La acest tip de lagar, fiecare segment pivoteaza independent, urmarind
fusul, si 1si dezvoltd propria distributie de presiune. Aceasta reduce rigiditatile
transversale de cuplaj. Distributia presiunii pe circumferinta fusului intr-un lagér cu
patru segmenti oscilanti rigizi este prezentatd in fig. 6.42, a pentru o sarcind
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verticald si in fig. 6.42, b - pentru o sarcind inclinatd. Lagarul are L/D =0,7622,

m,=0,5, unghiul segmentului 45° si descentrarea 0,5.

In figurile 6.43, a si b se prezinti variatia coeficientilor dinamici
adimensionali ai unui lagdr cu 4 segmenti oscilanti cu incarcarea intre patine (/oad
between pads- LBP) si conditii la limitdi Reynolds, in functie de numarul
Sommerfeld. Lagarul are L/D=0,5, m,=2/3, unghiul segmentului 800 si
descentrarea 0,5. Lagarul este izotrop, cu valori egale ale coeficientilor directi de
rigiditate si de amortizare. Lagarul este intrinsec stabil, avand coeficientii de
rigiditate transversala (de cuplaj) egali cu zero

50 50

L/D=0,5 L/D=0,5
1= Cyz =Czy =0
mp=3/4 mpy=3/4

SLeaiid bl [T T il [ AT IS R
0.005 0,01 0.1 1 0,01 0.1 1
Numarul Sommerfeld , & Numarul Sommerfeld , §

oL
bm
(=1

A

a b
Fig. 6.43 [6.1]

Distributia presiunii pe fusul unui lagdr cu cinci segmenti oscilanti este
aratata in fig. 6.44. Lagdrul are L/D =1, descentrarea 0,5, unghiul pivotului 36° si

este preincarcat. Figura 6.44, a este pentru un lagar cu sarcina pe patind (load on
pad - LOP). Figura 6.44, b este pentru acelasi lagdr cu sarcina intre patine (load
between pads - LBP). In ambele cazuri unghiul de atitudine este zero.

e b
.,’”'ffwn“lmlmﬂ““”
m'\

Fig. 6.44 [6.11]
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In figura 6.44, ¢ se arati distributia presiunii cind vectorul incarcarii este
intre centrul patinei segmentului si centrul fantei de ulei. In acest caz, deoarece
sarcina nu este simetrica fatd de segmenti, unghiul de atitudine al lagarului nu este
zero iar coeficientii de rigiditate si de amortizare transversala nu sunt zero.

In Tabelul 6.9 se dau coeficientii dinamici adimensionali ai unui lagir cu
cinci segmenti oscilanti, cu L/D=0,5 si m » =3/4, cu incarcarea intre patine si

conditii la limitd Reynolds, in functie de numarul Sommerfeld [6.1].

Tabelul 6.9
Coeficientii dinamici ai unui lagar cu cinci segmenti oscilanti, L/D =0,5, m p = 3/4,LBP
Coeficientii de rigiditate Coeficientii de amortizare

S Kyy KyZ KZy KZZ ny CyZ CZ_)/' CZZ
16,1 2010 0 0 2010 1230 0 0 1230
6,42 803 0 0 803 490 0 0 490
3,21 401 0 0 401 245 0 0 245
1,57 196 0 0 196 120 0 0 120
0,515 66,1 0 0 65,2 40,2 0 0 39,8
0,243 32,8 0 0 31,6 19,7 0 0 19,2
0,120 18,3 0 0 16,5 10,5 0 0 9,85
0,0763 14,5 0 0 11,7 7,76 0 0 6,72
0,0484 12,9 0 0 9,18 6,33 0 0 4,93
0,0356 12,7 0 0 8,31 5,82 0 0 4,17
0,0264 13,0 0 0 7,95 5,59 0 0 3,72
0,0187 13,8 0 0 8,00 5,60 0 0 3,48
0,0128 15,7 0 0 8,78 5,80 0 0 3,41

Configuratia cu sarcina intre patine (LBP) este utilizatd atunci cand
proprietatile cele mai importante sunt capacitatea de incércare mare si raspunsul
sincron redus. In acest caz, amortizarea suprafetei efective de rezemare este mai
mare decat in cazul lagérelor cu sarcina pe patind (LOP). Rotoarele grele cu turatii
relativ mici (numere Sommerfeld mici) au lagére cu segmenti oscilanti LBP.

Rotoarele usoare cu turatii relativ mari au de obicei lagire cu segmenti
oscilanti LOP. Configuratia LOP realizeazd o rezemare asimetricd, care mareste
stabilitatea rotorului, aceasta fiind caracteristica cea mai importanta a acestui tip de
lagar.

Coeficientii de rigiditate si de amortizare adimensionali pentru un lagar
cu cinci segmenti oscilanti de 60°, cu pivoti centrati, L/D=0,5, L/B=0,955
(unde B este lungimea arcului segmentului), fara preincarcare si neglijand inertia
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segmentului, sunt prezentati in functie de numarul Sommerfeld in fig. 6.45, a
pentru un lagar LBP si in fig. 6.45, b pentru un lagar LOP.
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Fig. 6.45 [6.12]

La lagarul LOP, se observa o descrestere brusca a valorii coeficientilor
K,, st K., in vecinatatea conditiei de rezonanta a patinelor. Aceasta nu implica o

pierdere a rigiditatii generale a lagarului, deoarece la rezonanta inertia segmentilor
nu poate fi neglijatd, termenii de cuplaj transversal devin importanti si inlocuiesc
rigiditatile directe. Totusi, In acest caz lagarul isi pierde stabilitatea intrinseca.
Rezonanta segmentilor apare de obicei la numere Sommerfeld mari, la care
grosimea minima a filmului de lubrifiant este mare si amortizarea este puternica.

6.8.7 Lagare cu treapta Rayleigh

Lagarul cu treapta Rayleigh este considerat a fi lagdrul cu cea mai mare
capacitate portanta dintre toate geometriile posibile. El se bazeaza pe o observatie
facutd de Lord Rayleigh in 1918, conform céreia, dacd se neglijeazd debitul de
scapari (lagar infinit lung), forma convergenta in treapta a filmului de lubrifiant are
cea mai mare capacitate portantd intr-un lagar cu alunecare lubrifiat cu un fluid
incompresibil.

In figura 6.46, a se arata fusul intr-o pozitie concentrica. In acest caz,
pentru a obtine o capacitate portantd diferitd de zero, numarul treptelor dispuse in
jurul lagarului trebuie limitat la una singurd. Parametrii principali sunt C, - jocul

radial in zona indltata (creasta), C, - jocul radial in zona adancita (degajarea), [ -
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unghiul subintins de zona adéncitd, y - unghiul subintins de zona inaltatd si o -
unghiul subintins de fanta de ungere.

In figura 6.46, b se arati un lagar cu trei trepte Rayleigh avand fusul intr-o
pozitie excentricd definitd de unghiul de atitudine @ si unghiul de orientare al
excentricitatii /" . Un segment este definit prin portiunea din lagér care include
unghiurile subintinse de creastd, degajare si fanta de ungere. Fiecare segment
lucreaza independent, deoarece in dreptul fantelor de alimentare cu ulei presiunea
se reduce la cea atmosferica. In figura 6.46, ¢ se prezintd schematic geometria unui
lagar cu patru trepte Rayleigh.

_ Fanta de

Z_ alimentare
A

Alimentare
ulei

Lagar/

=
-

- Zona
inaltata

2

Rotor Fanta

Creastd

Fig. 6.46 [6.13]

Intr-un lagir radial cu o singurd treapti Rayleigh, in jurul fusului se
dezvoltd o presiune pozitiva. Distributia presiunii este triunghiulard pentru un
raport razd/lungime egal cu zero, cu valoarea maxima in dreptul pragului, existand
o configuratie optima a treptei pentru obtinerea unei capacititi portante maxime.
Scéparile laterale sunt deobicei mai mari decét la alte lagare. Pentru limitarea
curgerii axiale si cresterea capacitatii portante, la capetele lagarului se prevad
limitatoare laterale. Date privind caracteristicile dinamice ale lagarelor radiale cu
trepte Rayleigh cu fluid incompresibil sunt inca insuficient publicate.

6.8.8 Lagare cu bucsa flotanta (inel intermediar)

Lagarul cu bucsa flotantd are aplicatii la turbosuflante, care au un rotor
usor care se roteste la turatii foarte mari. Acesta este un lagar circular cu cuzinet
complet care are un inel intermediar (uneori gaurit) care se poate misca liber in
spatiul dintre fus si cuzinet (fig. 6.47). Lagarul are deci doud filme de lubrifiant,
unul interior, intre fus si bucsa flotanta, si unul exterior, intre bucsa flotanta si
cuzinet. Fiecare film poate fi considerat ca un lagar radial cu cuzinet complet.

Treapta
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Filmul de ulei exterior produce amortizare, utild Tn imbundtatirea stabilitatii
rotorului care se roteste in filmul interior.

Bucsts fixdt —

Inel flotant
J ~

Film de ulei
interior —

exterior

Fig. 6.47

Rotoarele turbosuflantelor de supraalimentare ale motoarelor cu ardere
interna au vibratii subarmonice puternice care produc zgomot (uruit) si frecari intre
rotor si stator. Studiul acestora face obiectul eforturilor actuale de cercetare.

6.9 Amortizoare cu film expulzat (squeeze film)

Amortizoarele cu film expulzat (strivit, extrudat) sunt utilizate pentru
imbunatatirea raspunsului dinamic al rotoarelor. Amortizarea permite atat
stabilizarea rotoarelor cat si reducerea amplitudinii precesiei sincrone a acestora la
trecerea prin turatiile critice. Ele reprezintd un tip aparte de lagar radial
hidrodinamic care are turatia zero si in care fortele de presiune hidrodinamice sunt
produse de expulzarea lubrifiantului dintre fus si cuzinet.

6.9.1 Principiul de baza

Amortizoarele cu film expulzat (squeeze-film dampers - SFD) sunt
elemente neliniare utilizate in masini rotative cu turatii mari pentru atenuarea
vibratiilor si a fortelor transmise. Fusul unui SFD consta dintr-un inel fixat rigid pe
inelul exterior al unui rulment (sau bucsa unui lagar cu alunecare). Amortizorul
SVD propriu-zis este un film de ulei care umple interstitiul inelar dintre fusul si
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carcasa unui lagar. Rotirea “fusului” este impiedicata printr-un sistem de blocare,
dar acesta poate avea o miscare de precesie in interiorul interstitiului.

carcasa squeeze film

film de ulei carcasa colivie

inelul exterior
al rulmentului T
\ ; | masinii

o oo

N

arbore
Fig. 6.48 [6.14]

Un SFD poate fi utilizat §i separat, intre un lagar si carcasa acestuia,
pentru a reduce vibratiile rotorului la trecerea prin turatiile critice. In acest caz,
rotirea elementului interior al SFD este blocata prin stifturi antirotatie. Amortizorul
devine o parte componentd a unei structuri cu componente in serie, formatd din
rotor, amortizor si elasticitatea carcasei.

Spre deosebire de lagarele radiale hidrodinamice, un SFD este inerent
stabil, adica nu poate produce vibratii autoexcitate. Totusi, in cazul excitatiei prin
dezechilibru masic, vibratiile fortate periodice ale unui sistem rotoric amortizat cu
film expulzat pot deveni instabile, rezultand fie fenomene de salt al amplitudinii,
fie vibratii cu componente nedorite, cu frecvente nesincrone care nu sunt multipli
intregi ai frecventei corespunzatoare turatiei.

In aplicatiile practice, un SFD poate fi utilizat cu sau fard un inel elastic
de fixare montat in paralel (fig. 6.48). Arcurile de retinere contribuie la atenuarea
efectelor neliniare, si in primul rand la centrarea fusului in carcasid. Amortizorul
SFD consta dintr-un interstitiu inelar cu ulei, de 25 - 500 um, creat in jurul inelului
exterior al unui rulment. Colivia impiedica rulmentul sd se roteasca si centreaza
rulmentul 1n interstitiul amortizorului.

Alte solutii constructive de amortizoare cu film expulzat nu au colivie, ci
doar un inel de retinere sau un mecanism de blocare care Tmpiedica rotirea inelului
exterior al rulmentului. La aceste amortizoare, dacd nu existd o miscare de
precesie, fusul rimane 1n pozitia inferioara a interstitiului.

Principala caracteristicd a amortizoarelor cu film expulzat (strivit) o
reprezintd filmul de ulei stationar. Aceasta este de fapt singura diferenta dintre un
amortizor cu expulzare de film si un lagar radial autoportant, ambele fiind lagare
hidrodinamice. In lagirele radiale filmul de ulei se roteste chiar in absenta miscarii
de precesie. Uleiul in rotatie creaza portanta statica a lagarului radial si contribuie
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la rigiditatea acestuia. Dar rotatia uleiului in jurul fusului poate produce miscari
instabile, cum sunt cele de tip oil whirl si oil whip.

In contrast, in amortizoarele cu film expulzat uleiul nu se roteste daci
rotorul nu are o miscare de precesie. Rezulta ca aceste amortizoare nu au portanta
staticd si nici rigiditate staticd. Filmul de ulei amortizeaza miscarea doar cand
rotorul are o migcare de precesie. Dacd nu existd miscare de precesie (si nici
element elastic de retinere) fusul coboard in pozitia inferioard intr-un SFD.
Deoarece uleiul nu este in miscare, in amortizoarele cu film expulzat instabilitatile
de tip oil whirl si oil whip nu apar.

6.9.2 Solutii constructive de amortizoare cu squeeze film
In figura 6.49, g se aratd un amortizor etansat local, avand la capete
orificii de alimentare/drenare si inele radiale de tip segmenti de piston. In acest tip

de amortizor, etansat in directie axiald, uleiul curge in directie circumferentiala
cand este strivit.

~ Intrare ulei

| Orificiu

I
f de drenaj
Orificiu de | — o crend
alimentare \R\[' — M_d:; Segment
: /) L de piston

[ U =

Intrare ulei
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Inel __1_\'—"—7‘? .
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Fig. 6.49 [6.15]

In figura 6.49, b se aratd un amortizor deschis la capete, denumit uneori
amortizor etangat global. Acesta are fante de alimentare/drenaj la capete si etansari
frontale axiale. Deoarece amortizorul nu este etansat in directie axiald, uleiul
expulzat curge axial.
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Un alt mod de alimentare cu ulei este printr-o fantd centrald
circumferentiald; acesta este utilizat la amortizoare fara etansari la capete.

Alte tipuri de amortizoare cu film expulzat sunt utilizate la lagéarele cu
rulmenti, unde elementul elastic de centrare este eliminat, dar se folosesc stifturi
anti-rotatie. Sistemele de etansare includ: a) etansari radiale cu inele O; b) etansari
cu segmenti de piston, §i ¢) etansari laterale cu inele O.

6.9.3 Coeficientii de rigiditate si de amortizare ai filmului expulzat

Coeficientul de rigiditate K, si coeficientul de amortizare Cy ai unui

SFD se pot calcula prin rezolvarea ecuatiei Reynolds pentru un lagar radial
nerotitor.

La un SFD fard scurgeri laterale (fig. 6.49, a), presupunand curgere
laminara, cavitatie totala, precesie sincrona circulara si neglijand inertia filmului de
lubrifiant, coeficientii de rigiditate si de amortizare au expresiile [6.16]

3
K. = 24 uR’Lew , (6.63)
o 3 2 2
C; (2+6‘ )(l—g )
127 uRL
Cy = # (6.64)

CS(2+82)(1—52)1/2 ’

unde R — raza filmului expulzat, L — lungimea axiald a amortizorului, C, - jocul
radial, u - véascozitatea dinamica a uleiului, £ - excentricitatea adimensionala
(raza orbitei de precesie / jocul radial), w - viteza unghiulara a precesiei.

La amortizoare relativ scurte (L/ D< 0,5) deschise la capete, presupunand
scurgeri libere la capete (fig. 6.49, b), coeficientul de rigiditate este

2uRsw
Ky =m0 (6.65)
C. (1 -& )
iar coeficientul de amortizare este
T UuR r
Csf = (6.66)

_—2(73’ (1_82)3/2' .

In cazul filmului de lubrifiant necavitat, Ky =0si
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3
_ 7muRL
CS:f —W . (6.67)
Cl\l-¢
In cazul miscarii de strivire pur radiala, K o =0 sl
pentru film cavitat
30—l 2
Cy = HRL [72' oS (8)](28 +1) ’ (6.68)
c3 (1 _ g2 ) 5/2
-
iar pentru film necavitat
3 2
¢, ~URE (2% +1) 6.69)

03(1—52)5/2

Expresiile de mai sus sunt valabile in cazul unei orbite de precesie de raza
C,¢ . Amortizoarele nu au o pozitie de echilibru static cand sunt incércate, ca la un

lagar radial. “Rigiditatea” unui amortizor rezultd din miscarea orbitala produsa de o
sarcind rotitoare i poate fi definitd mai corect ca fiind un coeficient de amortizare
transversala.

La amortizoare care functioneaza la turatii mari si la valori mari ale
numarului Reynolds al filmului fluid
2
oC
)7

unde o densitatea lubrifiantului, fortele de inertie din fluid devin importante.

: (6.70)

Coeficientii de inertie sau ‘masele aditionale” se pot obtine impartind fortele de

inertie ale fluidului la acceleratia radiald @>C.¢ . Coeficientul masic direct este

TpRLE -1
g =-ZERE Pl (p-), 6.71)
12C, Be
iar coeficientul masic de cuplaj transversal este
3
my =—LRE (ﬂj (2+lln1—8], (6.72)
' C, \70e e l+¢

unde

ﬁ=(1—82)1/2. (6.73)
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6.9.4 Proiectarea unui amortizor cu squeeze film

Pentru solutionarea unei probleme de vibratii subsincrone la un
compresor existent, prin includerea un SFD, se face o analiza a stabilitatii bazata pe
un model al sistemului rotor-lagare cu elemente finite sau cu matrici de transfer.

Parametrii de intrare sunt raza R si lungimea L ale amortizorului,
vascozitatea dinamica a uleiului, #, si viteza unghiulara de rotatie, (2. De obicei

se mai considera o rigiditate transversald de cuplaj aerodinamic, a carei valoare
maximi se estimeaza la 1,75-10" N/m [6.16]. Parametrii de iesire sunt jocul radial,
C, si excentricitatea relativa, &,, care determind valorile coeficientilor de

.
rigiditate si de amortizare ai SFD capabil sa elimine instabilitatea.

Cu ajutorul unui program de calculator se rezolva problema de valori
proprii complexe si se calculeaza decrementul logaritmic (sau numai partea reala a
valorilor proprii) in functie de parametrii de proiectare.

In fig. 6.50 se aratd o diagrama de stabilitate tipica, in care s-a reprezentat
grafic variatia partii reale a valorii proprii a modului instabil in functie de
amortizarea SFD, la o anumita turatie. Fiecare curba corespunde unei valori date a
rigiditatii amortizorului. Se traseazd mai multe diagrame pentru cateva valori ale
rigiditatii transversale de cuplaj aerodinamic. Caracteristicile rotorului si lagarelor
raman neschimbate.

100 - -

z .
2
o INSTABIL
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<
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<
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8
w400 F o
£
o
450 =

1 1 1 n I 1 A A

COEFICIENTUL DE AMORTIZARE, Csf
Fig. 6.50 [6.16]

Curbele care intersecteaza nivelul zero al partii reale a valorii proprii
definesc rigiditatile pentru care sistemul poate fi stabil. Pe masura ce rigiditatea
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amortizorului SFD creste, sistemul devine mai putin stabil. Exista o valoare limita
K, peste care sistemul este totdeauna stabil (curbele nu intersecteazd linia de

valoare zero a partii reale a valorii proprii).

Pe de altd parte, pentru curbele care intersecteaza axa orizontald de nivel
zero, exista un domeniu de valori intermediare ale amortizarii SFD in care sistemul
este stabil pentru o valoare data a rigiditatii amortizorului. Pentru o amortizare sub
o anumitd valoare, C), sau peste o altd valoare, C,, definite de punctele de
intersectie, sistemul este din nou stabil, astfel ca valoarea reald a amortizarii SFD
trebuie aleasa intre cele doua limite.

Diagramele de stabilitate liniarizate, ca cea din figura 6.50, ofera
informatii asupra caracteristicilor amortizorului cu film expulzat necesare pentru a
conferi stabilitate unui sistem rotor-lagare dat.
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Pentru a determina parametrii de proiectare ai amortizorului mai sunt
necesare doud diagrame care prezintd variatia rigiditatii (fig. 6.51) si amortizarii
(fig. 6.52) amortizorului, in functie de excentricitate, pentru diferite valori ale
jocului radial.

Intai este utilizatd diagrama din fig. 6.51. Trasand o linie orizontald de
ordonatd Kj,, se determind valori &, In punctele de intersectie cu curbele

C, =const.

Pe baza acestor valori, se traseazd curba K, = const. in fig. 6.52, care
marcheaza limita superioard a domeniului cu functionare stabila posibild. Apoi, in
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fig. 6.52 se deseneaza doua linii orizontale de ordonate C; si C,, limitele de variatie
a amortizarii SFD pentru functionare stabild. Suprafata dintre aceste doud limite
situatd sub curba Kj;,, defineste regiunea de proiectare a amortizorului. Parametrii

de proiectare C, si &, se aleg sa corespunda punctelor din aceasta regiune.

6.10 Etansari inelare cu lichid

Etansérile inelare cilindrice sunt cuple de rotatie 1n care cilindrul interior
(rotorul) se roteste intr-un interstitiu de fluid inelar fatd de cilindrul exterior
(statorul). Intr-o etansare centrata, fluidul are atat o viteza axiala, datorita diferentei
axiale de presiune, cat si o vitezd circumferentialda, datoritd rotirii arborelui si
frecarii intre arbore si fluid. In modelul curgerii volumice ("bulk-flow") [6.17],
aceste viteze sunt considerate constante pe grosimea filmului iar tensiunile de
forfecare sunt luate in considerare doar la nivelul arborelui si statorului.
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Fig. 6.53 [6.18]
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Intr-o etansare excentrica, diferenta intre ciderea de presiune in portiunea
mai largd si portiunea mai ingustd produce o fortd de readucere care se opune
deplasarii arborelui, producand o rigiditate directd de valoare relativ mare. Acesta
este efectul Lomakin.

Asupra unui arbore in precesie cilindrica, actioneaza o forta tangentiala,
perpendiculard pe deplasarea radiald a arborelui, care produce o rigiditate
transversala de cuplaj. La etansdrile “scurte”, se neglijeaza viteza circumferentiala
produsd de cdderea de presiune. O solutie imbunatatita tine cont de dezvoltarea
curgerii circumferentiale datorita fortelor de forfecare in lungul etangarii.

In continuare, se prezinti solutiile pentru etansari scurte propuse de Black
si Childs.

6.10.1 Reactiunea hidrostatica. Efectul Lomakin

In fig. 6.53, a se prezintd distributia axiald a presiunii intr-un punct
oarecare de pe circumferinta unei etansari cu suprafete netede, in cazul cand
arborele nu se roteste. In fig. 6.53, b se arata caderile de presiune la intrare.

In sectiunea de intrare, o parte din presiunea totald ps din amonte se
transforma in presiune dinamica. Fluidul este contractat brusc si accelerat in
interstitiul etansarii. Presiunea statica scade brusc la valoarea p; datoritd efectului
Bernoulli si datoritd dezvoltarii progresive a unui camp de viteze de curgere
turbulenta. Restul cidderii de presiune in etansare este aproape liniar. La iesire
presiunea este p,.

Scaderea presiunii in etansare se poate calcula cu relatia lui Yamada
[6.19] pentru curgeri Intre cilindri concentrici 1n rotatie

2
Ap:(1+§+26)'0;/ : (6.74)

unde & este coeficientul de pierderi la intrare, p este densitatea fluidului, V este
viteza medie a fluidului §i o este coeficientul de pierderi prin frecari
AL

C

r

o (6.75)

In expresia (6.75), L este lungimea etansarii, C, este jocul radial iar A

este un coeficient de frecare definit de Yamada in functie de numarul Reynolds
axial, R, si numarul Reynolds circumferential, R, :

0 | W

2
A=0,079 R, 4| 1+ [7120 j : (6.76, a)
8R

a
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_2re,. o, _RQC,

a > c >
14 14

R

(6.76, b)

unde v este vascozitatea cinematica a fluidului, R este raza etansarii i (2 este
viteza unghiulara a rotorului, rad/s. Legea de frecare (6.75) este similara ecuatiei
lui Blasius pentru frecarea la curgerea prin tevi [6.17].

Daca arborele se deplaseaza in jos, in partea de sus a etansarii viteza Vg,

creste, datorita interstitiului mai mare. In partea de jos a etansdrii viteza ¥, scade,

datorita interstitiului mai mic. La intrarea in etansare, caderile de presiune depind
de viteza fluidului, fiind diferite In partea superioara si inferioara ale arborelui, asa
cum se arata in fig. 6.53, b. In partea de sus, ciderea de presiune la intrare creste.
In partea de jos, caderea presiunii la intrare scade. Cresterea netd a presiunii in
partea de jos a etansarii produce o forta dirijatd de jos in sus care tinde sa readuca
arborele in pozitia initiald centratd. Aceasta echivaleaza cu o rigiditate directd. O
situatie similard apare atunci cand variaza viteza laterala a arborelui.

Rigiditatile directe mari ale etansarilor inelare sunt determinate de efectul
combinat al scaderii presiunii la intrare si in lungul etansarii. Mecanismul fizic al
producerii rigiditatii directe a fost explicat prima datd de Lomakin (1958).

Distributiile de presiune aratate in figurile 6.53, a si b sunt modificate de
rotirea arborelui §i variatia geometriei etansarii, dar principiile de baza care stau la
baza generdrii presiunii prin contractia brusca a filmului si accelerarea fluidului in
interstitiul etangarii raman aceleasi.

La etansdri, raportul C,/R este de ordinul 0,003 fatd de 0,001 la lagare.

Jocurile marite Tmpreuna cu scaderea mare a presiunii in lungul etangarii determina
caracterul puternic turbulent al curgerii.

Analizele clasice ale etansarilor pompelor centrifuge s-au bazat pe
modelul curgerii volumice "bulk-flow". In aceste modele se neglijeazi variatia
componentelor vitezei fluidului pe grosimea jocului din etansare. Se lucreaza cu
valori medii (pe grosimea interstitiului) ale componentelor vitezei — de unde
denumirea bulk-flow (flux global). Modelele bulk-flow considera tensiuni de
forfecare doar pe suprafetele laterale si neglijeaza variatia acestora pe grosimea
jocului [6.14]. Analizele moderne se bazeazd pe simulari numerice utilizand
programe CFD (Computational Fluid Dynamics).

6.10.2 Coeficientii dinamici ai unei etansari inelare cu lichid

Componentele fortei dinamice dintr-o etansare se exprima sub forma [6.17]

I S e 1S R
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unde y si z sunt componentele deplasarii in coordonate fixe iar punctul deasupra

literei reprezinta derivarea in raport cu timpul. Acest model este valabil pentru
deplaséri mici in jurul pozitiei centrate.

Etansdrile inelare scurte se considerda izotrope. Termenii diagonali ai
matricilor de rigiditate si de amortizare sunt respectiv egali, in timp ce termenii
nediagonali sunt egali i de semn contrar. Coeficientii de amortizare transversala de
cuplaj si termenul masic sunt produsi de efecte inertiale. Solutiile pentru etansari
scurte se obtin neglijand curgerea cicumferentiald produsa de diferenta de presiune,
dar incluzand curgerea produsa de forfecare.

Rigiditatile transversale de cuplaj provin din rotatia fluidului, la fel ca in
cazul lagarelor radiale cu cuzinet complet necavitate (film complet). De exemplu,
dacd intr-o etangare rotorul este deplasat spre dreapta, se creaza o sectiune
convergenta in jumatatea inferioara si o sectiune divergenta in jumatatea superioara
a etansdrii (daca arborele se roteste in sens antiorar). In portiunea convergenti
presiunea creste iar in portiunea divergenta scade, producand o fortd de reactiune
dirijata in sus. Aceastd forta actioneaza perpendicular pe deplasarea radiala avand
un efect destabilizator.

La etansarile cu interstitiu inelar lung, de tipul celor utilizate in pompele
centrifuge multietajate, se utilizeaza si coeficienti dinamici unghiulari, deoarece in
etangari asupra rotorului actioneaza si momente (cupluri), fortele produc deplasari
unghiulare (rotiri) si momentele produc si deplasari liniare.

Coeficientii dinamici din relatia (6.77) au urmatoarele expresii:
Coeficientii de rigiditate:

K= to—p1s @T2/4), k=g QT/2; (678
Coeficientii de amortizare:

C=usm T, =y 1y 2T (6.79)

Coeficientul masic:

M =3 1, T? (6.80)
unde
TRA
py =220 (6.81)
A
iar timpul mediu de parcurgere a etansarii este
T =£. (6.82)

14
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Coeficientii p, 1 si w, depind de coeficientul de pierderi prin frecare,
o si de coeficientul de pierderi la intrare, . Expresiile acestora sunt date in
continuare pentru trei modele de etansari inelare.

1. Modelul lui Black [6.18], [6.20]

(1+¢&)o?
(1+&+20)%

(1+&) o+ (1+&)(233+28 )0 +333(1+ & )o® +1,336*
(1+&+20)

= . (683)

_033(1+8)*2s-)o+(1+¢£)(1+2£ )0’ +2(1+ ¢ )0’ +1,330°
# (1+&+20)* '

La etansérile de lungime finitd, pentru a tine cont de valorile finite ale
raportului L/ R, Jensen a stabilit urmatoarele formule:

27! 27!
Ty = y0[1+0,28 [ﬁj } : T = /{Ho,zs (ﬁj ] :
R R
-1

L 2

in care coeficientii t4, 44 si i, au expresiile (6.83), iar cei cu "bard" deasupra
literei trebuie utilizati in relatiile (6.78) - (6.80) 1n locul celor fara bara.

2. Modelul lui Jensen [6.21]

Intr-o dezvoltare ulterioara, coeficientii 4, 1 si i, au fost definiti in
functie de parametrul

2 277
p= TR | 22 (6.84)
8R, &R,
care tine cont de variatia circumferentiald a coeficientului de frecare 4 (6.76, a)

datorita unei perturbatii prin deplasare radiald fatd de pozitia centrata. Coeficientii
modificati au expresiile

125407
Ho “ 8D
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o A*+24 c(5+1§j—5 2+ E+LF
6 3°) 8 6 6

= 5 : (6.85)
BD
24 15—1 a+A(125+C§)02+1E+1F
P ’ 276
? BD? ’
in care
A=1+¢& B=1+¢+20 , C=1,75-0,7575,
D=A+Co , E=AC*c’ F=Cc* .
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Fig. 6.54 [6.21]
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In fig. 6.54 se dau diagramele de variatie ale coeficientilor s, 1 si i,
din relatiile (6.85) in functie de £ si o, pentru £ =0,5. Acestia sunt comparativ
insensibili la variatiile coeficientului de pierderi la intrare & .

Black a examinat influenta componentei circumferentiale a vitezei
fluidului la intrare asupra coeficientilor etansarilor. In analizele anterioare s-a
presupus cd un element de fluid odata intrat in etansare atinge instantaneu viteza
circumferentiald corespunzitoare semituratiei R(2/2 . Intr-un articol ulterior el a

demonstrat ca un element de fluid trebuie sa parcurga o distanta axiald determinata
in lungul etansarii Inainte ca viteza sa sa tinda asimptotic spre aceastd valoare.
Consecinta practicd a existentei vitezei circumferentiale este scidderea valorilor
termenilor de cuplaj, k si c. Aceasta apare in special la etansarile dintre treptele
pompelor, in care viteza circumferentiala la intrare este neglijabila.

3. Modelul lui Childs [6.22]

Childs a facut o analizd a etansarilor bazatd pe modelul lubrificatiei
turbulente propus de Hirs [6.23]. El a considerat cd atat in directie circumferentiala
cat si axiala curgerea turbulenta este complet dezvoltatd. Coeficientii dinamici ai
etasarilor scurte stabiliti de Childs au expresiile (6.78)-(6.80), in care coeficientii

Mo, My S1 1, au expresiile

_20°E(1-my)
#o 1+&+20
2
p=—20" |E B(1 gl (6.86)
1+&+20| 0 206

o 1
=— 2 |Z+E]|,
" 1+§+2o(6 j

unde
1+& 2
=—75 B=1+4b’B(1+m,) ,
2(1+&+Bo) pli+m)
1 R, V
- . e T 6.87
b 1+4b* 2R, RQ (€57

iar mj este un exponent in expresia coeficientului de frecare (m, = 0,75)

1+m

m, 1) 2
A=nyR, (Hm] . (6.88)
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Daca viteza circumferentiala este cea corespunzatoare semituratiei, atunci
coeficientii dinamici ai unei etansari scurte stabiliti de Childs sunt similari cu cei
calculati de Black.

Childs a luat in consideratie influenta vitezei circumferentiale la intrare
V. In acest caz, coeficientii dinamici ai etansdrii au urmatoarele expresii:

Coeficientii de rigiditate:

2T2

Kzﬂz{ﬂo_ 1

QT
(ﬂ2+al)}a k:ﬂ3(ﬂ1+a2)T; (6.89)

Coeficientii de amortizare:

C=us i T, c= 3 (1 +a3) Q77 (6.90)

Coeficientul masic:

M=y, T2, (6.91)

aIZZVO 29 E+L - "’)— LI P ,
a 1+&+20 2 2 a
N EB + l— (l—e_”)(E+l+lj—1 ,
a l+§+20' 0' 2 a
—a
w-oe (e b (e (L]
a 1+§+20' 2 a

a=c[1+p(1+m)]. (6.92)

unde

ay =—

albv

Daca V,=0, atunci a; =a, =a;=0 si se obtin expresiile (6.78)-(6.80).

Pentru o orbita circulard cu raza 4 si o viteza unghiulara de precesie o,
din ecuatia (6.77) se obtin componentele radiala si circumferentiala ale fortei

F,:—(K+ca)—Ma>2)A, Fy=(k-Cwo)A.
Forta circumferentiald poate produce regimuri de functionare instabile.
Exemplul 6.2

Etangarea de la exteriorul intrarii impulsorului (“neck ring”) unei pompe
are lungimea L =50 mm, raza R =75 mm (L/D =1/3) si jocul radial C,=0,25 mm.
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La turatia de lucru N =1200 rot/min, caderea de presiune in lungul
etansdrii este Ap=1.38-10° Pa. Proprietitile apei sunt: vascozitatea dinamici

1=4,14-10"* Ns/m?, densitatea p=979 kg/m’.
Se alege o valoare initiald V=25 m/s a vitezei axiale medii.
Numarul Reynolds axial initial este

Ra
U

=29559.

Numarul Reynolds circumferential este
_L2pRC,

RC
7

=5572.

Rezolvand in functie de o rezulta

2
c, R sR

0 | W

a

Considerand & =0,1, din expresia lui 4p se obtine o noua valoare V'
1

= 2AP/P 17 56 77 s,
1+&4+20

Calculele se repetda iterativ pana se obtine viteza medie a curgerii
V' =28,592 m/s pentru care o =1,174 .

Valoarea finala a numarului Reynolds axial este R, =33807, deci
curgerea este total turbulenta.

Inlocuind £=0,1si o=1,193 in expresiile (6.83), se obtine
Hy=0,1414,  14,=0,35, U, =0,05287,

si de asemenea
143=5,6-10".

Timpul mediu de parcurgere a etansarii este
T=L 174910,
V
Coeficientii dinamici (6.78)-(6.80) au urmatoarele valori

K =7,1139-10° N/m, k =2,0604-10° N/m,
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C =32793 Ns/m, ¢=1153 Ns/m, M =9,176 Ns*/m.

Se observa ca =1, deci M si c tind spre zero in cazul precesiei

c
sincrone cu viteza unghiulard de rotatie iar componenta radiald a fortei de reactie
F. este datd doar de rigiditatea directa K.

. : : . k o
Pulsatia de precesie adimensionald (2, =C—Q=O,5 corespunde vitezei

circumferentiale medii din etangare R£2/2, la fel ca la un lagdr radial cu cuzinet
complet. La Q2=w,, prima vitezd unghiulard criticd a rotorului, componenta
tangentiala a fortei de reactie F, devine destabilizatoare la viteza unghiulard

, . . . -
O =O—’; =2w, . Aceasta aratd cd, teoretic, o etansare devine destabilizatoare la

b

turatii peste dublul primei turatii critice a rotorului. Deoarece in etansari (2,, poate

fi micsoratd, viteza unghiulara la limita de stabilitate (2, este marita.

6.10.3 Consideratii finale asupra etansarilor cu lichid

Analiza a fost limitata la: a) suprafete netede, netexturate si fara caneluri;
b) coeficienti de pierdere la intrare constanti si ¢) viteza circumferentiala la intrare
complet dezvoltatd. S-a presupus cd viteza axiald a fluidului este mult mai mare
decat viteza circumferentiald. Principalul efect al variatiei vitezei circumferentiale
la intrare este modificarea coeficientilor de rigiditate transversald de cuplaj.
Valorile acestor coeficienti scad cand viteza circumferentiald este micsorata.

De fapt, pentru valori judicios alese ale geometriei etansarii, caderilor
axiale de presiune si vitezei circumferentiale la intrare, coeficientii de rigiditate de
cuplaj au semne schimbate; cuplajul transversal produce mai degraba stabilitate
decat instabilitate. Experiente efectuate pe etansari cu canale in spirald, la numere
Reynolds axiale intre 20000 si 40000, au aratat cd etansarile lungi cu canale au
rigiditatea directd negativa. Pentru a tine cont de canale se folosesc factori de
corectie aplicati lungimii etansarilor netede.

Coeficientii dinamici din relatia (6.77) sunt aproape antisimetrici, chiar la
pompe cu volutd, desi astfel de rezultate sunt de asteptat doar pentru configuratii
axial-simetrice. Spre deosebire de lagare, etansarile produc rigiditate directd in
pozitia centratd, independent de turatie, printr-un mecanism hidrostatic.

Coeficientii de amortizare ai etansarilor au valori relativ mari. Ca urmare,
majoritatea pompelor centrifuge functioneazd fara probleme de dinamica
rotoarelor. La etansdrile inelare cu joc mic, efectele masice hidrodinamice sunt
importante.
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In cazul precesiei sincrone a rotorului, forta de readucere din etansare
creste cu patratul vitezei unghiulare. S-a imaginat ca forta este generata de o masa
fictiva, numitd masa Lomakin. Totusi, o corectie geometrica a masei are sens doar
in cazul precesiei sincrone pure. Cand masa virtuala este mai mare decat masa
geometrica reald, turatia critica este suprimata. O astfel de abordare ar fi corecta
doar pentru sisteme la care masa Lomakin §i masa geometrica apar in acelasi loc.
La sisteme 1n care aceasta nu se intampla, efectul Lomakin trebuie tratat ca o
rigiditate, fiind deci functie de turatie.

6.11 Etansari inelare cu gaz

Etangarile inelare cu gaz, sau etangdrile labirintice, au rolul de a
impiedica scapdrile in compresoarele centrifuge. Fortele produse in etansarile cu
gaz sunt aproximativ proportionale cu scaderea presiunii in lungul etansirii si cu
densitatea fluidului. Datorita dependentei de densitate, etansarile cu gaz au avut un
impact major asupra compresoarelor de inaltd presiune pentru gaze cu greutate
moleculard mare.

labirint labirint
cu joc cu lamele
constant si canale
labirint cu Krdrad
lamele atat  { i) labirint
pe rotor cat ) ) in trepte
si pe stator | LILFLILTLI
V77T
labirint labirint !/ /!
cu lamele cu lamele {)
G e rotor 0
(semilabirint) P

Fig. 6.55 [6.14]

In fig. 6.55 se prezinta cateva tipuri de labirinti utilizati frecvent.

Labirintii pot influenta negativ functionarea linistitd a rotoarelor
compresoarelor. Existd doua tipuri de mecanisme posibile.

1. Primul caz apare atunci cind precesia produsd de dezechilibru
determina contactul intre lamelele labirintului si arbore. Acolo unde un eventual
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contact al labirintului produce o incalzire locala si deci o deformare a rotorului, se
recomanda un labirint cu lamele pe rotor. Racirea produsd de lamele protejeaza
arborele de o crestere locald a temperaturii.

2. Al doilea caz este mai putin evident dar mult mai important. Orice
excentricitate produce o modificare a curgerii in labirint si introduce forte de
reactiune care actioneaza asupra arborelui micgorand astfel amortizarea in sistemul
rotoric. Dacd aceastd amortizare este redusd considerabil, apar vibratii
autointretinute ale rotorului care fac imposibild functionarea compresorului.

4 LABIRINT LA
EXTERIORUL

INTRARII N
IMPULSOR

LABIRINTUL
TAMBURULUI
DE ECHILIBRARE

M e

LABIRINT I ’

iINTRE TREPTE

Fig. 6.56 [6.17]

In fig. 6.56 se arati o etansare tipica pentru roata ultimei trepte a unui
compresor. Labirintul plasat Tn amonte de impulsor limiteaza scéparile inverse (in
sensul descresterii razei) in lungul inelului frontal al impulsorului. Labirintul plasat
intre trepte limiteaza scaparile in lungul arborelui. Ambele etansari sunt cu “lamele
pe stator”, fiind denumite semilabirinti (v. fig. 6.55).

Intr-un compresor cu flux direct, scaparile pe la tamburul de echilibrare
sunt redirectionate spre admisie. Etansarea de pe tamburul de echilibrare este de tip
labirint complet (v. fig. 6.55).

La un compresor in dublu flux, tamburul de echilibrare preia diferenta de
presiune dintre ultima treaptd a compresorului si ultima treaptd a primei serii de
roti centrifuge, deci aproximativ jumaitate din cdderea de presiune in magina.
Pentru valori date ale presiunilor de aspiratie si refulare, densitatea medie a gazului
este mai mare 1n centrul labirintului unei masini cu dublu flux decat in labirintul
tamburului de echilibrare al unei masini cu flux direct.

Compresoarele cu dublu flux sunt mai sensibile la actiunea fortelor din
labirintul central decdt compresoarele cu flux direct la fortele din labirintul
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tamburului de echilibrare. Aceasta se datoreste deplasarilor laterale mai mari la
mijlocul deschiderii intre lagére in primul mod critic de precesie.

Fortele produse de labirintii de etansare ai compresoarelor sunt cu cel
putin un ordin de marime mai mici decét cele generate in etansirile cu lichid. In
expresia acestora nu apar termeni masici fiind modelate prin relatii fortd/miscare de

B R (O R A

Termenii diagonali ai matricilor de rigiditate si de amortizare sunt
respectiv egali, in timp ce termenii nediagonali sunt egali §i cu semne contrare,
ceea ce denotd izotropie. Spre deosebire de modelul etansérii pompelor din relatia
(6.77), coeficientul de rigiditate directd este deobicei neglijabil fiind negativ in
multe cazuri.

Cocficientii din ecuatia (6.93) depind de densitatea gazului, dand nastere
la instabilitati “dependente de sarcind”. Aceasta determind un nivel al “puterii la
limita de stabilitate” Tn locul “turatiei la limita de stabilitate” intalnitd la rotoarele
cu lagare hidrodinamice, care prezinta instabilitati dependente de turatie.

Pyyy
)
s
Curgerea
D ——

Fig. 6.57 [6.9]

Incercarile au aratat ca la etansirile labirintice cu lamele pe stator: a)
coeficientii de rigiditate transversala cresc direct proportional cu viteza
circumferentiald la intrare; b) amortizarea in etangare este mica dar poate fi luata in
consideratie pentru a obtine predictii rezonabile ale raspunsului rotordinamic, si c)
pe masura micsorarii jocurilor, etansarile cu lamele pe rotor devin mai putin stabile
iar cele cu lamele pe stator devin mai stabile.

Solutiile de stabilizare a precesiei rotorului includ bucse cu sicane radiale
(canale directionale longitudinale) la intrarea in etansarile labirintice (fig. 6.57).
Acestea anuleaza sau reduc viteza circumferentiald la intrare a gazului.

O alta metoda de stabilizare a compresoarelor include o “linie de suntare”
si constd din redirectionarea gazului de la refularea compresorului si injectarea



150 DINAMICA MASINILOR

acestuia in una din primele cavitati ale labirintului tamburului de echilibrare (fig.
6.58), eventual in sens contrar rotatiei. Deobicei, fluxul de pe fata posterioard a
rotii ultimei trepte patrunde in labirint cu o viteza circumferentiald mare, ceea ce
produce o fortd destabilizatoare. Fluxul de suntare forteaza spre exterior gazul din
partea posterioara a rotii centrifuge, reducand viteza circumferentiald in etansare.

«“’ﬁw'
[v—/_\‘\—‘/\‘ . Spre refulare

|
=T

|
[ [—

-

Fanta de
distributie _ .

= ]
\‘ ]l Insertie alntiswirl [
- T

Labirint cu lamele pe rotor si stator

Fig. 6.58 (from [6.9])

Dintre toate etansarile labirintice, fortele destabilizatoare cele mai mari se
dezvolta in labirintul tamburului de echilibrare, deoarece acesta este cel mai lung si
are cea mai mare cadere de presiune. Intr-o masina cu flux direct, aceasta etansare
este cea in care gazul are si cea mai mare densitate.

Unele succese in imbunatatirea stabilitatii compresoarelor s-au obtinut
utilizand etanséari in fagure. Aceastea dezvolta coeficienti de destabilizare mai mari
decét labirintii dar si coeficienti de amortizare directd mai mari. Etansarile cu perii,
care utilizeaza sarme in contact cu o acoperire ceramica a arborelui, au un debit de
scapari mult redus fata de etansarile cu labirinti sau fagure.

6.12 Etansari cu contact flotant

Etansgarile cu ulei sunt utilizate frecvent la compresoare multietajate cu
turatii mari, pentru reducerea scurgerii gazului de proces in atmosfera. in cazul
gazelor nocive, o cerintd importantd este etangeitatea. Aceasta se obtine utilizand
etansari cu lichid cu inel flotant.
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Arcuri pentru asezarea
inifiald a etangirilor pe
suprafetele lepuite
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Fig. 6.59 (from [6.9])

6.12.1 Caracteristici constructive

Daca se poate realiza cdderea de presiune necesard, se utilizeaza un
singur inel de etansare. In caz contrar, se utilizeazd doud inele flotante, cu uleiul
alimentat la mijloc, dupa cum se arata in fig. 6.59.

Etansarea consta dintr-un inel interior si un inel exterior, intre care sunt
dispuse arcuri de pretensionare axiala, prin care fetele exterioare lepuite ale
segmentilor etangarii sunt presate §i mentinute in contact cu carcasa cartusului
etansarii. Un stift antirotatie impiedica rotirea segmentilor etansarii.

Uleiul este introdus Intre segmenti la o presiune de alimentare putin mai
mare decat presiunea de aspiratie a compresorului i apoi se scurge axial in lungul
arborelui. Inelul interior impiedica scurgerea gazului de proces, in timp ce inelul
exterior limiteaza scurgerea uleiului de etansare spre exterior.

Disiparea caldurii este importantd pentru securitatea in functionare a
etansdrilor cu ulei. Aceasta este asigurata de curgerea uleiului in interstitiile inelare
cu jocuri relativ mari ale inelelor, de ordinul 50-80 um, ceea ce presupune debite
mari de scurgeri. Acestea pot fi micsorate dacd la inelul flotant se atageazd un
sistem de readucere.
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Y
:

Fig. 6.60 [6.24]

O solutie cu un singur inel de etansare, folosita Intr-un compresor cu cinci
trepte utilizat in rafindrii, este aratatd in fig. 6.60, In care: / — bucsa etansarii cu
ulei, 2 — diafragma, 3 — manson (impulsor), si 4 — stator.

admisia

uleiului de etangare _ evacuarea colector
\ uleiului de etansare de drenaj
N N interior
N7
N \
———
‘EL_ o~

atmosfers

spre colectorul
de drenaj exterior

Fig. 6.61 [6.24]
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In figura 6.61 se prezinti o etansare cu bucsd "dubld" in care att
etangarea interioard cat si cea exterioara se realizeaza cu un singur inel. Se disting:
1 - arborele, 2 — mangon montat cu strangere sub bucsa, 3 — stator, 4 — bucsa de
etansare dubla 1n trepte, 5 — colivia bucsei, 6 — piulita, 7 — inel de fixare, § — inel
distantier.

Constructia compacta permite o distantd mai mica intre lagére, deci turatii
critice mai mari. Interstitiul inelar de ulei se formeaza intre mansonul 2, presat pe
arbore, si bucsa de etansare 4, ghidata axial in colivia 5. Mangonul 2 protejeaza
arborele si simplificd asamblarea si demontarea. Inelul distantier § este reglat la
asamblarea initiald, apoi nu mai sunt necesare ajustari in-situ ale componentelor.

Bucsa 4 urmdreste liber miscarea arborelui. Fortele hidrodinamice
produse in etansare sunt micgorate prin migcarea bucsei si nu se aplica integral
arborelui. Etansarea este insensibila la uzura pe fetele frontale [6.24].

ﬁﬂiaiﬂ ¥ | S . '
_ J i _

Fig. 6.62 [6.25]

In fig. 6.62 se prezinti o etansare in con. In fig. 6.62, a se arati
configuratia initiald, la care au aparut vibratii puternice, iar in fig. 6.62, b se arata
varianta imbunatatita, obtinutd reducand lungimea etansarii si latimea fetei lepuite,
si marind forta de pretensionare din arcuri.

Un aranjament prin care s-a incercat rezolvarea problemei centrarii
etansdrii este aratat in fig. 6.63, in care s-a introdus un segment oscilant in inelul de
etansare de Tnaltd presiune.

Imbunatitiri posibile ale inelului de inaltd presiune includ: a) micsorarea
suprafetei frontale a etansarii, pentru micsorarea fortei axiale neechilibrate, deci a
fortei de frecare; b) prelucrarea unor canale circumferentiale in alezajul inelului,
pentru a reduce lungimea hidrodinamica efectiva a acestuia; si ¢) marirea jocului in
interstitiul inelar al etansarii.
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Fig. 6.63 [6.9]

6.12.2 Blocarea inelului etansarii

Compresoarele dotate cu inele de etansare cu ulei sunt supuse adesea la
vibratii subsincrone. Inelele etansarilor sunt proiectate sa se deplaseze radial liber,
urmarind migcarea de precesie a arborelui (rotirea lor este blocatd cu stifturi sau
alte dispozitive care permit miscarea radiald a inelului). Dacé inelul etansarii se
miscd Tmpreund cu arborele, forta produsa in filmul de ulei dintre arbore si inel este
foarte mica, la fel si coeficientii dinamici ai etansarii.

In anumite situatii, inelul etansarii poate fi impiedicat si se miste,
fenomen cunoscut sub numele de “blocarea (griparea) inelului etansarii”. Aceasta
produce forte mari intre arbore si inel, deci coeficienti de rigiditate si de amortizare
de valori mari.

Generarea rigiditatilor transversale prin blocarea inelului etansarii, intr-o
masind cu lagare cu segmenti oscilanti, poate fi descrisa dupa cum urmeaza [6.26]:

1. Cand arborele este in repaus, uleiul std deasupra arborelui. Pe masura
ce turatia masinii creste, filmul de ulei din etansare patrunde in partea de jos si
sustine greutatea bucsei de etansare.

2. Caderea de presiune in lungul etansarii creste cu turatia masinii.
Aceasta mareste forta axiald datoritd presiunii neechilibrate si, corespunzator, forta
de frecare radiala care actioneaza asupra inelului etansarii (egald cu coeficientul de
frecare inmultit cu forta axiald). Cand forta de frecare radiald devine mai mare
decét forta radiala din filmul de ulei, etansarea se gripeaza.

3. Daca turatia arborelui continua sa creasca, fortele din filmul de ulei al
lagérelor (cu segmenti oscilanti) tind sa deplaseze arborele in sus in lagar (lagarele
sunt descarcate). Fortele din filmul de ulei al etansarii se opun acestei deplasari,
deoarece arborele ocupa acum o pozitie excentrica in inelul blocat al etansarii.
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4. Fortele produse de dezechilibrul inerent al rotorului determind precesia
acestuia. Aceasta produce forte dinamice in filmul de ulei dintre arbore si inelul
blocat al etansarii. Daca suma fortelor statice si dinamice este mai mare decat forta
de frecare radiala, inelul etansarii se va migca. Dacad fortele dinamice nu sunt
suficient de mari pentru a depasi forta de frecare radiald, inelul etansarii se va
gripa. Aceasta se poate intampla la turatii mult inferioare turatiei critice.

5. Pe masura ce turatia arborelui creste, fortele de portantd produse de
filmul de ulei din lagdre vor deplasa arborele in sus in lagare. Arborele va fi intr-o
pozitie excentrica fata de inelul de etansare gripat. Aceasta va genera coeficienti de
rigiditate transversala de cuplaj de valori mari, care vor actiona asupra arborelui
datoritd filmului de ulei din etansare.

6.12.3 Coeficientii dinamici ai unei etansari blocate

In calcule aproximative se presupune ci inelul etansirii este blocat cu
arborele in pozitie centrata si se comportd ca un lagadr radial cu cuzinet complet,
necavitat, in care nu existd cddere de presiune. Etansdrile cu ulei sunt scurte
(0,05 <L/D< 0,2) , curgerea uleiului fiind laminara si fara cavitatie.

Pentru acest caz centric, coeficientii de rigiditate transversald sunt [6.24]

3 3 2
T L RY(L
k. =—k =—QDu|—| =27QuL|l—||=]| , 6.94
2 27 'U(C,J T u [CJ (Dj (6.94)

unde (2 — viteza unghiulara de rotatie a arborelui, rad/s, D — diametrul arborelui, R
— raza arborelui, L — lungimea (axiald a) etansarii, C, - jocul radial in filmul de

ulei al etansarii, ¢ - vascozitatea dinamica a uleiului.

Deoarece coeficientii sunt proportionali cu I*, o reducere considerabila a
destabilizarii se poate obtine prelucrand canale circumferentiale pe fata interioara a
etansdrii, asa cum se arata in fig. 6.63.

La o etansare concentrica, coeficientii de rigiditate directa k,, si k., sunt

neglijabili. Coeficientii de amortizare directd au expresiile

2 2

k c

Cyy :E yz»

- =5kyz. (6.95)
De notat ca acesti coeficienti sunt invers proportionali cu C 3 , deci foarte

sensibili la variatia jocului in etansare. Astfel, jocurile marite in etansdri vor

permite functionarea cu vibratii reduse chiar atunci cand etansarile sunt gripate.

Valorile coeficientilor de rigiditate ai etansarilor excentrice sunt de cateva
ori mai mari decat ale etansarilor centrate.
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Exista metodologii mai precise pentru calculul coeficientilor dinamici ai
etansarilor, bazate pe diferite ipoteze privind excentricitatea etansarii gripate
[6.17]. Rezultatele diferd in functie de presupunerea cd blocarea etansarii produce
cresterea sau descresterea Incarcarii fusului in lagarele rotorului.

Functionarea stabild a unui rotor este posibild chiar atunci cand etansarea
se blocheazd si jocurile in etansare sunt excesiv de mari. Datoritd blocarii
excentrice a inelului etansarii se dezvoltd rigiditati directe. Scaderea incarcarii
lagérelor determind o crestere a frecventelor proprii ale rotorului, deoarece distanta
efectiva intre lagire este micsorata prin transferarea sarcinii citre etangari. In acest
caz, frecventa instabilitdtii nesincrone este mai mare decat turatia criticd calculata
pentru lagare rigide.

O metoda cvasistaticd [6.26] pentru determinarea conditiilor de gripare a
inelului etangarii a fost utilizatd cu rezultate promitatoare. Egaland forta de frecare
radiald cu greutatea inelului etansarii, se calculeaza turatia de blocare initiald a
inelului. Cu cresterea turatiei, arborele se ridicd de pe segmentul inferior al
lagdrelor cu segmenti oscilanti. Utilizand relatiile cunoscute, stabilite pentru lagare
cu segmenti oscilanti, se determind pozitia arborelui fatda de linia centrelor
lagérelor, pe baza careia se poate calcula excentricitatea si unghiul de atitudine ale
inelului etansdrii cu ulei, pentru o incédrcare egald cu greutatea acestuia. Astfel,
deoarece unghiul de atitudine static depinde de forta de frecare, acesta este
nedeterminat. Cea mai dificila este alegerea valorii coeficientului de frecare.

In continuare, calculul coeficientilor dinamici se poate face utilizand
modelul Ocvirk de lagar infinit scurt [6.17]. Relatia intre excentricitatea relativa
staticd &, si numarul Sommerfeld modificat

2 2
LD N[ R L g
s ~HLDN[RI(L) _W (6.96)
w 60(C,.)\D w
pentru un lagar scurt, este ilustrata in fig. 6.64, a. In fig. 6.64, b se dau coeficientii
dinamici in functie de numarul Sommerfeld modificat pentru un lagar scurt cu

unghiul de atitudine de 90° [6.9].

Pentru aceasta valoare a unghiului de atitudine, etansarea nu are rigiditate
directd iar coeficientii de rigiditate transversala si de amortizare directd cresc
considerabil cu scdderea lui S, deci cu cresterea excentricitatii relative statice.

Cresterea coeficientilor ¢, si ¢,. cu &, poate fi avantajoasa la turatii mici, cand
rotorul trece printr-o turatie criticd. Totusi, cresterea coeficientilor . si k., poate
produce instabilitatea rotorului la turatii de ordinul dublului turatiei critice.

In Tabelul 6.10 [6.27] se dau coeficientii adimensionali ai unei etansari
cu ulei, pentru cinci valori ale excentricitdtii relative statice & .

Coeficientii fizici (dimensionali) se calculeaza cu relatiile
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kij=Ki; c ci,jzci,jQ—Cr’ (ij=y.z) (6.97)
unde
TuRIPN RY(LY
60 C; C. )\D
si Q2=27N/60.

Numaé&rul Sommerfeld modificat
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1073 2
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Numarul Sommerfeld modificat

a b
Fig. 6.64 [6.9]
Tabelul 6.10
%o Ky K Cyy C
0,01 3,14 -3,14 6,28 6,28
0,1 3,28 -3,19 6,38 6,57
0,2 3,76 -3,33 6,67 7,51
0,5 9,67 -4,84 9,67 19,35
0,8 92,1 -14,54 29,1 184,2
Se observa ca [?yz #-K_ i éyy #C,, , deci etansarea excentrici

blocata este anizotropa.
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Coeficientii de rigiditate directa si de amortizare directd sunt mai putin
importanti decat cei de cuplaj transversal, deoarece etansarile sunt amplasate langa
lagdre. Coeficientii de rigiditate directd si de amortizare directa ai lagarelor sunt
mult mai mari decat cei ai etansarilor. Lagirele cu segmenti oscilanti incércate
simetric au coeficienti de cuplaj transversal nuli. In aceste conditii, coeficientii de
cuplaj transversal ai etangarilor devin importanti.

s L s ..
Intr-o etansare simpla, forta axiald este aproximativ EDIA p . Pentru o

cidere de presiune Ap= 6,89-10° Pa, un diametru D=165mm si o litime a

suprafetei frontale ¢ = 6,35-10” m, forta axiald de gripare este 1,11-10* N. La un
rotor cu trei etansari, considerand coeficientul de frecare 0,1, forta radiald
dezvoltati poate fi 3,34-10° N, o valoare egala cu sarcina tipica dintr-un lagar.

Este usor de observat ca, daca la compresoare de 1nalta presiune, cu rotor
de greutate medie, nu se utilizeaza un tip special de inel de etansare cu echilibrarea
presiunii, atunci lagdrele si etansdrile interactioneaza ca reazeme ale rotorului. La
compresoare de joasd presiune, cu rotor de greutate mare, aceastd interactiune este
putin probabila.

Astfel, in afara influentei asupra densitatii gazului, presiunea naltd din
compresor poate produce indirect instabilitate in masini altfel stabile, prin griparea
etansdrilor cu ulei, astfel Incat sa determine interactiunea acestora cu sistemul stabil
rotor - lagdre cu segmenti oscilanti.

In concluzie, etansarile cu ulei trebuie proiectate si lucreze doar ca
elemente de etansare si sd nu devina parte componenta a sistemului dinamic rotor-
lagdre. O etansare cu presiune echilibrata trebuie sd fie o cerintd in proiectare si
orice element capabil sa produca griparea etansarii trebuie eliminat din constructia
compresorului.
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INSTABILITATEA PRECESIEI ROTOARELOR

In anumite conditii de functionare, raza orbitei de precesie a unui rotor
creste brusc si frecventa precesiei devine nesincrond. Cu rare exceptii, aceasta
corespunde primei frecvente proprii de incovoiere a sistemului rotor-lagare, adica
frecventei corespunzitoare primei turatii critice. In majoritatea cazurilor nu se poate
trece prin aceasta limita de stabilitate fara a periclita integritatea mecanica a masinii.

Daca intereseaza doar stabilitatea pozitiei de echilibru static a axei
rotorului, sistemul poate fi considerat liniar. La limita de stabilitate, definitd prin
“turatia de aparitie a instabilitatii”, partea reald a unei valori proprii devine zero.
Neliniaritatile influenteaza putin sau deloc aceastd turatie limitd. Modelul liniar
contine toti parametrii esentiali care explicd mecanismul fizic al instabilitatii.
Neliniaritatile trebuie luate n consideratie doar atunci cand intereseaza comportarea
rotorului la turatii mai mari decat cea de aparitie a instabilitatii. Aceasta depaseste
scopul prezentarii de fata.

In acest capitol se prezinti instabilititile produse de fortele hidrodinamice
din lagare si etansari, de interactiunea fluidului de lucru cu rotile si discurile paletate,
de frecarea uscata, de amortizarea interna in arbore si de asimetria rotorului. Unele
dintre acestea sunt instabilitati autoexcitate, in care precesia are loc la o frecventa
subsincrond egald cu o frecventd proprie a sistemului. Altele sunt produse de
excitatii parametrice, putdnd fi sincrone, sub- sau supra-sincrone. Acestea sunt mai
apropiate de vibratiile fortate si unele pot apare in tot domeniul de instabilitate (pana
rotorul ajunge la o turatie la care precesia este stabild).

7.1 Precesia instabila a arborilor in rotatie

In cazul precesiei cu orbite nestationare, rotoarele sunt destabilizate de forte
de reactie tangentiale, perpendiculare pe o deplasare radiald si orientate In sensul
miscarii de precesie, in sens contrar fortei de amortizare externd, care tinde sa reduca
migcarea de precesie. Adesea aceste forte se considerd proportionale cu deformatia
radiala (fig. 7.1). Factorul de proportionalitate este un coeficient de rigiditate
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transversala de cuplaj, care exprimd amplitudinea fortei In functie de o deformatie
perpendiculara pe forta.

In forma matriciala

f 0 k. |[y
ARR ]t o

unde termenii de cuplaj transversal sunt antisimetrici

k., =—k,,. (7.2)
Asa cum se aratd in Sectiunea 6.6, deoarece forta tangentiala f;

actioneazd n sensul precesiei, aceasta introduce energie in sistem, deci produce
amortizare “negativa”.

Fig. 7.1

Daca miscarea liberd se descompune in doud miscari cu orbite in spirald
(fig. 5.26), una in sensul rotatiei si cealaltd in sens contrar, la turatii mai mici decéat
turatia de aparitie a instabilitatii ambele spirale au amplitudini descrescatoare. La

.....

amplitudinea precesiei in sensul rotatiei creste exponential (deci este instabild) in
timp de precesia 1n sens contrar rotatiei are amplitudine descrescdtoare. Amortizarea

=9

“negativa” este produsa de componenta directa a precesiei.

La un rotor cu o masa concentratd m si un arbore cu rigiditatea k, in
miscare de precesie cu viteza unghiulard @ si raza instantanee r, fortele care

actioneaza asupra masei sunt (fig. 7.2) forta centrifuga mra?, forta de readucere
elastica kr, forta de amortizare radiald c(dr/dt), forta de inertie radiala
m(dzr/ dtz), forta de amortizare tangentiala cwr, forta Coriolis 2mw(dr/dt) si
forta destabilizatoare f;. Ecuatiile de miscare se pot scrie utilizdnd principiul lui
d’Alembert [7.1].

Echilibrul fortelor radiale se scrie
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2
md—§+cﬂ+kr—mra)2=0, (7.3)
ds ds

iar echilibrul fortelor tangentiale se scrie

2ma)%+ca)r—fT =0, (7.4)
unde forta destabilizatoare este proportionald cu deformatia radiala
fT =kyzl’, (75)

iar k,, este rigiditatea transversala de cuplaj.

Q

rolatia /_\

m
precesia dr?

Fig. 7.2

Solutia are forma
r=rye. (7.6)

Pentru ca sistemul sa fie stabil, coeficientul exponentului
k,, —co
A=— (7.7)
2me

trebuie sa fie negativ, de unde rezulta conditia de functionare stabila

k,, <co (7.8)

sau, In forma adimensionala,

163
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E <« — =2 (7.9)

unde ¢ este raportul de amortizare.

La aparitia instabilitdtii A =0, deci din ecuatia (7.3) rezultd cd viteza
unghiulara a precesiei la limita de stabilitate este

w=,—. (7.10)

Aceasta este pulsatia proprie a rotorului si nu depinde de turatie. Chiar
daca viteza unghiulard de rotatie (2 creste, viteza unghiulara a precesiei raméne
egala cu pulsatia proprie a rotorului, deci precesia este o miscare subsincrond.

La turatii peste limita aparitiei instabilitatii, 4 >0 si solutia (7.6) descrie o
spirald cu crestere exponentiald, de unde numele de “rotor whirling”. De fapt,
datorita neliniaritatilor din sistem, cresterea amplitudinii produce o disipare a
energiei mai rapida decat cea calculatd cu un model liniar. Deci amplitudinea
precesiei creste puternic in timp dar tinde spre o orbitd limita stationara inchisa.

Relatia (7.9) arata ca, prin cresterea raportului de amortizare al statorului,
turatia de aparitie a instabilitatii este deplasata spre valori mai mari. Stabilitatea
rotorului se amelioreaza prin cresterea amortizarii externe sau, echivalent, prin
introducerea anizotropiei In suportul lagarelor (v. Sectiunea 3.1.3). Sensibilitatea
unui rotor la actiunea fortelor destabilizatoare creste cu flexibilitatea acestuia. Pentru
evitarea instabilitatii trebuie marita rigiditatea sistemului (deci turatiile critice).

7.2 Instabilitatea datorita amortizarii rotative

Instabilitatea datorita frecarii interne a unui rotor este analizatd in Sectiunile
2.3.2,2.3.3 51 3.1.3 (Partea I) pentru un rotor cu un singur disc. Se calculeaza turatia
la limita de stabilitate In cazul amortizarii vascoase, aratdnd ca aceasta poate fi
marita utilizdnd suporti cu rigiditate anizotropa.

In anul 1980 Stephen Crandall a publicat un articol remarcabil [7.2] in care
da o explicatie fizica faptului ca un mecanism de disipare a energiei poate produce
instabilitate. Pe baza unui model bidimensional simplu, Crandall prezinta
mecanismul destabilizator al amortizarii in piesele in rotatie si utilizeaza o metoda
fizica elementara pentru determinarea limitei de stabilitate. Prezentarea care urmeaza
reproduce o mare parte acestei lucrari.
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7.2.1 Modelul plan al unui rotor

Se considera modelul plan al unui disc rigid montat pe un arbore elastic (fig.
7.3). Inelul rigid este fortat sd se roteasca cu viteza unghiulard (2 de o sursa
exterioard. O masa punctiformd este suspendatd elastic de inel prin patru arcuri
liniare, de masa neglijabilda. Masa m reprezintd discul central al modelului Laval-
Jeffcott iar arcurile reprezintd arborele de masd neglijabild, cu rigiditatea £,
independenta de turatie. Se neglijeaza efectul greutatii proprii in planul figurii.

Pentru deplasari mici, sistemul fortelor elastice este circular izotrop. In
pozitia de echilibru masa este in originea axelor de coordonate. Cand masa are o
deplasare radiald » in orice directie in plan, forta de readucere elastica este kr,

orientatd spre origine.

Fig. 7.3 [7.2] Fig. 7.4 [7.2]

Miscarea poate fi descrisd in functie fie de coordonatele fixe y, z , fie de
coordonatele mobile 77, £ fixate de inelul in rotatie, ca in fig. 2.14.

In coordonate fixe, ecuatiile de miscare ale masei au forma (2.1). Ecuatiile
sunt decuplate si independente de (2. Toate miscarile naturale sunt combinatii
liniare a doud moduri independente care au aceeasi pulsatie @, =/ k/m . Cele doua

moduri independente pot fi oscilatii rectilinii in lungul a doud diametre
perpendiculare intre ele sau o pereche de moduri de precesie circularda, unul de
precesie directa si celalalt de precesie inversa.

Ecuatiile de miscare fata de axele in rotatie 77, £ sunt

5 W Lome VAL e D)

(7.11)
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7.2.2 Efectul calitativ al amortizarii

In continuare se considera efectul introducerii amortizarii vascoase liniare
izotrope in modelul rotorului din fig. 7.3. Amortizarea externa este reprezentata in
fig. 7.4 prin patru amortizoare dispuse Intre masa m §i sistemul de referinta fix.
Pentru deplasari mici ale masei m, sistemul de amortizoare dezvoltd o fortd de
amortizare circular izotropd. Forta rezultantd a amortizoarelor actioneazd in sens
contrar vitezei absolute a masei m. Dacd m este fortata sa se deplaseze pe o orbita
circulard de raza r In sens antiorar cu viteza unghiulard ®,, atunci forta de

amortizare c,rw, actioneaza tangent la cerc in sens orar.

Amortizarea migcarii relative fatd de sistemul in rotatie este reprezentata in
fig. 7.5 prin patru amortizoare dispuse intre masa m si inelul in rotatie.

Fig. 7.5[7.2]

“Pentru deplasdri mici ale masei m, amortizoarele dezvolta o fortd de
amortizare circular izotropa care actioneaza in sens contrar vitezei relative a masei m
fata de inelul in rotatie. In particular, daci m este fortatd sa se deplaseze pe o orbita
circulara de razd r in sens antiorar cu viteza unghiulard @, fata de axele fixe,

aceasta va aparea cd are o vitezd unghiulard @, — 2 1n sens antiorar fatd de axele in
rotatie. Forta de amortizare generata de amortizoarele in rotatie este ¢, r (a)n - .Q) si

actioneaza tangent la cerc in sens orar.”

“Efectul acestor mecanisme de amortizare asupra miscarii libere a rotorului
poate fi apreciat calitativ dupa cum urmeaza. Sa presupunem cé fortele de amortizare
sunt foarte mici In comparatie cu fortele de readucere din arcuri. Rezulta ca pe durata
unei perioade 272'/ ®, amortizarea va produce o modificare nesemnificativa a orbitei

libere. Daca initial orbita este un cerc de raza r parcurs in sens antiorar si dacd viteza
unghiulara de rotatie a rotorului (2 este subcritica, adicd mai mica decat pulsatia
proprie a miscarii libere ®,, atunci atdt amortizoarele fixe cat si cele in rotatie

no
actioneazd sa Intirzie miscarea masei m. Rotorul efectueaza lucru mecanic asupra
amortizoarelor iar energia totald a miscarii rotorului pe orbitd este diminuata.
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Considerand orbita ca rezultat al suprapunerii unei precesii inverse $i a unei precesii
directe, un rationament analog aratd ca razele ambelor componente scad dupa o
perioada. Orice orbitd a rotorului rezultatd in urma unei perturbatii accidentale va fi
amortizata iar sistemul este stabil.”

“Cand sistemul se roteste supracritic, amortizoarele rotative efectueaza lucru
mecanic asupra rotorului §i cresc energia miscarii rotorului pe orbitd. Aceasta
actiune destabilizatoare poate fi observatd revenind la fig. 7.5 si considerand cazul
unei precesii inverse de razd r cu viteza unghiulard absolutd @, cand 2> w,.

Miscarea relativa este acum o precesie inversa (in sens orar) cu viteza unghiulara
2 -w, . Forta rezultantd a amortizoarelor actioneaza tangent la traiectoria circulard

in sens direct (antiorar) cu amplitudinea crr(.Q—a)n). In acest fel, rotatia

supracritica a sistemului impinge rotorul in sensul miscarii pe orbitd prin intermediul
amortizoarelor rotative.”

“Aceasta actiune poate fi ilustratd mai clar dacd, in locul celor patru
amortizoare din fig. 7.5, se considerd ca interiorul inelului este plin cu un fluid
vascos de masi neglijabild care se roteste odatd cu inelul si actioneaza in sensul
incetinirii miscarii relative a masei m fata de inel. Cand masa are o orbita circulara in
acelasi sens absolut cu rotatia inelului, dar cu o vitezd mai mica, forta opusa
rezistentei vascoase Impinge masa inainte §i adaugd energie miscarii pe orbita
producand cresterea razei.”

L

\

Fig. 7.6 [7.2]

Un model echivalent este prezentat in fig. 7.6 (Pippard, 1978). Rotorul este
modelat ca un pendul conic, compus din o masad concentrata suspendata, in campul
gravitational, de un fir cu lungimea ¢ . Pendulul are doud moduri proprii conice, de

precesie directd si precesie inversd, cu aceeasi pulsatie proprie w, =+/ g/¢ (pentru

unghiuri de inclinare mici). Amortizarea este modelatd imersdnd masa pendulului
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intr-un pahar cu apa. Daca paharul este agezat pe o masa rotativa cu turatie variabila,
se poate pune in evidentd amortizarea fatd de un sistem de referinta in rotatie. “Daca
fluidul se roteste mai incet decat masa pendulului pe orbita sa circulara, asupra masei
actioneaza o fortd de incetinire si inclinarea pendulului fata de verticald scade. Daca
insd fluidul se roteste mai repede decat masa pendulului, el impinge masa inainte si
mareste raza orbitei, marind inclinarea firului fatd de verticala.”

“Revenind la modelul plan al rotorului cu amortizare stationara si amortizare
rotativd, o precesie directd cu viteza unghiulard absolutd @, va fi intarziatd de forta

de amortizare stationara si va fi acceleratd doar de forta de amortizare rotativa cand
rotatia este supracriticd, (2> w, . Energia miscarii orbitale de precesie scade sau

creste 1n functie de care dintre aceste forte este mai mare. Stabilitatea neutrd apare
cand cele doui forte sunt egale. In acest caz energia miscarii pe orbiti nu variaza iar
miscarea liberd persistd indefinit. Determinarea cantitativa a pragului de stabilitate
este discutatd in sectiunea urmatoare, ludnd 1n consideratie dependenta de frecventa
a mecanismelor de amortizare.”

7.2.3 Turatia la limita de stabilitate a rotoarelor cu amortizare rotativa

Pentru cateva sisteme considerate in continuare in acest capitol, este util
studiul variatiei vitezelor unghiulare de precesie in functie de viteza unghiulard de
rotatie (2.

7.2.3.1 Analiza in coordonate rotative

In coordonate rotative, ecuatiile de miscare pentru modelul plan al rotorului
din fig. 7.3 (arbore perfect echilibrat) cu amortizoarele rotative din fig. 7.5 sunt

o el WG e L) o

Se observa ca amortizarea rotativa este reprezentata atat printr-un termen de
amortizare propriu-zisa cat si printr-un termen cvasi-giroscopic.

Cautand solutii de forma
¢l <o

(m22 +c, 2+ k-m2?) 5y —2m21 £y =0,
2mAn, +(m,12 +cr/‘t+k—m.(22)§0 =0.

se obtine

(7.13)

Conditia de a avea solutii nebanale se scrie
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(mxlz +c,/1+k—m.02)2 +(2m.CM)2 =0,
sau

2
(m2? 4,14k -m@?) ~(i2m@2)* =0,
mA + e A+k—mQ* =+i2mQA, (7.14)

[mﬂz +(c, +i2m[2)/1+k—m02][mﬂz +(c, —i2m2) A +k-m@2*|=0.

Notand

@, =.— (7.15)
ecuatia caracteristica devine

| 2 +(2¢,0, +i20)3+ 02 - 2] | 2 + (20,0, -120)4+ 0 - 2*|=0.
Din primul factor se poate ardta cd, daca £, <<1, rddacinile sunt

=-¢ 0, -2)+ilw,-2),

7.16,
2y =~¢ (0, +0)-i(0,+ ), (7:16.)
iar din al doilea factor
y==¢ 0, +Q)vilw, +0),
. (7.16, b)
Ay =—C, (a)n —.(2)—1 (a)n —.Q),
Raza orbitei de precesie este
poe (@, Q)t|: C, ei(wn ~0)i G, e—i(a),, Q)t:| .
(7.17)

Lol (o, +.Q)t|: C, ei(a)n +0)e ‘C, e—i(m,,uz)z}

Amplitudinile perechii a doua de precesii scad in timp, pe cand variatia in
timp a amplitudinilor primei perechi de precesii depinde de valoarea relativd a
vitezei unghiulare imprimate arborelui (2 fatd de valoarea pulsatiei proprii a
sistemului cand nu se roteste, w,. Cand (2 este mai mica decat w, orbitele

precesiilor scad, iar cdnd (2 este mai mare decat ®, razele orbitelor cresc
exponential in timp; sistemul este instabil.

Din prima ecuatie (7.13) formele modale sunt definite de raportul



170 DINAMICA MASINILOR

S A H20, A0 -2
Mo 202

b

care, pentru cele doud perechi de radacini, are valorile

(@] i) (@J . (7.18)
M Jis Mo J34

7.2.3.2 In coordonate fixe

In coordonate fixe, ecuatiile pentru acelasi sistem amortizat sunt

m 0|y ¢, 01y k 0 0 c, 2 0
Lo Ty e S g SN AT
0 m||Z 0 ¢ |lz) |0 k|lz] |—-¢ 22 0 ||z 0
Amortizarea rotativa este reprezentatd atat printr-un termen de amortizare
propriu-zisa cat i printr-un termen circulator definit de o matrice antisimetrica.

Cautand solutii de forma

{y } _ {y O}e“, (7.20)
z z

conditia de a avea solutii nebanale este
2
(mﬂ2 +cr/1+k) +(cr.(2)2 =0,
sau
2 2 (. 2
(mﬂ, +cr1+k) —(ic,22)* =0,
care poate fi scrisa
(m2 +e,a+k-ic,@)(m +c,a+k+ic,2)=0. (7.21)
Pentru ¢, <<2,/ km , radacinile sunt
Ir=—Clo,+Q)tiw,, y,=-(0,-Q)tie,, (722)

unde s-au utilizat notatiile (7.15).

Aceasta analizd mascheaza importanta sensului vitezei unghiulare de rotatie
2 . Pentru (2 in sens pozitiv, unele dintre aceste radacini nu exista.

Asa cum s-a aratat in Sectiunea 2.3.2.4

cind w=w,, /Iz—é'r(a)n—ﬂ)Jria)n, (7.23)
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sicind w =-w Az—{r(a}nJrQ)—ia)n, (7.24)

noe
deci raza orbitei de precesie este
- Ae—g, (a),,—!))teia)nt i Be_é" (a}n +Q)te—im”t , (725)

expresie care defineste exact aceeasi migcare ca cea descrisa in coordonate rotative.

7.2.3.3 Vitezele unghiulare de precesie

In expresia (7.17), primii doi termeni descriu o precesie co-rotativi si o
precesie contra-rotativd, cu vitezele unghiulare i(a)n —.Q) fatd de sistemul de

coordonate in rotatie. Fatd de sistemul de coordonate fixe, acestea sunt precesii
directe, cu vitezele unghiulare @, sirespectiv 242 —®, . Ultimii doi termeni descriu

tot o precesie co-rotativi §i 0 precesie contra-rotativd, cu vitezele unghiulare
+ (a)n + Q) fata de sistemul de coordonate in rotatie. Acestea sunt precesii inverse,

cu vitezele unghiulare 22+ w,, si — o, fata de sistemul de coordonate fixe.

w
R o D, +()
1} 3 Rafatl a, ‘} /I Il
’
) // l,

X0, 040, @, /O

’ /

/' /, 20+m / /
’ ’ ny /
, , g l/ ‘./ ‘Q
’ 0 ’ o ol ) .
Rl P Wy // //Q.Q+69n
’ 7’
,/ ’ ! /
- a, —
p ’ n n Q /I / _ a)n _ a)n
//' ,/ /
.’ / o
- a)n - Q
a b
Fig. 7.7 [7.3]

Vitezele unghiulare de precesie, date de partea imaginara a valorilor proprii,
sunt reprezentate grafic in functie de viteza unghiulara de rotatie (2 1in fig. 7.7. Ele
sunt pulsatiile proprii de precesie. Valorile wp din fig. 7.7, a sunt calculate fata de
sistemul de coordonate rotative, iar valorile wg din fig. 7.7, b fata de sistemul de

coordonate fixe (stationare). De observat cd wg = wp + 2 doar pentru (2 pozitive.
La prima vedere acesta este un rezultat surprinzitor. Intrucét s-a considerat

amortizare redusd, pulsatiile proprii nu depind de nivelul amortizarii. Pentru
amortizare nuld, ne-am astepta sd avem rezultatul obtinut pentru rotoare
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neamortizate, cu viteze unghiulare de precesie * w,, . Figura 7.7, b indica inca doud

pulsatii proprii dependente de turatie. Ele rezultd din al doilea factor din relatia
(7.21). Acesta poate fi obtinut inlocuind 2 prin —£2 1in primul factor, deci
corespunde unui rotor care se roteste In sens contrar. In acest caz wg =wp — 2.

Aceastd confuzie apare datoritd formularii ecuatiilor de miscare ale
sistemului in marimi reale. Cand se utilizeaza notatii reale, imaginea in oglinda a
informatiei din domeniul —(2 este suprapusd peste cea din domeniul +.2.
Utilizarea notatiilor complexe in locul celor reale elucideaz natura valorilor proprii
aditionale [7.4]. Prin notatia complexa se poate face distinctie intre un rotor care se
roteste in sens pozitiv §i un rotor care se roteste in sens negativ. Notatia reald da
totdeauna radicini complexe conjugate (ecuatiile de miscare au coeficienti reali),
fara sa poata face distinctia intre sensurile de rotatie.

Pe de alta parte, interpretareca fizicd a vectorilor modali cu elemente
complexe, ca in relatiile (7.18), este dificila. Introducand notatia complexa, vectorii
modali complecsi au forma 7, +1¢, si devin zero pentru modurile asociate cu A5 si

A4. Aceasta implicad faptul cd acele moduri existd doar din punct de vedere

matematic, dar nu vor fi excitate de nici o fortd de excitatie reald. Aceasta se poate
ardta usor calculand raspunsul fortat, de exemplu, la o fortda de marime constanta
care se roteste cu viteza unghiulard constanta fata de sistemul de coordonate rotative
[7.3].

7.2.4 Efecte cantitative ale amortizarii

Pentru modelul de rotor plan, se poate defini un factor de pierderi stationar
N (a)) egal cu raportul intre forta tangentiald de rezistentd la Tnaintare datorita

amortizarii stationare si forta elasticd radiald, cAnd masa punctiforma parcurge o
orbita circulard de razd r cu viteza unghiulard @ . Cand @ = w,, , forta de rezistenta la

inaintare Dg datoritd amortizarii stationare este

D, =ny@,)kr. (7.26)
“Similar, se defineste un factor de pierderi rotativ nr(a)) egal cu raportul

intre forta tangentiala de rezistenta la inaintare datoritd amortizarii rotative si forta
elasticd radiala, cand masa punctiforma parcurge o orbitd circularda de raza » cu
viteza unghiulard @, fatd de sistemul in rotatie. Intr-o precesie directd cu viteza
unghiulara absolutd @, , viteza relativd fatd de sistemul care se roteste cu (2 este

w, — 2. Astfel, cand sistemul se roteste supracritic, forta de rezistenta la Inaintare

D, datorita amortizarii rotative este 1n sensul miscdrii si de marime

D,=n(2-w,)kr (7.27)
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pentru o orbitd de raza r.*

“Dacd D, = Dy, rezultd o orbitd de raza constantd r. Daca D, < Dy, apare o
incetinire netd si energia miscdrii pe orbita scade. Daca D, > D,, apare o accelerare
netd si energia miscarii pe orbitad creste.”

“Cu alte cuvinte, stabilitatea este decisa de marimile relative ale factorilor de

pierderi rotativ si stationar, asa cum se arata in fig. 7.8. Pragul de stabilitate apare
cand cei doi factori de pierderi sunt egali

UV(Q_wn): ns(a)n)' (7.28)

Precesia directa este instabild la viteze unghiulare de rotatie (2 supracritice, la care
factorul de pierderi al amortizarii rotative este mai mare decat factorul de pierderi al
amortizarii stationare.”

77 STAB|L“‘> INSTABIL —— STABIL —
N /\|

-1,.(2-w,)

Fig. 7.8 [7.2]

Vitezele unghiulare de rotatie (2 care satisfac (7.28) sunt determinate de
dependenta de frecventd a mecanismului amortizarii rotative si de nivelul amortizarii
stationare.

7.3 Precesia instabila in lagare hidrodinamice

O forma bine cunoscutd de instabilitate a unui rotor, denumitd oil whirl
(precesie datorita uleiului) sau precesie de semifrecventd, este o precesie autoexcitata
produsd de fortele neliniare generate in pana de ulei a lagarelor radiale
hidrodinamice. Precesia rezonantd (oi/ whip) apare la frecventa corespunzitoare
turatiei critice minime $i se mentine la frecventa respectiva cand turatia creste. Atat
fenomenul de oi/ whirl cat si cel de oil whip se suprapun peste precesia sincrona
datorita dezechilibrului masic. Amplitudinile precesiei datorita uleiului sunt deobicei
reduse. La precesia rezonantd amplitudinile sunt mai mari si deobicei depasesc jocul
in lagar. Aparitia oil whip-ului trebuie sa declanseze oprirea imediata a maginii.
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7.3.1 Fenomenele “oil-whirl” si “oil-whip”

Urmatoarea descriere este o adaptare dupa [7.5].

Cand arborele Incepe sa se roteasca cu o turatie lent crescatoare, in tot lungul
axei rotorului se observa o miscare de precesie sincrond cu amplitudine mica (notata
1X). Aceasta este produsa de dezechilibrul rezidual inerent rotorului. La turatii mici,
aceasta precesie este stabild. O perturbatie de tip impuls produce o precesie pe o
orbita tranzitorie, dupa care rotorul revine la orbita stationara (fig. 7.9).

La turatii mai mari (de obicei inferioare primei turatii critice) precesia
sincrond fortatd nu mai este singurul regim de vibratii. Pe langd componenta 1X
apare precesia datorita uleiului (oil whirl).

Oil whirl este o precesie subarmonica directa de incovoiere a rotorului, in
jurul centrului lagarului, la o frecventa apropiatd de jumatatea frecventei
corespunzitoare rotatiei. in acest domeniu de turatii, rotorul se comporti ca un corp
rigid. Amplitudinile miscarii de oil whirl sunt deobicei mult mai mari decat cele ale
precesiei sincrone. Ele sunt, totusi, limitate de jocurile din lagidre si de fortele
neliniare transmise de fluid.

3
§
%_ . .
g Oil Wh'r/\ oil Yhf“v;p—
1 1
QC1 20(;1 Q
Qc,
£ | Q Qc,
1<) 0 t
. /7 L Oil Whip
7T ol Wil
o
/== 0il Whirl | l
Qc, 2Qc, Q
Fig. 7.9 [7.5]

La cesterea turatiei, caracteristicile precesiei nu se modifica. Frecventa
miscarii de oil whirl urmareste turatia in crestere, mentinind raportul ~1/2 fatd de
aceasta. Amplitudinea razelor de precesie rimane aproape constantd si deobicei
mare. In lagire, raza precesiei poate ajunge la nivelul jocului in lagir. In domeniul
considerat de turatii, efectele dinamice ale fluidului din lagdre sunt dominante.
Precesia sincrona fortatd reprezintd doar o mica parte a raspunsului dinamic, dupa
cum arata semi-spectrul din fig. 7.10.
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Cand turatia in crestere se apropie de prima viteza unghiulard critica €2, ,

adica de prima pulsatie proprie a rotorului, miscarea de oil whirl devine brusc
instabild si dispare, fiind anulatd si Inlocuitd de precesia sincrona in crestere.
Precesia fortatd domind, atingdnd raza maxima la frecventa de rezonantd care
corespunde proprietitilor de masé/rigiditate/amortizare ale rotorului. Fortele
dinamice ale fluidului din lagdre dau acum prioritate efectelor mecanice ale rotorului
elastic.

Deasupra primei turatii critice, amplitudinea precesiei sincrone scade si
fortele fluidului din lagare revin in actiune. Cu cresterea turatiei, imediat peste prima
turatie critica, miscarea de oil whirl apare din nou. Precesia are aspectul descris
anterior. Latimea domeniului de turatii in care amplitudinea precesiei sincrone este
dominantd depinde de dezechilibrul rotorului: cu cat dezechilibrul este mai mare, cu
atat acest domeniu este mai extins [7.4].

WHIP

TURATIA

FRECVENTA

Fig. 7.10 [7.5]

Cand viteza unghiularad a rotorului atinge aproximativ dublul primei viteze
unghiulare critice sincrone 242, frecventa miscarii de oil whirl devine egald cu

prima pulsatie proprie a rotorului. Miscarea de oil whirl este inlocuita de oil/ whip — o

precesie directa subarmonicad a rotorului numitd precesia rezonantd. Rotorul

continud precesia violentd cu frecventa si forma modald ale primei turatii critice,
>

chiar daca turatia creste In continuare. Precesia rotorului “se caleaza” pe frecventa
primei turatii critice sincrone chiar daca turatia este marita.
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In acest domeniu de turatii mari, arborele nu mai poate fi considerat rigid.
Flexibilitatea acestuia produce o cuplare puternica a rotorului cu lagarele. Parametrii
de masa si rigiditate ai rotorului devin factorii dinamici predominanti. Amplitudinea
precesiei rezonante a fusului este limitatd de jocul in lagar, insa raza orbitei arborelui
poate creste foarte mult, deoarece precesia are loc la frecventa proprie a arborelui,
deci in conditii de rezonanta. Fenomenele descrise mai sus pot lua diferite forme in
diferite masini echipate cu lagare cu film fluid si/sau etansari.

De la descoperirea lor (B. L. Newkirk si H. D. Taylor, 1925) s-au facut
progrese importante in explicarea miscarilor de oil whirl si oil whip, dar fenomenul
este Inca incomplet Inteles. “Ceea ce este clar, este cd atunci cand viteza rotorului pe
orbita precesiei este mai mica decat viteza medie a filmului de ulei, uleiul se opune
miscarii rotorului §i genereaza o fortd de rezistentd la Tnaintare. Aceasta este
amortizarea pozitivd. Cand viteza pe orbita precesiei este mai mare decat viteza
medie a filmului de ulei, uleiul impinge rotorul. Aceasta este amortizarea negativa.
La aparitia amortizarii negative rotorul devine instabil §i o mica perturbatie va face
ca fusul sd Inceapa o precesie subsincrona cu amplitudine crescitoare. Cu cresterea
razei miscarii fusului, amortizarea devine pozitivd, amplitudinea descreste si
migcarea revine la o orbitd limita stabila. Acesta este oil whirl-ul. Scenariul este
coerent cu asimilarea migcarii de oi/ whirl cu un fenomen neliniar de tip Van der
Pol” [7.6].

“Ceea ce este mai putin clar, este cum se transforma miscarea de oil whirl
in oil whip. Aparent, pe masura apropierii de prima turatie criticd, pulsatia migcarii
pe orbita limita se sincronizeaza cu .ch , §i ramane blocata pe .QC1 , cat timp (2 este
mai mare decat aproximativ 2.(2cl . Dacd 2 continua si creasca, este posibil ca oil

whip-ul sa dispara si sa reapara oil whirl-ul” [7.6].

7.3.2 Precesia la semifrecventa

Se considera un lagar radial incarcat usor, in care presiunea produsa in filmul
de ulei este neglijabild, centrul fusului este aproape de centrul lagarului si
excentricitatea este foarte mica fatd de jocul radial. Deoarece curgerea produsa de
gradientul de presiune este presupusd neglijabila, viteza in filmul de lubrifiant
variaza liniar pe grosime, cu o valoare maxima R(2 la suprafata fusului (fig. 7.11).

Debitul la intrarea in pana de ulei este

qi=%LRQ(C+e). (7.29)
Debitul la iesirea din pana de ulei este

qozéLRQ(C—e) (7.30)
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Daca in filmul de ulei se dezvoltd presiune, cand lagarul functioneazad in
regim stationar, debitul la intrare este micsorat iar debitul la iesire este marit de
curgerea produsd de gradientul de presiune, care echilibreaza ¢; si g, pentru a
mentine continuitatea curgerii. Totusi, dacd incarcarea lagarului este mica, pentru a
mentine echilibrul curgerii, in lipsa presiunii se produce o miscare de precesie.

Fig. 7.11 [7.7]

Dacd viteza unghiulara instantanee a precesiei centrului fusului O; este w,

atunci viteza indusa este ew (fig. 7.11). Dar ridicand fusul din pozitia stationara,
cresterea volumului filmului de ulei este

V =2LRew, (7.31)

unde 2LR este aria suprafetei proiectate a lagarului. Prin urmare

%LRQ(CJre):%LRQ(C—e)JrZLRea) (7.32)
si
1
0=-0. (7.33)

Pentru a mentine echilibrul curgerii, rotorul este antrenat intr-o miscare de
precesie avand pulsatia egald cu jumatatea vitezei unghiulare de rotatie.

1 : . : . .
Daca a)>EQ, debitul la iesire este mai mare, deci in filmul de ulei se

dezvolta presiune si lagarul devine stabil. Daca nsa o < %Q , debitul la intrare este

mai mare, lagarul isi pierde capacitatea portantd si continud miscarea de precesie,
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pentru a crea mai mult spatiu pentru uleiul In exces, care intrd in pana de ulei.
Pierzénd capacitatea portantd rotorul devine instabil. S-a observat ca la rotoare reale
frecventa precesiei este 0,46 - 0,48 din frecventa corespunzatoare rotatiei.

7.3.3 Turatia de aparitie a instabilitatii

Pentru a descrie aparitia instabilitdtii, lagarul radial poate fi reprezentat
printr-un singur coeficient de rigiditate efectiv si un singur coeficient de amortizare
efectiv. Acesti coeficienti pot fi calculati pe baza celor opt coeficienti dinamici ai
lagarului. Totusi, cei doi coeficienti astfel calculati sunt functie de frecventa
precesiei. Coeficientul de amortizare efectiv este negativ la frecvente joase si devine
pozitiv la frecvente mai mari. Frecventa la care amortizarea devine zero se numeste
frecventa instabilitatii. Aceasta poate fi calculatd in functie de turatie si reprezentatd
prin curba corespunzatoare din fig. 7.12. Linia precesiei sincrone intersecteaza curba
frecventei proprii la prima turatie criticd (unde frecventa corespunzatoare turatiei
este egala cu frecventa proprie a sistemului). Linia precesiei de semifrecventa
intersecteaza curba frecventei proprii la limita de stabilitate numita oil whip.

FRECVENTA § W’E A SISTEMULUJ'%

PRECESIA < AMORTIZARE i

SINCRONA /
. /
AMORTIZARE
NEGATIVA

/

FRECVENTA INSTABILITATH
I

l -
PRIMA TURATIA LA TURATIA
TURATIE LIMITADE
CRITICA STABILITATE

Fig. 7.12 [7.8]

La frecvente mai mici decat frecventa instabilitatii (adicd in regiunea de sub
curbd) amortizarea efectiva este negativa iar la frecvente mai mari decét frecventa
instabilitatii amortizarea este pozitiva. Elasticitatea efectiva a lagarului impreuna cu
flexibilitatea rotorului determina frecventele de rezonanta ale sistemului rotor-lagare.
Deoarece rigiditatea lagarului este functie de turatie, frecventele de rezonantda devin
dependente de turatie. Cea mai joasa dintre acestea este reprezentata de curba numita
“frecventa proprie a sistemului”. Aceastd curba intersecteazd curba frecventei
instabilitatii la o turatie numitd “turatia la limita de stabilitate”.
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Sa presupunem ca rotorul este supus unei mici perturbatii. El va tinde sa aiba
o precesie la frecventa proprie minima. Totusi, dacd rotorul lucreaza sub turatia la
limita de stabilitate, lagarele produc amortizare pozitivd si migcarea de precesie
dispare. Pe masurd ce turatia creste, amortizarea disponibild pentru atenuarea
precesiei scade pana se anuleaza la turatia de aparitie a instabilitatii. incercarea de
crestere a turatiei peste turatia limita face ca amortizarea sa devind negativa, astfel
incat orice perturbatie este amplificata si sistemul este instabil.

Din fig. 7.12 se vede cd dacd masa rotorului este maritd sau arborele este
flexibilizat, frecventa proprie a sistemului scade, deci intersectia celor doud curbe se
deplaseaza spre stanga si turatia limitd este micsoratd. Invers, dacd in sistem exista
amortizare externd (de exemplu, In reazeme) atunci curba frecventei instabilitatii
filmului de ulei este deplasata in jos, deci turatia limitd este marita. Aceastd ultima
caracteristicd sugereaza metode de stabilizare a unui sistem instabil si explica de ce,
unele masini, in special pompele de lichide si compresoarele de gaze de inaltd
presiune cu etansari lichide, pot opera stabil mult peste turatia limitd teoretica.
Capacitatea de amortizare a lichidului cere trece prin rotile centrifuge sau etansari
actioneaza ca o amortizare externa fatd de sistem si stabilizeaza rotorul.

7.3.4 Explicatia lui Crandall privind instabilitatea lagarelor autoportante

Intr-un al doilea articol memorabil [7.9] Stephen Crandall a dat o explicatie
simpla instabilitatii unui lagar hidrodinamic, bazata pe o ipoteza euristica. Lagarul
radial cu fluid este considerat o pompa care circuld fluidul prin interstitiul inelar
dintre fus si lagar. Miscarea de precesie a fusului produce o undd de variatie a
grosimii filmului care se propagd in jurul canalului. Curgerea fluidului produce
precesia fusului cand viteza medie a fluidului pompat este mai mare decat viteza
perifericd a undei de variatie a grosimii. Pentru lagare lungi necavitate, ipoteza
prezice corect aparitia instabilitatii pentru lagare neincarcate, insa pe masura cresterii
incarcarii aceasta prezice turatii limiti mai mari. In continuare, prezentarea
reproduce o mare parte a articolului lui Crandall.

7.3.4.1 Analiza lui Sommerfeld

Pentru simplitate, discutia este centratd pe cazul unui lagdr circular cu
cuzinet complet, cu curgere bidimensionala necavitata.

Cazul idealizat analizat de Sommerfeld [7.10] In 1904 este schitat in fig.
7.13. Un fus cu raza R se roteste cu viteza unghiulard constantd (2 intr-un lagar
circular cu cuzinet complet, de razd R+ C, unde jocul radial C este foarte mic in
comparatie cu R. In spatiul inelar dintre fus si lagar existi un lubrifiant fluid
incompresibil, cu véascozitatea constantd . Curgerea fluidului este considerata

bidimensionala, adicd se neglijeaza curgerea axiala. In plus se considerd ca nu apare
cavitatia. Latimea lagarului perpendicular pe planul figurii este L.
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“Principalul rezultat al lui Sommerfeld este ca in pozitia de echilibru, sub
actiunea unei sarcini verticale W, fusul este deplasat excentric pe orizontald o
distanta e.

Fig. 7.13 [7.9]

“Datoritd excentricitatii e, grosimea filmului /4 variaza cu pozitia € in lungul
interstitiului inelar. Pentru C << R, relatia aproximativa este

h=C+ecos@=C (1+&cosf ), (7.34)
in care ¢ =¢/C este excentricitatea relativa.”

“Presupunand curgere vascoasd laminara, fard variatie a presiunii pe
grosimea filmului, singurele profile de curgere care satisfac conditiile Mecanicii
fluidelor intr-un canal de grosime constantd / sunt combinatii ale celor doua profile
de baza ardtate in fig. 7.14. Aici z este distanta 1n lungul canalului si y este distanta
pe latimea canalului, unde O0< y <h.”

0 1::::(
h
y 7><VV y w
TIH777777 7777777777777 77777777777777777777+

Fig. 7.14 [7.9]

“Viteza fluidului (in directia z, la distanta y) se noteaza w. Debitul
volumic printr-o sectiune a canalului de latime L perpendiculard pe planul figurii se
noteaza Q iar dp/0z este gradientul presiunii in lungul canalului. Pentru un profil
de viteze liniar ca in stanga fig. 7.14, distributia depinde de parametrul wy, viteza
peretelui superior al canalului (viteza peretelui inferior se considera zero).
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Se poate arata ca

w:ZUOZ, Q:ZUOL—h, a_p:()

7.35
h 2 oz ( )

Pentru profilul parabolic din dreapta figurii 7.14, distributia depinde de
parametrul 4, care este o vitezd de patru ori mai mare decdt viteza maxima a
profilului sau de sase ori viteza medie

2
w=d| 22| pg-aEh OP__ 428 (7.36)
h B2 6 0z B2

In timp ce relatiile (7.35) si (7.36) sunt strict corecte pentru curgeri
stationare cu valori constante ale parametrilor /#, w, si 4, teoria lubrificatiei a lui
Reynolds extinde aceste relatii pentru a tine cont de mici variatii, atat in timp, ¢, cat
si 1n spatiu, z, ale acestor parametri.

Calculate pentru lagarul din fig. 7.13, curgerile componente din fig. 7.14 se
suprapun, cu z = RO si wy =R, cu h dat de (7.34) si cu parametrul nedeterminat
A urmand a fi stabilit prin conditia de continuitate 6Q/06 =0 si unicitatea presiunii
p(0)=p(6+27). Valoarea lui 4 astfel determinati este

2
A =RQ 6(1 ¢ ) L (7.37)
24+ g2 1+ecosd

iar debitul volumic total este

2
0,=RQLC 1Z¢

5 - (7.38)
2+¢

Gradientii de presiune ai componentelor curgerii din fig. 7.14 sunt
suprapusi si integrati pentru a obtine distributia presiunii p(@) care actioneaza
asupra fusului. Rezultanta presiunilor care actioneazd pe latimea L a fusului este o
forta care actioneaza vertical in sus prin centrul fusului O, , de mdrime

w =127r,uLR.Q(£ id

Cj (2+52)(1—52)1/2'

Tensiunile de forfecare vascoaséd care actioneaza asupra periferiei fusului
produc de asemenea o fortd rezultanta asupra fusului, dar aceasta este mai mica decat
rezultanta presiunii (7.39) cu un factor de ordinul C/R, si astfel poate fi neglijata.

(7.39)

Pentru ca fusul sa fie in echilibru, forta (7.39) trebuie s fie egald si de sens opus
fortei aplicate W.”
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“Proprietatea remarcabilda a modelului de lagar Sommerfeld este ca
deplasarea la echilibru este perpendiculara pe sarcina aplicatd. Aceasta caracteristica
implica faptul ca un lagar neincarcat este instabil fatd de miscari lente de precesie
directd a fusului.

Pentru a realiza aceasta, sd ne imagindm ca un agent extern deplaseaza
centrul fusului O; din fig. 7.13 pe o orbita circulard de raza e In sens contrar acelor
de ceasornic In jurul centrului lagarului Op. Cand fusul trece prin pozitia ardtata in

fig. 7.13, daca miscarea este suficient de lenta, curgerea lubrifiantului si distributia
presiunii vor fi ca in configuratia de echilibru aritata in figura. Inseamna ca fluidul
va actiona asupra fusului cu o fortd sensibil egald cu W si de sens contrar. Aceasta
forta, dirijatd in acelasi sens ca viteza centrului fusului O; pe orbita sa circulard,
efectueaza lucru mecanic asupra migcarii de precesie. Lagarul Sommerfeld produce
astfel instabilitatea precesiei pentru viteze de precesie directd foarte mici. Pentru a
considera viteze de precesie mai mari, analiza lui Sommerfeld trebuie extinsa pentru
a include miscarea centrului fusului O;.”

7.3.4.2 Stabilitatea precesiei in lagarul neincarcat

“Conform expresiei (7.39), pozitia de echilibru pentru un lagar neincarcat
(W = O) are excentricitate zero (8 =0,e= 0). In aceastd configuratie, parametrul

Ay din expresia (7.37) se anuleazd si distributia vitezelor in filmul de lubrifiant are

profilul liniar din stanga figurii 7.14.”

Fig. 7.15[7.9]

“Cinematica lagarului este prezentatd in fig. 7.15 pentru cazul cand centrul
fusului O, are o miscare de precesie cu viteza unghiulard @, pe un cerc de raza r,,

in jurul pozitiei de echilibru in care punctele O; si Op coincid. Se observad ca
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sectiunile diametral opuse, In care filmul de ulei are grosime maxima si respectiv
minimd, se rotesc In jurul lagdrului cu viteza unghiulard @. In sectiunea &,
grosimea filmului este

h(0,t)=C +nycos(0-wt). (7.40)

Dependenta lui 4 de coordonata spatiala &, si de timpul ¢, este cea a unei
unde progresive, care se propagd in canalul inelar cu viteza unghiulard @ sau cu
viteza de faza liniard R .

Abordarea lui Newkirk si Taylor [7.11] se bazeaza pe aplicarea conditiei de
continuitate a curgerii intr-un canal a carui grosime variaza dupa legea (7.40).
Conditia de continuitate aplicatd unui arc infinitesimal de lungime R dé@ este

a—Q+L%=O. (7.41)
ROO ot

Newkirk si Taylor au presupus ca profilul de viteze al curgerii

lubrifiantului este liniar (fig. 7.14), astfel incAt Q= RQLh/2, deci (7.41) devine

L2000 Oh_ (7.42)
2 00 ot

Inlocuind h(@,t) din (7.40) in (7.42), rezultd conditia de satisfacere a
continuitdtii

w= (7.43)

0
5

Newkirk si Taylor au folosit acest rezultat ca o verificare analitici a
fenomenului precesiei la semifrecventa observat la un arbore vertical care functiona
intr-un lagar alimentat cu mult ulei. Rezultatul a explicat si varful de “rezonanta
datorita uleiului” care a aparut in raspunsul unui rotor la o turatie egald cu dublul
celei corespunzatoare frecventei proprii a sistemului. Rezultatul simplu (7.43) a fost
mai putin satisfacator in explicarea fenomenului de oil-whip, in care frecventa
precesiei ramane la frecventa proprie chiar cand viteza unghiulard de rotatie (2
creste, desi s-a observat ca fenomenul a aparut totdeauna la turatii egale cu sau mai
mari decat dublul turatiei corespunzatoare frecventei proprii.”

In ipoteza euristica a lui Crandall [7.2], fusul in rotatie este considerat a fi
roata unei pompe care mentine profilul liniar de viteze al curgerii lubrifiantului cand
fusul este neincarcat si centrat. Viteza fluidului variaza liniar intre w =0 la cuzinet
si w= R la fus. Aceastd curgere poate fi descompusa intr-o curgere medie, cu
viteza constantd w = R€2/2 si fard rotatie, plus o curgere reziduald, cu viteza medie

zero si componenta de rotatie importantd. Curgerea medie se presupune ci
alimenteazd (sau reduce) micile perturbatii de precesie ale configuratiei (de
echilibru) centrate. Daca se impune o precesie care presupune o unda de variatie a
grosimii de forma (7.40), ipoteza lui Crandall postuleazd ci, daca viteza curgerii



184 DINAMICA MASINILOR

medii R(2/2 este mai mare decat viteza de fazd Rw a precesiei in jurul periferiei
filmului de ulei, atunci se pompeaza energie in miscarea de precesie. Invers, daca
viteza de fazd a precesiei este mai mare decat viteza medie a lubrifiantului, atunci se
extrage energie din miscarea de precesie. Stabilitatea neutra apare cand aceste viteze

=9

sunt egale, deci cAnd @ =4.2/2. Aceastd ipotezd “explicd” astfel precesia la

semifrecventa si fenomenul de oil-whip la un sistem care are un lagar neincarcat si
alimentat abundent cu ulei.

Daca sistemul produce mici constrangeri asupra fusului, migcarea acestuia
va fi determinata in principal de fortele din filmul de fluid care actioneaza asupra lui.
Cand se initiazd in mod accidental o precesie de joasd pulsatie (a)<_(2/2), se
pompeaza energie in miscarea de precesie, accelerand precesia pand @ ajunge
suficient de apropiatd de 2/2 fincét energia pompatd in precesie echilibreazd
pierderile de energie din sistem intr-o precesie stationara la “semifrecventa”.

Daca sistemul produce constrangeri considerabile asupra fusului si permite
miscdri de precesie apreciabile la o pulsatie proprie, filmul de fluid din lagir va
extrage energie din precesiile accidentale, la o pulsatie proprie @, ori de cate ori
Q<2w. Totusi, cand 2 >2w, filmul de ulei va pompa energie intr-o astfel de
precesie. Fenomenul oil-whip apare doar dacad energia furnizatd de filmul fluid este
suficienta pentru a compensa pierderile din sistem.

Explicatiile precedente sunt incomplete, deoarece nu tin cont de toate
cerintele fizice implicate. Ambele se bazeaza pe profilul de viteze al curgerii
stationare centrate si pe cinematica unei mici perturbatii a precesiei. Argumentele lui
Newkirk si Taylor utilizeaza explicit conditia de continuitate pentru perturbatie dar
nu contin nici o consideratie asupra presiunii dezvoltate in filmul de ulei.

Istoric, prima analiza completd dinamica a stabilitatii precesiei unui lagar
neincarcat a fost facutd in 1933 de Robertson [7.12]. Expunerea care urmeaza este o
versiune liniarizatd a analizei lui Robertson.

Se considerd cd precesia definitd de excentricitatea 7 (”0 << C) si
pulsatia @ este o mica perturbatie a rotatiei centrate in care distributia vitezei este

w=RQz/C, 0<z<C. (7.44)

Cand fusul are o miscare de precesie, distributia vitezelor va fi o
suprapunere a celor doud profile din fig. 7.14. Pentru a satisface conditiile din fig.
7.15 se considera

2

w=RQL 4| LY | (7.45)
h h  p?

unde /(6,) este datd de (7.40) iar 4 trebuie determinat din conditia de continuitate

(7.41) si conditia de valoare unica a presiunii, p(@)z p(9+ 272'). Utilizand metoda
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perturbatiilor liniare, neglijand termenii de ordinul (ro / C )2 in comparatie cu

termenii de ordinul 7, / C, se obtine

A=-6R r—(g—a}J cos(0—wt). (7.46)

Debitul volumic total al filmului de lubrifiant este
0= RQ%h—rOR (%—a)} Lcos(60-wt),

Q=RQ%—;’0RL0) cos(0-wt). (7.47)

Distributia presiunii se obtine integrand gradientul presiunii din expresia
(7.36). Retinand termenii pana la ordinul intéi in r, / C rezulta

p(0,1)— py =12uR? %(%—a}) sin (0 - wt). (7.48)

Forta rezultanta datoritd acestor presiuni, care actioneaza asupra fusului, este

orientata la 90° fata de deplasarea fusului 7, si are amplitudinea

R(Q
F=12rurgL —|—-w| . 7.49
H 0 C3 (2 j ( )
Cand Q/2>w, F are acelasi sens ca viteza instantanee V; a centrului

fusului. Rata cu care fortele din filmul fluid efectueaza lucru mecanic asupra fusului
(adica fluxul de putere spre miscarea de precesie) este

3
Fry=12zul T ol 20l (7.50)
c? 2

Aceastd analiza aratd ca amplitudinea 4 a componentei curgerii cu profil
parabolic, presiunea in filmul de fluid, forta rezultanta asupra fusului si fluxul de
putere spre miscarea de precesie sunt toate proportionale cu factorul (Q/ 2—a)).
Miscarile de precesie lente sunt amplificate iar cele rapide sunt incetinite. Frecventa
precesiei la stabilitatea neutrd este @ = €2/2.

Aceste rezultate pot fi comparate cu cele doud argumentari simplificate
considerate anterior. Ipoteza lui Newkirk si Taylor ca profilul vitezei ramane liniar
este echivalentd cu presupunerea cd parametrul 4 1n (7.36) se anuleazd, ceea ce
conform (7.46) implicd egalitatea lui @ cu €2/2. In plus, anularea lui 4 implica

absenta unui gradient de presiune si deci absenta fortei rezultante, astfel incat la
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pulsatia precesiei @ = £2/2 filmul de fluid nu intirzie $i nici nu accelereazd precesia.
Aceasta este conditia de stabilitate neutra.

Ipoteza lui Crandall, conform céreia curgerea medie alimenteaza miscarea de
precesie ori de cate ori viteza medie a fluidului este mai mare decét viteza de faza a
precesiei, este esential calitativa, fiind echivalenta cu ecuatia (7.50) care are caracter
cantitativ. IntAmplator, la un lagir neincarcat, pulsatia precesiei la stabilitate neutra
este estimata corect de ipoteza euristica. La lagare incarcate este dificil de prevazut
cum se poate extinde argumentul lui Newkirk si Taylor pentru a prezice orice
pulsatie a precesiei la stabilitatea neutra, diferitd de w = £2/2 . Ipoteza lui Crandall a
fost totusi extinsa usor. Ea nu prezice cu precizie pulsatia precesiei la stabilitate
neutra dar ofera aproximatii utile in cazul Incarcarilor moderate.

Utilizand metoda perturbatiilor liniare [7.9] rezultd ca pulsatia precesiei la
stabilitate neutra

3+11 2)?
0= ¢l o (7.51)

2
9—ﬁ—gﬂ
variazd de la @=.2/2 la £=0 pentru un lagdr neincarcat, la @ — /3 cand
incarcarea tinde spre infinit i excentricitatea adimensionald ¢ se apropie de unitate.

Variatia raportului @/£2 conform relatiei (7.51) este reprezentatd prin curba A in fig.
7.16.

06,

Qe

Fig. 7.16 [7.9]

Un calcul bazat pe ipoteza lui Crandall [7.9] conduce la curba B din fig.
7.16. Acesta oferd o aproximatie utild a pulsatiei precesiei la stabilitatea neutra
pentru valori ale excentricitatii relative in regim stationar mai mici decat £ =0,5.
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7.3.5 Stabilitatea sistemelor liniare

In cazul ecuatiilor de miscare cu coeficienti reali, ecuatia caracteristica
n n-1 n-2
fA)=agA" +a; 2" va, A" P+ v a, A ta, =0, (7.52)

are n radacini cu forma generala A; =a; +iw,;. Cazul rddacinilor multiple nu este

studiat aici.

Daci oricare coeficient a; >0, sistemul va fi instabil. In Tabelul 7.1 sunt

vvvvv

complex (fig. 7.17).

w4
Semiplanul stang |  Semiplanul drept
1 Q 3
" 5
3 ls
: .,
o
1 o4
Fig. 7.17 [7.3]
Tabelul 7.1
Poizlilgiélgr.é;i‘ﬁlc;nii Tipul miscarii
1 stabila; oscilatorie amortizata
2 stabild; aperiodica amortizata
3 oscilatorie
4 instabild; divergenta
(distanta creste exponential in timp)
5 instabild; oscilatorie cu amplitudine crescatoare
(instabild dinamic)

Adesea este util sa se decidd daca un sistem este sau nu este stabil fara a
rezolva ecuatia caracteristicd. In 1877, E. J. Routh a stabilit un algoritm pentru
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determinarea numarului radacinilor unui polinom real care se afld in semiplanul
drept. Independent, in 1895, A. Hurwitz a dat o a doua solutie. Inegalitatile cu
determinanti stabilite de acesta sunt cunoscute sub numele de conditiile de stabilitate
Routh-Hurwitz.

Fie matricea cu elemente reale

ap

as

as

| 42n-1

ag, | 0 | 0 0 0 |
| |
a a a IS 0 e O
2 1 |oag
- - |
ay as | a, 2 0 . (753)
A2n-2 42n-3 ay |

Se construiesc urmatorii # determinanti indicati prin linii Intrerupte

D1=a1, (754)
D, =| " 0|2 7.55
2%\ 4y a,| M1927 9340, (7.55)

a; a 0

D3= as a, a; =—a1(a1a4—a5a0 )+a3(a1a2_a3a0 ), (756)
as ay ajs
ay ap 0 0
as a, ap ag

Dn = CZS a4 a3 612 N (757)
Ayp1 Qop-p - - a4y

Daca r >n sau r <0 atunci a, = 0. Conditia necesara si suficienta ca toate

raddcinile ecuatiei f (1)=O sa fie in semiplanul stang este ca toti determinantii

partiali sd fie pozitivi, D; >0. Daca a, >0, este suficient sa fie testati doar

determinantii de la D, la D,_,, deoarece D, =a,D,,_;.
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Coeficientii a, pot fi exprimati in functie de radacinile A; ale ecuatiei
(7.52), de exemplu

n n n
alz_aoz/lia azzaozzliij (i)
i=1 i=1 j=1

si asa mai departe. Considerand formele acestor expresii, este usor de aratat ca toti
a; au acelasi semn ca a, daca toate radacinile au partea reald negativa. Coeficientii

pot fi nuli sau cu semn contrar lui a, doar dacd una sau mai multe rdddcini au partea
reald pozitiva.

Prin urmare, conditia necesara dar nu suficientd ca toate radacinile ecuatiei
£(4)=0 si se afle in semiplanul stang este ca toti coeficientii a, (r=1,2,...,n) si

fie pozitivi.

7.3.6 Instabilitatea unui rotor rigid simplu

Se considera un rotor rigid cu masa 2m rezemat in doud lagare cu film fluid
identice. Datoritd simetriei, lagirele au aceeasi incarcare, aceeasi excentricitate §i
aceiasi coeficienti dinamici. Intereseaza doar stabilitatea migcarii de translatie pura.

7.3.6.1 Turatia limita si pulsatia precesiei instabile

La incarcare si turatie constante, centrul fusului se mentine intr-o pozitie de
echilibru stationar 1n jocul din lagar, definita univoc de numarul Sommerfeld (6.3)

2
S = ZQ”VDL%) (7.58)
T

care reprezintd conditiile de functionare. Considerand ca fiecare fus are masa m,
ecuatia de miscare fatd de starea de echilibru se scrie, sub forma

m O |[J| |c, .|y |ky K|y _|f,
|:0 m}{z}+ czy C.. {Z}—'— kzy kzz z - f‘z . (759)

Inlocuind solutii de forma
y=ypet',  z=zye*, (7.60)

in partea omogena a ecuatiei (7.59), se obtine
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2
mA +c, A+k, c.At+k, Yol _ 0 6D
c, Atk mA +c A+k_ ||z, 0
Pentru ca y, si z, sd aibd valori nebanale, se obtine ecuatia caracteristicd

(m2+c a+k, )(mP+e a+k.)-(c,a+k,)(c A+k,.)=0.

Aceasta este o ecuatie algebrica de gradul patru, de forma (762
agA'+a, A’ +a,A* +a,A+a, =0, (7.63)
in care

a,=m’,
a=m (cyy +czz),
a,=m (kyy + kzz)+ (cyyczz —cyzczy), (7.64)
a;=c, k. +c k,— (cyzkzy + czykyz),
a,=k,k.. —k.k.,.

Conditiile Routh-Hurwitz de stabilitate a precesiei sunt
a >0, a,>0, a,>0, a,>0, (7.65)
a,a,—aza; >0, (7.66)
a,a,a,—aya; —a,a, >0, (7.67)

La aparitia instabilitatii, radacina ecuatiei (7.63) este pur imaginara
A=, (7.68)
unde @ este pulsatia precesiei.

Inlocuind (7.68) in ecuatia (7.63) rezulta

aoa)“—aza)2+a4+i(—ala)3+a3a)):0. (7.69)

Egaland partea reala si partea imaginara cu zero, se obtine
a0 -a,0’ +a, =0, (7.70)
o(a,—a,0%)=0. (7.71)

Din ecuatia (7.71) se obtine pulsatia precesiei la limita de stabilitate
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a
W = [ = J . (7.72)
a;
Q:Qlim

Inlocuind (7.72) in relatia (7.70) rezulta
a,a,a;—ayas —aia, =0. (7.73)
Aceasta Inseamnd cd la viteza unghiulard de rotatie (2=, se atinge

limita de stabilitate iar pulsatia precesiei instabile este data de expresia (7.72).

Deobicei, turatia limité si pulsatia precesiei sunt exprimate in functie de cei
opt coeficienti dinamici adimensionali ai lagarelor
cQ

K W cij’

<y

ij =y ki Gij=

L,j=yz (7.74)

in care C este jocul radial, W =mg este sarcina staticd pe lagar si (2 este viteza
unghiulara de rotatie.

Notand
41=C+C,, =K, +K,,, 43=C,,C..-C,C,, (7.75)
Ag=Cp K +C K, —(C LK +C K ), A=K K. —K K.,
si inlocuind (7.74) si (7.75) in (7.64), rezulta
2 2 2 3
a0= K ,a1= W Al’ 02:W_A2+(KJ A3,
g gCQ gC cQ
]
i = ay ay =[] 4. (7.76)
3T g e T 5

Inlocuind coeficientii (7.76) in relatiile (7.73) si (7.72) se obtine viteza
unghiulard adimensionald de aparitie a instabilitatii

G A,
g/C A+ A7ds—A4,4,

(7.77)

si pulsatia adimensionald a precesiei instabile

2
Dlim _ A4 (7 78)
g/ C 4, 0-0
T=Zlim
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In calcule practice, numarul Sommerfeld este calculat la turatia de lucru.
Daca turatia limita este mai mare decat turatia de lucru, sistemul este stabil, in caz
contrar este instabil.

7.3.6.2 Masa critica a rotorului

Limita de stabilitate poate fi calculata utilizdnd nomograme care contin atat
parametrii rotorului cat si cei ai lagarelor.

Daca rotorul este considerat rigid, acesta este definit de un singur parametru
— masa rotorului. In cazul lagirelor cu film fluid incompresibil, in regim laminar,
pulsatia adimensionala a precesiei instabile depinde numai de numarul Sommerfeld
S (sau de excentricitatea relativda ¢ ). Se poate deci calcula, la orice numar
Sommerfeld (sau excentricitate relativd), masa fusului necesara pentru existenta
miscarii de precesie.

Masa fusului unui rotor rigid poate fi exprimatd printr-un parametru

adimensional Cmao? / W . Expresia (7.78) poate fi scrisa

Cme? __ CpKu+CK,, - (C.k., + CZyKyZ), (779
w C,, +C.

unde K este masa adimensionala a rotorului intr-un lagar.

100

[]

me2

INST?\BIL
O 7503025 7
e
05 1T 0 T
\\2

MASA ROTORULUI PE UN LAGAR,
|

¢ 01 02 03 04 05 06 07 0B
EXCENTRICITATEA RELATIVA , £

Fig. 7.18 [7.8]
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Pentru un rotor care lucreaza in lagare circulare cu cuzinet complet, cu fluid
incompresibil, o curba care exprima relatia intre K si ¢ (fig. 7.18) defineste limita de
stabilitate. Aceasta curba poate fi utilizata pentru determinarea turatiei de aparitie a
instabilitatii, daca se cunoaste variatia excentricitatii relative ¢ in functie de turatie.

Expresia (7.77) se poate scrie (omitand indicele /im)

CmQ* A, A4, 4 ~ K A,
42 2 4 - A _ 27
W A + AP A5 — 4,454, K+?5_A2 As— A, K +K
KA
0 Cm: 3 _
w As—A,K +K

sau utilizand (7.58)

2= 2"
A —A,K+K
”DL[gj s~ A

Masa criticd adimensionala a rotorului poate fi exprimatd in functie de
numarul Sommerfeld [7.8] sub forma

emV | \/ ks (7.81)

Jcmw KA
25 N=MT \/ 3 (7.80)

2 2728\ As-A,K+K?
uDL ( R j s A
C
In fig. 7.19 se prezinta o nomograma pentru calculul stabilititii unui lagar
circular cu  cuzinet complet [7.8]. Masa criticdi  adimensionala

N CmW / UDL (R/ C )2 este reprezentatd grafic in functie de numarul Sommerfeld S

pentru doud valori ale raportului L/D. Un rotor este stabil pentru conditii de
functionare la stanga curbelor.

1
— Y _L/D=1
m!
el I\
pDL(‘é‘) A ’OIS
1
\\\
U 10" 1 10
. Ri2
s-£37 ()

Fig. 7.19 [7.8]
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In fig. 7.20 s-a reprezentat variatia masei critice adimensionale a rotorului la

lucreaza cu lubrifiant incompresibil in regim laminar, iar fig. 7.20, b este pentru
lagére cu cuzinet partial, cu sarcina la mijlocul lagarului.

10 T 10
A W
\
Cm\srz Cmw
= R N
woulg) L/b=t 0,5 o) \
1 ISRy 025 1 NN
m=0,5 23—~ N
N
N N
L
Loy
107 107 \\\D
hN
N
, \\ N
102 102 A \\:’°°°
N S R
~ 807 |
5002\
N N
N
103 3 N
ot ! NDL /R " o ° 0™ 1 10 102
5 =% (’6) 3= EF;IDL (%)z
a b

Fig. 7.20 [7.8]

Metoda de determinare a turatiei limitd este urmatarea. Se calculeaza masa
adimensionald a rotorului ,/ CmW / uDL(R/C )2 . Din nomograma se citeste

valoarea lui S. Turatia corespunzatoare numdrului Sommerfeld este turatia limita,
adica turatia rotorului la aparitia instabilitatii. Dacd turatia de lucru este mai mare
decat turatia limita atunci rotorul trebuie reproiectat.

Diagramele presupun céd rotorul si piedestalurile sunt rigide. Cu toate
acestea, turatia limitd pentru un rotor flexibil si piedestaluri elastice poate fi calculata
aproximativ pe baza acestor nomograme.

7.3.7 Instabilitatea unui rotor elastic simplu

Se considera un rotor simetric format dintr-un arbore cu rigiditatea 2k si o
masd concentratd centrald 2m . Arborele este rezemat la capete in lagire cu film

fluid. Viteza unghiulara de rotatie este (2. Amortizarea externd actioneaza asupra
masei rotorului si in lagare, fiind definitd prin coeficientii de amortizare 2c, si

respectiv ¢, . Desi rotoarele intdlnite in practica sunt mult mai complicate, modelul

simplificat contine caracteristicile esentiale si admite solutii inchise [7.13].
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7.3.7.1 Rotorul cu amortizare externd

In cazul amplitudinilor mici, notand y, z coordonatele masei rotorului si
¥1,z; coordonatele fusurilor, ecuatiile migcarii libere se pot scrie sub forma

B e S E R B
Az e e TR

Cei opt coeficienti ai lagarelor depind de geometria acestora si de conditiile
de functionare, exprimate prin numarul Sommerfeld S.

(7.82)

Considerand lagarul circular cu cuzinet complet ca un exemplu reprezentativ
si presupunand ci lagdrul este scurt (L/D <1/2) si lucreaza la turatii suficient de

mari astfel incat
2
2 (ij S>1, (7.83)
D

coeficientii dinamici ai lagérelor au expresiile aproximative (6.30)

8 W 8 W
k,=2k, =——, c¢,.=c,=2———,
= Y7 C ¥ Y T C
2 3 2
L w RY(L
coo=e =270 | = S ——=2zul|=||=] . 7.84
= (Dj ac [cj (Dj 759

La limita de stabilitate, miscarea este pur armonicad cu pulsatia @, astfel ca
ecuatiile (7.82) se pot scrie sub forma

ky+iwc,, -X  k,+ioc, nl_ 0 (785)
k., +iwc,,  k,+ioc,-X||z 0|’ ’

unde
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k(—ma)2 +ia)ce)

X=- —1i , 7.86
k—-mo* +iwe, s (7:86)
2 2 2 2
Xz_k(k—ma) )n;a) —(@c,) Lo kzce e, |.
(k—ma)z) +(a)ce)2 (k—ma)z) +(a)ce)2

Aceasta valoare trebuie sa fie egald cu rddacina determinantului ecuatiei
(7.85) care, utilizand (7.84), devine

1 . (a)cyz)z_%(kyy_kzz)2
X =2 by vk )il ey, £ 14 e . (787)
yz

Ay 1t “ PR | ,
Cat timp @ este egald cu sau mai mica decat EQ , al doilea termen de sub

radical este de ordinul (1/4 )2 si poate fi neglijat. Astfel, cu &, = %cyy din (7.84),

X este aproximativ egal cu

. Q
X=K+1cyy(a)i7j, (788)
unde rigiditatea medie a lagarelor
1 6w
K=—\k, +k, |=——. 7.89

Egaland partile reala si imaginara ale expresiilor (7.86) si (7.88) si neglijand

termenul (¢, )2 , rezultd pulsatia precesiei

kK

K (7.90)

=0y =

egald cu pulsatia proprie a sistemului cand arborele este rezemat in lagare cu
rigiditatea medie K.

Conditia de stabilitate este

2
k 1
j wycC, >(E.Q—a)0}cyy,

WyCyg +(
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2 3 2
K+k R L
10} + 10} >\ .02 -2w Li—||—] . 791
0Cs ( k \J 0Ce ( O)ﬂ-ﬂ (CJ (DJ ( )

Miscarea este o precesie directa.

Relatia (7.91) arata ca, in lipsa amortizarii externe, rotorul este instabil cand
turatia depaseste dublul primei turatii critice. Aceasta este valabil doar pentru valori
suficient de mari ale numarului Sommerfeld, dupd cum inegalitatea se bazeaza pe
mai multe ipoteze. Prin urmare, relatia (7.91) este utilizatd in primul rand la
estimarea nivelului amortizarii externe necesar pentru stabilizarea miscarii.

Trebuie adaugat ca, in locul introducerii amortizarii externe, care actioneaza
direct asupra fusului, o metodd mult mai eficientd pentru stabilizarea precesiei in
lagdre hidrodinamice este montarea lagarului intr-un suport elastic amortizat. Prin
alegerea judicioasd a parametrilor suportului instabilitatea poate fi eliminatd complet
[7.13].
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Fig. 7.21[7.14]
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7.3.7.2 Rotor fara amortizare externd

Daca in rotorul elastic simplu se neglijeaza amortizarea externa, nlocuind
¢, =0 si ¢, =0 1n (7.86), apoi inlocuind X in (7.85) si nelimitdnd analiza la lagére

circulare cu cuzinet complet scurte, se obtine

2
Qﬁm _ Az Ay 41434, (7.92)
g/C 1+L£ﬂ A5+ AT A5 — A4y 4,

278 6y Ay

unde J, = % este deformatia statica a arborelui.

In fig. 7.21 se prezinti diagrame de stabilitate calculate pe baza expresiei
(7.92) pentru un lagir circular si un lagar eliptic, cu L/D=0,8 si C/R=2,1-10"°, al
doilea avand un joc radial orizontal de trei ori mai mare decat jocul radial vertical.

Masurile practice de crestere a stabilitatii peste (2, sunt, printre altele,

marirea jocului in lagare, scaderea vascozitatii lubrifiantului, scurtarea lagarelor, sau
echivalent, introducerea unui sant circumferential central pentru ulei, cresterea
diametrului arborelui sau micsorarea distantei Intre lagare, cresterea amortizarii si a
anizotropiei rigiditatii lagarelor, folosirea amortizoarelor cu sqeeze film si utilizarea
lagérelor multilobate sau cu segmenti oscilanti.
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7.3.8 Instabilitatea rotoarelor elastice complexe

Rotoarele elastice complexe pot fi modelate cu elemente finite. Ecuatiile de
migcare contin matricile sistemului care sunt asamblate utilizdnd matricile
elementelor, asa cum se arata in Capitolul 5.

Studiul precesiei libere conduce la o problema de valori §i vectori proprii, cu
valori proprii dependente de turatie. Diagrama Campbell (fig. 7.22, a) prezinta
pulsatiile proprii de precesie in functie de turatie. In diagrama de stabilitate (fig.
7.22, b) se reprezintd partea reala a valorilor proprii in functie de turatie. “Turatia la
aparitia instabilitatii” se determind la intersectia unei curbe cu axa turatiilor.
Problema este descrisa in detaliu in Capitolul 4.

7.4 Interactiunea cu fortele produse de curgerea fluidului

Orice migscare de precesie a arborelui unei masini rotative (turbina,
compresor, pompa) afecteazd campul de curgere al fluidului de lucru, producand
forte si momente. Apare astfel un cuplaj intre miscarea arborelui si fortele de
reactiune aerodinamice/hidrodinamice, care poate fi destabilizator.

Un mecanism de producere a unui astfel de cuplaj, postulat de Thomas
[7.16] si Alford [7.17], apare la masini cu curgere axiald a fluidului de lucru, in care
o deplasare radiald a centrului rotii unei trepte produce o fortd transversala,
proportionala cu deplasarea. Acesta este cunoscut sub numele de “precesie datoritd
aburului” (steam whirl) sau “efectul jocului la capatul paletelor” (blade-tip-
clearance effect).

A,

—

Y,

Fig. 7.23 [7.14]

7.4.1 Instabilitatea datorita curgerii aburului la capetele paletelor

Intr-o treapta a unei masini cu curgere axiala a fluidului de lucru (fig. 7.23,
a), o deplasare radialad (in jos) va micsora jocul radial intr-o parte a discului paletat
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(jos) si va mari jocul radial in partea opusa (sus). Zona cu joc mai mic va functiona
cu randament mai mare §i va fi mai incarcata decat zona cu joc marit.

In partea de jos va actiona o fortd orizontald F | mai mare, iar in partea de
sus o fortd orizontald de sens contrar /3 mai micd. Fortele verticale laterale F, si
F, vor avea amplitudini intermediare (fig. 7.23, b). Rezultanta acestora este o forta

tangentiala F (fig. 7.23, ¢) care, dacd este mai mare decat forta de amortizare
externd, poate produce o precesie 1n sensul rotatiei rotorului (o precesie directd).

Se admite cad forta transversald este proportionald cu deplasarea radiald a
centrului rotii. Coeficientul de proportionalitate are forma [7.13]

d[ﬂJ

__ ) Ty

x= d(hjer’ (7.93)
H

unde 7 este randamentul treptei, T este cuplul produs pe treapta, » este raza medie a
paletei, , H este indltimea canalului dintre palete, / este jocul la varful paletei, iar
indicele ‘0’ denota pozitia centrica.

Se considerd un rotor simetric, format dintr-un arbore cu rigiditatea 2k si o
masd concentratd la mijloc 2m . Arborele este rezemat la capete in lagdre cu
rigiditatea kp astfel Incat pulsatia proprie neamortizata a sistemului se obtine din
(7.90) inlocuind K = kg . Viteza unghiulara de rotatie este (2. Amortizarea externa
actioneazd asupra masei rotorului si in lagare, cu coeficientii de amortizare 2c, si

respectiv cp.

Presupunand ca masa centrald a rotorului este un disc paletat de turbina, cu
¥, z coordonatele masei rotorului si y;,z; coordonatele arborelui in dreptul

reazemelor, ecuatiile migcarii libere sunt
0[5 .
m I, | 01y R A _ |k 0 y_kk 0l»|_
0 m||zZ 0 ¢ |2 -x 0]|z 0 ki|z 0 k|7
__|¢B 0 \In| kg 0 |}y
0 czllz 0 kgzllz|

Neglijand termenii de ordinul doi in y, ¢, si cp, ecuatia caracteristica

(7.94)

devine
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2
cp | A+ khs +iy=0. (7.95)
k+kp
Egaland A cu i@ la limita de stabilitate, se obtine pulsatia precesiei (7.90)

Kk

in timp ce conditia de stabilitate devine

2
k

+ > . 7.96

@€, [k+k3j wocp >| x| (7.96)

La aparitia instabilitatii, miscarea este o precesie directd cand y este pozitiv,
si precesie inversa cand y este negativ.

Daca momentul (cuplul) incarcarii aerodinamice T dintr-o treapta creste cu
turatia, atunci relatia (7.96) arata ca poate exista o turatie de aparitie a instabilitatii
peste care inegalitatea nu mai este satisfacuta. Aceasta turatie limita este dependenta
de sarcind, astfel incat instabilitatea este “declansatd” la un anumit nivel de putere.
Ea poate fi marita rigidizand arborele sau marind amortizarea. Este cunoscut faptul
ca madrind rigiditatea suportului lagarelor de obicei reduce coeficientul efectiv de
amortizare si adesea are un efect foarte mic asupra turatiei critice. Astfel, In practica,
parametrul cel mai susceptibil de modificat pentru Tmbunatatirea stabilitatii este
amortizarea suportului lagarelor.

Existd dovezi ca forma propusi de interactiune intre rotor si fluidul de lucru
este in concordantd calitativd cu experienta practica, Tnsa expresia lui y (7.93)

corespunde unui singur mecanism special al interactiunii. Desi relatia pare sa dea
valori corecte ca ordin de marime, existd indicii care sugereaza ca, in afara cuplului,
aceeasi importanta pot avea debitul fluidului si nivelul presiunii [7.13].

7.4.2 Interactiunea roata-difuzor

Fortele hidraulice care actioneaza asupra rotorului unei pompe centrifuge
se manifestd in doud moduri diferite. In primul caz, cand centrul arborelui este fixat,
fortele radiale apar ca rezultat al distributiei presiunii statice si a actiunii fluidului de
lucru. Acestea se numesc forfe de excitatie stationare. In al doilea caz, atunci cand
centrul arborelui are o miscare de precesie, se produc forte aditionale datorita
interactiunii Intre roata centrifuga si fluidul inconjurator. Acestea sunt forte dinamice
si sunt descrise prin coeficienti dinamici.

Cand rotorul se deplaseaza excentric in interiorul pompei, se dezvolta forte
importante: a) in etansdrile inelare; b) intre discul de acoperire al rotii si stator; c)
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intre discul de baza al rotii si stator; si d) Intre roatad si difuzor. Cand un arbore este
deplasat lateral intr-o etansare inelara, datoritd caderilor de presiune diferite din
interstitiu se produce o forta de readucere puternica. Aceasta fortd hidrostatica creste
cu caderea axiald de presiune si cu amplitudinea miscarii laterale a arborelui. Ca
urmare, interstitiul actioneaza ca un arc. Fenomenul, cunoscut ca efectul Lomakin,
este prezentat in Sectiunea 6.10.1.

La un arbore in miscare de precesie, forta tangentiala destabilizatoare este
perpendiculard pe deplasarea radiald a arborelui, producand o rigiditate de cuplaj
transversal, aproximativ proportionala cu viteza circumferentiala medie a fluidului.
In functie amplasarea in pompa, apar variatii importante ale vitezei circumferentiale
de intrare 1n etansarile inelare. Pentru a reduce drastic aceasta viteza, la intrarea in
etangari se utilizeaza bucse cu sicane radiale. Viteza circumferentiald medie poate fi
redusa si prin cresterea deliberata a rugozitatii statorului.

Cercetari recente au aratat ca discurile de acoperire ale rotilor dezvolta
forte destabilizatoare importante. Consideratii privind conservarea impulsului in
scaparile inverse, radial fatd de discul de acoperire, pot genera viteze
circumferentiale mari ale curgerii la intrarea in etansarile inelare de la intrarea in
roatd sau de la pistonul de echilibrare a presiunii. Jocurile marite ale etansarii de
iesire, datorite uzurii sau deteriorarii, maresc viteza circumferentiala fata de discul de
acoperire si la intrarea in etansare. Fortele laterale care actioneaza asupra rotilor
pompelor centrifuge pot avea de asemenea un efect dinamic important.

Asupra rotii actioneaza forte datorita asimetriei curgerii produse de voluta
sau difuzor si de miscarea rotii. In volutele pompelor se produc forte suprasincrone
la frecventa de trecere a paletelor. La randul lor, pompele cu difuzor pot genera forte
mari in domeniul subsincron, In functie de jocul intre roatd si carcasd. Forfe
subsincrone, avand componente cu frecvente intre 30% si 80 din frecventa rotatiei,
pot fi atribuite curgerilor partiale sau asociate cu fortele destabilizatoare.
Interactiunea roatd/carcasa poate fi descrisa utilizdnd coeficienti dinamici ai fortelor.

La compresoarele centrifuge apar frecvent vibratii autoexcitate, mai des n
cele cu aranjament “spate-in-spate” si in unitati industriale cu turatii mari, pentru
gaze cu densitate mare. De fapt, la un procent mare de compresoare cu turatii mari se
observa vibratii subarmonice cu amplitudini mici chiar in conditii normale de lucru.
La unele dintre acestea apar probleme de stabilitate. Frecventa predominantd a
vibratiilor observate este egald cu frecventa proprie fundamentald de incovoiere a
rotorului.

Vibratiile autoexcitate datorite fortelor aerodinamice sunt de doua feluri: a)
vibratii la care fortele destabilizatoare sunt functie de miscarea de precesie a
rotorului; acestea sunt produse de etansarile labirintice si de incarcarea nesimetrica a
paletelor rotii centrifuge; si b) vibratii la care curgerea principald este destabilizata
de forte hidrodinamice sau véascoase, care sunt independente de vibratia mecanica,
cum sunt cele produse de curgerea desprinsd rotitoare (rotating stall) si/sau de

pompaj (surge).
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Fortele aerodinamice care apar In urma interactiunii rotii cu fluidul antrenat
introduc rigiditati atat directe cat si de cuplaj transversal. Intr-o masina cu curgere
radiala a fluidului de lucru, variatia fortei datorita variatiilor jocului este neglijabila
in comparatie cu cea produsa de variatia impulsului fluidului intr-o roata excentrica,
deoarece prima dintre acestea este perpendicularad pe directia curgerii principale.

La toate compresoarele pentru gaze de mare densitate s-au inregistrat si
vibratii fortate. Acestea au urmatoarele comportari tipice: a) apar aproape de regimul
de pompaj si au amplitudine relativ constanta; b) frecventa asincrona este foarte
joasa (10% din cea corespunzatoare turatiei) si ¢) amplitudinea asincrond depinde de
viteza la extremitatea paletelor si de densitatea gazului.

7.5 Precesia inversa datorita frecarii uscate

Precesia inversd produsd de frecarea uscatd este o vibratie autoexcitatd de
contactul cu frecare intre rotor si stator. Rotorul este in contact permanent cu
statorul, alunecand continuu pe suprafata de contact, avand o migcare de precesie
inversd, la o frecventd nesincrond care depinde de amortizare si de raportul intre
rigiditatile rotorului si statorului.

7.5.1 Contactul cu frecare intre rotor si stator

Céand rotorul ajunge in contact cu statorul, sunt posibile diferite tipuri de
miscare, de la precesia directd sincrond, precesia sub- §i supra-sincrond, pand la
precesia inversd si migcarea haotica. Problema de contact este puternic neliniard
chiar daca rotorul si statorul sunt liniare.

Precesia inversa la contactul cu frecare a fost semnalata de Newkirk [7.18]
pe cand studia frecarea radiala de contact a arborelui. In timpul unui experiment,
frecarea a devenit puternica si, datorita fortei mari de frecare, rotorul a Inceput sa se
roteascd violent pe suprafata interioard a unui inel statoric rigid. Rularea nu a avut
loc pana cand arborele nu s-a frecat puternic de inelul statorului.

In pofida neliniaritatii puternice datorita contactului, dezechilibrul masic al
rotorului poate produce o precesie sincrona purd. Totusi, In anumite conditii,
migcarea sincrona poate deveni instabild iar migcarea rotorului se poate transforma
intr-o precesie asincrona care poate fi foarte distructiva. Precesia inversa poate apare
chiar in domeniile de turatie in care precesia directd sincrona este stabila.

In [7.19] se descrie aparitia unor freciri de contact rotor/stator la un
turbogenerator de 600 MW care a fost total distrus in timpul precesiei inverse.
Companiile de asigurari relateaza ca cele mai frecvente deteriorari la turbinele cu
abur apar ca urmare a contactului dintre rotor si stator, ajungand pana la 22% din
totalul despagubirilor platite in domeniu.
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Cauza principala a precesiei datorita frecarii uscate este ungerea improprie in
maginile cu jocuri mici. O descriere simplificatd a mecanismului care produce acest
efect apare in cartea lui Den Hartog [7.21]. Aceeasi explicatie este data in [7.22]. In
[7.19] se prezinta o solutie analitica care tine cont de dezechilibrul rotorului, frecarea
si alunecarea intre rotor §i stator, precum si masa, rigiditatea si amortizarea rotorului.

punct de
contact

Fig. 7.24 [7.20]

Cercetari recente sustinute de rezultate experimentale sunt descrise in [7.20].
In fig. 7.24 este ilustrata deplasarea rotorului fara alunecare pe suprafata interioara a
carcasei, la citeva momente diferite in timp. Se poate observa cé in timp ce rotatia
rotorului este de numai 60 de grade, miscarea de precesie parcurge un ciclu complet.

7.5.2 Precesia instabila datorita frecarii uscate

“Precesia uscatd” este rezultatul unei forte de frecare neechilibrate de tip
Coulomb care apare intr-un punct de pe suprafata exterioard a unui arbore sau rotor,
cand acesta este deformat pana atinge statorul (fig. 7.25). Deoarece forta de frecare,
F, este aproximativ proportionald cu componenta radiald, N, a fortei de contact, se

creaza premizele unei instabilitati.

Forta de frecare F, poate fi descompusd intr-un cuplu F,C si o forta

paraleld si egala, aplicate in centrul arborelui (deformat). Cuplul actioneaza ca o
frAna asupra arborelui, care se presupune ca este antrenat cu viteza unghiulara
constantd (2, necesitind o crestere neglijabild a cuplului motor. Forta F, prin

centrul arborelui actioneaza intr-o directie tangentad la suprafata interioard a
lagarului. Directia fortei F, se schimba cu pozitia arborelui in lagar sau ghidaj,

astfel incat arborele va fi deplasat in interiorul lagdrului asa cum este ardtat cu
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sageata desenata cu linie intrerupta. Se observa ca arborele este deplasat de-a lungul
interstitiului in sens contrar propriei rotatii (precesie inversd). Cand punctul de
contact se deplaseazd in lungul periferiei carcasei sau ghidajului, forta raméne
tangenta la cercul de precesie, intretindnd miscarea.

Fig. 7.25 Fig. 7.26

Aceastd precesie inversa poate apare daca forta de frecare de contact este
suficient de mare pentru a preveni alunecarea intre rotor si stator. O conditie de
nealunecare in punctul de contact impune ca precesia rotorului sa aiba loc la viteza
unghiulard @y exprimatd in functie de viteza unghiularad de rotatie a arborelui (2
prin relatia cinematica (fig. 7.26)

g = _% Q. (7.97, a)

unde r este raza arborelui si C este jocul radial. Deoarece jocurile inelare, chiar cele
din afara etansarilor, sunt foarte mici in comparatie cu raza rotorului, din formula de
mai sus rezultd pulsatii foarte mari ale precesiei inverse, care nu se pot atinge in
realitate, cadnd mai intervin miscarea de alunecare si suprafete de contact
deformabile. Totusi, este posibil sa apara frecvente suprasincrone foarte mari si forte
mari care produc deteriorari importante. De notat ca precesia inversd da nastere la
tensiuni alternante in arbore, care pot produce ruperi prin oboseala.

Daca rotorul aluneca fatd de stator, se obtine o expresie diferita a pulsatiei
precesiei. Forta normald este egald cu diferenta intre forta centrifugd si forta de

readucere elasticdi N =mCa),2e —kC. In directie tangentiala, forta de amortizare
vascoasa este Fj; =c,Cwp iar forta de frecare este F,=uN, unde u este
coeficientul de frecare.

Pentru a mentine contactul continuu, forta radiald rezultanta trebuie sa fie

orientata spre exterior. Din conditia m Ca)lze >kC rezulta

k
a)R>‘/—,
m
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deci valoarea absoluta a pulsatiei miscarii de precesie trebuie sd fie mai mare decat
pulsatia proprie neamortizata a rotorului.

Pentru a intretine precesia, forta tangentiala trebuie sa fie orientatd in sensul
fortei de frecare de contact, Fp + F; 20,

)7 (mCa)Izg —kC)+ceCa)R 20.

Aceastd conditie conduce la urmatoarea ecuatie de gradul doi in pulsatia
precesiei

c k
a),za +—wp——20
um m

cu solutia acceptabila

2
wp =K _be |1pbe |, (7.97, b)
m|  u H

ce
2 Jkm

Aceastad explicatie simpld se bazeaza pe un model de rotor simetric cu un
disc, in care planul frecarii rotor/stator coincide cu planul care contine masa
concentrati. In general, frecarea intr-un plan poate produce o precesie de
amplitudine mare in alt plan, in care amplitudinea precesiei nu este limitatd de jocul
intre rotor si stator.

incare {, =

Desi explicatia lui Den Hartog pare si arate ca toate cazurile de frecare
rotor/stator ar putea initia vibratii necontrolate ale rotorului, aceasta nu se Intdmpla
in masinile reale, In principal datoritd deformabilitatii statorului si amortizarii
inerente din sistem. Se considera ca, deoarece trebuie sa existe o valoare minima a
coeficientului de frecare la suprafata de contact, sub care vibratia nu poate fi
intretinuta, este posibil ca, pentru un nivel dat al amortizarii, vibratia sd se atenueze
indiferent de rigiditatea statorului.

Aparitia precesiei inverse cu alunecare sau cu rostogolire purd este
determinata de unghiul de frecare. Sub o valoare limitd a unghiului de frecare
precesia inversa nu este posibila.

7.6 Instabilitatea datorita factorilor asimetrici

Scopul acestui subcapitol este prezentarea caracteristicilor teoretice
particulare ale rotoarelor axial asimetrice in termeni cantitativi simpli. Ortotropia
arborelui produce vibratii cu un varf de rezonanta la aproximativ jumatate din turatia
critica si, pentru amortizari mici, un domeniu de comportare instabila posibila intre
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cele doud turatii critice. In plus, raspunsul la dezechilibru masic este functie de
pozitia unghiulard a dezechilibrului. Rotoarele care au discuri cu momente de inertie
diametrale diferite (de ex. elicile cu doud pale ale avioanelor mici si turbinelor
eoliene, si unele ventilatoare) sunt dinamic instabile peste o anumita turatie, iar unele
dintre acestea pot reveni la o conditie stabila la o turatie suficient de mare, in functie
de marimea cuplurilor giroscopice si de diferenta intre momentele de inertie masice
principale.

7.6.1 Excitatia parametrica

O clasa aparte de instabilitati ale sistemelor rotor-lagare este descrisd de
ecuatii diferentiale cu coeficienti variabili. Deoarece coeficientii constau din
parametri ai sistemului rotor-lagare, acest tip de instabilitate se numeste “excitatie
parametrica”. Spre deosebire de instabilitatile autoexcitate, In care precesia are loc
totdeauna la o pulsatie subsincrond egala cu o pulsatie proprie a sistemului,
excitatiile parametrice produc precesii care pot fi sincrone, subsincrone sau
suprasincrone, in functie de modul de variatie a parametrilor in fiecare caz particular.
Unele dintre aceste “instabilitati” seamdnd mai mult cu o turatie criticd sau cu o
vibratie fortatd decat cu o instabilitate propriu zisd, atit prin comportare cét si ca
forma analiticd. Intr-adevar, unele pot fi chiar “antrenate prin domeniul de
instabilitate”, adicd se poate gési o turatie superioara la care rotorul redevine stabil.
Uneori, totusi, “domeniul turatiilor instabile” este destul de larg. In continuare se
prezintd doud cazuri simple: a) un arbore cu rigiditati diferite in doud planuri
ortogonale, si b) rotorul cu un disc, cu momente de inertie masice diametrale diferite
fata de doua axe ortogonale.

7.6.2 Anizotropia arborelui

Un arbore poate avea flexibilitate asimetricd datoritd unor canale frezate,
cum sunt canalele de pana si crestaturile de bobinaj, sau datoritd imperfectiunilor de
fabricatie. La arbori cu rigiditati diferite In doud directii perpendiculare intre ele
(rigiditate ortotropd) existd un domeniu de turatii in care precesia arborelui este
instabild. La astfel de sisteme, cu reazeme circular izotrope, este mai convenabil de
lucrat intr-un sistem de coordonate care se roteste odata cu axele principale de inertie
ale sectiunii transversale a arborelui, evitand astfel prezenta in ecuatiile de migcare a
unor coeficienti variabili in timp.

7.6.2.1 Precesia libera a unui arbore vertical neamortizat

Se considera un rotor Laval-Jeffcott cu o masa la mijloc, lagare rigide si
sectiunea transversald cu momente de inertie axiale principale /; si /, (fig. 7.27, a).

Analiza se face utilizand un sistem de coordonate 7, { care se roteste cu viteza
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unghiulard constantd a arborelui (2, pozitiva in sens anti-orar. Se presupune ca
deplasarile 7 si § sunt paralele cu axele principale de inertie (fig. 7.27, b).

Fie k, rigiditatea in directia 7 si k; in directia £ . La arborele din fig.

727, k,, <k,.Axa n fata de care rigiditatea este minimd se numeste “axa slaba”.

Notand
1 1
k= vhe). k=2 (ke k). (7.98)
rigiditatile principale se pot scrie sub forma
ky=k+A4k, k,=k-A4k, (7.99)
si se defineste gradul de asimetrie
k-—k
_Ak ke Thy (7.100)
k  ky+k,
zZ

Fig. 7.27

Daca arborele ar fi axial izotrop, ecuatiile de miscare in coordonate fixe ar
fi(2.3)

my+ky=me2*cos (Q21+0,),

(7.101)
mz+kz=me*sin (21+6,).
Utilizand transformarea de coordonate (2.35)
=1 cos Qt—{¢ sin Qt,
I ¢ (7.102)

z=nsin Q¢+ cos Qt,

ecuatiile (7.101) pot fi scrise in coordonate rotative sub forma (2.47)
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mij—2mQ ¢ + (k—mQ?*)n = meQ*cosb,,

! (7.103)
m+2mQp+ (k—mQ*) = meQ*sinb,.
Pentru arborele ortotrop, ecuatiile (7.103) devin
miy’—Zm.Qf+ (k —sz)n = meQ*cosb,,
" 0 (7.104)

m¢ +2mQn+ (ky —mQ*){ = meQsind).

7.6.2.1 Precesia libera. Vitezele unghiulare de precesie

La un rotor vertical cu o masa centrald perfect echilibrata, se considera
partea omogena a ecuatiilor (7.104)

ii-2Q¢+ (o) —Q%)n =0,

3 (7.105)
C+2Qn0+ (0F -Q7)( =0,
in care
k k
wp=-1L,  @f=-%, (7.106)
m m

sunt patratele pulsatiilor proprii de incovoiere.

Cu solutii exponentiale de forma

n=me, {=¢pe’, (7.107)
ecuatiile (7.105) se transforma in
(A + o, Q%) g —2Q A, =0,

o4 P02 ~ (7.108)
o+ (A" +o; )¢y =0.

Pentru a avea solutii nebanale, determinantul coeficientilor trebuie sa se
anuleze. Din aceastd conditie se obtine ecuatia caracteristica

(2 +ap —Q%) (A + 0} -Q)+(204) =0,
sau
A= (o] + 0} +20°) 27 +(0; -Q%) (0} -Q%)=0. (7.109)
Radacinile sunt
At =—%( o]+ +20Q%) %
(7.110)

i\/ %(mj + 0} +292°) - (0] -Q%) (0} -Q%)
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La arborele din fig. 7.27, w, <o, . In fig. 7.28, a se prezinti variatia lui

A2 in functie de 2.

2
A., [73)
2 o 1
/12 2
oy
'2
2 ¥
_ wﬂ _/ UJ,] wé‘ 0 2 wz
2 2
B A
%
A2
a

Fig. 7.28 [7.23]

Daca Q2< @, si oy < 2 , ambele radacini A% sunt negative, deci A este

pur imaginara,

,11,1’;=iiw1,w1=,/‘,112, 12,,1’;=iiw2,w2=,/‘ﬂ,§ . (7.111)

si rotorul este totdeauna stabil.

A < 1x 2 .
Cand o, <2 <o, ,radacina A este pozitiva

WA =%a,, ay=4 A7, (7.112)

astfel incat una din valorile lui A este reald pozitiva si rotorul devine instabil.

In fig. 7.28, b este ilustratd variatia lui @,, @, si ¢, in functie de 2.

La limita de stabilitate, partea reala a lui A4 este zero si, deoarece A% este
real, partea imaginard a Iui A trebuie sa fie de asemenea zero. Astfel, pulsatiile
limitd se pot obtine 1nlocuind A =0 in ecuatia (7.109). Rezulta

Qu=0,  Q,=o,, (7.113)
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si rotorul este instabil intre aceste doud pulsatii. Miscarile instabile din acest
domeniu ar fi putut fi prezise direct din ecuatia (7.109) utilizdnd criteriul Routh-
Hurwitz, coeficientul a, fiind negativ.

7.6.2.2 Diagramele vitezelor unghiulare de precesie

In figura 7.29, a s-a reprezentat grafic variatia pulsatiilor proprii g

calculate fata de sistemul de coordonate rotativ, in functie de 2. in fig. 7.29, b se
aratd un grafic similar pentru pulsatiile proprii wg calculate fatd de sistemul de

coordonate fixe y,z.In ambele figuri s-a considerat un grad de asimetrie x = 0,28.

[OS / Domeniul
/' instabil

Ao,

Domeniul
instabil

S
S

Fig. 7.29 [7.3]

Un fenomen interesant corespunde punctului P din fig. 7.29, b, care
defineste o miscare fira precesie (@ =0) la viteza unghiulari de rotatie 2 =@, /2.
O astfel de migcare ar putea fi produsd de o excitatie fixd in spatiu, cum ar fi
greutatea proprie a unui rotor orizontal. In fig. 7.29, a acest punct se afla pe dreapta
wp = -2 . Intr-adevir, o fortd cu directie fixa fatd de sistemul de coordonate fixe
apare ca rotindu-se in sens contrar, cu viteza unghiulara — (2 fatd de sistemul de
coordonate rotativ. Detalii se prezinta in Sectiunea 7.6.2.5.

Asimptotele corespund liniilor din diagramele vitezelor unghiulare de
precesie din fig. 7.7, trasate pentru un rotor cu arbore axial izotrop. Desi s-au utilizat
patru cadrane, este suficient doar semiplanul drept (unde (2 >0).
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Q+a)1

Q - a)z
= @45 ,,,,,,,,,
Fig. 7.30
Dg /20
/
/
Vs ~
. / e
g /
|
|
a)n |
|
) | |
- } :
Fig. 7.31

O diagramad a vitezelor unghiulare de precesie reprezentatd doar in
semiplanul drept (pentru (2 pozitive) este aratatd in fig. 7.30. Pentru a mari zona
instabild, diagrama a fost calculatd pentru un grad mare de asimetrie x=0,5283
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[7.23]. Linia intreruptd @g =2 (inclinata la 450) marcheazd cele doud viteze
unghiulare critice de precesie sincrona.

Adesea, diagrama vitezelor unghiulare de precesie este reprezentatd numai
in primul cadran, ca in fig. 7.31. Suprapunerea pulsatiilor pozitive peste cele
negative ingreuneaza interpretarea diagramei.

7.6.2.3 Diagrama de stabilitate
Notand

(7.114)

precesia este instabila in domeniul @, <2 <o, la vitezele unghiulare de rotatie

Wy 1-pu<2<wy 1+ u. (7.115)

Figura 7.32 este o diagrama de stabilitate care aratd regiunile cu precesie
stabila si precesie instabila, in functie de gradul de asimetrie x4 si de viteza

unghiulara de rotatie (2. Curbele limitd sunt parabole. Domeniul instabil creste cu
gradul de asimetrie.

y7

1 S

instabil
stabil stabil

03 f——————— % ——

Fig. 7.32[7.14]

7.6.2.4 Raspunsul la dezechilibru masic

In coordonate rotative, rispunsul la dezechilibru al rotoarelor neamortizate
este descris de ecuatiile (7.104). Solutiile Tn regim stationar au forma

02 2
n=e——— cost, ¢=e—F—sing,. (7.116)

a)U—Q a)g—_Q

Dezechilibrul produce o deplasare constantd in timp, cu amplitudinea

p=An"+<7.
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In sistemul de coordonate fixe, centrul discului are o precesie sincrond pe
un cerc de razd r = p. Aceasta depinde de viteza unghiulard (2 si de unghiul de

pozitie al centrului de greutate 6,. O prezentare mai detaliatd se face in Sectiunea
7.6.2.6 pentru rotoare cu amortizare externa.

7.6.2.5 Incarcarea prin greutatea proprie

Dupa cum se poate observa din diagramele pulsatiilor proprii (Sectiunea
7.6.2.2), precesia unui arbore axial asimetric perfect echilibrat are o particularitate in
plus cand axa este orizontala. Forta gravitationala produce o rezonanta secundara.

In coordonate fixe
fy=mg, f.=0. (7.117)
Transformarea fortelor din coordonate fixe in coordonate rotative se scrie
Sy =1, cosQt+ f. sin Q1

7.118
Je=—f, snQt+f, cosQt. ( )

Inlocuind (7.117) in (7.118), incircarea gravitationald poate fi exprimati in
coordonate rotative sub forma

Jyp=mgcosQt, fr=-mgsinQt. (7.119)

Inlocuind in ecuatiile (7.104) fortele de dezechilibru prin greutatea proprie
mg rezulta

mij—2me+ (k) —sz)nzmgcos.Qt,

. (7.120)
m¢ +2mQn+ (ky —mQ*){ =-mgsin2t.
Cu solutii de forma
n=ngcost, ¢ =C¢;sinQ¢, (7.121)
se obtine
(w0 ~29%) 16 22 (g =~
(7.122)
—2Q%n+ (0f 2Q%){; =-g,
si
4Q° -0’
Ng =—8 ’ (7123, Cl)

a)ia)é —2.(22(0),27 + a)zv)
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c 195w, (7.123, b)
G =g . . ,
2 .2 2 2 2
0,0 -20 (a),] +a)§)

La pulsatia de anulare a numitorului expresiilor (7.123)

2 2
w,, @
PoLRLY e £ (7.124)
2\ wy + o

apare o rezonantd, deci la aproximativ jumatate din media celor doud viteze
unghiulare critice.

Intr-adevar, cand diferenta celor doud rigiditati este foarte mica, adica
w, = 1 @f =(1+&)a,,

.Qsz= wja)éz = a)g(1+5)2 ;wj)((le)g)zaf (1+£),
2(“’77*’“’4) 2[1+(1+5)2] e
sau
Q, ;@(Hfj:lw. (7.125)
2\ "2) 2 2

Astfel, la rotoare cu arbori axial asimetrici apare o rezonantd subarmonica
produsa doar de greutatea proprie, cunoscuta ca viteza unghiulard critica secundard.

| 1
o | |
. QE) | |
o Rezonanta | |
& subarmonicy | |
8. : '
= ! |
o | |
g | |
3 ' ! |
£ I I l
—

= I I Domeniu |
potential |

| | !
| | instabil |
I
! | |

~ (Qc1+Qc2)/4 ch Q°2 Q

Fig. 7.33 [7.4]

In vecinatatea turatiei critice secundare, numaratorul si numitorul expresiei
razei precesiei produse de greutatea proprie au acelasi ordin de marime. Raza

precesiei stationare depinde de raportul (a)ég - a),? )/ (Qf -? ) Rezulta ca la aceasta

turatie cresterea in timp a amplitudinii rezonante este lenta.
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In fig. 7.33 se prezinti schematic variatia, in functie de viteza unghiulara
de rotatie, a amplitudinii precesiei produse de actiunea simultana a dezechilibrului
masic $i greutatii proprii.

7.6.2.6 Arbore axial asimetric, cu amortizare externd

Prezentarea care urmeaza este reprodusd din articolul clasic al lui H. D.
Taylor [7.24].

ymin

yav

Fig. 7.34

Figura 7.34 ilustreaza variatia deformatei statice a unui arbore orizontal
rotit incet; valoarea maxima apare cand axa slabad este verticald (pozitia A) iar cea
minima cand axa slaba este orizontald (pozitia C). Pentru pozitii intermediare (ca in
S) centrul arborelui se deplaseazd pe o orbita circulara care trece prin punctele
extreme, pe care o parcurge de doud ori In timpul unei rotatii complete a arborelui.

In fig. 7.35 se arati pozitia arborelui pe orbiti la fiecare sfert de perioada
de rotatie.
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La un arbore in rotatie, un dezechilibru masic care se roteste cu dublul
vitezei unghiulare a arborelui va produce o vibratie a arborelui cu frecventd dubla, cu
un varf rezonant la o turatie a arborelui egald cu jumatate din media turatiilor critice
fundamentale.

Réspunsul la dezechilibru al unui rotor simplu, cu amortizare vascoasa
externa, este descris in coordonate rotative de ecuatii de forma

7 N 26,09 =282 |fn N (1-p)oj-2°  -2{,0,0 T _ 02 cos 6
T 20 20 ||¢ 20,2 (1+p)ot-02||¢f 7 \sing,

(7.126)
in care raportul de amortizare

£ =G (7.127)
2m0)0

Curbele raspunsului la dezechilibru masic au aspect diferit in functie de
valoarea relativa a gradului de asimetrie fatd de raportul de amortizare. Cand x> ¢,,

raza precesiei arborelui poate deveni infinita, chiar in prezenta amortizarii. La arbori
cu asimetrie axiald moderata (u < e) , aparent nu exista o razd de precesie infinita

dar apar o serie de alte particularitati.

_ .0
45 8,45

40

f o]

)
P

N In
N )/

N J
N [\
s / /90" \o°
o VAR
5 7 il §\

m|\

/
.

//

0
09 0,95 1 1,05 11
Q/Q

Cay

Fig. 7.36

In fig. 7.36 se prezinti curbele de raspuns la dezechilibru masic, pentru patru
valori ale unghiului 6, intre raza vectoare a centrului de greutate al discului, in

sistemul de referintd mobil, si axa “slaba” a arborelui, pentru ¢ =0,05 si £, =0,07.
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Se observa ca o pozitie favorabila a dezechilibrului masic poate reduce de cinci ori
raspunsul maxim al rotorului, pentru valori nemodificate ale dezechilibrului,
raportului de amortizare si gradului de asimetrie. Varful cel mai pronuntat apare

cand dezechilibrul este defazat 45° inaintea axei slabe, in sensul rotatiei. Varful cel

mai mic apare cand dezechilibrul este defazat 45° in urma axei slabe (90 =—45" )

(o]
N0 4e=50

"Wea.k”

axis

Fig. 7.37

In fig. 7.37 se prezinti diagrama polari a variatiei razei maxime de precesie
a discului rotorului 1n functie de pozitia unghiulard a dezechilibrului fatd de axa
slabd a arborelui, pentru patru valori ale raportului de amortizare. Aceastd raza
maxima poate varia considerabil cu sensul rotatiei deoarece, dacd se inverseaza

sensul rotatiei, punctul cel mai sensibil pentru dezechilibru (45° inaintea axei slabe)

devine punctul cel mai putin sensibil (45° in urma axei slabe).

Conditia de stabilitate este

2 2
1—[‘2—2 —u2+4§30—220. (7.128)
@ @
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1,0
<
é’ 20,6
M \(
04
0,5 \.a/
Domeniul
stabil sub L7
curbele limitd 0
0 0,5 1,0 1,5
Q/o

Fig. 7.38 [7.14]

In fig. 7.38 se prezinta o diagrami de stabilitate, in care curbele limitd au
expresiile

2
? — 2 | @,0
212227 | (1-222) —(”—fj . (1.129)
@ @y

Cu amortizare suficientd §i cu o asimetrie minima a arborelui se poate evita
functionarea instabila.

7.6.3 Distributia axial asimetrica a masei

Se considera un arbore elastic axial simetric, cu masa neglijabila, care se
roteste cu vitezd unghiulard constantd. Arborele este rezemat in lagare identice
circular izotrope si are la mijloc un disc rigid. Deoarece discul este astfel rezemat
incat deplasarile unghiulare sunt decuplate de cele de translatie si se roteste fatd de
una din axele principale de inertie, se vor examina oscilatiile de mica amplitudine
fatd de celelalte doud axe principale de inertie.

7.6.3.1 Ecuatiile lui Euler

Fie un disc rigid montat articulat in centrul de greutate O, plasat in originea
triedrului de referinta fix X, Y, Z (fig. 7.39).

Este convenabila utilizarea unui sistem de coordonate &,77,{ care se
roteste cu discul, fata de care momentele de inertie masice si cele centrifugale sunt
constante. Daca acest sistem coincide cu axele principale de inertie ale discului,
momentele centrifugale sunt nule iar cele de inertie sunt momentele de inertie
principale J,, J,, J;3.
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Dacd versorii i,j,k ai axelor &7, coincid si se rotesc cu axele
principale de inertie /, 2, 3, atunci momentul cinetic fata de centrul de greutate este

unde ®;, w,, w; sunt componentele vitezei unghiulare absolute a discului in
lungul axelor principale de inertie.

Viteza unghiulard, @ , exprimatd prin cei trei versori i, j, k, fatd de un
sistem de coordonate fixe, este

Conform teoremei momentului cinetic, cuplul exterior este egal cu derivata
lui K 1n raport cu timpul

M=""=""1mxK, (7.132)

k
M=J1@1;+J2a.)2j+.]3a.)3l€+ a)l 602 a)3 . (7133)

~.

Jo, Jyo, Jyo;

Cuplul care actioneaza asupra discului are componentele M, M,, M; in
lungul axelor principale de inertie

M =M i +M,j+M k. (7.134)

Egaland componentele corespunzitoare din expresiile (7.133) si (7.134) se
obtin ecuatiile scalare

M1=J1d)1—(]2—J3)0)2w3, (7135,61)
M2:J26(')2—(J3—J1)QJ30)1, (7135,b)
M3:J30')3—(J1—J2)a)1602, (7135,0)

cunoscute ca ecuatiile dinamice ale lui Euler.

7.6.3.2 Ecuatiile momentului cinetic

Daca axa & este in lungul axei de rotatie iar axele 77 si ¢ sunt in lungul
unor diametre perpendiculare Intre ele, se pot introduce urmatoarele notatii
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JPZJI’ JT]:JZ’ J§=J3, (7136)
0 =w, =const., W, =0,, Or=03, (7.137)

Ecuatiile (7.135, b) si (7.135, ¢) devin
Iy, —\Jy=Jp)Rw, =M, 130
Jeory~(Jp=J,)Qw, =M, 7139
Pozitia unghiulara a discului fata de sistemul de coordonate fixe se noteaza
c=Lj+rk (7.140)
unde £ si y sunt componentele unghiului dintre axa arborelui si linia lagarelor in
triedrul de referinta rotativ

Fig. 7.39
Derivata lui & in raport cu timpul este

G=pi+Bi+ik+yk, (7.141)
unde

j=0xj=0ixj=Qk, k=0xk=Qixk=-Q7],

astfel Incat B
(B-2y)j+(r+02B)k. (7.142)

c

insa
T=w,j+ak. (7.143)
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222
Componentele vitezei unghiulare absolute in lungul axelor diametrale sunt
w, =p-0Qy,
7 ﬂ 4 (7.144)
Inlocuind (7.144) in (7.139) rezulta
Jn(ﬂ—_Q;})—(Jg—JP)(7}+_Qﬂ)_(2=M,7, (7.145)
I+ 2B)-(sp-0,)2(p-r)=m,
sau

.. . )
Ty B+ 2(Jp=d,=J; )i+ 2 (Jp-d.)B=M,, 146
. : 2 :
Jei=(Ip=d, = ) B+ 2 (Jp—, )y =M,.
Componentele cuplului aplicat ca urmare a deplasarilor unghiulare £ si ¥
au expresiile
M,=-Kp, M;=-Ky, (7.147)
unde K este o rigiditate torsionala. Ecuatiile (7.146) devin
.. . )
1 i+ @(Tp-a, -0 )y K+ 22 (1p-0.)] p=o0, as)

J;j/'—.()(JP—J,]—J;),B+[K+.(22(JP—J,7)];/=0.

7.6.3.3 Vitezele unghiulare de precesie in coordonate rotative

Ecuatiile de miscare (7.148) pot fi acum rescrise in functie de parametri

adimensionali

(1+¢) fj+(@-2)27+|02-2*(1-a-£)| g =0,

. ) (7.149)
(1-¢) 7'/'—(05—2).0/3+[a)0 —.Qz(l—a—g)] y=0,
unde
Jp . .
a=1—"— este un factor de cuplaj giroscopic, (7.150)
P (‘]77 +J¢
Jp—=J¢ . . .
= este un factor de asimetrie masicd, (7.151)
Jy+J,
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a)g =T este o pulsatie proprie (fictitivd) de referinta. (7.152)
P (‘] n T J( )
Cu solutii exponentiale de forma
B=hye™. r=re’, (7.153)

ecuatiile (7.149) se transforma in

[(I—H,‘)/Iz +a)§ —Qz(l—a—g)]ﬂo +(a—2)Q/170 =0,
(7.154)
~(a=2)Q B, + [(1+g),12+w§—02(1—a—g)]y0 = 0.

Pentru a avea solutii nebanale, determinantul coeficientilor deplasarilor
unghiulare trebuie sa se anuleze. Din aceastd conditie rezulta ecuatia caracteristica

a2t + 20,22 +ay =0, (7.155)
in care
a1=1—€2,
ay = a)g+_(22[1—52+%(a—2)} , (7.156)
_[ 2 2 2 2
ay=|w, -2 (l—a—g)”a)o—!.? (1—a+g)]

Valorile proprii au expresiile

2
.+ _
11,2,3,4=J_r\/ DND NG (7.157)

a

Conditiile de stabilitate sunt

a >0, a, >0, a;>0. (7.158)
Primele doud conditii sunt satisfacute pentru

O<e<l/2 si O<a<2, (7.159)

iar ultima conditie impune
[a)§ —92(1—a—g)] [wg —02(1—a+g)] >0.  (7.160)

Vitezele unghiulare critice se noteaza
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20 20
—_— Q)=
N l-a+e’ 2 J1-a-¢

Cazul I. Cand Jp este momentul de inertie masic cel mai mare, 1+s<a,

0, = (7.161)

conditia (7.160) este satisfacutd si sistemul este stabil la toate vitezele unghiulare
. In fig. 7.40 se prezintd variatia pulsatiilor proprii de precesie fatd de un sistem
de coordonate mobil, fixat de rotor, in functie de viteza unghiulard de rotatie. In

acest caz a § —a,a3>0,deci A% este reala si negativi. Sistemul este oscilator.

@y (2N @y
a,
: Domeniul
I-¢ N instabil
@,
Vi+e \
0 0 L ol
o _/,0, o Q
\ 2 2
a b c

Fig. 7.40

Cazul II. Cand Jp este momentul de inertie intermediar, 1-s<a <l+¢,
sistemul este stabil la viteze unghiulare (2 < (2, si instabil pentru (2> 2. Daca
exista o viteza unghiulara critica, atunci migcarea va fi stabild sub aceastd viteza si
instabild deasupra ei (fig. 7.40, b).

Cazul III. Cand Jp este momentul de inertie cel mai mic, a<l-¢,
sistemul este instabil la viteze unghiulare (2, < 2 < (2, si stabil pentru 2 < 2, si

£, <. Daca exista doua viteze unghiulare critice, miscarea va fi stabild sub cea

mai mica si peste cea mai mare, dar va fi instabilad intre cele doud viteze unghiulare
critice (fig. 7.40, ¢). Pentru o anumita valoare « , introducerea unei asimetrii masice
¢ tinde sd micsoreze (2, si sa creascd (2, , largind domeniul turatiilor instabile.

Aceastd observatie se aplicd si rotoarelor in consold, cu arbori rigizi, cu
discuri sau elici montate la un capat si articulate la celalalt capat, pentru care
momentele de inertie transversale fatd de pivot (incluzind masa inmultitd cu o
lungime la patrat) sunt mai mari decdt momentul de inertie masic axial.
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Fig. 7.41 [7.25]

In fig. 7.41 se aratd o diagrama 3D a limitei de stabilitate pentru rotoare
neamortizate, cu arbori axial asimetrici, in functie de parametrii « si &, si de viteza

unghiulard adimensionald €2/, [7.25], pentru Cazul III.

7.6.3.4 Influenta amortizarii externe
Daca se include amortizarea vascoasa externd, ecuatiile (7.49) devin

(1+g)B+24’ea)0ﬁ’+(a—2)[27+[a)g—Qz(l—a—g)]ﬂ—%’ea)o!}}/:O,

(7.162)
(1—8)}'/'—(05—2)_Qﬁ"+2§ea)0;?+2§ea)0.(2,8+[a)§ —92(1—a—g)] 7 =0,
unde
C
Ce=7". (7.163)
2(00]71

Conditia de stabilitate (7.160) devine

[a)g—gz(l—a—g)] [wg —_(22(1—0:+g)]+(2§e!2)2 >0 (7.164)

iar vitezele unghiulare critice (7.161), la marginile domeniului instabil, devin

1

(1—a—2§§ )i\/4g§ (§3+a—1)+52

2, =

(7.165)
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Asa cum se aratd in diagrama de stabilitate din fig. 7.42, In prezenta
amortizarii externe domeniul instabil (.Qz —.Ql) este mai Ingust si deplasat spre

viteze unghiulare de rotatie mai mari.

A
1 a=2¢
&
08 [ 0
U instabil
stabil
06 [ $e=0.75
04
02 I 0,05 stabil
0 1 2 3 Nlo,

Fig. 7.42 [7.14]

7.6.4 Analiza cu elemente finite a rotoarelor axial asimetrice

Daca rotorul este axial asimetric si lagarele sunt axial anizotrope, ecuatiile
de migcare au coeficienti periodici atat fatd de triedrul de referintd mobil cat si fata
de triedrul fix. In continuare se utilizeazi un triedru de referinta fixat de stator.
Rezolvarea problemei de valori proprii se face printr-o variantd a metodei Hill a
determinantului infinit [7.26].

7.6.4.1 Matricile elementelor in triedrul de referintd fix

In triedrul de referinta mobil atasat rotorului, matricea de masa a unui
element axial asimetric se poate aduce la forma

[ml] [0] ’

[0] [””2]

unde [m] si [m,] sunt matricile de masa coerente corespunzitoare coordonatelor
din planurile 7, respectiv 2, perpendiculare intre ele [7.27].

[m,]-

In triedrul de referinta fix atasat statorului, matricea de masi se obtine prin
transformarea de congruenta

(M, ]=[R][M,][R]" (7.166)
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unde matricea ortogonala de rotatie

[R]—{ cos 2t sinﬂt}

—sin2¢ cos{2t
in care (2 este viteza unghiulard de rotatie constanta a rotorului.

Matricea (7.166) se mai scrie

3 [m,, |+ [m,]cos2021 [m,]sin2021¢
s my |sin 242 ¢ m, |—|m,|cos20t '
- ") i lmaze] 1
unde
1 1
L"m]:*z([nh]+[”b]> L”d]:“z([”ﬁ]—[”h])
Matricea (7.167) poate fi scrisa sub forma
[M,]=[M,]+[M,,] sin22¢+[M,,] cos2021 (7.168)
sau
M, ]= M ] e 220 1M ]+ [M 5 ] e (7.169)
unde

[Mo]= S ([l ]), )= (M5 ] [v,]),
Analog, matricea combinati de amortizare si giroscopica se scrie
[c,]=[ch]e e [ lelC, e (7.170)
iar matricea de rigiditate pentru un arbore axial asimetric este
[K,]=[K ] e 2 +[Ky]+[K,,] €722 (7.171)

Expresiile submatricilor din componenta matricilor (7.169)-(7.171) sunt
prezentate in Capitolul 5.

7.6.4.2 Rezolvarea ecuatiilor de miscare cu coeficienti periodici

Ecuatia de migcare a modelului cu elemente finite al unui rotor cu elemente
axial asimetrice se poate scrie matricial sub forma (unde s-a renuntat la indicele s)

[ ()i f+ [ ()t j+ [ K () {u = {F (1)) (7.172)

In (7.172) matricile sunt reale si periodice, cu perioada 7 =27/ :
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[ ()]=[m(e+7)]. [c()]=[c(e+T)]. [K(r)]=[K(r+T)].

Ecuatia (7.172) se poate transforma intr-un sistem de ecuatii diferentiale de
ordinul intai [7.28] care, in cazul { F(¢) }={0}, se scrie

ta ()} -[4 (@] {x () }={o}. (7.173)
[4(2)]=[4(z+T)]

Ecuatiile diferentiale cu coeficienti periodici au solutii de forma
{x(k)(t)}ze/l"t {r(k)(t)} (7.174)

unde { ro (t) }= {r(k ) (Z +T ) } este vectorul propriu asociat valorii proprii complexe

unde

/Ik:ak +i(()k. (7175)
Problema de valori si vectori proprii se rezolva dezvoltand in serie Fourier
matricea [A(t)] si vectorii proprii { r(k)(t)}

o0

0= S [aa]em@ . {opl= S {0} a6

m=—00 n=-—00

Inlocuind dezvoltirile (7.176) in ecuatia (7.173) rezulta

A i {F,fk)}ei"'va iinﬂ {r,fk)}ei"'m— i [Am]ei’"f?f i {I,.n(k)}einﬂt 0,

n=—oo n=—oo m=-—ao0 n=—o
ecuatie ce trebuie satisfacuta pentru toate pulsatiile 7£2 in mod independent.
Anularea coeficientilor termenilor et pentru fiecare valoare n
(echilibrarea armonicelor), conduce la o hiper-problema de valori si vectori proprii
(de dimensiuni infinite) de forma

o laizel] o] (4] {
o [A+1] [AO]_i-Q[[] [A—l] [Afz] {
Al (4] 2 I VY R P o]
[2] [aa] [aviel] 4] {

2] (] faJsizelr] ]|
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(4 [1]-[B]) {a™'}={0}. (7.177)

Matricea [B], cu elemente constante (invariante in timp), are un numar

infinit de vectori (si valori) proprii, care nu sunt toti liniar independenti. Pentru a
descrie complet solutia omogena sunt necesari numai 2N vectori (si valori) proprii,
unde N este dimensiunea matricilor sistemului original.

Intr-adevar

{ ) }_ it { (k)} 0t (gHI2) X { (k)} i(n=1)Q1

x() (=e z r, (e =e Z r, (e .
n=-o0 n=-0

Rezulta ca

A=Ay +ilQ2=ay +i(w, +12), (I=..,-3,-2,-1,0,+1,+2,+3,..)

este de asemenea o valoare proprie a matricii [B(t)], iar vectorul propriu
corespunzator este

{q(z) }: { g® }e -ile2

deci numai 2N vectori proprii sunt liniar independenti [7.28].

Pentru calcule practice, seria Fourier infinitd se trunchiaza la primele p
armonice, deci la (2 p +1) termeni.

Aceasta conduce la problema finita de valori si vectori proprii

(2 [7]-[8]){a™}={0} (7.178)

de dimensiune 2N (2p + 1), unde 2N este numarul gradelor de libertate.

Din cele 2N(2p+1) wvalori (si vectori) proprii ai matricii [}}] se
calculeaza cele 2N valori (si vectori) proprii de bazd [7.28]. In general, singura
dificultate majora in rezolvarea problemei de valori si vectori proprii (7.178) o

reprezintd inversarea matricii [M S] pentru obtinerea formuldrii in spatiul starilor

(7.173), in special la sisteme cu asimetrie pronuntata.
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