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Prefaţă 
 
 

Lucrarea este o traducere a părţii a doua a cursului Dynamics of Machinery 
predat din 1993 studenţilor Filierei Engleze a Facultăţii de Inginerie în Limbi 
Străine (F.I.L.S.) la Universitatea Politehnica Bucureşti. Conţinutul cursului s-a 
lărgit în timp, pornind de la un curs postuniversitar organizat între 1985 şi 1990 la 
Catedra de Rezistenţa materialelor şi continuat până în 2007 la cursul de masterat 
în specialitatea Siguranţa şi Integritatea Maşinilor. Capitole din curs au fost predate 
din 1995 la cursurile de studii aprofundate şi masterat organizate la Facultatea de 
Inginerie Mecanică şi Mecatronică. 

Dinamica maşinilor a fost introdusă în planul de învăţământ al F.I.L.S. în 
1993. Pentru a susţine cursul, am publicat Dynamics of Machinery la U. P. B. în 
1995, urmată de Dinamica sistemelor rotor-lagăre în 1996 şi Rotating Machinery 
în 2005, ultima conţinând materialul ilustrativ utilizat în cadrul cursului. 

Cursul are un loc bine definit în planul de învăţământ, urmărind: a) 
descrierea fenomenelor dinamice specifice maşinilor; b) modelarea sistemelor 
rotor-lagăre şi analiza acestora cu metoda elementelor finite; c) înarmarea 
studenţilor cu baza fizică necesară în rezolvarea problemelor de vibraţii ale 
maşinilor; şi d) familiarizarea cu metodele de supraveghere a stării maşinilor şi 
diagnosticare a defectelor. 

Fiind un curs predat unor studenţi a căror limbă maternă nu este limba 
engleză, în versiunea în limba engleză au fost reproduse expresii şi fraze din lucrări 
scrise de vorbitori nativi ai acestei limbi. Pentru studenţii F.I.L.S. s-a definit şi 
ilustrat în detaliu terminologia specifică limbii engleze. 

În prima parte se descriu fenomenele de bază din dinamica rotoarelor, 
răspunsul dinamic al rotoarelor simple în lagăre rigide şi lagăre elastice, precum şi 
principalele etape ale unei analize dinamice a unui rotor. În această a doua parte se 
prezintă modelarea cu elemente finite a sistemelor rotor-lagăre, lagărele 
hidrodinamice şi etanşările cu lichid şi gaz, precum şi instabilitatea precesiei 
rotoarelor. În partea a treia se tratează lagărele cu rulmenţi, echilibrarea rotoarelor, 
măsurarea vibraţiilor pentru supravegherea funcţionării maşinilor şi diagnosticarea 
defectelor, standarde şi recomandări privind limitele admisibile ale vibraţiilor 
maşinilor, precum şi elemente de dinamica maşinilor cu mecanism bielă-manivelă 
şi vibraţiile conductelor aferente. Nu se tratează vibraţiile paletelor, discurilor 
paletate şi ale roţilor centrifuge. 

 

Iulie 2009           Mircea Radeş 
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5. 
ANALIZA CU ELEMENTE FINITE  

A  SISTEMELOR  ROTOR-LAGǍRE 

În acest capitol se expune baza teoretică a analizei cu elemente finite a 
sistemelor rotor-lagăre-etanşări. Se calculează matricile de masă, de rigiditate şi 
giroscopice pentru discuri rigide axial-simetrice şi pentru tronsoane de arbore 
axial-simetrice cu secţiunea constantă. Etanşările, amortizoarele şi cuplajele sunt 
modelate prin matrici corespunzătoare. Se stabilesc vectorii excitaţiei în cazul 
rotirii cu viteză unghiulară constantă. Se prezintă metode de reducere a ordinului 
modelului cu elemente finite. 

5.1  Modelarea componentelor unui rotor 

În vederea predicţiei analitice a răspunsului dinamic al unui rotor, trebuie 
identificate şi modelate principalele componente ale maşinii rotative.  

Sistemul real (fig. 5.1, a) este înlocuit printr-un model fizic (fig. 5.1, b), de 
obicei un model cu parametri concentraţi, care include: a) tronsoane de arbore 
(Bernoulli/Timoshenko, cilindrice/conice); b) lagăre (izotrope/ortotrope, 
neamortizate/amortizate); c) discuri (rigide/flexibile, subţiri/groase); d) roţi 
centrifuge (impulsoare); e) etanşări; f) amortizoare cu film expulzat (squeeze-film); 
g) cuplaje; h) piedestaluri (plus structura de suport) şi i) fundaţia. 

Pentru fiecare element component al sistemului se stabilesc apoi ecuaţiile 
de mişcare (echilibru dinamic) conforme cu ipotezele de modelare.  

În continuare, se deduc matricile de masă, de rigiditate şi giroscopice 
pentru discuri circulare şi tronsoane de arbore axial-simetrice, pornind de la 
expresiile energiilor cinetică şi potenţială, utilizând ecuaţiile lui Lagrange:  

i
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în care T – energia cinetică, U – energia potenţială, iq – deplasarea generalizată, 

iq& – viteza generalizată şi iQ – forţa generalizată. Analiza răspunsului dinamic al 
rotoarelor nesimetrice depăşeşte scopul acestei prezentări introductive.  

 
a 

 
b 

Fig. 5.1 [5.1] 

Forţele generalizate se calculează identificând fizic un set de coordonate 
generalizate şi exprimând lucrul mecanic virtual sub forma  

  ∑
=

=
n

k
kk qQW

1
δδ .    (5.1, b) 

La arbori axial-simetrici se consideră inerţia la rotirea secţiunii transversale 
şi deformaţiile de forfecare, şi se neglijează amortizarea externă şi cea internă. 
Lagărele sunt înlocuite prin modele liniarizate, descrise de matrici de rigiditate şi 
de amortizare în general nesimetrice. Vectorii forţelor produse de dezechilibrul 
masic se calculează la turaţie constantă.  

Cu ajutorul acestor matrici şi vectori se stabilesc ecuaţiile de mişcare în 
coordonate staţionare (fixe în spaţiu). Rezultatele analizei valorilor proprii şi a 
răspunsului la dezechilibru se prezintă într-o formă adecvată analizei inginereşti.  
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5.2. Cinematica precesiei solidului rigid 

Pentru a scrie ecuaţiile de mişcare ale unui disc rigid, montat pe un arbore 
elastic, întâi trebuie determinate componentele vitezei sale unghiulare.  

5.2.1  Triedre de referinţă 

Analiza se face în rapot cu două triedre de referinţă: X,Y,Z – un triedru 
inerţial şi x,y,z – un triedru care se roteşte odată cu rotorul (fig. 5.2). Analiza se 
limitează la cazul în care discul se roteşte cu viteză unghiulară constantă Ω  (rad/s) 
în jurul axei de rotaţie Ox. 

 
Fig. 5.2 

5.2.2  Precesia discului rigid 

În figura 5.3 se arată două tipuri de mişcări posibile ale unui disc rigid.  

 
               a           b 

Fig. 5.3 
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Mişcarea în care axa Ox trasează în spaţiu un con (fig. 5.3, a), cu viteza 
unghiulară ω , se numeşte precesie, când punctul M se deplasează în lungul unei 
orbite închise, şi whirling când acesta se mişcă în lungul unei orbite în spirală. În 
precesia directă (forward) 0>Ωω , în timp ce în precesia inversă (backward) 

0<Ωω . În precesia sincronă Ωω = . În unele lucrări, termenul precesie este 
înlocuit prin whirling (tradus impropriu “mişcare în vârtej”). 

Fluctuaţiile unghiului la vârf al conului, suprapuse precesiei (fig. 5.3, b) 
definesc mişcarea de nutaţie. Aceasta nu apare în majoritatea sistemelor liniare.  

5.2.3  Mişcările unghiulare ale axei de rotaţie  

Mişcarea relativă a triedrului x,y,z faţă de triedrul fix X,Y,Z poate fi 
descrisă prin trei unghiuri θ , ϕ  şi ψ  (fig. 5.4), care definesc trei rotiri succesive. 
Ordinea acestora este importantă, deoarece rotirile nu sunt comutative. În 
continuare, prima rotire se face faţă de axa transversală care urmează axei de 
rotaţie conform regulii triedrului drept. 

 
Fig. 5.4 

Se presupune că ϕ  şi ψ  sunt unghiuri de precesie mici, în timp ce 
tΩθ = , unde viteza unghiulară de rotaţie a discului .const=Ω   

Se consideră următoarea secvenţă de rotiri [5.2]: 

 a) o rotire ϕ  în jurul axei Y, care deplasează axa Z în poziţia 1z  şi axa X în 
poziţia 1x  ; triedrul X,Y,Z devine triedrul 11 z,Y,x ; 
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 b) o rotire ψ  în jurul axei 1z  care deplasează axa Y  în poziţia 1y  şi axa 

1x  în poziţia x ; triedrul 11 z,Y,x  devine triedrul 11 z,y,x ; 

 c) o rotaţie θ  în jurul axei Ox : triedrul 11 z,y,x  devine triedrul z,y,x . 

 
 

 
a b c 

Fig. 5.5 

Axele X,Y,Z au versorii K,J,I , axele 111 z,y,x  au versorii 111 k,j,i , iar 
axele x,y,z au versorii k,j,i . 

 a) Rotirea ϕ  (viteza unghiulară ϕ&  faţă de OY) (fig. 5.5, a) 

Relaţia între versori este 
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 În formă expandată  
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 b) Rotirea ψ  (viteza unghiulară ψ&  faţă de 1Oz ) (fig. 5.5, b) 

Relaţia între versori este 
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 c) Rotaţia θ  (viteza unghiulară Ωθ =&  faţă de Ox) (fig. 5.5, c) 

Relaţia între versori este 
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 În formă expandată  
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Relaţia între versorii din triedrele fix şi rotitor are forma  
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unde matricea de transformare 
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Vectorul vitezei unghiulare instantanee este  

   1kJi ψϕΩω && ++= . 

 În funcţie de versorii sistemului de coordonate x,y,z  

   kjiJ θθψ sincos −+= , 

   kjk θθ cossin1 += , 
astfel încât 

 ( ) ( ) ( ) kji θϕθψθψθϕψϕΩω sincossincos &&&&& −++++= . 

 Componentele vitezei unghiulare faţă de triedrul de referinţă (mobil) ataşat 
rotorului x,y,z sunt 
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Acestea vor fi utilizate în expresia energiei cinetice a unui disc.  

5.3  Ecuaţiile de mişcare ale componentelor unui rotor  

În acest paragraf se stabilesc ecuaţiile de mişcare ale discurilor, porţiunilor 
de arbore, lagărelor, etanşărilor şi cuplajelor, precum şi matricile elementelor finite 
corespunzătoare.  

5.3.1  Discuri subţiri 

În continuare, se analizează doar rotoare (deci discuri) axial-simetrice şi se 
consideră că x,y,z sunt direcţii principale de inerţie.  

5.3.1.1  Matricile de masă şi giroscopică ale unui disc rigid subţire  

Poziţia unui disc faţă de triedrul fix X,Y,Z este definită prin două translaţii 
( v şi w) şi două rotiri (ϕ  şi ψ ), deplasările secţiunii transversale a arborelui în 
punctul de ataşare a discului (fig. 5.6, a). Unghiurile ϕ  şi ψ  sunt aproximativ 
egale cu deplasările unghiulare definite de vectori coliniari cu axele Y, respectiv Z. 

Neglijând orice dezechilibru, energia cinetică a unui disc rigid axial-
simetric este  

  ( ) ( )22222

2
1

2
1

zzyyxxd
d JJJwmT ωωω ++++= &&v , (5.3) 

unde Px JJ =  şi Tzy JJJ ==  sunt momentele de inerţie masice principale în 

raport cu triedrul x,y,z fixat de disc, dm  este masa discului, PJ  este momentul de 
inerţie masic axial (polar) şi TJ  este momentul de inerţie masic diametral.  

Înlocuind xω , yω , zω  din (5.2) în (5.3), energia cinetică se scrie 
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( ) ( )[ ]22

222

sincossincos
2
1      

2
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2
1
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( ) ( ) ( )2222222

2
12

2
1

2
1 ψϕψϕψϕΩΩ &&&&&& ++++++= TPd

d JJwmT v . 

Neglijând termenul 22

2
1 ψϕ&PJ , energia cinetică devine 

 ( ) ( ) 22222

2
1

2
1

2
1 ΩψϕΩψϕ PPTd

d JJJwmT +++++= &&&&&v .     (5.4) 

În expresia (5.4), termenul ( )22

2
1 wmd && +v  reprezintă energia de 

translaţie, ( )22

2
1 ψϕ && +TJ  - energia de rotire transversală, ψϕΩ &PJ  - energia 

datorită cuplajului giroscopic şi 2

2
1 ΩPJ  - energia de rotire în jurul axei de rotaţie. 

  
a b 

Fig. 5.6 

Utilizând ecuaţiile lui Lagrange, ecuaţiile de mişcare ale unui disc circular 
rigid se obţin sub forma  
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⎢
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∂
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−∂

∂
ϕ

dT , 
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în care yT , zT  şi yM , zM  sunt componentele forţei aplicate, respectiv ale 
momentului aplicat (fig. 5.6, b). 

În formă matricială 
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.    (5.5) 

Introducând vectorii de stare (de dimensiuni 12× ) ai deplasărilor din 
planele X-Y, respectiv X-Z, 
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şi vectorii corespunzători ai forţelor şi momentelor aplicate discului  
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ecuaţia (5.5) se poate scrie sub forma partiţionată 
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în care membrul drept poate include forţe datorite dezechilibrului masic şi 
unghiular, forţe de interconectare şi alte forţe exterioare aplicate discului.  

Submatricile 

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

T

dd

J
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m
0

0
,  [ ] ⎥

⎦

⎤
⎢
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⎡
=

P

d

J
g

0
00

,       (5.7) 

reprezintă matricile de masă şi giroscopică ale unui disc rigid axial-simetric.  

5.3.1.2  Vectorii forţelor de dezechilibru 

Pentru analiza răspunsului sincron al unui sistem rotoric, trebuie 
determinaţi vectorul dezechilibrului masic şi vectorul dezaxării unghiulare statice 
ai unui disc rigid.  
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Vectorul dezechilibrului masic 

Se consideră discul din figura 5.7, a. Centrul de greutate G al discului este 
la o distanţă aCG =  de centrul geometric C. Faţă de triedrul în rotaţie x,y,z, 
coordonatele sunt αcosaac = , αsinaas =  (fig. 5.7, b). La momentul 0=t , α  
este unghiul segmentului CG  cu axa Y. 

  
a b 

Fig. 5.7 

Forţa centrifugă neechilibrată care acţionează în punctul G în direcţia CG  
este 2Ωamd . Componentele acesteia pe axele triedrului fixat de rotor sunt 

2Ωcd am  şi 2Ωsd am , iar cele în lungul axelor triedrului fix (inerţial) au expresiile 
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22

22
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   (5.8) 

Vectorul forţelor produse de dezechilibrul masic (neglijând montarea 
oblică a discului) se poate scrie sub forma 
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= . (5.9) 

Vectorul înclinării permanente a discului 

Asupra unui disc montat oblic pe arbore acţionează cupluri giroscopice 
care produc rotiri ale discului la fel cum forţele centrifuge datorite dezechilibrului 
masic produc deplasări de translaţie. 

Se consideră un disc rigid (fig. 5.8, a) care nu este montat perpendicular pe 
arbore. Între o axă principală de inerţie a discului şi axa arborelui există o dezaxare 
unghiulară statică τ . 
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Oblicitatea discului poate fi definită de un vector rotitor τ , perpendicular 
pe axa de rotaţie şi pe linia de înclinare maximă. La 0=t  vectorul τ  face un unghi 
β  cu axa rotitoare z, astfel încât vectorul oblicităţii discului are componentele 

βττ cos=c  şi βττ sin=s  în triedrul rotitor x,y,z (v. şi relaţia.(2.84) în Cap. 2). 

Componentele deplasării unghiulare (fig. 5.8, b) devin 

   
( )
( ),cos

,sin

βΩτψα

βΩτϕα

++=

+−=

t

t

z

y  

unde ϕ  şi ψ  sunt rotiri elastice. 

 
 

a b 
Fig. 5.8 

Vitezele unghiulare corespunzătoare şi acceleraţiile sunt  
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2

2

&&&&

&&&&
 (5.10) 

Din ecuaţiile (5.5, b) şi (5.5, d), înlocuind ϕ  prin yα  şi ψ  prin zα , se 
obţine 
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( ) .MJJ

,MJJ
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zyPzT
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Înlocuind (5.10) rezultă 
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Vectorul momentelor giroscopice care acţionează asupra discului este  
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Vectorul forţelor şi momentelor de dezechilibru este  

       { } ( )

( )

( )

( )

t

JJ
am
JJ
am

t

JJ
am
JJ
am

f

cPT

cd

sPT

sd

sPT

sd

cPT

cd

d Ω

τ

τ
ΩΩ

τ

τ
Ω sincos 22

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

−−
−

+

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

−
= . (5.12) 

Diferenţa momentelor de inerţie PT JJ −  poate fi negativă (disc subţire) 
sau pozitivă (disc gros). Când 0<− PT JJ , momentul aplicat este de readucere, 
rotind discul subţire în sens contrar înclinării iniţiale. Când 0>− PT JJ , momentul 
aplicat măreşte dezechilibrul unghiular, rotind discul gros în sensul înclinării 
iniţiale. 

5.3.1.3  Discuri deformabile 

Un disc elastic poate fi modelat cu două discuri rigide interconectate prin 
arcuri de rotaţie cu rigiditatea Rk  (fig. 5.9). 

 
Fig. 5.9 

Discul interior are patru grade de libertate, două translaţii v , w , şi două 
rotiri ϕ , ψ . Proprietăţile inerţiale sunt m, PJ , TJ . Discul exterior are doar două 
grade de libertate, rotirile ϕ  şi ψ . Acesta e definit doar prin momentele de inerţie 
masice polar PJ  şi diametral TJ . Masa acestuia este concentrată în discul interior. 

Matricile corespunzătoare de dimensiuni 66×  [5.1] pot fi reduse la matrici 
de dimensiuni 44×  prin condensare statică, alegând coordonatele discului interior 
drept “active” şi cele ale discului exterior ca “omise” (v. § 5.8.1.2). 
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5.3.2  Elemente de arbore cu secţiunea constantă  

Porţiunile de arbore se consideră izotrope şi axial-simetrice. Prezentarea se 
limitează la elemente cu secţiunea transversală constantă.  

5.3.2.1  Elemente de grindă Timoshenko şi elemente Bernoulli-Euler 

Se consideră un element de arbore cu două noduri (fig. 5.10) modelat ca un 
element de grindă Bresse-Timoshenko cu secţiunea constantă. 

Se omite indicele elementului şi se notează: l  - lungimea elementului, E – 
modulul de elasticitate longitudinal, G – modulul de elasticitate transversal, IE  – 
rigiditatea la încovoiere, sAG  – rigiditatea efectivă la forfecare, sA  – aria de 
forfecare redusă, χ  – coeficientul de forfecare, ρ  – densitatea materialului, 

Aρμ =  masa pe unitatea de lungime, I – momentul de inerţie axial al secţiunii 
transversale, Iˆ ρμ =  masa în mişcare unghiulară, pe unitatea de lungime. 

 
Fig. 5.10 

Într-un nod oarecare, arborele are patru grade libertate, două deplasări 
transversale v  şi w , şi două rotiri ψ  şi ϕ , măsurate în sistemul de coordonate fix. 
Se definesc doi subvectori ai deplasărilor nodale în planele X-Y şi X-Z  
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,  (5.13, a) 

şi vectorii corespunzători ai forţelor nodale  
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Rotirile şi momentele faţă de axa Y sunt negative conform regulii 
burghiului drept. În lucrare se utilizează următoarea convenţie de semne: forţele 
interioare pozitive acţionează în sensul pozitiv (negativ) al coordonatelor în 
secţiunile transversale ale arborelui cu normala exterioară pozitivă (negativă). 

În teoria de grindă Bernoulli-Euler, se neglijează deformaţiile produse de 
forfecare. Teoria grinzilor Bresse-Timoshenko se bazează pe următoarele ipoteze: 
a) secţiunile transversale plane rămân nedeformate şi plane; b) se neglijează 
deplanarea; şi c) se consideră o lunecare specifică medie constantă pe toată 
secţiunea, deci independentă de distanţa la axa transversală. 

Ipoteza secţiunii plane introduce o rigiditate adiţională falsă la deplanare. 
În unele puncte, distorsiunile produse de forfecare sunt subestimate. Expresia forţei 
tăietoare T este incorectă. Soluţia constă în utilizarea unei “arii efective de 
forfecare” AAs < . Din consideraţii energetice  
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astfel încât 
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Pentru un arbore din oţel cu gaură centrală, cu diametrul exterior D şi 
diametrul interior d, coeficientul de forfecare este 
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Ecuaţiile în planul X-Y 

Într-un punct oarecare al secţiunii transversale a arborelui, deplasarea 
axială este proporţională cu distanţa faţă de axa neutră  

   yu ψ−= . 

Lunecarea specifică medie (fig. 5.11) este 
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  vv ′+−=
∂
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+
∂
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= ψγ
xy

u
xy . 

Alungirea specifică axială este 

  ψε ′−=
∂
∂

= y
x
u

x . 

Momentul încovoietor este  

  ∫ ′=−=
A

zxz IEAyM ψσ d . 

Ecuaţiile în planul X-Y sunt prezentate în Tabelul 5.1. 

Neglijând termenul ψμ &&ˆ , se stabileşte o relaţie statică între v′  şi ψ  

    ψψ ′′=′
s

z
GA
EI-v ,   (5.14) 

deşi, la o grindă Bresse-Timoshenko, v  şi ψ  sunt cinematic independente. 

 

Fig. 5.11 

Introducând variabila adimensională  
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x
=ξ , 

astfel încât 
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ξ
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d

d
d
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==

xx
, 

relaţia statică între v′  şi ψ  devine [5.3] 
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Tabelul 5.1 

Grinda Bernoulli-Euler Grinda Bresse-Timoshenko 

a) Echilibrul 
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unde 
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Ecuaţiile în planul X-Z 

Deplasarea axială într-un punct oarecare al secţiunii transversale este  

   zu ϕ= . 

Lunecarea specifică medie (fig. 5.12) are expresia 
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Momentul încovoietor este 
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Ecuaţiile în planul X-Z sunt prezentate în Tabelul 5.2. 

 
Fig. 5.12 

Neglijând termenul ϕμ &&ˆ , cuplajul “static” între w′  şi ϕ  este dat de 
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Tabelul 5.2 

Grinda Bernoulli-Euler Grinda Bresse-Timoshenko 

a) Echilibrul 
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c) Cinematica 
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Introducând variabila adimensională 
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=ξ , 

relaţia statică între w′  şi ϕ  devine 
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unde s-a notat 
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5.3.2.2  Coordonate şi funcţii de formă 

Funcţiile de aproximare a deplasărilor şi rotirilor în planul X-Y se aleg 
polinoame de gradul trei  

  
( )
( ) .BBBB

,AAAA

01
2

2
3

3

01
2

2
3

3

+++=

+++=

ξξξξψ

ξξξξv
 

Înlocuind în condiţia de “cuplaj” static (5.14, a) se obţine 

 ( ) ( )2301
2

2
3

312
2

3 26
2

231 BBBBBBAAA +−+++=++ ξκξξξξξ
l

 

de unde rezultă 

 03 =B ,   32
3 AB
l

= ,   21
2 AB
l

= ,   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 310 2

1 AAB κ
l

, 

deci ( )ξψ  este de gradul doi. 

Translaţia v  şi rotirea ψ  se exprimă în funcţie de deplasările nodale, 
utilizând funcţiile de formă statice: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⎣ ⎦ { }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⎣ ⎦{ },~~~~~

,

4321

4321

s
yji

s
yji

uNNNNN

uNNNNN

=+++=

=+++=

ψξξψξξξψ

ψξξψξξξ

ji

ji

vv

vvv
 (5.17) 

unde vectorii linie 

⎣ ⎦ ⎣ ⎦4321 NNNNN = ,     ⎣ ⎦ ⎣ ⎦4321 N~N~N~N~N~ = . 
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În continuare, se prezintă doar calculul funcţiei ( )ξ3N . Conform 
proprietăţilor generale ale funcţiilor de formă, 3N  are o valoare egală cu 1 la 
coordonata 3 şi se anulează la coordonatele 1, 2 şi 4. Aplicând cele patru condiţii la 
limită se obţine un sistem de patru ecuaţii  

( ) 00 =v  →  00 =A , ( ) 1=lv  →  1
2

1 23 =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − AA κ , 

( ) 00 =ψ  →  31 2
AA κ

−= , ( ) 0=lψ  →  023 23 =+ AA , 

prin rezolvarea căruia se determină cele patru constante  

  
κ+

−=
1

2
3A , 

κ+
=

1
3

2A , 
κ

κ
+

=
11A , 00 =A , 

astfel încât 

  ( ) ( )κξξξ
κ

ξ ++−
+

= 23
3 32

1
1N . 

Funcţiile de formă pentru deplasări, care ţin cont de forfecare, sunt  

( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) .N

,N

,N

,N

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−++−

+
=

+−
+

=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −++−

+
=

−++−
+

=

232
4

32
3

232
2

32
1

21
1

23
1

1
2

2
1

1

1231
1

1

ξξκξξ
κ

ξ

κξξξ
κ

ξ

ξξκξξξ
κ

ξ

ξκξξ
κ

ξ

l
l

l
l

  (5.18) 

Pentru 0=κ , funcţiile de formă de mai sus devin polinoamele hermitiene 
de gradul trei utilizate la grinda Bernoulli-Euler. 

Funcţiile de formă pentru rotiri sunt [5.3] 

( ) ( )

( ) ( )[ ]
( ) ( )

( ) ( ) .N~

,N~

,N~

,N~

κξξξ
κ

ξ

ξξ
κ

ξ

ξκξξ
κ

ξ

ξξ
κ

ξ

+−
+

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

+
=

−++−
+

=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

+
=

23
1

1

661
1

1

1341
1

1

661
1

1

2
4

2
3

2
2

2
1

l

l

   (5.19) 

Pentru 0=κ  
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   ( ) ,NN~ i
i ξ
ξ

∂
∂

=
l

1  ( )41,..,i = . 

Este utilă introducerea unui al treilea set de funcţii de formă definite de  

   ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
−=

ξd
d1 NN~N̂

l
 

care vor fi utilizate la stabilirea matricii de rigiditate.  

Expresiile acestora sunt 

   
( ) ( )

( ) ( ) .N̂N̂

,N̂N̂

κ
κξξ

κ
κξξ

+
==

+
=−=

12
1

1
1

42

31
l    (5.20) 

Relaţii similare se stabilesc pentru deplasările în planul X-Z  

   ⎣ ⎦ { }
⎣ ⎦{ },uN~

,uN
s
z

s
z

=−

=

ϕ

w
    (5.21) 

datorită relaţiei similare de cuplaj (5.16, a) între w  şi ϕ− . 

5.3.2.3  Matricea de masă şi matricea giroscopică 

Pentru un element de arbore infinitesimal, de lungime xd , energia cinetică 
se obţine din expresia similară (5.4) stabilită pentru un disc subţire 

( ) ( ) ( ) xIIwAT P
s d2

2
1

2
1

2
1d 22222

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++++= ψϕΩΩρψϕρρ &&&&&v , 

unde 

  IIP 2= ,  Aρμ = ,  Iˆ ρμ = ,  s
PPP JIˆ

l

1
== ρμ .  (5.22) 

Integrând, energia cinetică a elementului de arbore are forma 

 ( ) ( ) ∫∫∫ +++++=

lll

&&&&&

0

2

0

22

0

22 d
2
1d

2
d

2
xˆJx

ˆ
xwT P

s
P

s ψϕΩμΩψϕ
μμ v . 

a) Energia de translaţie este  

   ( )∫ +=

l

&&

0

22
1 d

2
1 xwT s vμ . 
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Exprimând vitezele în funcţie de coordonatele nodale şi funcţiile de formă  

   ⎣ ⎦ { } { } ⎣ ⎦TTs
y

s
y NuuN &&&& === Tvv , 

              { } ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ { }s
y

TTs
y uNNu &&&&& == vvv T2 ,        { } ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ { }s

z
TTs

z uNNu &&& =2w , 

această energie se poate scrie sub forma 

{ } ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

[ ]

{ } { } ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

[ ]

{ }s
z

m

TTs
z

s
y

m

TTs
y

s uxNNuuxNNuT

s
T

s
T

&

444 3444 21

&&

444 3444 21

&

ll

∫∫ +=
00

1 d
2
1d

2
1 μμ . 

Submatricea masei în translaţie a elementului de arbore  

   [ ] ( )⎣ ⎦ ( )⎣ ⎦∫=
1

0

dξξξμ NNm Ts
T l   (5.23) 

este aceeaşi în planele X-Y şi X-Z . 

b) Energia de rotire este  

   ( )∫ +=

l

&&

0

22
2 d

2
1 xˆT s ψϕμ . 

Exprimând vitezele unghiulare în funcţie de coordonatele nodale şi 
funcţiile de formă  

   ⎣ ⎦{ }s
yuN~ && =ψ ,  ⎣ ⎦{ }s

zuN~ && −=ϕ , 

 { } ⎣ ⎦ ⎣ ⎦{ }s
y

TTs
y uN~N~u &&& =2ψ ,   { } ⎣ ⎦ ⎣ ⎦{ }s

z
TTs

z uN~N~u &&& =2ϕ , 

această energie poate fi scrisă sub forma 

 { } ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

[ ]

{ } { } ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

[ ]

{ }s
z

m

TTs
z

s
y

m

TTs
y

s uxN~N~ˆuuxN~N~ˆuT

s
R

s
R

&

44 344 21

&&

44 344 21

&

ll

∫∫ +=
00

2 d
2
1d

2
1 μμ . 

Submatricea masei în rotire a elementului de arbore  
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   [ ] ( )⎣ ⎦ ( )⎣ ⎦∫=

1

0

dξξξμ N~N~ˆm Ts
R l   (5.24) 

este aceeaşi în planele X-Y şi X-Z . 

c) Energia corespunzătoare cuplajului giroscopic este  

   ∫=
l

&

0
3 dxˆT P
s ψϕΩμ , 

  { } ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

[ ]

{ }s
y

g

T
P

Ts
z

s uxN~N~ˆuT

s
444 3444 21

&

l

∫−=

0

3 dμΩ . 

Submatricea giroscopică a elementului de arbore este  

  [ ] ( )⎣ ⎦ ( )⎣ ⎦ [ ]s
R

T
P

s mN~N~ˆg 2d
1

0

== ∫ ξξξμ l .  (5.25) 

Energia cinetică totală a elementului de arbore cu secţiunea constantă este  

{ } [ ] { } { } [ ]{ } { } [ ]{ } 2

2
1

2
1

2
1 ΩΩ s

P
s
y

sTs
z

s
z

sTs
z

s
y

sTs
y

s JuguumuumuT +−+= &&&&&  

unde 
   [ ] [ ] [ ]s

R
s
T

s mmm += .    (5.26) 

Submatricea de masă a elementului de arbore cu secţiunea constantă este  

   [ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

s

ss

sss

ssss

s

m
mm
mmm
mmmm

m

44

3433

242322

14131211

sim

.   (5.27) 

unde 

  ( ) RT
sm αακκ 36140294156 2
11 +++= , 

  ( ) ( ) RT
s ..m ακακκ ll 15351753822 2
12 −+++= , 

  ( ) RT
sm αακκ 367012654 2
13 −++= , 
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  ( ) ( ) RT
s ..m ακακκ ll 15351753113 2
14 −+++−= , 

  ( ) ( ) RT
s .m ακκακκ 2222
22 10545374 ll +++++= , 

  ( ) ( ) RT
s .m ακκακκ 2222
24 5515373 ll −+−++−= , 

  ss mm 1423 −= ,   ss mm 1133 = ,   ss mm 1234 −= ,   ss mm 2244 = ,  

  
( )21420 κ
μα
+

=
l

T , 
( )22 130 κ
μα
+

=
l

lˆ
R . 

Submatricea giroscopică a elementului de arbore cu secţiunea constantă 
este  

   [ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

s

ss

sss

ssss

s

g
gg
ggg
gggg

g

44

3433

242322

14131211

sim

.   (5.28) 

unde 

  R
sg α7211 = , ( ) R

sg ακ l153212 −= , R
sg α7213 −= , 

  ss gg 1214 = , ( ) R
sg ακκ 22
22 10542 l++= , 

  ( ) R
sg ακκ 22
24 5512 l−+−= , 

  ss gg 1223 −= ,   ss gg 1133 = ,   ss gg 2334 = ,   ss gg 2244 = . 

Înlocuind sT  în ecuaţiile lui Lagrange se obţine 

[ ] [ ]
[ ] [ ]

{ }
{ }

[ ] [ ]
[ ] [ ]

{ }
{ }

{ }
{ } ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
+

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

s
z

s
y

s
z

s
y

s

s

s
z

s
y

s

s

f

f

u

u

g

g

u

u

m

m

&

&

&&

&&

0

0

0

0
Ω  

sau 
   [ ]{ } [ ]{ } { }sss fuGuM =+ &&& Ω ,   (5.29) 

unde matricea de masă [ ]sM  de dimensiuni 88×  este simetrică şi matricea 

giroscopică [ ]sG  de dimensiuni 88×  este antisimetrică. 

5.3.2.4  Matricea de rigiditate 

Pentru un element infinitesimal de arbore, energia de deformaţie este  
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  ( ) xAG
xx

IEU xzxys d
d
d

d
d

2
1d 22

22

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= γγϕψ . 

Integrând şi înlocuind lunecările specifice, se obţine  

 ( ) ( ) ( )[ ]∫∫ ′++−′+′+′=

ll

0

22

0

22 d
2

d
2

xw
AG

xIEU s ϕψϕψ v . 

a) Energia de încovoiere este  

  ( ) ( )∫∫∫ ′−+′=′+′=

lll

0

2

0

2

0

22
1 d

2
d

2
d

2
xIExIExIEU ϕψϕψ . 

Exprimând rotirile şi curburile în funcţie de coordonatele nodale şi funcţiile 
de formă  

   ⎣ ⎦{ }s
yuN~=ψ ,  ⎣ ⎦{ }s

yuN~ °=′
l

1ψ ,  

unde 

   ( ) ( )
ξd
d

=° , 

   { } ⎣ ⎦ ⎣ ⎦{ }s
y

TTs
y uN~N~u °°=′

2
1
l

2ψ , 

energia de încovoiere poate fi scrisă  

{ } ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

[ ]

{ } { } ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

[ ]

{ }s
z

k

TTs
z

s
y

k

TTs
y uN~N~IEuuN~N~IEuU

s
B

s
B

444 3444 21
l

444 3444 21
l ∫∫ °°°° +=

1

0

1

0

1 d
2
1d

2
1 ξξ . 

Submatricea de rigiditate la încovoiere este 

   [ ] ∫ ⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
=

1

0

d
d
d

d
d ξ

ξξ
N~N~IEk

T
s
B

l
.  (5.30) 

b) Energia de forfecare este  

  ( ) ( )∫∫ ′++′−=
ll

0

2

0

2
2 d

2
d

2
xwAGxAGU ss ϕψ v  

unde 

 ⎣ ⎦ ⎣ ⎦( ){ } ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ { } ⎣ ⎦{ }s
y

s
y

s
y uN̂uNN~uNN~ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′−=′− °

l

1vψ , 



                                                                                                DINAMICA  MAŞINILOR 26 

  ⎣ ⎦ ⎣ ⎦( ){ } ⎣ ⎦{ }s
z

s
z uN̂uNN~ −=′−−=′+ wϕ , 

astfel încât 

{ } ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

[ ]

{ } { } ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

[ ]

{ }s
z

k

T
s

Ts
z

s
y

k

T
s

Ts
y uN̂N̂AGuuN̂N̂AGuU

s
S

s
S

444 3444 21

l

444 3444 21

l ∫∫ +=

1

0

1

0

2 d
2
1d

2
1 ξξ . 

Submatricea de rigiditate la forfecare este  

   [ ] ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫=

1

0

dξN̂N̂AGk
T

s
s
S l .   (5.31) 

Energia de deformaţie totală a unui element de arbore cu secţiunea 
constantă este  

  { } [ ] { } { } [ ]{ }s
z

sTs
z

s
y

sTs
y ukuukuU

2
1

2
1

+= , 

în care submatricea de rigiditate este   

   [ ] [ ] [ ]s
S

s
B

s kkk += .    (5.32) 

sau 

[ ]
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

+
=

2

22

2

22

3

sym
00

0
0000

4sym
612

264
612612

1
1

l

ll

l

l

lll

ll

l
κ

κ
IEk s . 

Înlocuind U  în ecuaţiile Lagrange se obţine 

   
[ ] [ ]
[ ] [ ]

{ }
{ }

{ }
{ } ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

s
z

s
y

s
z

s
y

s

s

f

f

u

u

k

k

0

0
 

sau 

   [ ]{ } { }sss fuK = , 

unde [ ]sK  este matricea de rigiditate de dimensiuni 88×  a elementului de arbore 
cu secţiunea constantă. 
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5.3.2.5  Vectorii forţelor de dezechlibru 

Se consideră o distribuţie liniară a dezechilibrului masic în lungul 
elementului de arbore, între valorile cLa , sLa  la capătul din stânga, şi cRa , sRa  la 
capătul din dreapta  

   
( ) ( )
( ) ( ) ,aaa

,aaa

sRsL
s
s

cRcL
s
c

ξξξ

ξξξ

+−=

+−=

1

1
   (5.33) 

unde 
                  LLcL aa αcos= ,   LLsL aa αsin= ,   RRcR aa αcos= ,   RRsR aa αsin= , 

La , Ra  sunt excentricităţile dezechilibrelor, iar Lα , Rα  sunt unghiurile de fază ale 
acestora.  

Forţele de dezechilibru distribuite corespunzătoare sunt  

  ( ) ( )t,at,p s
yy ξΩμξ 2= ,     ( ) ( )t,at,p s

zz ξΩμξ 2= , 
unde 

  
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) .tatat,a

,tatat,a
s
c

s
s

s
z

s
s

s
c

s
y

ΩξΩξξ

ΩξΩξξ

sincos

sincos

+=

−=
 

Lucrul mecanic virtual al acestor forţe este  

   ( ) ( )∫∫ +=
ll

00

dd xpxpW z
T

y
T wv δδδ , 

  { } ⎣ ⎦

{ }

{ } ⎣ ⎦

{ }
44 344 21

l

44 344 21

l

s
z

s
y f

z
TTs

z

f

y
TTs

y pNupNuW ∫∫ +=

1

0

1

0

dd ξδξδδ . 

Forţele nodale cinematic echivalente sunt  

  { } ⎣ ⎦∫=
1

0

2 dξΩμ s
y

Ts
y aNf l , { } ⎣ ⎦∫=

1

0

2 dξΩμ s
z

Ts
z aNf l . 

Vectorul dezechilibrului masic al arborelui are expresia  

   
{ }
{ }

⎣ ⎦

⎣ ⎦

⎣ ⎦

⎣ ⎦ ⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠
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⎜
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⎪
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⎧
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+

⎪
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⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∫

∫

∫

∫
t

aN

aN

t

aN

aN

f

f

s
c

T

s
s

T

s
s

T

s
c

T

s
z

s
y Ω

ξ

ξ

ΩμΩ

ξ

ξ

Ωμ sin

d

d
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d

d

1

0

1

02
1

0

1

02 ll . 
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Un exemplu de calcul al unui termen este dat mai jos  

 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ].aa

NaNa

aaNaN

cRcL

cRcL

cRcL
s
c

κκ
κ

ξξξξξξ

ξξξξξξ

20184042
1120
1                         

dd1                         

d1d

1

0
1

1

0
1

1

0
1

1

0
1

+++
+

=

=+−=

=+−=

∫∫

∫∫

 

Vectorul forţelor de dezechilibru poate fi scris  
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Vectorul forţelor de dezechilibru are forma  
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în care 
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  ( ) ( ) cRcL aa κκν 201840421 +++= , 

  ( ) ( ) cRcL aa κκν 54562 +++= , 

  ( ) ( ) cRcL aa κκν 404220183 +++= , 

           ( ) ( ) cRcL aa κκν 56544 +++=− , 

  ( ) ( ) sRsL aa κκν 201840425 +++= , 

  ( ) ( ) sRsL aa κκν 54566 +++= , 

  ( ) ( ) sRsL aa κκν 404220187 +++= , 

            ( ) ( ) sRsL aa κκν 56548 +++=− . 

5.3.2.6  Modelarea rotorului  

În figura 5.13 se prezintă un exemplu de modelare cu elemente finite a 
rotorului unei turbine de joasă presiune (M. L. Adams, SVD, 1980).  

 
Fig. 5.13 

La discurile dintr-o bucată cu arborele, diametrul exterior al fiecărui 
element de arbore este stabilit în aşa fel încât să asigure o variaţie lentă în trepte în 
lungul rotorului, şi să modeleze cât mai bine partea din disc care contribuie la 
rigiditatea la încovoiere a rotorului. Restul discului este modelat ca un disc rigid 
subţire cu gaură centrală.  
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Fig. 5.14 

La rotoarele monobloc cu discuri dintr-o bucată cu arborele (fig. 5.14), 
utilizate la turbinele de presiune înaltă şi la discuri fretate pe arbore (fig. 5.15), 
partea din disc care contribuie la rigiditatea arborelui se determină adesea cu regula 
empirică a unghiului. Acelaşi procedeu se aplică pentru înlocuirea unei porţiuni 
arbore cu variaţie mare de diametru, prin mai multe trepte de diametre cu variaţii 
mai mici (fig. 5.16).  

 
Fig. 5.15 

De multe ori pentru calculul matricii de rigiditate a arborelui şi matricii de 
masă a discului, se folosesc diametre diferite pentru aceeaşi porţiune de rotor. De 
exemplu, bobinele de pe rotorul unui motor electric contribuie doar la energia 
cinetică, nu şi la cea potenţială. Diametrul utilizat la calculul matricii de masă este 
mai mare decât diametrul folosit la calculul matricii de rigiditate. 

Fig. 5.16 
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Au fost dezvoltate şi elemente finite conice de arbore [5.4] dar prezentarea 
acestora depăşeşte scopul acestui manual. În cazul formelor geometrice complicate, 
se utilizează elemente de arbore definite de utilizator, calculate prin inversarea unei 
matrici de flexibilitate obţinută experimental.  

5.3.3  Lagăre şi etanşări  

Lagărele radiale şi etanşările cu fluid se modelează prin coeficienţi de 
rigiditate la translaţie şi rigiditate la rotire. Efectele inerţiale se iau în consideraţie 
doar la etanşările inelare din pompele centrifuge.  

5.3.3.1  Matricea de rigiditate a unui lagăr radial  

La un lagăr radial, relaţia forţă-deplasare (în planul Y-Z) poate fi scrisă 
matricial sub forma  
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,   (5.35) 

în care elementele matricii [ ]bk  sunt coeficienţi de rigiditate, ijk  fiind forţa 
elastică în direcţia i datorită unei deplasări egale cu 1 în direcţia j. 

 

Fig. 5.17 

Se consideră triedrul de referinţă ZY ′−′  (fig. 5.17), rotit cu unghiul α  
faţă de triedrul ZY − . Transformarea deplasărilor se poate scrie  
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Transformarea forţelor este  
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Omiţând indicele ‘b’ , noua relaţie forţă-deplasare este  
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Deoarece [ ] [ ]TTT =−1 , matricea de rigiditate transformată este  
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unde s-a notat αcos=c  şi αsin=s . 

Matricea de rigiditate nesimetrică originală poate scrisă ca suma a două 
matrici componente, una simetrică şi una antisimetrică:  
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,  (5.37) 

în care 

  ( )zyyzs kkk +=
2
1 , ( )zyyza kkk −=

2
1 .  (5.38) 

Matricea de rigiditate transformată devine  

  [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ]as
T
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unde, notând αcos=c  şi αsin=s , partea simetrică 
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şi partea antisimetrică 
    [ ] [ ]aa kk =′ . 

Aceste rezultate implică următoarele: 

a) componenta antisimetrică [ ]ak  este independentă de rotirea [ ]T , deci 
de unghiul α ; 

b) atunci când  

   
zzyy
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kk
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=∗ 2
2tg α , 
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componenta simetrică [ ]sk  este diagonală şi unghiurile ∗α  şi 090+∗α  definesc 
direcţiile principale de rigiditate. 

Matricea simetrică [ ]sk  poate fi diagonalizată prin transformarea de 
coordonate [ ]R , în timp ce matricea antisimetrică [ ]ak  rămâne neschimbată. 
Aceasta implică faptul că o matrice de rigiditate nesimetrică poate fi transformată 
într-o matrice în care elementele nediagonale sunt egale şi de semn contrar.  

În cazul special când elementele diagonale sunt identice, există două cazuri 
interesante: 

a) când elementele nediagonale sunt egale şi de semn contrar, matricea 
transformată este identică cu matricea originală  
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deci lagărul este izotrop.  

b) când elementele nediagonale sunt identice  
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şi pentru 045=∗α  
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deci lagărul este ortotrop, cu axele principale de rigiditate la 045  şi 0135 . 

Se pot stabili următoarele şase concluzii importante [5.5]: 

a) când zyyz kk ≠ , lagărul este anizotrop; 

b) când zyyz kk −=  şi zzyy kk = , lagărul este izotrop; 

c) când zyyz kk =  şi zzyy kk ≠ , lagărul este ortotrop, cu direcţiile principale 

definite de ∗α  şi 090+∗α ; 

d) când zyyz kk =  şi zzyy kk = , lagărul este ortotrop, cu direcţiile principale 

de rigiditate la 045  şi 0135 ; 

e) când 0== zyyz kk  şi zzyy kk ≠ , lagărul este ortotrop, cu direcţiile 
principale orizontală şi verticală; 
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f) când 0== zyyz kk  şi zzyy kk = , lagărul este izotrop; 

În plus, condiţia zyyz kk ≠  (elementul nediagonal de cuplaj ak  diferit de 
zero) este cauza principală a instabilităţii unui sistem anizotrop. 

5.3.3.2  Lagăre cu film fluid 

Comportarea liniarizată a lagărelor hidrodinamice este descrisă de 
componentele pe două direcţii ale forţelor obţinute prin dezvoltarea în serie Taylor 
a relaţiilor forţă-deplasare şi forţă-viteză, în vecinătatea poziţiei de echilibru a 
fusului în lagăr [5.6]: 
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În formă expandată  
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În formă partiţionată  
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unde 
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În continuare, se neglijează efectele inerţiale ale lagărelor şi piedestalurilor.  

5.3.3.3  Etanşări inelare cu fluid 

Etanşările inelare scurte din pompele centrifuge se consideră izotrope. 
Forţele dinamice din etanşări se reprezintă prin relaţii forţă-deplasare de forma 
[5.7] 
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Elementele diagonale ale matricilor de rigiditate şi de amortizare sunt 
identice, în timp de elementele nediagonale sunt egale şi de semn contrar. Termenii 
de cuplaj din matricea de amortizare şi termenii masici provin din efecte inerţiale. 
Rigidităţile de cuplaj provin din circulaţia fluidului, la fel ca în lagărele 
hidrodinamice cu cuzinet complet necavitate. Coeficienţii dinamici din relaţia 
(5.43) sunt definiţi în Secţiunea 6.10.2. 

Forţele de interacţiune între difuzor şi voluta impulsorului sunt în general 
descrise printr-o relaţie de forma  
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Se remarcă prezenţa elementelor de cuplaj inerţial cm , absente în relaţia 
(5.43) pentru etanşări cu lichid. Semnul lui cm  este negativ, ceea ce înseamnă că 
este destabilizator pentru precesia directă. Modelul cu elemente diagonale identice 
şi elemente nediagonale egale şi de semn contrar asigură izotropia radială.  

Forţele dezvoltate de etanşările labirintice ale compresoarelor centrifuge 
sunt cu cel puţin un ordin de mărime mai mici decât cele din etanşările cu fluid. Ele 
au termeni masici neglijabili şi sunt de obicei modelate printr-o relaţie forţă-
mişcare de forma  
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Spre deosebire de relaţia (5.43) valabilă pentru etanşările pompelor, 
coeficientul de rigiditate directă este în general neglijabil şi în multe cazuri negativ.  

Deobicei se lucrează doar cu coeficienţi de translaţie. Coeficienţii dinamici 
unghiulari se utilizează doar la etanşări inelare lungi, în pompe centrifuge cu mai 
multe trepte, în care forţele produc rotiri ale arborelui şi momentele produc 
deplasări liniare. 

5.3.4  Cuplaje elastice 

Un cuplaj flexibil poate fi modelat printr-un element elastic, cu rigiditate 
izotropă la translaţie Tk  şi rigiditate unghiulară Rk , dispus între secţiunea i a unui 
arbore şi secţiunea j a celuilalt arbore, ca în fig. 5.18 [5.1]. 

Matricea de rigiditate a unui astfel de cuplaj elastic are forma  
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Acest model simplu de cuplaj permite deplasări transversale relative mici şi 
dezaxări unghiulare între centrele componentelor cuplate, dar nu permite deplasări 
relative axiale, deci nu trebuie utilizat la cuplaje cu caneluri.  

 
Fig. 5.18 

Efectele inerţiale pot fi luate în considerare incluzând discuri subţiri rigide 
în punctele de conectare. 

5.4  Ecuaţiile de mişcare ale sistemului  

Ecuaţiile de mişcare ale unui sistem rotor-lagăre-etanşări se scriu în 
forma de ordinul doi, asamblând matricile elementelor, apoi se tranformă în forma 
de ordinul întâi, pentru rezolvarea problemei de valori proprii.  



5. ANALIZA CU ELEMENTE FINITE   37

5.4.1  Ecuaţiile de ordinul doi în spaţiul configuraţiilor 

Se utilizează un vector global al deplasărilor, a cărui jumătate superioară 
conţine deplasările nodale în planul Y-X, în timp ce jumătatea inferioară conţine 
deplasările din planul Z-X  
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Corespunzător, jumătatea superioară a vectorului global al forţelor conţine 
forţele nodale din planul Y-X, iar jumătatea inferioară conţine forţele nodale care 
acţionează în planul Z-X  

{ } {
{ }

}
{ }

T

F

nynzyzyz

F

nznyzyzy
T

T
z

T
y

M,T,,M,T,M,T,M,T,,M,T,M,f
4444444 34444444 21

L
444444 3444444 21

L                  
22112211

−−−= T . 

          (5.48) 

 Cei doi vectori se partiţionează astfel 
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Combinând ecuaţiile elementelor componente, ecuaţiile de mişcare ale 
sistemului asamblat pot fi scrise sub forma 

  [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }fxKxCxM =++ &&& ,   (5.50) 

în care matricile şi vectorii 
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sunt de ordinul nN 4= , unde n este numărul de noduri al modelului cu elemente 
finite. 

Matricea de masă globală este prezentată în fig. 5.19, matricea giroscopică 
globală – în fig. 5.20, iar matricea de rigiditate globală – în fig. 5.21. 
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Fig. 5.19 

 
Fig. 5.20 

 
Fig. 5.21 
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Matricile [ ]yzk , [ ]zyk  şi [ ]zzk  se aseamănă cu [ ]yyk . Matricile 
lagărelor sunt similare. 

 
Fig. 5.22 

Pentru modelul rotoric din fig. 5.22, ecuaţiile de mişcare au forma  

 
Fig. 5.23 

 
Fig. 5.24 



                                                                                                DINAMICA  MAŞINILOR 40 

Vectorii forţelor de dezechilibru masic au forma  

   { } { } { } tFtFf sc ΩΩ sincos += ,  (5.52) 

în care vectorii din membrul drept sunt prezentaţi în fig. 5.24. 

5.4.2  Ecuaţiile de ordinul întâi în spaţiul stărilor  

În vederea rezolvării, ecuaţiile de mişcare (5.50) se transformă în ecuaţii de 
ordinul întâi, în spaţiul stărilor. Introducând ecuaţia auxiliară 

   [ ]{ } [ ]{ } { }0=− xMxM && ,   (5.53) 

ecuaţiile (5.50) şi (5.53) pot fi combinate rezultând 
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sau 

   [ ]{ } [ ]{ } { }pqBqA =+& ,   (5.55) 

unde matricile [ ]A  şi [ ]B  de dimensiuni NN 22 ×  sunt reale dar nesimetrice  
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Sistemul de ecuaţii astfel format nu este autoadjunct.  

Combinând ecuaţiile (5.50) şi (5.53) se mai poate obţine 

     
[ ] [ ]
[ ] [ ]

{ }
{ }

[ ] [ ]
[ ] [ ]

{ }
{ }

{ }
{ } ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
+

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

fx

x

CK

M

x

x

M

M 00

0

0

&&&

&
 (5.56) 

dar în continuare se va utiliza numai forma (5.54). 

5.5  Analiza valorilor proprii  

Rezolvând problema de valori proprii a unui sistem rotoric, se determină 
frecvenţele proprii, rapoartele de amortizare modale, formele modale de precesie şi 
limitele de stabilitate pentru sisteme giroscopice amortizate.  
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5.5.1  Vectori proprii la dreapta şi vectori proprii la stânga 

Valorile proprii şi vectorii proprii la dreapta se obţin rezolvând forma 
omogenă a ecuaţiei (5.55) 

   [ ]{ } [ ]{ } { }0=+ qBqA & .   (5.57) 

Presupunând soluţii de forma  

   { } { } teλΦ Rq = , 

ecuaţia (5.57) poate fi scrisă sub forma 

   [ ] [ ]( ){ } { }0=+ RBA Φλ .   (5.58) 

Există Nr 2=  valori proprii rλ , soluţii ale ecuaţiei 

   [ ] [ ]( ) 0det =+ BAλ ,    (5.59) 

şi N2  vectori proprii la dreapta { }R
rΦ  care satisfac problema generalizată de 

valori proprii  

  [ ]{ } [ ]{ }R
r

R AB ΦλΦ −= ,  ( )N,...,r 21= . (5.60) 

Pentru ecuaţia transpusă  

   [ ] { } [ ] { } { }0=+ qBqA TT & , 

se admit soluţii de forma 

   { } { } teλΦ Lq = . 

Rezultă 

   [ ] [ ]( ){ } { }0=+ LTT BA Φλ .   (5.61) 

Valorile proprii se obţin rezolvând ecuaţia  

   [ ] [ ]( ) 0det =+ TBAλ  

care are aceleaşi soluţii ca ecuaţia (5.59). 

Deoarece transpusa ecuaţiei (5.61) este 
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   { } [ ] [ ]( ) ⎣ ⎦0=+ BA
TL λΦ , 

{ }LΦ  se numesc vectori proprii la stânga, soluţii ale problemei de valori proprii  
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T
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L
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T AB ΦλΦ −= ,  ( )N,...,r 21= . (5.62) 

 Vectorii proprii la dreapta şi vectorii proprii la stânga, de dimensiuni 
12 ×N , satisfac relaţiile de biortogonalitate  
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 (5.63) 

astfel încât 

   
r

r
r α

βλ = .     (5.64) 

Relaţiile de biortogonalitate între vectorii modali ai sistemului original şi 
cei ai sistemului transpus pot fi utilizate pentru decuplarea ecuaţiilor de mişcare.  

5.5.2  Reducerea la problema standard de valori proprii  

Ecuaţia (5.58) poate fi scrisă sub forma 

   [ ]{ } { }RRR Φ
λ

Φ 1
=     (5.65) 

în care 
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este o matrice reală nesimetrică, de dimensiuni NN 22 × . 

Prin rezolvarea problemei de valori proprii a ecuaţiei (5.65) se obţin însă 
inversele valorilor proprii. Jumătatea superioară a vectorilor proprii reprezintă 
vectorii proprii, de dimensiuni 1×N , ai problemei originale. 

O metodă diferită utilizează forma (5.56). Pentru o soluţie de forma 

    { } { } teλux = ,    (5.66) 

forma omogenă a ecuaţiei (5.56) devine 
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sau 
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De reţinut că nN 4= , unde n este numărul nodurilor modelului. 

5.5.3  Diagrame Campbell şi diagrame de stabilitate 

Ecuaţia (5.65) are N2  soluţii proprii, unde N este ordinul matricilor 
globale ale sistemului. Aceste soluţii sunt pur reale, în cazul modurilor amortizate 
supracritic, şi apar în perechi complexe conjugate, în cazul modurilor de precesie 
neamortizate sau amortizate subcritic.  

În general, valorile proprii complexe au forma  

   rrr ωαλ i+= ,  rrr ωαλ i−=∗ ,  (5.68) 

fiind funcţii de viteza unghiulară de rotaţie a rotorului Ω . Partea imaginară rω  a 
valorii proprii este pulsaţia proprie (viteza unghiulară) de precesie iar partea reală 

rα  este constanta de amortizare. La moduri stabile rα  trebuie să fie nepozitivă. 

Nivelul amortizării se exprimă prin raportul de amortizare modală 

   
r

r
r ω

αζ −≅ , 

sau prin decrementul logaritmic 

   
r

r
rr ω

απζπδ 22 −≅= . 

De obicei se reprezintă grafic variaţia pulsaţiilor proprii de precesie şi a 
constantelor de amortizare în funcţie de viteza unghiulară de rotaţie Ω . Aceste 
diagrame se numesc diagrame ale vitezelor unghiulare de precesie (“whirl speed 
maps”) [5.1]. O astfel de diagramă este prezentată în figura 5.25.  

În majoritatea aplicaţiilor practice, dacă sistemul devine instabil, atunci 
instabilitatea este produsă de primul mod de precesie directă, în timp ce restul 
modurilor rămân stabile. În fig. 5.25 se arată că primul mod de precesie devine 
instabil la viteza unghiulară de apariţie a instabilităţii (“onset speed of 
instability”), oiΩ . 

În diagramele Campbell se reprezintă grafic variaţia pulsaţiilor 
(frecvenţelor) proprii de precesie în funcţie de (turaţia) viteza unghiulară a 
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rotorului. Dacă pe curbele pulsaţiilor proprii se marchează puncte la valori date ale 
decrementului logaritmic, acestea se numesc diagrame Lund. Dacă se reprezintă 
numai partea reală a valorilor proprii în funcţie de turaţie, se obţin diagrame de 
stabilitate. Exemple de diagrame Campbell şi diagrame de stabilitate pentru 
diverse modele rotorice sunt date în Secţiunile 3.4 şi 4.5 din Partea I. 

 
Fig. 5.25 

O viteză unghiulară (turaţie) critică de ordinul κ  a unui sistem rotoric cu 
un singur arbore este definită ca viteza unghiulară (turaţia) pentru care un multiplu 
al ei coincide cu una din pulsaţiile (frecvenţele) proprii de precesie ale sistemului. 
În figura 5.25 s-a trasat linia pulsaţiilor excitatoare de ecuaţie Ωκω = . Când Ω  
este egală cu rΩ , excitaţia rΩκ  crează o condiţie de rezonanţă.  

O metodă de determinare a turaţiilor critice se bazează pe construcţia 
diagramei Campbell, trasarea liniilor pulsaţiilor excitatoare de interes, şi marcarea 
intersecţiilor, ale căror abscise indică turaţiile critice asociate cu fiecare excitaţie.  

Vectorii proprii complecşi conjugaţi au forma 

 { } { } { }rrr bau i+= ,  { } { } { }rrr bau i−=∗ .  (5.69) 

Soluţia precesiei libere într-un anumit mod poate fi scrisă ca suma a două 
soluţii proprii complex conjugate, incluzând perechea de valori proprii şi vectori 
proprii la dreapta  
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 (5.70) 

În figura 5.26 se prezintă natura mişcării într-un mod de precesie amortizat 
(s-au omis indicii nodal şi modal). 
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Fig. 5.26 

Termenul trαe2  nu influenţează forma modală, fiind un factor comun 
pentru toate coordonatele. Jumătatea superioară a vectorului modal poate fi 
aproximată sub forma  

  { } { } { } tutux rsrcr ωω sincos += , 

în care 

 { } { } { }rrc uReau == , { } { } { }rrs uImbu −=−= . 

În acest fel, orbita în orice punct devine o elipsă în loc de spirală, şi se 
convine să se traseze elipse incomplete (“deschise”).  

Un element oarecare j al modului de precesie r are expresia  

   ( ) tututx rsrcj ωω sincos += , 

care defineşte o mişcare armonică cu pulsaţia rω . 

Cele două componente ale mişcării de translaţie în orice punct sunt 
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   (5.71) 

relaţii care reprezintă ecuaţiile parametrice ale unei elipse.  

 
Fig. 5.27 

Raza vectoare a unui punct de pe elipsă, la un moment oarecare t, este  

   ( ) ( ) ( )tttr wv  i+= . 

Forma modului de precesie se obţine unind punctele de pe diferite elipse 
care marchează poziţia rotorului la un moment dat, aceasta fiind în general o curbă 
în spaţiu (fig. 5.27). Exemple sunt date în Secţiunile 3.4 şi 4.5 din Partea I. 

Un caz special este cel al sistemelor giroscopice conservative. La un sistem 
giroscopic neamortizat, dacă lagărele au axe principale de rigiditate coliniare, 
ecuaţia (5.50) devine 

[ ] [ ]
[ ] [ ]

{ }
{ }

[ ] [ ]
[ ] [ ]

{ }
{ }

[ ] [ ]
[ ] [ ]

{ }
{ }

{ }
{ }⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
0

0
0

0
0

0
0

Z
Y

k
k

Z
Y

g
g

Z
Y

m
m

z

y
&

&

&&

&&
.(5.72) 

Dacă se admite o soluţie de forma (5.66), deoarece sistemul are valori 
proprii pur imaginare, ωλ i= , ecuaţia (5.72) devine [5.8] 
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din care se obţin patru ecuaţii matriciale cuplate. Între soluţiile acestor ecuaţii se 
pot stabili relaţiile  

  { } { }RI yy β= ,  { } { }IR zz β−= ,  

în care β  este un factor de proporţionalitate. 

Vectorul modal se poate scrie  
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şi poate fi normalizat prin împărţire la factorul comun ( )βi1+ . 

Rezultă că sistemele giroscopice conservative sunt descrise de valori 
proprii pur imaginare, iar vectorii proprii sunt reali în planul X-Y şi pur imaginari în 
planul X-Z, descriind forme modale plane. 

5.6  Răspunsul la dezechilibru 

Răspunsul forţat al unui rotor poate fi determinat fie indirect, în coordonate 
modale, fie direct, în coordonate fizice.  

5.6.1  Rezolvarea prin analiză modală  

În cazul excitaţiei sincrone datorită dezechilibrului masic  

  { } { } tFf Ωie= , { } { } tXx Ωie= ,  

ecuaţia (5.54) devine 
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Se alege o soluţie de forma  
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r
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,    (5.73) 

în care rη  sunt coordonate modale. 

Înmulţind la stânga cu { }T
r

RΦ  şi ţinând cont de relaţiile de biortogonalitate 

(5.63), ecuaţia decuplată în coordonata rη  este  
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sau 
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Coordonata modală rη  are expresia  

   
{ } { }
( )rr

T
r

L

r
P
λΩα

Φ
η

−
=

i
. 

Din relaţia (5.73) se obţine vectorul coordonatelor fizice  

   { }
{ } { }

( ) { }PQ
rr

T
r

L
r

RN

r
λΩα

ΦΦ

−
=∑

=
i

2

1

, 

a cărui jumătate superioară este 

   { }
{ } { }

( ) { }FX
rr

T
r

L
r

RN

r
λΩα

ΦΦ

−
=∑

=
i

2

1

,  (5.74) 

unde { }r
RΦ  şi { }r

LΦ  sunt jumătăţile superioare ale vectorilor modali 

corespunzători. 

5.6.2  Rezolvarea prin analiză spectrală  

Se consideră din nou ecuaţia (5.50). Pentru o excitaţie sincronă  

   { } { } { } tFtFf sc ΩΩ sincos += ,  (5.75) 

răspunsul staţionar are forma  

   { } { } { } tXtXx sc ΩΩ sincos += .  (5.76) 

Înlocuind (5.75) şi (5.76) în (5.50) se obţine 

  
[ ] [ ]( ){ } [ ]{ } { }
[ ]{ } [ ] [ ]( ){ } { }.FXMKXC

,FXCXMK

ssc

csc

=−+−

=+−
2

2  

ΩΩ

ΩΩ
 (5.77) 

Acesta este un sistem liniar de ecuaţii care se rezolvă prin metode 
cunoscute. Componentele “cos” şi “sin” se înlocuiesc apoi în expresia (5.76). Cele 
două componente ale mişcării de translaţie din fiecare secţiune sunt date de relaţii 
de forma (5.71), pe baza cărora se calculează orbitele eliptice, după cum se arată în 
Secţiunea 5.7. 
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5.7  Cinematica mişcării eliptice 

În continuare, sistemul de coordonate carteziene fixe (staţionare) este notat 
z,y,x . 

5.7.1  Orbitele eliptice  

Cea mai simplă mişcare a unui punct al unui rotor este o mişcare plană cu 
viteza unghiulară de precesie ω . Componentele deplasării în direcţiile y şi z sunt  

   
.sincos
,sincos

tztzz
tytyy

sc

sc

ωω
ωω

+=
+=

   (5.78) 

Aceste relaţii definesc o orbită eliptică, după cum se arată în fig. 5.28. 

 
Fig. 5.28 

Elipsa rezultă prin compunerea a două mişcări armonice cu amplitudini şi 
unghiuri de fază diferite 
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( )
( ) ,sinsincoscoscos

,sinsincoscoscos

tAtAtAz

tAtAtAy

zzzzzz

yyyyyy

ωθωθθω

ωθωθθω

−=+=

−=+=
 (5.78, a) 

în două direcţii perpendiculare între ele.  

Se observă că 

   ( ) 2122
scy yyA += , 

c

s
y y

y
−=θtg , 

   ( ) 2122
scz zzA += , 

c

s
z z

z
−=θtg . 

Parametrii mişcării eliptice sunt în general funcţii de viteza unghiulară de 
rotaţie Ω . Se remarcă două cazuri particulare [5.1]: 

 a) Dacă zy θθ = , componentele y şi z sunt în fază, iar orbita se reduce la o 
linie dreaptă (fig. 5.29). 

 
Fig. 5.29 

 b) Dacă cs zy −=  ( )cz+  şi sc zy +=  ( )sz−  componenta y este defazată 

înainte (în urma) componentei z cu 090 , rezultând o orbită circulară (fig. 5.30) de 
precesie directă (inversă). 

 
Fig. 5.30 
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Ecuaţiile parametrice (5.78) definesc o elipsă înclinată faţă de axele y-z. 
Rezolvând în tωcos  şi tωsin  

   
( ) ( )
( ) ( ),sin

,cos

scsccc

scscss

yzzyzyyzt
yzzyyzzyt

−−=
−−=

ω
ω

 

eliminând apoi timpul, se obţine ecuaţia orbitei sub forma  

( ) ( ) ( ) ( ) 2222222 2 sccsscssccsc zyzyzyyzyzyzyyzz −=+++−+ . (5.79) 

Ecuaţia (5.79) se poate exprima în funcţie de semiaxele a şi b, şi de unghiul 
de înclinare al axei mari α  (fig. 5.31). 

 
Fig. 5.31 

În sistemul de coordonate (principale) 11 zy − , cu axele orientate în lungul 
axelor elipsei, mişcarea este descrisă de componentele 

   
( )
( ),sin

,cos

1

1

αγω
αγω

−+=
−+=

tbz
tay

    (5.80) 

unde γ  este un unghi de fază (înclinarea razei vectoare la 0=t ), astfel încât 

   1
2

1
2

1 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

b
z

a
y .    (5.81) 

Transformarea de coordonate  

   
,zyz
,zyy

αα
αα

cossin
sincos

11

11

+=
−=

    (5.82) 

conduce la ecuaţii parametrice de forma (5.78). Combinând ecuaţiile (5.78), (5.80) 
şi (5.82), se pot obţine cei patru parametri ai elipsei a, b, α  şi γ  în funcţie de cy , 

sy , cz  şi sz . În continuare, determinarea acestora se face printr-o metodă diferită.  
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5.7.2  Descompunerea în mişcări circulare directă şi inversă  

Orbitele eliptice pot fi reprezentate cu ajutorul vectorilor complecşi rotitori, 
considerând planul y-z ca un plan complex (planul Argand), cu axa reală în lungul 
axei y şi axa imaginară în lungul axei z.  

 
Fig. 5.32 

Rezultanta r  a doi vectori, fr  care se roteşte în sens antiorar (forward) şi 

br  care se roteşte în sens orar (backward), defineşte un punct P care se deplasează 
în lungul unei orbite eliptice (fig. 5.32): 

 ( ) ( )bf t
b

t
f

t
b

t
f rrrrr θωθωωω +−+− +=+= iiii eeee .  (5.83) 

Din expresiile (5.78) se obţin componentele 

  
( ) ( )
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,yyy

tt
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c

ωωωω

ωωωω
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ee
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1ee
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1ee
2
1

−−

−−

−++=

−++=
 

astfel încât vectorul rezultaant 

 ( ) ( ) ( ) ( ) .zyzyezyzye

zyr

cssc
t

cssc
t

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−++=

=+=

−

2
1i

2
1

2
1i

2
1   

i

ii ωω  

Rezultă că r  este suma unui vector cu amplitudinea complexă fr , care se 

roteşte în acelaşi sens cu rotorul şi a unui vector cu amplitudinea complexă br , care 
se roteşte în sens contrar  
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( ) ( )

( ) ( ) .erzyzyr

,erzyzyr

b

f

bcsscb

fcsscf

θ

θ

i

i

2
1i

2
1

2
1i

2
1

=++−=

=+−++=
  (5.84) 

Amplitudinile şi unghiurile de fază au expresiile 

   
( ) ( )

( ) ( ) .       tg,
22

1

,    tg,
22

1

22

22

sc

cs
bcsscb

sc

cs
fcsscf

zy
zybazyzyr
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=
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 (5.85) 

Semiaxa mare se scrie sub forma 

    bf rra += ,    (5.86) 

( ) ( ) ( ) 22222222222

4
1

2
1

csscscscscsc zyzyzzyyzzyya −−+++++++= . 

Semiaxa mică este 

   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=−=

sc

sc
bf zz

yy
a

rrb det1 .  (5.87) 

Înclinarea axei mari (unghiul de atitudine) este  

   ( )bf θθα +=
2
1 .    (5.88) 

Din condiţia de egalitate a fazelor rezultă 

   bf tt θωθωα +−=+= ∗∗ , fbt θθω −=∗2 , 

unde ∗t  este timpul la care P este în poziţia de amplitudine maximă a deplasării. 

Se pot stabili următoarele expresii utile  

   ( )
2222

22tg
scsc

scsc

zzyy
zzyyt
−+−

+
=∗ω ,   (5.89) 

   ( )
2222

22tg
scsc

sscc

zzyy
zyzy
−−+

+
=α .   (5.90) 

Precesia este directă (forward) atunci când  

   bf rr > , 0>b ,  cssc zyzy > , 
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şi este inversă (backward) când 

   bf rr < , 0<b ,  cssc zyzy < . 

Orbita este o linie dreaptă (elipsă degenerată) când 

   bf rr = , 0=b ,  cssc zyzy = . 

5.7.3  Viteza unghiulară variabilă în lungul elipsei  

Se consideră o elipsă (fig. 5.33) descrisă de ecuaţiile parametrice 

   
.sin
,cos

tbz
tay

ω
ω

=
=

     (5.91) 

 
Fig. 5.33 

Din comparaţia cu ecuaţiile (5.78, a) rezultă 

   
( )
( ) ,sin

2
coscos

,coscos

tbtbtAz

tatAy

zz

yy

ωπωθω

ωθω

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+=

=+=

 

deci 

   
2

    ,    0    πθθ ==== zzyy bA,,aA . 

În fig. 5.34 este ilustrată metoda cercurilor concentrice pentru construcţia 
unei elipse. Se trasează două cercuri concentrice cu centrul în O. Diametrul 
cercului mare este egal cu axa mare a2 . Diametrul cercului mic este egal cu axa 
mică b2 . O rază care face unghiul tω  cu axa y intersectează cercul mare în M şi 
cercul mic în P. Punctul B de pe elipsă se obţine la intersecţia paralelei din M la 
axa z, cu paralela din P la axa y. 
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Punctul A de pe axa y corespunde la 0=t . Punctul B corespunde la t, iar 
puctul C la ωπ 2+t . Între punctele B şi C intervalul de timp este ωπ 2  

( )090=∠MON  în timp ce unghiul BOC  este mai mare de 090 . 

 
Fig. 5.34 

Atunci când punctul M se deplasează în lungul cercului de rază a cu viteza 
unghiulară constantă ω , punctul B se deplasează în lungul elipsei cu viteză 
unghiulară variabilă.  

Dacă se notează AOB=θ , poziţia unghiulară la momentul t este dată de 

   t
a
b

y
z ωθ tgtg == .    (5.92) 

Variaţia lui θ  în funcţie de tω  este prezentată în fig. 5.35. Deviaţia faţă 
de linia dreaptă indică o viteză unghiulară variabilă.  

 
Fig. 5.35 
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Într-adevăr, viteza unghiulară a mişcării în lungul elipsei este  

   ( )
t

a
b

t
a
b

tt
ω

ωω

ω
θωθθ

2
2

2

tg1

sec

d
d

d
d

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

===& .  (5.93) 

Variaţia lui θ&  în funcţie de tω  este prezentată în figura 5.36. Se observă 
că θ&  variază între limitele ( )ωω ab=′  şi ( )ωω ba=′′  astfel încât ωωω ′′′= . 

 

Fig. 5.36 

În concluzie, viteza unghiulară a mişcării de precesie nu este θ&  – cea a 
punctului B în lungul orbitei eliptice, ci viteza unghiulară ω  a punctelor M şi P în 
lungul cercurilor generatoare, de raze a şi b. 

5.8  Reducerea ordinului modelului  

Discretizarea iniţială cu elemente finite a unui sistem rotoric utilizează un 
număr relativ mare de grade de libertate (GDL) pentru a obţine o precizie 
satisfăcătoare a calculelor. Uneori este necesară reducerea numărului GDL 
deoarece, în unele aplicaţii, interesează doar comportarea într-un domeniu limitat 
de turaţii joase, definită în principal de un număr redus de moduri de precesie.  

5.8.1  Condensarea modelului 

Metodele de condensare statică sau dinamică se utilizează pentru obţinerea 
unor modele de ordin redus, ale căror valori şi vectori proprii aproximează pe cele 
ale modelului original de dimensiuni mai mari.  
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5.8.1.1  Formalismul reducerii numărului coordonatelor  

Se consideră ecuaţia (5.50) sub forma 

  [ ]{ } [ ] { } [ ]{ } { }
1111 ×××××××

=++
NNNNNNNNNN
fxKxCxM &&& .   (5.94) 

Se caută o matrice de transformare dreptunghiulară [ ]T , care exprimă cele 
nN 4=  elemente (coordonate) ale vectorului { }x  printr-un număr mai mic NL <  

de elemente (coordonate) ale vectorului { }u , astfel încât 

   { } [ ]{ }
11 ×××

=
LLNN
uTx .    (5.95) 

Transformarea este independentă de timp, deci  

{ } [ ]{ }uTx = , { } [ ]{ }uTx && = , { } [ ]{ }uTx &&&& = .  (5.96) 

Înlocuind expresiile (5.96) în (5.94) şi înmulţind la stânga cu [ ]TT , prin 
echivalarea energiilor se obţin ecuaţiile de mişcare reduse  

 [ ]{ } [ ] { } [ ]{ } { }
1111 ×××××××

=++
L

red

LLL

red

LLL

red

LLL

red fuKuCuM &&& ,  (5.97) 

unde  

    [ ] [ ] [ ][ ]TMTM Tred = , [ ] [ ] [ ][ ]TCTC Tred = , [ ] [ ] [ ][ ]TKTK Tred = ,  

   { } [ ] { }fTf Tred = . 

O alegere adecvată a matricii [ ]T  reduce drastic numărul GDL fără să 
modifice frecvenţele proprii joase şi formele modurilor de precesie respective.  

5.8.1.2  Condensarea Guyan/Irons  

Metoda Guyan/Irons se bazează pe un procedeu standard utilizat în analiza 
structurală statică, şi anume eliminarea GDL la care nu sunt aplicate forţe, de unde 
numele de condensare statică. 

Coordonatele (GDL) sunt partiţionate în două grupe: a) coordonatele active 
(“master”, reţinute), şi b) coordonatele omise (“slave”, eliminate), notate cu “a”, 
respectiv “o”. 

Partiţionând ecuaţia (5.94) corespunzător, se obţine forma 
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         (5.98) 

Presupunând { } { }0=of , relaţia statică între forţe şi deplasări se reduce la  

   
[ ] [ ]
[ ] [ ]

{ }
{ }

{ }
{ } ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
a

o

a

oooa

aoaa f
x
x

KK
KK

.  (5.99) 

Partiţia inferioară reprezintă o relaţie de legătură (constrângere) statică  

   [ ]{ } [ ]{ } { }0=+ oooaoa xKxK    (5.100) 

care poate fi scrisă 

   { } [ ] [ ]{ }aoaooo xKKx 1−−= .   (5.101) 

Vectorul coordonatelor originale { }x  poate fi exprimat în funcţie de 
subvectorul coordonatelor active  

  { } { }
{ }
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[ ] [ ] { } [ ]{ }aa
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a xTx
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= −1 . (5.102) 

Relaţia (5.102) poate fi considerată o transformare Ritz. Vectorii bazei 
Ritz, care sunt coloanele matricii de transformare Ritz [ ]T , descriu configuraţii cu 
deplasări egale cu 1 în coordonatele “a”, şi deplasări (5.101) în coordonatele “o”  

 { } [ ]{ } { } { } { }[ ] { }∑
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tttxTx

1

1

21 LL . (5.103) 

Sistemul redus de ecuaţii are forma (5.97), în care 

    { } { }axu = , 

  [ ] [ ] [ ][ ] [ ]oaooaoaa
red KKKKK 1−−= ,   (5.104) 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ],KKMKK

KKMMKKMM

oaooooooao

oaooaooaooaoaa
red

11

11

                                −−

−−

+

+−−= , (5.105) 

iar [ ]redC  are o expresie similară cu (5.105). 
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Înlocuind relaţia dinamică între GDL active şi cele omise, printr-o relaţie 
statică, reducerea Guyan/Irons este o extindere incompletă a condensării statice, cu 
reducerea inerentă a preciziei. 

Există o singură excepţie: modelul cu mase punctuale, care are mase 
concentrate în nodurile unde sunt definite deplasările de translaţie (la care se 
neglijează momentele de inerţie masice). Cu toate GDL de rotire omise şi toate 
GDL de translaţie considerate active,  

  [ ] [ ]0=ooM , [ ] [ ]0=oaM , [ ] [ ]0=aoM ,  [ ] [ ]aa
red MM =   

şi reducerea Guyan/Irons este exactă. 

Dezavantaje: a) aplicarea greşită poate conduce la erori mari de modelare; 
b) se distruge forma de bandă a matricilor; c) la partiţionarea GDL este nevoie de 
experienţă şi abilitate, deşi există metode de selectare automată a GDL active. În 
concluzie, precizia care se obţine cu un model cu elemente finite detaliat poate fi 
mult micşorată prin utilizarea reducerii Guyan/Irons. 

5.8.1.3  Utilizarea macroelementelor  

Arborii în rotaţie au secţiune transversală variabilă şi deobicei, pentru a 
modela cât mai corect rotorul, este necesar un număr mare de elemente finite. 
Numărul elementelor poate fi redus prin utilizarea macroelementelor [5.9]. Un grup 
format din mai multe elemente cilindrice scurte poate fi tratat ca un singur element. 
Formal, aceasta se realizează prin condensare statică, tratând coordonatele extreme 
ca GDL active şi coordonatele interioare ca GDL omise. În acest mod scade efortul 
de calcul numeric fără o micşorare a preciziei rezultatelor.  

 
                                              a b 

Fig. 5.37 

Pentru arborele în trepte din fig. 5.37, a, un macroelement posibil este 
arătat în fig. 5.37, b. Considerând numai mişcarea în planul Y-X, matricea de 
dimensiuni 88×  a macroelementului are formă de bandă (fig. 5.38). Rearanjând 
deplasările nodale, mutând sus GDL externe alese ca GDL active şi mutând jos 
GDL interne selectate ca GDL omise, se distruge forma de bandă.  
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Fig. 5.38 

Eliminarea GDL interne utilizând transformarea (5.85) produce o matrice 
condensată de ordinul 44× . Aceasta permite menţinerea structurii de bandă a 
matricii sistemului (fig. 5.39). 

 
Fig. 5.39 

5.8.1.4  Condensarea modală 

Se consideră partea omogenă a ecuaţiei (5.50) a unui sistem rotoric 
anizotrop amortizat, scrisă sub forma 

 [ ]{ } [ ] [ ]( ) { } [ ] [ ]( ) { } { }0=++++ xKKxGCxM bsb &&& Ω , (5.106) 

în care [ ]bK  şi [ ]bC  sunt matricile de rigiditate şi de amortizare ale lagărelor, 

[ ]sK  este matricea de rigiditate a arborelui, [ ]G  este matricea giroscopică a 
arborelui şi discurilor, [ ]M  este matricea de masă, şi { }x  este vectorul de stare, 
de dimensiuni 14 ×n . 

Problema corespunzătoare complexă de valori proprii dă pulsaţiile proprii 
amortizate şi vectorii proprii complecşi. La sisteme rotorice cu un număr mare de 
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GDL, algoritmul de calcul al valorilor proprii complexe poate întâmpina dificultăţi 
numerice şi poate mări timpul de calcul. 

O metodă pentru evitarea acestor probleme este condensarea modală. O 
variantă se bazează pe analiza părţii negiroscopice neamortizate izotrope a ecuaţiei 
(5.106) în planul Y-X: 

   [ ]{ } [ ] { } { }0=++ YkkYm yy
&& .  (5.107) 

Se presupune că arborele este axial-simetric, se neglijează efectele 
giroscopice şi amortizarea din lagăre, şi se consideră doar o rigiditate medie 
principală a lagărelor, deobicei componenta simetrică din relaţia (5.37). Acest 
sistem conservativ asociat are moduri de precesie neamortizate plane, definite de 
vectori proprii care sunt coloanele matricii modale  

   [ ] { } { } { }[ ]n221 ΦΦΦΦ L= .  (5.108) 

Cu primele L moduri de precesie ale sistemului descris de (5.107), se 
formează o matrice modală trunchiată utilizată ca matrice de transformare.  

Reţinând primele L coloane ale matricii (5.108) rezultă 

   [ ] { } { } { }[ ]LΦΦΦΦ L21=∗ .  (5.109) 

Transformarea de coordonate este  
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0  (5.110) 

unde { }u  este vectorul de stare redus. 

Înlocuind (5.110) în (5.106) şi înmulţind la stânga cu [ ]T∗Φ  se obţine 
sistemul redus al ecuaţiilor de mişcare (5.97) 
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unde 

  [ ] [ ] [ ] [ ]∗∗= ΦΦ MM
Tred  , { } [ ] { }ff

Tred ∗= Φ  , 

  [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ]∗∗ += ΦΦ GCC bTred  ,   (5.111) 

  [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ]∗∗ += ΦΦ bsTred KKK . 

După determinarea coordonatelor modale { }u , coordonatele fizice se 
calculează cu relaţia (5.110). 

Pentru a determina cu precizie primele 2-3 valori proprii ale căror părţi 
imaginare să fie situate în domeniul turaţiilor de lucru ale maşinii, trebuie utilizaţi 
până la 10-12 vectori modali { }jΦ . În plus, se pot introduce coeficienţi de 
amortizare modală diagonali care să ţină cont de amortizarea structurală şi externă.  

Metoda modală nu necesită o intuiţie asupra concentrării masei, alegerii 
modurilor componente, şi procedurilor iterative de îmbunătăţire a matricii de 
transformare. Singura ipoteză de bază presupune că, prin combinarea liniară a 
vectorilor Ritz obţinuţi pentru sistemul rotoric izotrop neamortizat, se poate obţine 
o bună aproximare a vectorilor proprii complecşi ai sistemului rotoric anizotrop 
puternic amortizat.  

5.8.2  Substructurarea modelului 

Sistemul rotor-stator-fundaţie poate fi divizat în componente sau 
substructuri, analizând componentele separat, şi cuplându-le apoi pentru a obţine 
modelul matematic al întregului sistem. Metodele de sinteză a modurilor 
componente (SMC) sau cuplarea substructurilor în vederea analizei dinamice sunt 
utilizate pentru sintetizarea ecuaţiilor sistemului pe baza modurilor de deplasare 
caracteristice ale componentelor.  

În metoda SMC, deplasarea unui punct oarecare al unei componente este 
reprezentată ca suprapunerea a două tipuri de moduri componente: a) moduri 
normale constrânse (constrained normal modes), care definesc deplasările faţă de 
interfeţele (marginile) fixe ale componentelor, şi b) moduri de constrângere 
(constraint modes), produse prin deplasarea coordonatelor de la margini. În plus, 
coordonatele oricărei componente pot fi clasificate în: a) coordonate de interfaţă 
(de joncţiune), dacă sunt comune pentru două sau mai multe componente, şi b) 
coordonate interioare, dacă nu se află la interfaţa cu altă componentă.  

Modurile de constrângere statice se determină dând pe rând fiecărei 
coordonate de interfaţă o deplasare egală cu 1, fixând celelalte coordonate şi 
pemiţând deplasarea în coordonatele interioare. Modurile normale constrânse 
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dinamice se obţin fixând toate coordonatele de interfaţă şi determinând modurile 
vibraţiilor libere ale componentei constrânse.  

Reducerea numărului GDL ale sistemului se face prin modurile normale 
constrânse. Se presupune că răspunsul sistemului poate fi determinat cu suficientă 
precizie reţinând doar un număr redus de moduri normale constrânse judicios alese. 
Fiecare componentă este transformată în funcţie de modurile sale normale 
constrânse şi asamblată într-un sistem de ecuaţii de mişcare de ordin redus. 

Analiza unui sistem complet rotor-lagăre-fundaţie depăşeşte scopul acestei 
prezentări. Se va considera doar subsistemul rotor-lagăre pentru a sublinia etapele 
unei analize SMC a unei substructuri [5.9]. 

Se consideră un arbore cu secţiunea constantă (fig. 5.40) rezemat în trei 
lagăre. Neglijând efectele de cuplaj, se consideră doar vibraţia în planul Y-X. 

 
Fig. 5.40 
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Arborele este modelat cu 7 elemente finite de grindă. Cele 16 coordonate 
nodale sunt notate 1v , 2v ,…, 8v , 1ψ , 2ψ ,…, 8ψ  (v. partea de sus a fig. 5.40, a). 

Coordonatele 1v , 4v  şi 8v  se aleg GDL active, restul coordonatelor fiind 
GDL omise: 

    { } { }T
aY 841 vvv= , 

  { } { }T
oY 8776655433221 ψψψψψψψψ vvvvv= . 

Vectorul global al deplasărilor se ordonează cu GDL active în partea de sus  

    { } { }
{ }⎭

⎬
⎫

⎩
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=
o
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Y
Y

Y .    (5.112) 

Ecuaţia de mişcare se poate scrie partiţionat sub forma  
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         (5.113) 

Structura matricilor este prezentată în fig. 5.41, unde porţiunile haşurate 
corespund arborelui iar cercurile provin de la lagăre.  

 
Fig. 5.41 

5.8.2.1  Moduri normale constrânse 

Dacă se blochează deplasările de translaţie în lagăre (coordonatele de 
interfaţă), atunci 0841 === vvv , { } { }0=aY  şi ecuaţia (5.113) se reduce la cea a 
sistemului auxiliar conservativ. Prin rezolvarea problemei de valori proprii, din 
forma omogenă  
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   [ ]{ } [ ] { } { }0=+ oooooo YkYm &&    (5.114) 

se obţin aşa-numitele “moduri normale constrânse”, adică vectorii proprii { }jΦ  
( )13....,,1=j  ai arborelui rezemat rigid (constrâns) (fig. 5.40, b). 

Prin trunchierea acestor moduri componente, se formează o matrice de 
transformare utilizând, de exemplu, numai 5 vectori (din totalul de 13) într-o 
matrice modală redusă  

   [ ] { } { } { }[ ]521 ΦΦΦΦ L=∗ .  (5.115) 

Transformarea de coordonate se scrie sub forma  

   { } [ ] { }
15513113 ××

∗

×
= qYo Φ ,    (5.116) 

unde { }q  este vectorul coloană al coordonatelor modale constrânse.  

Din relaţiile (5.112) şi (5.116) se obţine 

 

 
 
 
 
 
 
 

(5.117) 

5.8.2.2  Moduri de constrângere 

Comportarea statică a arborelui rezemat rigid este descrisă de partea statică 
a ecuaţiei (5.113), în care { } { }0=

oyF  
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Coordonatele interioare { }oY  pot fi exprimate în funcţie de coordonatele 
de interfaţă { }aY  utilizând partea inferioară a ecuaţiei (5.118) 

   [ ]{ } [ ]{ } { }0=+ oooaoa YkYk . 

Aceasta se mai poate scrie  

  { } [ ] [ ]{ } [ ]{ }astataoaooo YYkkY Φ=−= −1 .  (5.119) 

“Modurile de constrângere” sunt coloane ale matricii [ ] [ ] TT
stataI ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ Φ  în 

care 

   [ ] [ ] [ ]oaoostat kk 1−−=Φ .   (5.120) 

Modurile de constrângere statică se generează producând pe rând o 
deplasare egală cu 1 în fiecare coordonată de interfaţă, cu restul coordonatelor 
blocate şi toate coordonatele interioare neconstrânse şi neîncărcate (fig. 5.40, c). 
Ele reprezintă funcţii de formă globale sau vectori Ritz. 

5.8.2.3  Condensarea combinată statică şi modală  

Prin combinarea modurilor normale constrânse [ ]∗Φ  cu modurile de 
constrângere [ ]statΦ  se obţine o transformare modală a coordonatelor fizice ale 
unei componente a sistemului. Relaţia (5.117) devine 

 

 
 
 
 
 

(5.121) 

sau 

   { } [ ]{ }uTY = .     (5.122) 
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Înlocuind (5.122) în (5.113) şi înmulţind la stânga cu [ ]TT  se obţine un 
sistem redus de ecuaţii de mişcare  

 

 
 
 

(5.123) 

care poate fi scris 
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unde 

  [ ] [ ] [ ][ ] [ ]oaooaoaa
red
aa kkkkk 1−−= , 

  [ ] [ ] [ ] [ ]∗∗= ΦΦ oo
Tred

qq kk  , 

  [ ] [ ]aa
red
aa cc =  , 

  [ ] [ ] [ ] [ ]∗∗= ΦΦ oo
Tred

qq mm  ,    (5.124) 

  [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )oastatoo
Tred

qa mmm += ∗ ΦΦ  , 

  [ ] [ ]Tred
qa

red
aq mm =  , 

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ]aastataooastatoo
T

stat
red
aa mmmmm +++= ΦΦΦ  , 

După stabilirea ecuaţiilor trunchiate ale fiecărei componente a sistemului, 
următorul pas constă în asamblarea lor pentru a forma ecuaţiile trunchiate ale 
întregului sistem. Prin rezolvarea acestora se obţine vectorul coordonatelor 
sistemului, compus din coordonatele de interfaţă ale sistemului şi coordonatele 
modale constrânse ale fiecărei componente.  

Calculele ulterioare se pot face utilizând ecuaţiile în forma de ordinul întâi.  

În concluzie, în metodele de sinteză Craig-Bampton a modurilor 
componentelor, deplasarea într-un punct oarecare al unei componente este 
reprezentată prin suprapunerea a două tipuri de moduri de deplasare: a) moduri 
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normale constrânse – deplasări faţă de interfeţele blocate ale componentei, şi b) 
moduri de constrângere statică - deplasări produse prin deplasarea interfeţelor.  

Numărul gradelor de libertate ale sistemului este micşorat prin trunchierea 
numărului modurilor normale constrânse. Deobicei, întâi se trunchiază modurile 
puternic amortizate sau amortizate supracritic, apoi modurile cu frecvenţele proprii 
cele mai înalte.  

5.8.3  Metode de reducere pas cu pas a modelului  

În reducerea statică (Guyan/Irons) se neglijează termenii asociaţi cu 
gradele de libertate omise (GDL-o). În metoda denumită Improved Reduced System 
(IRS), se ţine cont şi de efectele inerţiale ale GDL-o. Robusteţea metodei depinde 
de observabilitatea structurii din gradele de libertate selectate ca active (GDL-a). 
Metoda iterativă IRS (IIRS) se bazează pe eliminarea în serie a GDL-o şi selectarea 
automată a numărului şi amplasării GDL-a [5.10]. Metoda IIRS converge spre un 
model redus care reproduce o parte a caracteristicilor modelului modal al întregului 
sistem. 

În ecuaţiile de mişcare (5.50) ale unui sistem rotor-lagăre amortizat, 
matricile au dimensiuni N×4 , unde N este numărul nodurilor în modelul cu 
elemente finite. La un sistem complex cu multe grade de libertate, aceasta conduce 
la o problemă de valori proprii de dimensiuni mari, deşi numai câteva dintre 
primele valori şi vectori proprii sunt de interes practic.  

Pentru a reduce dimensiunile problemei de valori proprii, mai întâi se 
consideră partea omogenă conservativă negiroscopică a ecuaţiei (5.50)  

  [ ] { } [ ] { } { }0=+ xKxM && ,   (5.125) 

în care [ ]M  şi [ ]K  sunt componentele simetrice ale matricilor [ ]M  şi [ ]K . 

Coordonatele fizice din vectorul { }x  sunt eliminate una câte una. Criteriul 
de eliminare este valoarea raportului jjjj mk  al elementelor diagonale ale 

matricilor [ ]M  şi [ ]K . GDL în care acest raport are valoarea cea mai mare se 
notează xo şi este mutat în poziţia cea mai de jos a vectorului deplasărilor în 
vederea eliminării.  

Ecuaţia (5.125) poate fi rescrisă 

 [ ] [ ] [ ][ ] { } [ ] [ ] [ ][ ] { } { }0=+ xPPKPxPPMP TTTT && , 

unde [ ]P  este o matrice de permutare.  



5. ANALIZA CU ELEMENTE FINITE   69

Ecuaţia poate fi partiţionată sub forma 
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în care ox , ooK  şi ooM  sunt scalari, iar { }ax  este vectorul coloană al GDL active 
rămase. Dacă mai multe GDL au acelaşi raport jjjj mk , atunci cel cu indicele cel 
mai mic este considerat primul. Dacă acest raport este mai mare decât o anumită 
valoare limită ω c

2 , atunci GDL respectiv este eliminat.  

5.8.3.1  Reducerea Guyan pas cu pas (SGR - Stepwise Guyan Reduction) 

Utilizând partea statică a ecuaţiei (5.126), se obţine o ecuaţie de legătură 
între gradul de libertate omis şi vectorul coloană al GDL active  

  ⎣ ⎦ { } ⎣ ⎦{ }a
ST
oaaoaooo xGxKKx =−= −1 . 

Reducerea la GDL active în metoda SGR este definită astfel 
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, { } [ ] [ ]{ }aS xTPx = . 

După un pas de reducere, ecuaţia (5.125) redusă prin metoda SGR devine 

  [ ] { } [ ] { } { }0=+ aSTaST xKxM && ,  (5.127) 

în care 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ]S
TT

SST TPMPTM = ,   [ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ]S
TT

SST TPKPTK = . 

Fiecare pas de reducere este caracterizat de produsul [ ][ ]STP . Întregul 
proces este descris printr-o matrice de transformare de forma  

 [ ] [ ][ ]( ) [ ][ ]( ) [ ][ ]( )nSSS TP.........TPTPT 21=  

unde n este numărul GDL omise.  

La sfârşitul eliminării pas cu pas a GDL omise, matricile globale reduse 
sunt  

[ ] [ ] [ ][ ]TMTM T
red = , [ ] [ ] [ ][ ]TKTK T

red = , [ ] [ ] [ ][ ]TCTC T
red = ,(5.128) 

unde s-a utilizat aceeaşi matrice [ ]T  pentru a reduce în [ ]C  matricea giroscopică 
şi cea de amortizare. 

Reducerea coordonatelor fizice este descrisă de  
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  { } [ ]{ }redxTx = .    (5.129) 

După rezolvarea problemei de valori proprii reduse, vectorii modali 
compleţi se obţin prin expandare, utilizând metoda inversă SGR (ISGR) bazată pe 
transformarea (5.129). 

5.8.3.2  Reducerea îmbunătăţită pas cu pas (SIR) 

Înlocuind vectorul acceleraţiilor din ecuaţia (5.127) 

  { } [ ] [ ] { }aSTSTa xKMx 1−−=&& , 

şi acceleraţia scalară  

  ⎣ ⎦ [ ] [ ] { }aSTSToaooo xKMKKx 11 −−=&&  

în partiţia inferioară a ecuaţiei (5.126), se obţine o nouă relaţie de legătură între 
GDL omis şi vectorul coloană al GDL active  

   ( )⎣ ⎦{ }aoao xGx 1=  

în care 

( )[ ] ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦( ) [ ] [ ][ ]STST
ST
oaoooaoaoooa KMGMMKKG 111 −− +−−= . (5.130) 

În metoda SIR, reducerea la GDL active este definită prin  
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După un pas de reducere, ecuaţia de mişcare omogenă redusă este  

  [ ] { } [ ] { } [ ] { } { }0111 =++ aaa xKxCxM &&& , 

unde 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ]111 TPMPTM TT= ,  [ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ]111 TPKPTK TT= , 

   [ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ]111 TPCPTC TT= . 

Matricea de transformare SIR are forma 

 [ ] [ ][ ]( ) [ ][ ]( ) [ ][ ]( )nTP.........TPTPT 12111=   (5.131) 

iar matricile globale ale sistemului redus sunt date de (5.128). 

Expandarea vectorilor modali se face cu metoda inversă SIR (ISIR) bazată 
pe transformarea (5.129) în care matricea [ ]T  este dată de (5.131). 
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5.8.3.3  Reducerea îmbunătăţită prin iteraţie pas cu pas (SIIR) 

Dacă se repetă înlocuirea acceleraţiilor { }ax&&  şi ox&&  în ecuaţia (5.126), 
ecuaţia de legătură pentru iteraţiile următoare devine  

  ( )⎣ ⎦{ }a
i

oao xGx 1+= , 

în care 

( )[ ] ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ( )⎣ ⎦( ) [ ] [ ][ ]ii
i

oaoooaoaoo
i

oa KMGMMKKG 111 −−+ +−−= . 

Reducerea la GDL active devine 
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în care indicele i denotă iteraţia i. După un pas de reducere, ecuaţia de mişcare 
omogenă SIIR a sistemului giroscopic amortizat este  

  [ ] { } [ ] { } [ ] { } { }0=++ aiaiai xKxCxM &&& , 
unde 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ]i
TT

ii TPMPTM = ,     [ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ]i
TT

ii TPKPTK = , 

   [ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ]i
TT

ii TPCPTC = .   (5.132) 

În fiecare pas de reducere, efectul GDL omis eliminat este redistribuit 
tuturor celorlalte GDL active rămase, astfel încât următoarea reducere va elimina 
GDL cu raportul jjjj mk  de valoare maximă al elementelor diagonale ale 
matricilor de masă şi de rigiditate. Procedeul se aplică până raportul jjjj mk  cu 

valoarea maximă este egal sau mai mic decât ω c
2 . În acest stadiu, GDL active 

reprezintă GDL selectate ale modelului redus.  

Într-adevăr, în cazul excitaţiei armonice cu pulsaţia ω , din partiţia 
inferioară a ecuaţiei (5.126) rezultă 

( ) ⎣ ⎦ ⎣ ⎦( ){ }.xMKMKKx aoaoaooooooo
21121 1 ωω −−−=

−−−  (5.133) 

Dacă prima paranteză din (5.133) este aproximată prin dezvoltarea 
binomială trunchiată  

( ) ( )oooooooo MKMK 12112 11 −−− +≅− ωω   (5.134) 

şi termenii în ω 4  sunt ignoraţi, se obţine o relaţie de legătură (constrângere) 
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⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦( )[ ] { } .xGMMKKx a
ST
oaoooaoaoo  21

o +−−= − ω   (5.135) 

Dacă { }ax  este un mod propriu al problemei conservative reduse, relaţia 
(5.135) devine relaţia (5.130). Însă egalitatea (5.134) este valabilă doar pentru 
pulsaţii ./MK oooo<<2ω  Înseamnă că dacă se stabileşte o limită ω c

2 , atunci 
eliminarea GDL omise se poate face până raportul oooo /MK  este egal sau mai mic 
decât această valoare. În acest mod, se determină automat numărul şi amplasarea 
GDL active.  

La sistemele negiroscopice conservative, metoda SIIR converge monoton 
spre un model redus care are aceleaşi valori proprii joase şi vectorii proprii 
respectivi reduşi ai sistemului iniţial. La sisteme giroscopice amortizate, reducerea 
arbitrară a matricilor de amortizare şi giroscopică în (5.132) poate conduce la o 
îmbunătăţire a preciziei de predicţie a metodei SIR pentru unele moduri proprii. 

După rezolvarea problemei reduse de valori proprii, se utilizează relaţia 
(5.129) în metoda inversă SIIR (ISIIR) pentru expandarea vectorului GDL active la 
dimensiunea problemei complete, utilizând matricea de transformare 

 [ ] [ ][ ]( ) [ ][ ]( ) [ ][ ]( )niii TP.........TPTPT 21= , 

în care indicele i este numărul de iteraţii în metoda SIIR. 

O măsură a preciziei formelor modale expandate este dată de eroarea 
relativă a formelor modale  

 ( ) ( ) ( )%FEMandedexpFEM 100absabs ⋅− ΦΦΦ . 

Exemplul 5.1 

În figura 5.42 se prezintă rotorul cu un disc şi arbore în trepte, rezemat în 
două lagăre izotrope identice, din lucrarea [5.8]. Rotorul a fost modelat cu 18 
elemente de tip Timoshenko, având în total 76 GDL, incluzând efectele giroscopice 
şi neglijând amortizarea internă [5.11]. Metoda de condensare, aplicată cu o 
pulsaţie limită srad0008=cω , a selectat 8 GDL active: 3, 9, 25, 33, 41, 47, 63, 
71.  

Frecvenţele proprii amortizate, calculate la turaţia rpm00030=n , sunt 
date în Tabelul 5.3. Valorile "adevărate", prezentate în coloana a doua, sunt 
calculate pentru problema completă de valori proprii (76 GDL). Frecvenţele proprii 
calculate cu metodele SGR, SIR şi SIIR sunt date în coloanele trei, patru şi cinci. 
Cele 8 GDL de translaţie reprezintă deplasările în 4 noduri, GDL active selectate 
într-un plan fiind selectate şi în celălalt plan.  
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Fig. 5.42 

În coloanele şase, şapte şi opt se prezintă eroarea relativă a formelor 
modale expandate calculate prin metoda inversă reducerii pas cu pas. La unele 
moduri, iteraţiile din SIIR (şi ISIIR) nu îmbunătăţesc valorile calculate în SIR (şi 
ISIR). 

Tabelul 5.3 

Frecvenţa proprie amortizată, Hz Eroarea formei modale, %  
 

Modul “Adevărată” 
MEF SGR SIR SIIR 

5 iteraţii ISGR ISIR ISIIR 
5 iteraţii 

1 246,01 246,78 246,27 246,21 2,04 1,46 1,32 
2 296,49 296,91 296,81 296,74 1,54 1,82 1,66 
3 774,00 777,26 773,00 772,79 3,59 1,07 1,23 
4 808,31 808,38 807,32 807,20 2,16 0,91 1,12 
5 1165,7 1287,3 1174,9 1166,8 24,96 7,57 3,44 
6 1367,4 1425,4 1366,1 1369,7 14,71 0,69 3,35 
7 1959,9 1997,6 1960,0 1958,7 3,59 1,26 0,57 
8 2020,6 2054,1 2020,0 2020,7 3,29 0,61 0,53 

Exemplul 5.2 

În fig. 5.43 se prezintă rotorul cu trei lagăre şi patru discuri din [5.12] cu 
diametre interioare diferite. Rotorul a fost modelat cu 13 noduri (52 GDL), 
utilizând elemente de arbore Timoshenko cu matrici coerente de masă şi 
giroscopică.  
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Fig. 5.43 

Procedura de condensare, aplicată cu o pulsaţie limită 
srad0003=cω , a selectat 24 GDL active. Continuând reducerea, pentru a 

reţine numai 8 GDL active, utilizând criteriul MK , au fost selectate cele 
patru GDL ale nodului 1, şi GDL de translaţie ale nodurilor 10 şi 12 [5.11]. 

Tabelul 5.4 

Frecvenţele proprii amortizate, Hz Eroarea formei modale, %  
 

Modul Adevărate 
MEF SGR SIR SIIR ISGR ISIR ISIIR 

1 46,391 46,419 46,395 46,394 0,28 0,10 0,07 
2 59,573 59,611 59,580 59,578 0,50 0,13 0,09 
3 178,44 179,77 178,42 178,40 4,71 0,17 0,10 
4 179,41 180,76 179,39 179,38 4,83 0,19 0,07 
5 380,29 399,07 380,75 380,40 18,5 3,33 1,31 
6 441,37 469,27 443,79 441,66 34,2 9,59 3,11 
7 461,39 507,28 463,35 459,26 43,5 13,8 1,21 
8 463,96 508,54 465,16 461,70 46,7 14,1 1,70 

 

În Tabelul 5.4 se dau frecvenţele proprii amortizate calculate la 
turaţia 3000 rot/min pentru primele 8 moduri de precesie. Din nou, prin 
metoda SIIR se obţine o precizie foarte bună în doar 5 iteraţii. Expandarea 
formelor modale prin metoda ISIIR dă rezultate excelente. 

Exemplul 5.3 

Metodele de condensare expuse au fost aplicate rotorului vertical al unui 
agregat hidraulic Kaplan (fig. 5.44) studiat în [5.13]. Arborele a fost modelat cu 14 
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elemente Timoshenko (60 GDL) şi s-au considerat proprietăţi echivalente 
constante pentru cele trei lagăre orizontale [5.11]. 

 
Fig. 5.44 

Utilizând o pulsaţie limită srad500=cω , au fost selectate următoarele 
GDL active: 1, 9, 21, 29, 31, 39, 51, 59, şase dintre ele pentru cele trei mase mari: 
turbina, generatorul şi rotorul auxiliar. Primele opt frecvenţe proprii, calculate la 
turaţia 3000 rot/min, sunt listate în Tabelul 5.5 împreună cu eroarea relativă a 
formelor modale expandate.  

Tabelul 5.5 

Frecvenţa proprie amortizată, Hz Eroarea formei modale, %  
 

Modul Adevărată 
MEF SGR SIR SIIR ISGR ISIR ISIIR 

1 25.337 25.357 25.368 25.371 1.21 1.49 1.61 
2 28.762 28.884 28.799 28.796 2.91 1.61 1.58 
3 38.092 38.681 38.084 38.084 9.54 0.38 0.71 
4 38.386 38.946 38.389 38.379 10.3 1.50 0.75 
5 45.026 45.779 45.040 45.045 7.94 1.37 1.68 
6 47.195 48.015 47.245 47.226 8.49 2.59 2.02 
7 65.724 66.776 65.774 65.705 7.43 2.38 0.90 
8 68.203 69.263 68.203 68.198 6.88 1.20 0.95 
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6. 
LAGǍRE HIDRODINAMICE ŞI ETANŞǍRI 

În acest capitol se face o scurtă prezentare a lagărelor radiale 
hidrodinamice şi etanşărilor inelare utilizate în maşinile rotative. Se descriu 
principiile de bază şi formele constructive cel mai frecvent utilizate, în special 
caracteristicile dinamice şi influenţa acestora asupra comportării dinamice a 
sistemelor rotor-lagăre. 

6.1  Lagăre hidrodinamice 

Lagărele cu film de fluid au o peliculă subţire de lubrifiant între două 
suprafeţe în mişcare relativă. Lubrifiantul are mai multe funcţii : a) susţine rotorul; 
b) reduce frecarea în reazem; c) produce rigiditate radială precum şi amortizare 
radială prin strivirea şi expulzarea fluidului; d) răceşte lagărul şi e) atenuează 
vibraţiile transmise de la rotor.  

Lagărele cu film de fluid pot fi clasificate în mai multe tipuri principale în 
funcţie de: a) principiu: hidrodinamice (autoportante), hidrostatice (cu presurizare 
externă) sau hibride (combinaţie a celor două); b) fluid: cu lichid sau cu gaz; c) 
regimul curgerii: laminar sau turbulent; d) geometrie: circulare cu cuzinet complet, 
cu două sau patru canale axiale, eliptice (lămâie), cu trei lobi, cu buzunar de 
presiune, cu treaptă Rayleigh, cu segmenţi oscilanţi, cu inel flotant, altele; şi e) 
direcţia relativă a sarcinii: radiale sau axiale. 

În continuare se vor considera doar lagăre radiale hidrodinamice, 
lubrificate cu ulei, în regim laminar şi incompresibil. În acest caz, capacitatea 
portantă provine din presiunea hidrodinamică creată în filmul de lubrifiant de 
rotirea fusului. Funcţionarea lor se bazează pe formarea unei pene de ulei care 
ridică fusul. Configuraţiile care produc mai multe pene de fluid conferă o stabilitate 
mai mare. Lagărele cu segmenţi oscilanţi sunt intrinsec stabile. Cele cu treaptă 
Rayleigh au o capacitate portantă sporită. 
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6.2. Caracteristici statice ale lagărelor hidrodinamice 

Se consideră un lagăr orizontal cu un fus care se roteşte cu viteza 
unghiulară constantă Ω . Se presupune că fusul este încărcat vertical în jos de o 
forţă exterioară constantă W (fig. 6.1). 

 

Fig. 6.1 

Centrul fusului JO  este deplasat faţă de centrul lagărului BO . Între fus şi 
suprafaţa cuzinetului se formează un interstiţiu convergent. Datorită adeziunii şi 
vâscozităţii, lubrifiantul este antrenat în spaţiul sub formă de pană, dând naştere 
unei presiuni hidrodinamice p în filmul de fluid.  

Capacitatea portantă a lagărului este dată de forţele de presiune, care 
compensează forţele de frecare, produse în lichidul vâscos de mişcarea relativă a 
fusului faţă de cuzinet. În restul spaţiului divergent dintre fus şi cuzinet, curgerea 
lubrifiantului produce cavitaţie prin aerare (emisie de aer sau gaz) şi filmul de fluid 
este rupt.  

Presiunea  p  în filmul sub formă de pană are o distribuţie asimetrică faţă 
de linia centrelor JBOO . Rezultanta F a presiunii p este echilibrată de sarcina 
exterioară statică W. Poziţia de echilibru a centrului fusului depinde de sarcina W şi 
de viteza unghiulară de rotaţie Ω . 
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6.2.1  Geometria unui lagăr circular cu cuzinet complet  

În figura 6.2 se arată secţiunea transversală a unui lagăr radial cu cuzinet 
complet [6.1]. Dimensiunile principale sunt: BB RD 2=  – diametrul interior al 
cuzinetului, RD 2=  – diametrul exterior al fusului, L – lungimea cuzinetului, 

RRC B −=  - jocul radial, JBe OO=  – excentricitatea, ϕ  – unghiul de atitudine 
(unghiul de poziţie al liniei centrelor) şi h – grosimea locală a interstiţiului. 

 
Fig. 6.2 

Se utilizează următorii parametri geometrici adimensionali: L/D – 
raportul lungime/diametru; C/R – jocul relativ; Ce=ε  – excentricitatea relativă; 
şi Chh =  – grosimea relativă a interstiţiului. 

Se presupune că fusul se roteşte în sens antiorar cu viteza unghiulară 
constantă NπΩ 2=  (rad/s), unde N este turaţia fusului în rot/s. 

În triunghiul MOO JB , CRB +=MO , hRJ +=MO , deci 

  ( ) ( ) ( ) θcos2222 CReCRehR ++++=+ . 

Ridicând la pătrat şi neglijând termenii de ordin superior în e, Rh , şi 
RC , grosimea interstiţiului poate fi aproximată prin  

  ( )θε cos1+≅ Ch ,    (6.1) 

care descrie forma filmului de lubrifiant cu o precizie de 1%. 

Grosimea minimă a interstiţiului este 

  ( )ε−= 1Chmin .    (6.2) 
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6.2.2  Poziţia de echilibru a centrului fusului în lagăr 

Capacitatea portantă a unui lagăr este caracterizată printr-un parametru 
adimensional numit numărul Sommerfeld. 

Presiunea medie pe proiecţia suprafeţei fusului este 

  
LD

Wp =′  

sau, în formă adimensională, 
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unde W este sarcina radială (capacitatea de încărcare), N, şi μ  este vâscozitatea 
dinamică a lubrifiantului, sPa ⋅ . 

Numărul Sommerfeld este definit de obicei ca inversul presiunii medii 
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μ .   (6.3) 

O valoare mică a lui S indică un lagăr puternic încărcat, cu o turaţie mică. 
În unele publicaţii numărul Sommerfeld este definit prin inversul lui S . 

  
a b 

          Fig. 6.3 [6.2] 

Locul geometric al poziţiei de echilibru static al centrului fusului nu este 
o linie dreaptă, ci o curbă apropiată de un semicerc (fig. 6.3, a). În fig. 6.3, b se 
arată curbele de echilibru static pentru cinci valori ale raportului DL . 
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Locul geometric este definit de excentricitatea relativă 0ε  şi de unghiul 
de atitudine 0ϕ . Ambii parametri sunt funcţii de sarcină şi turaţie prin numărul 
Sommerfeld S. 

 
Fig. 6.4 [6.3] 

Pentru W=const. şi Ω  crescătoare, centrul fusului se mişcă în sus pe 
curba poziţiilor de echilibru static. Pornind din partea de jos a lagărului ( )10 =ε , la 
pornirea rotorului, şi deplasându-se în sus cu creşterea turaţiei, fusul ajunge în 
poziţia concentrică ( )00 =ε  la limită, când turaţia creşte nelimitat. 

Pentru .const=Ω  şi W crescătoare, centrul fusului se mişcă în jos pe 
curba poziţiilor de echilibru static. Pornind din poziţia concentrică ( )00 =ε , unde 
încărcarea este zero, centrul fusului se deplasează în jos cu creşterea sarcinii, 
apropiindu-se de partea de jos a lagărului ( )10 =ε  când sarcina tinde spre infinit. 
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Fig. 6.5  [6.2] 

 
Fig. 6.6  [6.2] 
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În fig. 6.4 se prezintă variaţia excentricităţii relative 0ε  a unui lagăr 
circular cu cuzinet complet în funcţie de numărul Sommerfeld, pentru trei valori 
L/D. În fig. 6.5 se arată variaţia unghiului de atitudine 0ϕ  în funcţie de S, iar în fig. 
6.6 s-a reprezentat variaţia parametrului 01 ε−  în funcţie de S. 

Pentru valori date ale geometriei lagărului, vâscozităţii lubrifiantului şi 
încărcării statice, poziţia de echilibru a fusului, definită de ( )S00 εε =  şi 

( )S00 ϕϕ = , depinde numai de turaţie. De observat că forţa şi deplasarea nu sunt în 
aceeaşi direcţie. Deşi în cazul arborilor orizontali sarcina W este verticală în jos, 
centrul fusului se deplasează într-o poziţie de echilibru oblică. Lagărul radial se 
comportă ca un element asimetric, cu rigidităţi directe şi transversale. Lagărul este 
anizotrop, având rigidităţi diferite în direcţii radiale diferite.  

6.3  Coeficienţii dinamici ai lagărelor hidrodinamice 

Se consideră că fusul se mişcă în lagăr pe o orbită în jurul poziţiei de 
echilibru static (fig. 6.7). Reacţiunea rezultantă a filmului de lubrifiant are 
amplitudine şi direcţie variabilă (nu mai este verticală). Componentele acesteia, yF  
şi zF , sunt funcţii neliniare de componentele deplasării centrului fusului y şi z, şi 
de componentele vitezei acestuia y&  şi z& : 

      ( )z,y,z,yFF yy &&= ,      ( )z,y,z,yFF zz &&= . 

Pentru mişcări de mică amplitudine, reacţiunea lagărului poate fi 
exprimată prin termenii de ordinul întâi ai dezvoltării în serie Taylor a 
componentelor acesteia în jurul poziţiei de echilibru static (direcţiile 
componentelor forţei în fig. 6.7 sunt alese pentru a evita semnul “minus” în 
expresiile de mai jos):  
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Componentele statice ale reacţiunii sunt WFy =
0

 şi 0
0
=zF . Cei opt 

coeficienţi ai componentelor forţei liniarizate se calculează ca derivate direcţionale 
(gradienţi) în poziţia de echilibru static ( )0==== zyzy && : 
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Aceştia se obţin din soluţia ecuaţiei lubrificaţiei.  
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Prin liniarizarea componentelor reacţiunii unui lagăr, se decuplează 
rotorul de lagăre. În caz contrar, ecuaţiile rotorului trebuie integrate simultan cu 
ecuaţia lubrificaţiei.  

 
Fig. 6.7 

În formă matricială, relaţiile (6.4) se pot scrie 
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Variaţiile componentelor reacţiunii filmului datorită unor deplasări mici 
în jurul poziţiei de echilibru static se exprimă în funcţie de coeficienţii de rigiditate 
şi de amortizare sub forma 
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Cei opt coeficienţi (liniarizaţi) de rigiditate şi de amortizare depind de 
condiţiile de lucru în regim staţionar, deci de turaţie.  

Se definesc patru coeficienţi de rigiditate adimensionali  
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şi patru coeficienţi de amortizare adimensionali  
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Pentru o anumită geometrie şi vâscozitate a lubrifiantului, cei opt 
coeficienţi sunt funcţii de numărul Sommerfeld S sau de excenticitatea relativă. Ei 
se numesc cei opt coeficienţi dinamici ai lagărului. Valori ale acestor coeficienţi 
sunt date în monografia editată de Someya [6.1]. 
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În cazul arborilor flexibili sau a fusurilor rigide înclinate, axa fusului 
poate să nu fie paralelă cu axa cuzinetului. Distribuţia presiunii în lungul fusului 
produce reacţiuni momente. Dezvoltarea acestora în serie Taylor defineşte încă un 
set de patru coeficienţi de rigiditate unghiulari şi patru coeficienţi de amortizare 
unghiulari corespunzând celor două rotiri posibile ale axei fusului faţă de cea a 
cuzinetului. În general, în comparaţie cu coeficienţii de translaţie, aceştia sunt mai 
mici cu un factor (2L/ l ), unde l  este deschiderea adiacentă lagărului şi L este 
lungimea cuzinetului. Influenţa coeficienţilor unghiulari este importantă doar la 
lagăre relativ lungi sau la moduri superioare de precesie ale rotorului. 

Matricea de rigiditate a lagărelor radiale este în general nesimetrică. 
Aceasta este cauza instabilităţii rotoarelor peste o turaţie de lucru limită, denumită 
turaţia de apariţie a instabilităţii (“onset speed of instability”). Mişcarea instabilă a 
fusurilor în lagăre se numeşte precesia datorită uleiului (“oil whirl”) fiind o 
mişcare subsincronă cu amplitudini mari la turaţia critică a rotorului. Rotoarele 
verticale fără sarcini laterale pot avea o mişcare într-un ciclu limită a cărei 
frecvenţă este aproximativ jumătate din viteza unghiulară corespunzătoare rotaţiei 
şi care se numeşte tot precesie datorită uleiului. La turaţii peste dublul frecvenţei 
proprii a rotorului, mişcarea subsincronă a acestuia încetează să urmărească turaţia 
de lucru şi are loc la frecvenţa proprie, mişcare denumită oil whip. Aceste mişcări 
instabile sunt prezentate în detaliu în Cap. 7.  

Cavitaţia, compresibilitatea şi turbulenţa sunt fenomene care complică 
modelarea şi analiza lagărelor radiale hidrodinamice. Considerarea acestora 
depăşeşte cadrul acestui curs. 

6.4  Ecuaţia Reynolds şi condiţiile la limită 

În continuare se prezintă câteva aspecte ale interacţiunii rotor-lagăre, 
pentru a înţelege metodologia de calcul şi ipotezele simplificatoare adoptate în 
calculul caracteristicilor dinamice ale lagărelor.  

La început, se stabileşte ecuaţia Reynolds pentru curgere laminară. 
Aceasta este ecuaţia câmpului de presiuni într-un lagăr cu curgere izovâscoasă. 
Apoi, prin integrarea acestui câmp de presiuni, se determină forţele neliniare care 
acţionează asupra fusului. Se descriu pe scurt condiţiile la limită pentru distribuţia 
câmpului de presiuni. În final, forţa de reacţiune dinamică neliniară a filmului de 
fluid este dezvoltată în serie Taylor iar termenii de ordinul doi sau superiori sunt 
neglijaţi. Coeficienţii de rigiditate şi de amortizare (6.5) se determină din termenii 
de ordinul întâi ai acestei serii [6.4]. 

De remarcat că u, v , w  sunt componente ale vitezei fluidului în 
direcţiile x, y, z, şi nu deplasări. 
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6.4.1  Ipoteze generale 

La deducerea ecuaţiei Reynolds din ecuaţiile generale Navier-Stokes ale 
fluidelor vâscoase, se utilizează următoarele 13 ipoteze: 

1. Lubrifiantul este izotrop. 

2. Lubrifiantul este newtonian. Frecarea este descrisă de legea vâscozităţii 
a lui Newton 

   γμτ &= ,    (6.7) 

unde τ  este tensiunea tangenţială în filmul fluid, 2mN , γ&  este gradientul în timp 
al lunecărilor specifice de forfecare, 1/sec, şi μ  este vâscozitatea dinamică 
(absolută) a lubrifiantului, sPa ⋅ . 

Uneori μ  este măsurată în centipoise (1cP = 31000541 −⋅.  2msN ). 

3. Vâscozitatea dinamică μ  nu variază pe grosimea stratului de 
lubrifiant. 

4. Filmul de fluid este foarte subţire în comparaţie cu lungimea şi lăţimea: 

  Rhmin << , ( ) 12 <<RC . 

5. Curgerea este laminară şi se neglijează forţele de inerţie: 

  ( ) 1<<ReRC ,  ( )2300Re,001,0 <≅RC  

unde numărul Reynolds  

  
μ

ρ CRe tw=  sau 
μ

ρ mint hRe w
=   (6.8) 

este o măsură a raportului între forţele de inerţie şi forţele de frecare vâscoasă care 
acţionează asupra unui volum de lubrifiant, ρ  este densitatea lubrifiantului, 

3mkg , ΩRt =w  este viteza la suprafaţa fusului, m/s, iar C este jocul radial, m. 

6. Între lubrifiant şi suprafeţele fusului şi cuzinetului nu există lunecări. 

7. Se neglijează curbura suprafeţelor fusului şi cuzinetului. 

8. Se neglijează deformaţiile fusului şi cuzinetului. 

9. Variaţia interstiţiului în direcţie circumferenţială este mică. 

10. Se neglijează înclinarea relativă a axelor fusului şi cuzinetului (deci 
momentul reacţiune). 

11. Componenta radială a vitezei fluidului este mică în comparaţie cu 
componentele circumferenţială şi axială. 
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12. Presiunea este constantă pe grosimea filmului de lubrifiant.  

13. Gradienţii de viteză de ordinul întâi şi doi în direcţie circumferenţială 
şi axială sunt neglijabili în comparaţie cu cei pe direcţia grosimii. 

Ipoteze suplimentare: 

14. Lubrifiantul este incompresibil ( ).const=ρ . 

15. Curgerea este izotermă şi izovâscoasă. 

Pentru determinarea aproximativă a temperaturii lagărului, se utilizează o 
versiune simplificată a ecuaţiei energiei. Deoarece componenta predominată a 
curgerii este în direcţie circumferenţială, ipotezele uzuale includ: a) neglijarea 
contribuţiei minore a gradienţilor de presiune la curgere şi frecare, şi b) neglijarea 
conducţiei termice în lungul filmului sau spre suprafeţe.  

6.4.2  Ecuaţia Reynolds 

Ecuaţia Reynolds este o versiune mult simplificată a ecuaţiilor Navier-
Stokes şi a ecuaţiei de continuitate. 

 
Fig. 6.8 

Neglijând forţele care provin din greutatea proprie şi forţele de inerţie 
(atât temporale cât şi convective) (v. ipotezele 4 şi 5), ecuaţiile de echilibru 
dinamic între forţele de presiune şi forţele de frecare care acţionează asupra unui 
volum elementar de fluid (fig. 6.8) se scriu 
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astfel că 
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Conform ipotezei a 3a 
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2w ,   (6.9) 

unde gradienţii de presiune xp ∂∂  şi zp ∂∂  nu sunt funcţii de y. 

Pentru condiţii la limită fără alunecare relativă 

 0=y , 0=w ,   0=v ,  0=u , (lagăr fix) 

 hy = , hww = , th ∂∂=v , 0=u , (ipoteza 9) 

câmpul de viteze este  

 ( ) hw
h
yyhy

z
p

+−
∂
∂

−=
μ2
1w , ( )yhy

x
pu −

∂
∂

−=
μ2
1 . 

Debitul volumic pe unitatea de lungime transversală a lagărului, în 
direcţia mişcării, este  

  
z
phhyq h

h

z ∂
∂

−== ∫ μ122
d

3  

0

ww ,   (6.10) 

unde primul termen din membrul drept este curgerea produsă de forfecare 
(curgerea Couette) iar al doilea termen este curgerea produsă de gradientul de 
presiune (curgerea Poiseuille). 

Debitul volumic pe unitatea de lungime transversală a lagărului, în 
direcţie axială este  

  
x
phyuq

h

x ∂
∂

−== ∫ μ12
d

3  

0

.   (6.11) 

Pentru un volum infinitesimal de fluid, de înălţime h şi suprafaţă zxdd , 
ecuaţia de continuitate (bilanţul de debite) se scrie  

  ( ) ( ) ( ) 0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ h

t
q

x
q

z xz ρρρ .  (6.12) 

Înlocuind zq  şi xq  din (6.10) şi (6.11) rezultă ecuaţia presiunilor 
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În cazul unui fluid incompresibil ( .const=ρ ) ecuaţia Reynolds pentru 
curgere laminară în coordonate carteziene (cu efecte dependente de timp) se scrie 
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Înlocuind θRz =  şi Rh Ω=w , ecuaţia Reynolds în coordonate 
circumferenţiale devine  
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unde ( )θε cos1+=Ch  iar θ  este coordonata unghiulară definită în fig. 6.1. 

6.4.3  Condiţii la limită pentru câmpul de presiuni în filmul fluid  

Condiţiile la limită pentru presiune utilizate în mod obişnuit la lagăre 
circulare cu cuzinet complet, în condiţii de lucru staţionare, sunt arătate în fig. 6.9. 

   
a b c 

Fig. 6.9 

a) Condiţia la limită Sommerfeld (film π2 ) este antisimetrică faţă de 
πθ ='  (fig. 6.9, a): 

  ( ) 0>x,'p θ    pentru   πθ << '0 , 

  ( ) ( )x,'px,'p θπθ −−= 2 . 

Se consideră că la unghiuri πθπ 2<< '  se dezvoltă o presiune negativă 
de aceeaşi mărime cu cea pozitivă, deşi, datorită ruperii filmului, în această regiune 
presiunea este egală cu cea atmosferică. În zona divergentă nu există presiuni 
negative mari. Distribuţia conduce la o capacitate portantă nulă ceea ce este fizic 
incorect. Această condiţie este folosită doar la lagăre cu presiune hidrostatică.  

b) Condiţia la limită Gümbel (film π ) înlocuieşte presiunea negativă din 
condiţia la limită Sommerfeld cu presiunea atmosferică (fig. 6.9, b), considerând că 
presiunea se dezvoltă doar în zona convergentă iar zona divergentă este cavitată: 

  ( ) 0>x,'p θ    pentru   πθ << '0 , 
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  ( ) 0=x,'p θ    pentru   πθπ 2≤≤ ' . 

Deşi fizic inacceptabilă, deoarece continuitatea curgerii nu este realizată 
la πθ =' , este utilizată frecvent datorită simplităţii. Erorile introduse sunt mici.  

c) Condiţia la limită Reynolds (fig. 6.9, c) impune un gradient de presiune 
zero în punctul în care presiunea din pelicula de lubrifiant devine egală cu 
presiunea ambiantă (pentru continuitatea debitului în punctul de rupere a filmului): 

  ( ) 0>x,'p θ    pentru     *' θθ <<0 , 

  ( ) 0=x,'p θ    pentru    πθθ 2≤≤ '* , 

     0=
∂
∂

'
p
θ

         la        *' θθ = . 

6.5  Soluţii analitice ale ecuaţiei Reynolds 

Rezolvarea ecuaţiei Reynolds se poate face prin metoda diferenţelor 
finite, metoda elementelor finite şi metoda seriilor infinite. În continuare se 
prezintă câteva soluţii analitice. 

6.5.1  Soluţia pentru lagăre infinit scurte (Ocvirk) 

Într-un lagăr circular scurt, componenta Poiseuille a curgerii (componenta 
x) în direcţie axială este mult mai mare decât componenta circumferenţială 
(componenta θ ). Dacă se neglijează contribuţia gradientului de presiune la viteza 
circumferenţială w, se poate neglija primul termen în ecuaţia Reynolds (6.14): 
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Pentru .const=μ  ecuaţia (6.15) se integrează uşor, rezultând 
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astfel că, în lungul axei x (fig. 6.10) presiunea este  

   ( ) ( ) 022 =−= L,pL,p θθ . 

Forţele produse de filmul de lubrifiant se calculează integrând presiunea 
pe zona activă a filmului. Este convenabil să se calculeze componentele rezultantei 
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presiunilor pe direcţia liniei centrelor şi pe o normală la aceasta, εF  şi ϕF  (fig. 
6.11). 

 

 
     Fig. 6.10    Fig. 6.11 

Cele două componente au expresiile : 
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în care unghiul ϕθθ −='  este măsurat faţă de linia centrelor JBOO . 

Înlocuind grosimea relativă a peliculei de lubrifiant  

  '
C
hh θε cos1+==  

în expresia presiunilor (6.16) rezultă 
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unde  

  
td

d1 ε
Ω

ε =& , 
td

d1 ϕ
Ω

ϕ =& , 

sunt derivatele lui ε  şi ϕ  în raport cu timpul adimensional tΩ . 

Presiunea este pozitivă atunci când  

  ( ) 0cos2sin21 ≥−− '' θεθϕε && . 

Filmul începe la 1'' θθ =  şi se termină la 2'' θθ =  unde 0=p  : 
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=′ ,  πθθ +′=′ 12 . 

La 1' θθ ′= , panta distribuţiei presiunilor trebuie să fie pozitivă: 
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astfel încât 
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care definesc cuadrantul în care se află unghiul 1θ′ . 

Înlocuind presiunea (6.18) în (6.17), expresiile componentelor rezultantei 
presiunilor devin 
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Pentru încărcare statică 0==ϕε && , poziţia de echilibru a centrului fusului 
este dată de coordonatele 0ε  şi 0ϕ , 01 =′θ  şi πθ =′2 . Utilizând această poziţie, se 

poate defini un sistem de axe de coordonate (fig. 6.12) rotit cu 0ϕϕϕΔ −=  faţă de 
axele ϕε − , având axa r în direcţie radială (direcţia 0ε ) şi axa t în direcţie 
tangenţială (direcţia 0ϕ ). Componentele rezultantei presiunilor sunt date de 

 
( ) ( )
( ) ( ) ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ϕ

ε

ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ

F
F

F
F

t

r

00

00

-cos-sin
-sin-cos

.  (6.20) 

Pentru mişcări de mică amplitudine, εΔΔ Ce =  în direcţia r şi 
ϕΔεϕΔ 00 Ce =  în direcţia t. Utilizând termenii de ordinul întâi ai dezvoltării în 

serie Taylor în jurul poziţiei de echilibru static, se obţine 
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Pentru calculul derivatelor parţiale, expresiile (6.19) trebuie derivate în 
raport cu cele trei variabile ε , ε&  şi ϕ& , utilizând regula lui Leibniz de derivare a 
integralelor. 

 
Fig. 6.12 

Alegând 01 =′θ  şi πθ =′2 , corespunzător la 0==ϕε &&  în poziţia de 
echilibru static, expresiile (6.19) pot fi integrate şi, pentru 0εε =  şi 0ϕϕ = , se 
obţine  
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Componentele rezultantei presiunilor în lungul axelor y şi z sunt 
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În poziţia de echilibru static, 0=zF  şi WFy = , 
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ceea ce implică  
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Eliminând unghiul 0ϕ  între relaţiile (6.24), se obţine numărul lui 
Sommerfeld modificat  
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expresie care defineşte relaţia între S şi 0ε . 

Componentele rezultantei presiunilor (6.21) se mai pot scrie sub forma 
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 Coeficienţii adimensionali de rigiditate şi de amortizare din expresiile 
(6.26) se exprimă în funcţie de coeficienţii reali prin relaţii similare cu (6.6). Ei se 
obţin prin derivarea expresiilor (6.20) şi prin înlocuire din expresiile (6.24): 
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Deoarece sistemul de coordonate tr −  se roteşte cu modificarea poziţiei 
de echilibru, şi deci cu turaţia rotorului, este convenabilă transformarea într-un 
sistem de coordonate fixe zy −  pe baza relaţiilor 

  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

z
y

Δ
Δ

ϕϕ
ϕϕ

ϕΔε
εΔ

00

00

0 cossin
sincos

.  (6.27) 

Transformarea forţelor fiind dată de (6.23), coeficienţii adimensionali în 
coordonate zy −  se obţin prin transformarea  
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Expresiile analitice ale coeficienţilor dinamici în coordonate zy −  sunt: 
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În fig. 6.13 se prezintă un set diferit de coeficienţi adimensionali de 
rigiditate şi de amortizare  

  
σ2

ji
ji

K
K = , 

σ2
ji

ji
C

C = , z,yj,i =  (6.29) 

în funcţie de 0ε , pentru lagăre scurte cu film π  (Gümbel). 

  
      a       b 

Fig. 6.13 [6.5] 

Soluţia pentru lagăre scurte se dovedeşte a fi o bună aproximaţie pentru 
lagăre circulare cu cuzinet complet, cu 5,0<DL  şi 7,0<ε . Cum aceste condiţii 
sunt satisfăcute în multe aplicaţii practice, soluţia lui Ocvirk este utilizată frecvent 
în analiza dinamică a sistemelor rotor-lagăre.  
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    a     b 

Fig. 6.14 [6.5] 

Adesea, cei opt coeficienţi dinamici daţi de relaţiile (6.28) se prezintă 
grafic în funcţie de numărul Sommerfeld, S, pentru valori date ale raportului L/D. 
În fig. 6.14 se arată graficele pentru L/D = 0,25. Pentru aplicaţii specifice, este 
preferabilă reprezentarea grafică a coeficienţilor dimensionali de rigiditate şi de 
amortizare ijk , ijc  în funcţie de viteza unghiulară de rotaţie Ω . 

Exemplul 6.1 
În fig. 6.15 se prezintă coeficienţii dimensionali de rigiditate şi de 

amortizare ai unui lagăr cu L = 20 mm, D = 80 mm, C = 0,05 mm, μ = 0,7 sPa ⋅ , 
şi W = 417,5 N.  

  
Fig. 6.15 [6.5] 
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Caracteristicile statice sunt date în Tabelul 6.1 [6.5].  

               Tabelul 6.1 

Frecvenţa  rotaţiei, 
Hz 

S 0ε  0ϕ  

1 0,1085 0,9512 0,2750 
5 0,5423 0,8805 0,4178 

10 1,0846 0,8292 0,5019 
20 2,1692 0,7593 0,6049 
30 3,2538 0,7079 0,6758 
40 4,3384 0,6661 0,7316 
50 5,4230 0,6305 0,7781 
60 6,5076 0,5992 0,8184 
70 7,5923 0,5714 0,8540 
80 8,6769 0,5462 0,8859 
90 9,7615  0,5232 0,9150 

 

Este instructiv de studiat comportarea asimptotică a coeficienţilor 
lagărelor foarte scurte atunci când excentricitatea tinde spre zero. Din expresia 
(6.25) se obţine următoarea relaţie asimptotică între 0ε  şi S  
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Când 0ε  tinde spre zero (sau S tinde spre infinit), 
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ΩπC
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Când 00 →ε  ( ∞→S  sau 0→ΩW ), rigidităţile directe, yyk  şi zzk , 
devin neglijabile în comparaţie cu rigidităţile transversale, yzk  şi zyk , coeficienţii 
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de amortizare direcţi, yyc  şi zzc , tind spre o valoare limită finită, în timp ce 
coeficienţii de amortizare transversali, yzc şi zyc , tind spre zero.  

Pentru a avea o limită de stabilitate finită, un lagăr radial cu film de fluid 
trebuie să producă o forţă de readucere radială. Dacă fusul are excentricitate zero, 
sau dacă este împiedicată cavitaţia fluidului, rigidităţile principale se anulează, 
fusul este inerent instabil şi rotorul va avea o precesie instabilă la semifrecvenţă.  

Rigidităţile transversale de cuplaj, yzk  şi zyk , sunt principala sursă de 
instabilitate. Pentru a produce instabilitate, coeficientul de cuplaj zyk  trebuie să fie 
negativ. Gradul maxim de instabilitate se atinge atunci când zyyz kk −= . Când yzk  
devine negativ, stabilitatea sistemului creşte rapid.  

6.5.2  Soluţia pentru lagăre de lungime infinită (Sommerfeld) 

Soluţia Sommerfeld a ecuaţiei Reynolds se obţine considerând 
0=∂∂ xp , deci neglijând al doilea termen în membrul stâng al ecuaţiei (6.14), şi 

integrând în raport cu θ  pentru a obţine câmpul de presiuni. O scurtă expunere a 
metodei este prezentată în Secţiunea 7.3.4.1. 

Deoarece condiţia la limită Sommerfeld conduce la un rezultat eronat 
(deplasarea fusului este perpendiculară pe direcţia sarcinii statice W) de obicei se 
utilizează condiţia la limită Gümbel. 

6.5.3  Soluţia pentru lagăre cavitate de lungime finită (Moes) 

După cum s-a arătat, pentru analiza dinamică a lagărelor s-au dezvoltat 
două soluţii asimptotice: a) soluţia pentru lagăre infinit scurte (Ocvirk) – cu 
excentricităţi relative mici şi valori L/D foarte mici, şi b) soluţia pentru lagăre 
infinit lungi (Sommerfeld) – cu excentricităţi relative mari şi rapoarte L/D mari. 

Utilizând o sumă ponderată a soluţiilor asimptotice menţionate mai sus, 
Moes şi Childs [6.6] au obţinut o soluţie analitică valabilă pentru lagăre de lungime 
finită cu excentricităţi relative mari sau mici. În continuare se prezintă rezultatele 
pentru lagăre cavitate cu film π  (condiţia la limită Gümbel). 

Se utilizează o forţă adimensională  
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    (6.31) 

unde WF =0  este reacţiunea statică. 
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Se defineşte un vector al impedanţei lagărului, a cărui intensitate în 
poziţia de echilibru static este  
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0
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∗
=

FZ . 

Numărul Sommerfeld poate fi exprimat în funcţie de impedanţa lagărului 
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În fig. 6.16 s-a reprezentat grafic dependenţa ( )0εSS =  pentru câteva 
valori L/D. Curbele pot fi utilizate pentru determinarea lui 0ε  pe baza valorii lui S 
calculate din (6.32) pentru un anumit lagăr şi o sarcină aplicată dată.  

Unghiul de atitudine 0ϕ  în poziţia de echilibru static este 
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Amplitudinea vectorului impedanţă în poziţia de echilibru static este  
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Fig. 6.16 [6.3] 

Coeficienţii fizici de rigiditate şi de amortizare au expresiile  
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unde coeficienţii de rigiditate adimensionali sunt 
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iar coeficienţii de amortizare adimensionali sunt  
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Se observă că  zyyz CC ≠ .  

Coeficienţii fizici ai lagărului hidrodinamic din Exemplul 6.1 sunt daţi în 
Tabelul 6.2. 
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                 Tabelul 6.2 

Frecv. yyk  yzk  zyk  zzk  yyc  yzc  zyc  zzc  

[Hz] [N/m] ×710  [Ns/m] ×510  

10 8,4844 4,6560 0,6521 1,5066 1,0840 0,2292 0,2430 0,1333 

20 5,8945 4,0755 0,3442 1,5749 4,8069 1,1958 1,2656 0,8750 

30 4,7415 3,8018 0,1424 1,6261 3,0295 0,8249 0,8703 0,6978 

40 4,0521 3,6379 -0,0188 1,6678 2,2017 0,6361 0,6692 0,6008 

50 3,5814 3,5298 -0,1586 1,7033 1,7295 0,5208 0,5466 0,5387 

60 3,2344 3,4553 -0,2854 1,7341 1,4269 0,4426 0,4636 0,4953 

70 2,9658 3,4034 -0,4034 1,7614 1,2177 0,3858 0,4036 0,4631 

80 2,7504 3,3677 -0,5153 1,7857 1,0652 0,3426 0,3579 0,4382 

90 2,5734 3,3445 -0,6227 1,8076 0,9495 0,3085 0,3219 0,4184 

6.6 Semnificaţia fizică a coeficienţilor dinamici ai lagărelor 

Pentru a înţelege mai bine semnificaţia fizică a celor opt coeficienţi 
dinamici liniarizaţi ai unui lagăr radial hidrodinamic, se va calcula lucrul mecanic 
efectuat de forţele din lagăr în lungul unei orbite de precesie închise [6.7]. 

Matricile nesimetrice de rigiditate şi de amortizare se descompun în 
componenta simetrică (s) şi componenta antisimetrică (a)  
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Matricea de amortizare se scrie 
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Matricea [ ]b
ac  nu este o matrice de amortizare veritabilă, în sens 

disipativ. Ea descrie un câmp de forţe conservativ de tip giroscopic care, în absenţa 
altor efecte giroscopice adevărate, produce bifurcarea frecvenţelor proprii în lungul 
a două ramuri cu precesie directă şi precesie inversă. Într-adevăr, lucrul mecanic 
elementar efectuat de forţele respective în orice punct pe orice orbită este zero:  
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Această proprietate conservativă arată că vectorul forţelor ⎣ ⎦  este 
totdeauna perpendicular pe vectorul vitezelor { }. La majoritatea lagărelor radiale 
hidrodinamice coeficienţii de amortizare transversală (de intercuplaj) sunt egali şi 
matricea antisimetrică se anulează. 

Matricea de rigiditate poate fi scrisă  
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Matricea [ ]b
ak  nu este o matrice de rigiditate veritabilă deoarece nu 

produce o forţă radială directă de readucere. Ea implică o forţă circulatorie 
neconservativă. Lucrul mecanic elementar efectuat de această forţă în orice punct 
pe orice orbită poate fi scris sub forma 
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Deoarece 
y
f

z
f zy

∂
∂

≠
∂

∂
, Wd  nu este o diferenţială exactă. Lucrul mecanic 

efectuat între două puncte depinde de traiectorie şi deci forţa este neconservativă.  
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Într-un ciclu complet de precesie, energia rezultată din [ ]b
ak , transmisă 

rotorului este  

  ∫ −−= )dd( zyyzkE a
yzciclu .   (6.43) 

Descompunând această integrală în două integrale de linie între punctele 
A ( )minA yy =  şi B ( )maxB yy =  (fig. 6.17), şi integrând termenii dy prin părţi, 
rezultă ( )12 zz > : 

  ( ) yzzkE
B

A

y

y

a
yzciclu d2 12∫ −= .   (6.44) 

Integrala este egală cu aria suprafeţei închise de orbită. Ea este pozitivă 
pentru precesie directă şi negativă pentru precesie inversă. În general, 0≥a

yzk  la 

lagărele hidrodinamice. Astfel, efectul matricii [ ]b
ak  reprezintă amortizare 

“negativă” în precesia directă şi amortizare pozitivă în precesia inversă. În cazul 

orbitelor degenerate în linie dreaptă,  când yzyz
B

A

B

A

y

y

y

y

dd 12 ∫∫ = , energia transferată 

pe un ciclu de precesie este zero.  

 

Fig. 6.17 

În cazul unei orbite de precesie închise, descrise de ecuaţiile parametrice  
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lucrul mecanic efectuat de forţele din lagăr (atenţie la semnul minus) 
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într-un ciclu de precesie este 

  ( ) ( ) tzFyFzFyFW
T

zyzy ddd
  

0
∫∫ +=+= && . (6.47) 

Se calculează următoarele integrale: 
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Energia transmisă pe ciclu rotorului este  
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în care termenul pozitiv reprezintă energie transmisă, iar termenul negativ 
reprezintă energie disipată. 

Atunci când yzk  este pozitiv, coeficienţii de rigiditate transversală (de 
cuplaj) pot transmite energie rotorului, deci produc amortizare “negativă”. 

Primul termen se mai poate scrie  
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( ) ⎟
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⎛ −−= 22

bfzyyztransm rrkkW π ,    (6.49) 

unde orbita eliptică a fost descompusă în două orbite circulare, una cu precesie 
directă şi raza fr , cealaltă cu precesie inversă şi raza br . 

Pentru 0>yzk , dacă bf rr > , 0>b , precesia este directă şi 

0>transmW . Amortizarea “negativă” este produsă de componenta cu precesie 
directă. 

6.7  Temperatura lagărelor 

În orice aplicaţie practică se cunosc geometria lagărelor, sarcina statică, 
tipul de lubrifiant şi proprietăţile acestuia. Pentru determinarea coeficienţilor 
lagărelor la o viteză unghiulară Ω  trebuie întâi determinată vâscozitatea 
lubrifiantului. Pentru aceasta se poate utiliza o metodă iterativă [6.4]. 

6.7.1  Temperatura aproximativă a unui lagăr 

Se estimează o valoare a temperaturii şi se determină vâscozitatea 
corespunzătoare utilizând diagrama vâscozitate-temperatură a lubrifiantului (fig. 
6.18). Se poate astfel calcula numărul Sommerfeld pe baza căruia, din tabele cu 
proprietăţile lagărelor, se determină următorii parametri adimensionali: 

- coeficientul de debit de scăpări  

  
CLDN

QQ
π

2
1= ,    (6.50) 

în care Q este debitul de lubrifiant obţinut prin integrarea gradientului de presiune 
la marginea lagărului;  

- coeficientul puterii consumate prin frecare  

  323 DLN
PCP

μπ
= ,    (6.51) 

unde P este puterea disipată prin frecare; 

- coeficientul creşterii temperaturii  
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Creşterea temperaturii TΔ  prin filmul de lubrifiant se poate calcula dintr-
o formă simplificată a ecuaţiei energiei, neglijând conducţia. 

Din bilanţul termic pentru un element axial infintesimal de fluid, de 
grosime minh  şi lăţime θdR , rezultă  

  ( )
min

z h
RR

R
Tqc

2

d
d ΩμΩτ
θ

≅≅v , 

unde vc  este căldura specifică pe unitatea de volum şi T este temperatura. 

Cu presupunerile de mai sus, zq  este egal cu debitul de forfecare  

  ΩRhq minz 2
1

= .    (6.53) 

Ecuaţia de bilanţ termic se reduce la  

  2
22

d
d
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R

c
T μΩ
θ v
= .    (6.54) 

Pentru orice lubrifiant, vâscozitatea μ  este o funcţie dată de temperatura 
T. Variaţia temperaturii, şi deci a vâscozităţii, în lungul filmului poate fi calculată 
din egalitatea 

  ∫∫ =
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v
. 

Totuşi, de obicei se presupune .const=μ , egală cu o valoare medie, deci 
creşterea totală a temperaturii este  
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.   (6.55) 

Presupunând că, de exemplu, 80 % din căldura generată prin frecare este 
evacuată de lubrifiant, temperatura de lucru a lagărului, operT , se obţine dintr-un 
simplu bilanţ termic sub forma 
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unde sursaT  este temperatura sursei de lubrifiant. 

Temperatura maximă în film este  
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Dacă maxT  diferă de temperatura estimată iniţial, trebuie efectuat un nou 
calcul utilizând o valoare a vâscozităţii calculată la maxT , repetând calculele până 
cele două temperaturi coincid. După obţinerea valorii corecte a numărului 
Sommerfeld, coeficienţii de rigiditate şi de amortizare se obţin fie din tabele, 
necesitând interpolare, fie cu ajutorul formulelor.  

6.7.2  Relaţia vâscozitate-temperatură  

Vâscozitatea uleiurilor lubrifiante este extrem de sensibilă la temperatura 
de lucru (fig. 6.18). Vâscozitatea uleiurilor scade rapid cu creşterea temperaturii 
(până la 80% pentru o creştere a temperaturii de C250 ). Este important să se 
cunoască vâscozitatea la temperatura de lucru, deoarece aceasta determină numărul 
Sommerfeld utilizat la calculul coeficienţilor dinamici ai lagărelor. Vâscozitatea 
uleiului la o anumită temperatură poate fi calculată fie dintr-o ecuaţie vâscozitate-
temperatură, fie din diagrama vâscozitate-temperatură elaborată de ASTM. 

De obicei vâscozitatea cinematică se măsoară în centistokes (cSt) iar 
vâscozitatea dinamică (absolută) se măsoară în centipoise (cP). La C200  apa are 
vâscozitatea 1,0020 cP. În unităţi SI, 1 cP ≅ 1 smPa ⋅  şi smm1cSt1 2= .  

Ecuaţia lui Walther [6.8] are forma 

  ( ) cTdba 1=+ν , 

în care a, b, c, d sunt constante, T este temperatura absolută, K, şi ν  este 
vâscozitatea cinematică, sm2 . Vâscozitatea cinematică este definită ca raportul 
între vâscozitatea dinamică şi densitatea fluidului, ρμν = . Uleiurile minerale au 

densităţi de ordinul 850 3mkg . 

Cea mai utilizată este diagrama vâscozitate-temperatură ASTM D341, 
total empirică şi bazată pe ecuaţia lui Walther . 
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La construcţia diagramei ASTM, s-au logaritmat cei doi membri ai 
ecuaţiei lui Walther şi s-a considerat că 10=d , rezultând 

  ( ) cTba 1loglog 1010 +=+ν . 

 
Fig. 6.18 [6.2] 

S-a observat că dacă ν  este în cS (centistokes), atunci 7,0≅a . După 
înlocuirea în ecuaţie, logaritmarea s-a făcut incorect sub forma  
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  ( ) TcacS 101010 log7,0loglog ⋅−′=+ν ,  (6.58) 

unde a′  şi c sunt constante. Pentru a putea utiliza această ecuaţie, vâscozitatea 
cinematică trebuie să fie mai mare de 2 cS. Pentru vâscozităţi mai mici, constanta 
0,7 creşte conform relaţiilor date în ASTM D341. 

În diagrama ASTM, ordonata este ( )7,0loglog 1010 +cSν  iar abscisa este  
T10log . În pofida erorii matematice, diagrama ASTM este utilizată frecvent şi dă 

rezultate bune pentru uleiuri minerale şi sintetice în condiţii normale. Figura 6.18 
este o diagramă Walther-Ubbelohde pentru uleiuri utilizate la motoare cu ardere 
internă. O diagramă similară există pentru uleiuri de turbine [6.2]. 

Vâscozitatea variază puternic cu temperatura şi presiunea. Ca regulă 
generală, cu cât un ulei este mai vâscos cu atât este mai susceptibil la variaţii ale 
proprietăţilor. Cu cât uleiul este mai gros, cu atât derivata vâscozităţii în funcţie de 
temperatură este mai mare. O măsură a descreşterii vâscozităţii cu creşterea 
temperaturii este indicele de vâscozitate (viscosity index – V.I.) (Dean and Davis, 
1929). Temperaturile de referinţă standard utilizate în industria uleiurilor sunt 

F1000  ( )C8,37 0  şi F2100  ( )C990 . Uleiurilor minerale parafinice de cea mai bună 
calitate (din Pennsylvania) li s-a atribuit indicele de vâscozitate 100 iar uleiurilor 
naftenice de cea mai slabă calitate (din Texas) un V.I. egal cu zero. Societatea 
Americană a Inginerilor de Automobile (SAE) a împărţit uleiurile în calităţi 
(grades). Un ulei 5W are vâscozitatea maximă 1200 cP la F00  şi vâscozitatea 
minimă 3,9 cP la F2100 . Un ulei 10W are o vâscozitate maximă între 1200 şi 2400 
cP la F00  şi o vâscozitate minimă de 3,9 cP la F2100 . Un ulei 20W are 
vâscozitatea între 2400 şi 9600 cP la F00  şi o vâscozitate minimă de 3,9 cP la 

F2100 . Un ulei SAE 20 are vâscozitatea între 5,7 and 9,6 cS la F2100 . Uleiurile 
SAE 30, SAE 40, SAE 50 au vâscozităţi între 9,6-12,9, 12,9-16,8 şi respectiv 16,8-
22,7 cS.  

Unele uleiuri, în care se adaugă polimeri, au indici de vâscozitate ridicaţi 
(în jur de 150), şi se numesc uleiuri “multigrad” (cu calităţi multiple). Aceasta 
deoarece ele au o calitate la F00  şi altă calitate la F2100 . De exemplu, un ulei 
10W/30 poate avea vâscozitatea 2100 cP la F00  şi 11,5 cS la F2100 . El intră în 
categoria 10W la F00  şi SAE 30 la F2100 . De aceea se numeşte 10W/30 [6.8]. 

Ar fi avantajos să se producă un ulei gros cu derivata vâscozitate-
temperatură a unui ulei mai subţire. Într-o oarecare măsură (2-3 %) aceasta se poate 
realiza prin adăugarea unui polimer de îngroşare, de exemplu un metacrilat. 
Rezultă un ulei multigrad. Un ulei poate fi un SAE 10 la F1000  şi SAE 30 la 

F2100 , fiind denumit SAE 10/30. 
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6.8  Lagăre radiale hidrodinamice 

În evoluţia maşinilor rotative s-au dezvoltat diferite configuraţii de lagăre 
radiale autoportante pentru ameliorarea performanţelor maşinii, majoritatea în 
scopul creşterii stabilităţii rotorului.  

6.8.1 Lagăre circulare cu cuzinet complet 

Lagărul circular cu cuzinet complet (fig. 6.2) prezentat mai sus este cea 
mai simplă soluţie constructivă cu geometrie fixă, adecvată pentru rotoare cu 
încărcare mare sau turaţie joasă, care pot deveni instabile. Principalele avantaje ale 
acestui tip de lagăre sunt costul redus şi uşurinţa fabricării. 

În poziţia centrată, învelişul cilindric al cuzinetului este concentric cu 
suprafaţa fusului, deci nu există preîncărcare. Lagărele hidrodinamice cu cuzinet 
complet au însă cel mai puternic cuplaj transversal, fiind configuraţia cea mai 
destabilizatoare. 

6.8.2  Lagăre cu canale axiale 

Majoritatea lagărelor radiale cilindrice (fig. 6.19) au fante de alimentare 
orizontale (sau buzunare laterale). 

  
  Fig. 6.19     Fig. 6.20 

Lagărul radial cu patru fante de alimentare (fig. 6.20) are patru buzunare 
laterale la 090 , dispuse la 045  faţă de axa verticală (figura este rotită). Nu există 
preîncărcare, dar soluţia constructivă este mai stabilă în unele aplicaţii decât lagărul 
cu cuzinet complet. 

În Tabelul 6.3 se dau coeficienţii dinamici adimensionali pentru un lagăr cu 
două fante axiale şi 5,0=DL  în funcţie de numărul Sommerfeld [6.1]. În figura 
6.21 se dau coeficienţii dinamici adimensionali pentru un lagăr cu 1=DL . 
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                Tabelul 6.3 

Coeficienţii dinamici ai unui lagăr cu două fante axiale, 5,0=DL  

Coeficienţii de rigiditate Coeficienţii de amortizare  

S  yyK  yzK  zyK  zzK  yyC  yzC  zyC  zzC  

5,96 1,77 13,6 -13,1 2,72 27,2 2,06 2,06 14,9 
4,43 1,75 10,3 -9,66 2,70 20,6 2,08 2,08 11,4 
2,07 1,88 5,63 -4,41 2,56 11,2 2,22 2,22 6,43 
1,24 2,07 4,27 -2,56 2,34 8,50 2,32 2,32 4,73 
0,798 2,39 3,75 -1,57 2,17 7,32 2,24 2,24 3,50 
0,517 2,89 3,57 -0,924 2,03 6,81 2,10 2,10 2,60 
0,323 3,65 3,62 -0,427 1,92 6,81 2,08 2,08 2,06 
0,187 4,92 3,88 0,0235 1,83 7,32 2,16 2,16 1,70 
0,135 5,90 4,11 0,258 1,80 7,65 2,10 2,10 1,46 

0,0926 7,35 4,46 0,527 1,78 8,17 2,05 2,05 1,24 
0,0582 9,56 4,92 0,805 1,73 9,12 2,06 2,06 1,06 
0,0315 13,8 5,76 1,24 1,72 10,6 2,03 2,03 0,846 

0,00499 43,3 9,61 4,26 1,99 22,4 2,93 2,93 0,637 
 

  
a b 

Fig. 6.21 [6.9] 

În calcule simplificate se utilizează valorile medii [6.9] 
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reprezentate cu linii întrerupte. 

6.8.3 Lagăre cu treaptă de presiune 

Un lagăr cu treaptă de presiune (fig. 6.22) este un lagăr cu cuzinet complet 
modificat în partea de sus, unde există o degajare (adâncitură) centrală terminată 
brusc cu o treaptă. Lubrifiantul antrenat în mişcare în jurul fusului întâlneşte 
treapta care determină o creştere a presiunii în partea superioară a fusului (fig. 
6.23), dând naştere unei forţe stabilizatoare dirijate în jos. Aceasta împinge rotorul 
în jumătatea inferioară a lagărului într-o poziţie cu excentricitate mai mare, ceea ce 
măreşte stabilitatea acestuia.  

  
   Fig. 6.22     Fig. 6.23 

Lagărele cu treaptă de presiune consumă mai multă putere decât lagărele 
cu cuzinet complet şi sunt mai scumpe datorită prelucrării precise pentru realizarea 
geometriei corecte a interstiţiului în treaptă. Ele au o capacitate mare de încărcare 
şi măresc stabilitatea rotorului.  

O configuraţie îmbunătăţită include o adâncitură circumferenţială în 
semicuzinetul inferior, aşa cum se arată schematic în fig. 6.24. Acest canal reduce 
raportul DL  al porţiunii de lagăr care preia sarcina şi măreşte încărcarea pe lagăr.  

 
Fig. 6.24 
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În figura 6.25 se prezintă coeficienţii dinamici adimensionali ai unui lagăr 
cu treaptă de presiune şi 1=DL , în funcţie de numărul Sommerfeld. Valorile 
numerice ale acestor coeficienţi sunt date în Tabelul 6.4 [6.1]. 

 
 

Fig. 6.25 [6.1] 

             Tabelul 6.4 
Coeficienţii dinamici ai unui lagăr cu treaptă de presiune, 1=DL  

Coeficienţii de rigiditate Coeficienţii de amortizare  

S  yyK  yzK  zyK  zzK  yyC  yzC  zyC  zzC  

1,72 4,59 8,55 -2,77 5,3 14,0 6,15 5,90 8,44 
1,09 4,67 6,8 -0,832 4,19 10,8 4,38 4,37 5,18 

0,742 4,72 5,79 -0,273 3,34 9,24 3,46 3,46 3,6 
0,517 4,85 5,22 -0,0993 2,85 8,08 2,95 2,95 2,72 
0,362 5,43 5,11 0,231 2,50 8,30 2,84 2,84 2,11 
0,249 6,20 4,85 0,414 2,21 8,01 2,63 2,64 1,70 
0,165 7,57 5,15 0,697 2,17 8,58 2,42 2,43 1,52 
0,102 9,69 5,33 0,985 2,05 8,95 2,39 2,40 1,21 
0,0558 14,10 6,28 1,38 1,99 10,8 2,33 2,34 1,01 
0,0219 30,0 7,86 2,91 1,82 13,0 1,77 1,78 0,555 
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             Tabelul 6.5 
 Coeficienţii dinamici ai unui lagăr din două jumătăţi decalate, 5,0=DL , 5,0=pm  

Coeficienţii de rigiditate Coeficienţii de amortizare  

S  
yyK  yzK  zyK  zzK  yyC  yzC  zyC  zzC  

8,519 47,06 82,04 5,48 64,74 97,59 45,00 45,00 59,71 
4,240 23,60 41,06 2,64 32,32 49,04 22,62 22,62 29,94 
2,805 15,81 27,42 1,65 21,49 32,97 15,22 15,22 20,06 
2,081 11,93 20,61 1,12 16,05 25,01 11,56 11,56 15,15 
1,339 8,08 13,79 0,54 10,56 17,15 7,98 7,98 10,25 
0,953 6,18 10,39 0,20 7,78 13,34 6,31 6,31 7,83 
0,717 5,14 8,45 -0,05 6,15 11,29 5,43 5,43 6,51 
0,555 4,63 7,20 -0,09 5,00 10,00 4,76 4,76 5,38 
0,493 4,56 6,72 0,01 4,53 9,49 4,38 4,38 4,74 
0,353 4,63 5,78 0,22 3,53 8,51 3,56 3,56 3,40 
0,284 4,85 5,40 0,33 3,08 8,17 3,18 3,18 2,79 
0,228 5,18 5,15 0,42 2,74 7,99 2,88 2,88 2,34 
0,182 5,65 5,01 0,51 2,48 7,95 2,65 2,65 1,98 
0,162 5,93 4,97 0,55 2,37 7,97 2,53 2,53 1,82 
0,143 6,26 4,95 0,606 2,27 8,02 2,46 2,46 1,69 
0,126 6,64 4,95 0,65 2,19 8,10 2,38 2,38 1,56 

6.8.4  Lagăre cu semicuzineţi decalaţi 

Un lagăr radial din două jumătăţi decalate (“offset split”) este prezentat în 
fig. 6.26, a. Lagărul este preîncărcat în direcţie orizontală prin deplasarea relativă 
orizontală a celor două jumătăţi. Deobicei deplasarea d este jumătate din jocul 
radial C. Prin creşterea decalajului, lagărele cu semicuzineţi decalaţi pot prelua 
sarcini mai mari.  

  
a b 

Fig. 6.26 
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Lagărul este fabricat prin decalarea semicuzineţilor înainte de găurirea de 
finisare, astfel încât, atunci când se montează semicuzineţii, centrele bucşelor să fie 
decalate orizontal. Jocul orizontal este mai mare decât jocul vertical. Jocul vertical 
este egal cu jocul de prelucrare al cuzinetului. Jocul orizontal este egal cu jocul 
diametral de prelucrare al cuzinetului minus de două ori decalajul radial.  

Acest lagăr este mai stabil decât lagărul circular cu cuzinet complet, având 
totuşi o tendinţă de instabilitate. El este un lagăr unidirecţional.  

În Tabelul 6.5 se dau coeficienţii dinamici adimensionali pentru un lagăr cu 
semicuzineţi decalaţi, 5,0=DL  şi Cd 5,0= , în funcţie de numărul Sommerfeld 
[6.4].  

6.8.5 Lagăre cu lobi ficşi 

Acestea constau din mai multe segmente de lagăr cu geometrie fixă, găurite 
cu o rază mai mare decât jocul din lagăr, creând astfel o preîncărcare geometrică. 
În timp ce lagărele “scobite” constau dintr-un număr de arce parţiale cu acelaşi 
centru, lagărele lobate constau din arce parţiale ale căror centre nu coincid.  

6.8.5.1  Preîncărcarea lagărului 

Se consideră fusul în poziţia concentrică (fig. 6.27). Segmentul lagărului 
(lobul), prelucrat cu raza interioară PR , are centrul în punctul pO . Centrul 

lagărului este JB OO ≡ . Gaura lagărului are o rază BR  care este distanţa de la 
centrul lagărului la suprafaţa segmentului (patinei) în punctul de joc minim.  

 

Fig. 6.27 
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Dacă PO  coincide cu BO , atunci BP RR =  şi preîncărcarea este nulă. În 
acest caz, dacă fusul este centrat în lagăr, arcul segmentului va fi concentric cu 
suprafaţa fusului. Dacă raza segmentului este mai mare decât raza lagărului, deci 
dacă BP RR > , atunci centrele de curbură vor fi decalate.  

Factorul de preîncărcare pm  este definit ca 

   
p

b
p C

Cm −=1 ,     (6.60) 

unde RRC Pp −=  este jocul la prelucrare, considerat deobicei ca jocul în lagăr, şi 

RRC Bb −=  este jocul la montaj. Dacă raza segmentului este menţinută fixă, 
preîncărcarea creşte deplasând segmentul radial spre arbore. Distanţa între centrul 
de curbură al segmentului şi centrul lagărului este  

   ppbpBP CmCCRRd =−=−= .  (6.61) 

Forţele de preîncărcare forţeză uleiul în interstiţiul convergent al fiecărui 
lob, datorită jocului redus la mijlocul segmentului. Rezultă un efect de pană.  

6.8.5.2  Lagăre eliptice (lămâie) 

Lagărele eliptice (cu doi lobi) constau din două arce parţiale (fig. 6.28). 
Centrul arcului inferior este deasupra centrului lagărului, în timp ce centrul arcului 
superior este situat sub centrul lagărului. Efectul acestui aranjament este 
preîncărcarea lagărului. Jocurile mici în punctele de grosime minimă a interstiţiului 
pot produce temperaturi minime mai ridicate, dar jocurile largi din planul de 
separaţie permit accesul unor cantităţi mari de ulei rece.  

  
a b 

Fig. 6.28 

La fabricarea lagărelor eliptice, între cele două jumătăţi se pun plăcuţe de 
reglaj (bailag-uri), se prelucrează gaura, apoi cele două segmente sunt asamblate 
după înlăturarea plăcuţelor, aşa cum se arată în fig. 6.29. 
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În fig. 6.30 se arată un exemplu de distribuţie a presiunii pe circumferinţa 
fusului. Interstiţiul în formă de pană format în jumătatea superioară crează o 
presiune dirijată în jos, care anulează precesia instabilă în cazul lagărelor marginal 
instabile. În acelaşi timp, creşte excentricitatea centrului fusului, ceea ce determină 
creşterea rigidităţii.  

  
  Fig. 6.29  [6.1]     Fig. 6.30 

În figura 6.31 se prezintă variaţia coeficienţilor dinamici adimensionali ai 
unui lagăr eliptic (cu doi lobi) cu 5,0=DL  şi 43=pm , pentru condiţii la limită 
de tip Reynolds, în funcţie de numărul Sommerfeld. În Tabelul 6.6 [6.1] se dau 
valori numerice ale acestor coeficienţi  

              Tabelul 6.6 

      Coeficienţii dinamici adimensionali ai unui lagăr eliptic, 5,0=DL , 43=pm  

Coeficienţii de rigiditate Coeficienţii de amortizare  

S  yyK  yzK  zyK  zzK  yyC  yzC  zyC  zzC  

5,06 474 72 -215 49,8 548 -157 -157 92,5 
3,01 282 40,6 -128 29,7 319 -94,3 -94,1 54,4 
2,04 186 26,5 -86,7 18,2 215 -63,8 -63,6 36,9 
0,983 93,7 12,7 -43,2 9,79 106 -30,8 -30,7 17,9 
0,477 46,6 6,83 -20,4 4,79 50,9 -15 -15 8,77 
0,286 29,5 4,91 -12,3 3,24 33 -8,45 -8,42 5,45 
0,197 22,4 3,88 -8,44 2,35 24,7 -5,76 -5,75 3,93 

0,0999 15,6 3,82 -3,75 1,61 16,1 -2,13 -2,09 2,24 
0,0504 14,7 4,36 -1,11 1,4 12,3 0,085 0,0901 1,32 
0,0306 16,9 5,21 0,0379 1,49 11,2 0,582 0,586 0,978 
0,0199 20,1 6,32 1,08 1,62 12,1 1,24 1,25 0,866 
0,00976 29,8 9,04 2,59 1,93 15,8 2,63 2,66 0,84 
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a b 

Fig. 6.31 [6.1] 

6.8.5.3  Lagăre cu trei lobi şi cu patru lobi 

Lagărele cu trei lobi (fig. 6.32, a) şi lagărele cu patru lobi (fig. 6.33) au 
segmente fixe (numite lobi) prelucrate cu o rază interioară mai mare decât raza 
fusului plus jocul în lagărul montat.  

 

a b 
Fig. 6.32 

Există configuraţii cu cinci sau mai mult de zece lobi. Lobii pot fi 
convergent-divergenţi pentru fiecare segment sau doar convergenţi.  

Suprafaţa interioară a unui lagăr cu trei lobi (fig. 6.32, b) este compusă din 
trei segmente în formă de arc de cerc ale căror centre sunt deplasate unul faţă de 
altul şi faţă de centrul comun al lagărului, producând o preîncărcare. Cele trei pene 
de lubrifiant formate în jurul fusului, rigidizează şi stabilizează lagărul, chiar atunci 
când fusul este în poziţia centrată. Prin creşterea numărului lobilor, în jurul fusului 
se formează mai multe pene de lubrifiant, îmbunătăţind stabilitatea lagărului. 
Preîncărcarea poate fi modificată variind razele lobilor şi raza ansamblului.  
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Fig. 6.33 

În figurile 6.34 şi 6.35 se prezintă variaţia coeficienţilor dinamici 
adimensionali pentru un lagăr cu trei lobi şi un lagăr cu patru lobi, cu 5,0=DL  şi 

43=pm , pentru condiţii la limită Reynolds, în funcţie de numărul Sommerfeld. 
În Tabelele 6.7 şi 6.8 [6.1] se dau valori numerice ale acestor coeficienţi. 

  
a b 

Fig. 6.34 [6.1] 

  
a b 

Fig. 6.35 [6.1] 
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       Tabelul 6.7 

    Coeficienţii dinamici adimensionali ai unui lagăr cu trei lobi, 5,0=DL , 43=pm  

Coeficienţii de rigiditate Coeficienţii de amortizare  

S  yyK  yzK  zyK  zzK  yyC  yzC  zyC  zzC  

1,27 73,2 36,4 -42,4 64,8 88,4 -3,45 -3,31 85,6 
0,625 38,4 18,2 -23,4 30,9 48,0 -2,52 -2,44 44,0 
0,299 21,9 8,52 -12,5 14,2 26,2 -2,16 -2,12 20,5 
0,187 17,1 5,56 -8,56 8,92 19,2 -1,80 -1,77 12,2 
0,131 15,3 4,28 -6,88 6,48 16,0 -1,67 -1,67 9,04 
0,095 14,8 3,47 -5,68 5,04 13,84 -1,52 -1,50 6,92 
0,070 15,8 3,03 -4,72 4,24 12,5 -1,17 -1,29 5,20 
0,0516 16,0 2,93 -4,04 3,55 11,8 -0,944 -0,972 4,28 
0,0374 17,8 3,03 -3,32 3,10 11,4 -0,688 -0,688 3,56 
0,0256 20,8 3,44 -2,41 2,70 11,6 -0,298 -0,288 2,58 
0,0204 23,2 3,86 -1,92 2,444 12,0 -0,128 -0,112 2,28 

 

       Tabelul 6.8 

 Coeficienţii dinamici adimensionali ai unui lagăr cu patru lobi, 5,0=DL , 43=pm  

Coeficienţii de rigiditate Coeficienţii de amortizare  

S  yyK  yzK  zyK  zzK  yyC  yzC  zyC  zzC  

1,24 64,6 43,9 -44,2 65,0 98,5 -0,068 0,14 98,4 
0,614 33,2 22,4 -22,2 32,6 50,7 0,036 0,14 49,3 
0,293 18,7 11,8 -11,3 16,5 26,7 0,136 0,192 24,2 
0,182 14,7 8,19 -7,33 11,1 19,1 0,0967 0,132 15,3 
0,123 13,5 6,32 -5,62 8,52 15,3 0,196 0,224 11,3 
0,0853 13,6 5,36 -4,61 6,92 13,6 0,288 0,308 8,89 
0,0593 14,6 4,81 -3,53 5,85 12,7 0,236 0,256 6,38 
0,04 16,5 4,53 -3,08 5,04 12,5 0,376 0,392 5,32 

0,0256 19,8 4,56 -2,62 4,32 13,0 0,492 0,508 4,35 
0,0147 25,9 5,14 -1,74 3,61 14,6 0,56 0,58 2,70 
0,0103 31,4 5,82 -1,36 3,07 16,4 0,776 0,792 2,28 
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6.8.5.4  Lagăre multilobate cu trepte de presiune 

Performanţele unor lagăre necilindrice, ca cele eliptice, cu semicuzineţi 
decalaţi sau cu mai mulţi lobi, pot fi ameliorate prin încorporarea unor trepte de 
presiune. În figura 6.36 se prezintă un lagăr cu patru lobi şi trepte de presiune.  

 
Fig. 6.36 [6.10] 

În figurile 6.37 se arată variaţia circumferenţială a presiunilor în filmul de 
fluid, în planul central al unui lagăr cu patru lobi convenţional şi al unui lagăr cu 
trepte de presiune cu patru lobi, pentru două valori extreme ale excentricităţii 
relative.  

 
  a  b 

Fig. 6.37 [6.10] 

În lagărul cu patru lobi convenţional (fig. 6.37, a), lobii 1 şi 4 sunt fie 
cavitaţi pe aproape întreaga suprafaţă fie au presiuni joase. Prin încorporarea 
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treptelor de presiune în lobii 1 şi 4 (fig. 6.37, b), se generează vârfuri de presiune în 
dreptul treptelor, urmate de scăderi bruşte. Aceste presiuni sunt distribuite pe 
porţiuni mai mari ale suprafeţei fusului iar valorile maxime sunt mult mai mari 
decât cele care apar în lagărele convenţionale. În lobii inferiori cu scobituri (canale 
circumferenţiale) se observă o descreştere similară a presiunilor maxime. 
Generarea presiunilor mari în jumătatea superioară a lagărului îmbunătăţeşte 
stabilitatea. Distribuţia presiunilor pe toată circumferinţa fusului asigură o 
funcţionare stabilă a lagărului. 

6.8.6  Lagăre cu segmenţi oscilanţi 

Lagărul radial cu segmenţi oscilanţi are mai mulţi cuzineţi parţiali care pot 
pivota faţă de carcasă. El este ca un lagăr multilobat, la care lobii sunt patine 
pivotante. Lagărele cele mai utilizate au patru sau cinci segmenţi pivotanţi.  

  
  Fig. 6.38     Fig. 6.39 

În figura 6.38 se arată lagărul cu pivoţi basculanţi. Aceasta este soluţia 
constructivă cea mai simplă şi mai ieftin de prelucrat. Construcţia segmentului 
permite pivotarea doar în direcţie circumferenţială (nu şi axială). Deoarece 
contactul cu suportul se face teoretic pe o linie, în pivot pot apare tensiuni mari 
dacă nu se realizează o aliniere corespunzătoare.  

Soluţia constructivă cu pivoţi sferici este prezentată în fig. 6.39. Un buton 
sferic, montat fie pe segment fie pe carcasă, poate pivota pe o plăcuţă călită 
montată pe cealaltă piesă. Aceasta permite bascularea în toate direcţiile.  

În varianta cu suprafaţă sferică de rezemare (fig. 6.40), forţa pe segment 
este transmisă carcasei printr-un sistem bilă-suport. Acesta permite segmentului să 
pivoteze în mod obişnuit dar poate prelua şi dezaxarea arborelui. Pivotul sferic este 
mai durabil decât pivotul basculant deoarece suprafaţa de contact a cuplei sferă-
suport are o presiune contact specifică mai mică decât linia de contact a pivotului 
basculant. Alunecarea relativă între sferă şi suport ajută la evitarea fretting-ului. La 
fel ca la lagărele cu geometrie fixă, pe suprafaţa lagărului se aplică un strat de 
metal alb antifricţiune (de grosime 50 - 125 mμ ) pentru protecţia arborelui.  

Recent, au apărut lagăre cu segmenţi elastici (deformabili la încovoiere).  
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      Fig. 6.40              Fig. 6.41 

Segmenţii oscilanţi pot avea axa de oscilaţie descentrată. O măsură a 
distanţării pivotului faţă de mijlocul segmentului (fig. 6.41) este descentrarea  

   
segment

eaDescentrar
θ
θpivot= .   (6.62) 

O descentrare de 0,5 corespunde unui pivot centrat, montat la mijlocul 
segmentului. Decalând pivoţii în direcţia rotaţiei fusului la descentrări mai mari ca 
0,5 se poate mări grosimea minimă a filmului de lubrifiant, deci capacitatea 
portantă. O descentrare uzuală este în jur de 0,6. Utilizarea pivoţilor descentraţi 
este limitată la rotoare care se rotesc într-un singur sens.  

Descentrarea este importantă doar când lagărul este preîncărcat. 
Preîncărcarea se poate obţine prelucrând interiorul segmenţilor la un diametru mai 
mare decât cel corespunzător jocului în lagăr. Factorul de preîncărcare variază între 
0 şi 0,5, cel mai frecvent în jur de 0,3. Creşterea preîncărcării determină o creştere 
a rigidităţii, dar o reducere a amortizării.  

  
a b 

Fig. 6.42 [6.11] 

La acest tip de lagăr, fiecare segment pivotează independent, urmărind 
fusul, şi îşi dezvoltă propria distribuţie de presiune. Aceasta reduce rigidităţile 
transversale de cuplaj. Distribuţia presiunii pe circumferinţa fusului într-un lagăr cu 
patru segmenţi oscilanţi rigizi este prezentată în fig. 6.42, a pentru o sarcină 
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verticală şi în fig. 6.42, b - pentru o sarcină înclinată. Lagărul are 7622,0=DL , 

5,0=pm , unghiul segmentului 045  şi descentrarea 0,5.  

În figurile 6.43, a şi b se prezintă variaţia coeficienţilor dinamici 
adimensionali ai unui lagăr cu 4 segmenţi oscilanţi cu încărcarea între patine (load 
between pads- LBP) şi condiţii la limită Reynolds, în funcţie de numărul 
Sommerfeld. Lagărul are 5,0=DL , 32=pm , unghiul segmentului 080  şi 
descentrarea 0,5. Lagărul este izotrop, cu valori egale ale coeficienţilor direcţi de 
rigiditate şi de amortizare. Lagărul este intrinsec stabil, având coeficienţii de 
rigiditate transversală (de cuplaj) egali cu zero 

  
a b 

Fig. 6.43 [6.1] 

Distribuţia presiunii pe fusul unui lagăr cu cinci segmenţi oscilanţi este 
arătată în fig. 6.44. Lagărul are 1=DL , descentrarea 0,5, unghiul pivotului 036  şi 
este preîncărcat. Figura 6.44, a este pentru un lagăr cu sarcina pe patină (load on 
pad - LOP). Figura 6.44, b este pentru acelaşi lagăr cu sarcina între patine (load 
between pads - LBP). În ambele cazuri unghiul de atitudine este zero.  

   
a b c 

Fig. 6.44 [6.11] 
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În figura 6.44, c se arată distribuţia presiunii când vectorul încărcării este 
între centrul patinei segmentului şi centrul fantei de ulei. În acest caz, deoarece 
sarcina nu este simetrică faţă de segmenţi, unghiul de atitudine al lagărului nu este 
zero iar coeficienţii de rigiditate şi de amortizare transversală nu sunt zero.  

În Tabelul 6.9 se dau coeficienţii dinamici adimensionali ai unui lagăr cu 
cinci segmenţi oscilanţi, cu 5,0=DL  şi 43=pm , cu încărcarea între patine şi 
condiţii la limită Reynolds, în funcţie de numărul Sommerfeld [6.1].  

                Tabelul 6.9 
  Coeficienţii dinamici ai unui lagăr cu cinci segmenţi oscilanţi, 5,0=DL , 43=pm , LBP 

Coeficienţii de rigiditate Coeficienţii de amortizare  

S  yyK  yzK  zyK  zzK  yyC  yzC  zyC  zzC  

16,1 2010 0 0 2010 1230 0 0 1230 
6,42 803 0 0 803 490 0 0 490 
3,21 401 0 0 401 245 0 0 245 
1,57 196 0 0 196 120 0 0 120 
0,515 66,1 0 0 65,2 40,2 0 0 39,8 
0,243 32,8 0 0 31,6 19,7 0 0 19,2 
0,120 18,3 0 0 16,5 10,5 0 0 9,85 

0,0763 14,5 0 0 11,7 7,76 0 0 6,72 
0,0484 12,9 0 0 9,18 6,33 0 0 4,93 
0,0356 12,7 0 0 8,31 5,82 0 0 4,17 
0,0264 13,0 0 0 7,95 5,59 0 0 3,72 
0,0187 13,8 0 0 8,00 5,60 0 0 3,48 
0,0128 15,7 0 0 8,78 5,80 0 0 3,41 

Configuraţia cu sarcina între patine (LBP) este utilizată atunci când 
proprietăţile cele mai importante sunt capacitatea de încărcare mare şi răspunsul 
sincron redus. În acest caz, amortizarea suprafeţei efective de rezemare este mai 
mare decât în cazul lagărelor cu sarcina pe patină (LOP). Rotoarele grele cu turaţii 
relativ mici (numere Sommerfeld mici) au lagăre cu segmenţi oscilanţi LBP.  

Rotoarele uşoare cu turaţii relativ mari au de obicei lagăre cu segmenţi 
oscilanţi LOP. Configuraţia LOP realizează o rezemare asimetrică, care măreşte 
stabilitatea rotorului, aceasta fiind caracteristica cea mai importantă a acestui tip de 
lagăr.  

Coeficienţii de rigiditate şi de amortizare adimensionali pentru un lagăr 
cu cinci segmenţi oscilanţi de 060 , cu pivoţi centraţi, 5,0=DL , 955,0=BL  
(unde B este lungimea arcului segmentului), fără preîncărcare şi neglijând inerţia 
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segmentului, sunt prezentaţi în funcţie de numărul Sommerfeld în fig. 6.45, a 
pentru un lagăr LBP şi în fig. 6.45, b pentru un lagăr LOP. 

  
a b 

Fig. 6.45 [6.12] 

La lagărul LOP, se observă o descreştere bruscă a valorii coeficienţilor 
yyK  şi zzK  în vecinătatea condiţiei de rezonanţă a patinelor. Aceasta nu implică o 

pierdere a rigidităţii generale a lagărului, deoarece la rezonanţă inerţia segmenţilor 
nu poate fi neglijată, termenii de cuplaj transversal devin importanţi şi înlocuiesc 
rigidităţile directe. Totuşi, în acest caz lagărul îşi pierde stabilitatea intrinsecă. 
Rezonanţa segmenţilor apare de obicei la numere Sommerfeld mari, la care 
grosimea minimă a filmului de lubrifiant este mare şi amortizarea este puternică.  

6.8.7  Lagăre cu treaptă Rayleigh  

Lagărul cu treaptă Rayleigh este considerat a fi lagărul cu cea mai mare 
capacitate portantă dintre toate geometriile posibile. El se bazează pe o observaţie 
făcută de Lord Rayleigh în 1918, conform căreia, dacă se neglijează debitul de 
scăpări (lagăr infinit lung), forma convergentă în treaptă a filmului de lubrifiant are 
cea mai mare capacitate portantă într-un lagăr cu alunecare lubrifiat cu un fluid 
incompresibil. 

În figura 6.46, a se arată fusul într-o poziţie concentrică. În acest caz, 
pentru a obţine o capacitate portantă diferită de zero, numărul treptelor dispuse în 
jurul lagărului trebuie limitat la una singură. Parametrii principali sunt rC - jocul 
radial în zona înălţată (creasta), sC - jocul radial în zona adâncită (degajarea), β - 
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unghiul subîntins de zona adâncită, γ - unghiul subîntins de zona înălţată şi δ - 
unghiul subîntins de fanta de ungere. 

În figura 6.46, b se arată un lagăr cu trei trepte Rayleigh având fusul într-o 
poziţie excentrică definită de unghiul de atitudine Φ  şi unghiul de orientare al 
excentricităţii Γ . Un segment este definit prin porţiunea din lagăr care include 
unghiurile subîntinse de creastă, degajare şi fanta de ungere. Fiecare segment 
lucrează independent, deoarece în dreptul fantelor de alimentare cu ulei presiunea 
se reduce la cea atmosferică. În figura 6.46, c se prezintă schematic geometria unui 
lagăr cu patru trepte Rayleigh. 

 
a b c 

Fig. 6.46 [6.13] 

Într-un lagăr radial cu o singură treaptă Rayleigh, în jurul fusului se 
dezvoltă o presiune pozitivă. Distribuţia presiunii este triunghiulară pentru un 
raport rază/lungime egal cu zero, cu valoarea maximă în dreptul pragului, existând 
o configuraţie optimă a treptei pentru obţinerea unei capacităţi portante maxime. 
Scăpările laterale sunt deobicei mai mari decât la alte lagăre. Pentru limitarea 
curgerii axiale şi creşterea capacităţii portante, la capetele lagărului se prevăd 
limitatoare laterale. Date privind caracteristicile dinamice ale lagărelor radiale cu 
trepte Rayleigh cu fluid incompresibil sunt încă insuficient publicate. 

6.8.8  Lagăre cu bucşă flotantă (inel intermediar) 

Lagărul cu bucşă flotantă are aplicaţii la turbosuflante, care au un rotor 
uşor care se roteşte la turaţii foarte mari. Acesta este un lagăr circular cu cuzinet 
complet care are un inel intermediar (uneori găurit) care se poate mişca liber în 
spaţiul dintre fus şi cuzinet (fig. 6.47). Lagărul are deci două filme de lubrifiant, 
unul interior, între fus şi bucşa flotantă, şi unul exterior, între bucşa flotantă şi 
cuzinet. Fiecare film poate fi considerat ca un lagăr radial cu cuzinet complet.  
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Filmul de ulei exterior produce amortizare, utilă în îmbunătăţirea stabilităţii 
rotorului care se roteşte în filmul interior.  

 
Fig. 6.47 

Rotoarele turbosuflantelor de supraalimentare ale motoarelor cu ardere 
internă au vibraţii subarmonice puternice care produc zgomot (uruit) şi frecări între 
rotor şi stator. Studiul acestora face obiectul eforturilor actuale de cercetare.  

6.9  Amortizoare cu film expulzat (squeeze film) 

Amortizoarele cu film expulzat (strivit, extrudat) sunt utilizate pentru 
îmbunătăţirea răspunsului dinamic al rotoarelor. Amortizarea permite atât 
stabilizarea rotoarelor cât şi reducerea amplitudinii precesiei sincrone a acestora la 
trecerea prin turaţiile critice. Ele reprezintă un tip aparte de lagăr radial 
hidrodinamic care are turaţia zero şi în care forţele de presiune hidrodinamice sunt 
produse de expulzarea lubrifiantului dintre fus şi cuzinet. 

6.9.1  Principiul de bază 

Amortizoarele cu film expulzat (squeeze-film dampers - SFD) sunt 
elemente neliniare utilizate în maşini rotative cu turaţii mari pentru atenuarea 
vibraţiilor şi a forţelor transmise. Fusul unui SFD constă dintr-un inel fixat rigid pe 
inelul exterior al unui rulment (sau bucşa unui lagăr cu alunecare). Amortizorul 
SVD propriu-zis este un film de ulei care umple interstiţiul inelar dintre fusul şi 
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carcasa unui lagăr. Rotirea “fusului” este împiedicată printr-un sistem de blocare, 
dar acesta poate avea o mişcare de precesie în interiorul interstiţiului.  

 
Fig. 6.48 [6.14] 

Un SFD poate fi utilizat şi separat, între un lagăr şi carcasa acestuia, 
pentru a reduce vibraţiile rotorului la trecerea prin turaţiile critice. În acest caz, 
rotirea elementului interior al SFD este blocată prin ştifturi antirotaţie. Amortizorul 
devine o parte componentă a unei structuri cu componente în serie, formată din 
rotor, amortizor şi elasticitatea carcasei.  

Spre deosebire de lagărele radiale hidrodinamice, un SFD este inerent 
stabil, adică nu poate produce vibraţii autoexcitate. Totuşi, în cazul excitaţiei prin 
dezechilibru masic, vibraţiile forţate periodice ale unui sistem rotoric amortizat cu 
film expulzat pot deveni instabile, rezultând fie fenomene de salt al amplitudinii, 
fie vibraţii cu componente nedorite, cu frecvenţe nesincrone care nu sunt multipli 
întregi ai frecvenţei corespunzătoare turaţiei.  

În aplicaţiile practice, un SFD poate fi utilizat cu sau fără un inel elastic 
de fixare montat în paralel (fig. 6.48). Arcurile de reţinere contribuie la atenuarea 
efectelor neliniare, şi în primul rând la centrarea fusului în carcasă. Amortizorul 
SFD constă dintr-un interstiţiu inelar cu ulei, de 25 - 500 μm, creat în jurul inelului 
exterior al unui rulment. Colivia împiedică rulmentul să se rotească şi centrează 
rulmentul în interstiţiul amortizorului.  

Alte soluţii constructive de amortizoare cu film expulzat nu au colivie, ci 
doar un inel de reţinere sau un mecanism de blocare care împiedică rotirea inelului 
exterior al rulmentului. La aceste amortizoare, dacă nu există o mişcare de 
precesie, fusul rămâne în poziţia inferioară a interstiţiului.  

Principala caracteristică a amortizoarelor cu film expulzat (strivit) o 
reprezintă filmul de ulei staţionar. Aceasta este de fapt singura diferenţă dintre un 
amortizor cu expulzare de film şi un lagăr radial autoportant, ambele fiind lagăre 
hidrodinamice. În lagărele radiale filmul de ulei se roteşte chiar în absenţa mişcării 
de precesie. Uleiul în rotaţie crează portanţa statică a lagărului radial şi contribuie 
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la rigiditatea acestuia. Dar rotaţia uleiului în jurul fusului poate produce mişcări 
instabile, cum sunt cele de tip oil whirl şi oil whip. 

În contrast, în amortizoarele cu film expulzat uleiul nu se roteşte dacă 
rotorul nu are o mişcare de precesie. Rezultă că aceste amortizoare nu au portanţă 
statică şi nici rigiditate statică. Filmul de ulei amortizează mişcarea doar când 
rotorul are o mişcare de precesie. Dacă nu există mişcare de precesie (şi nici 
element elastic de reţinere) fusul coboară în poziţia inferioară într-un SFD. 
Deoarece uleiul nu este în mişcare, în amortizoarele cu film expulzat instabilităţile 
de tip oil whirl şi oil whip nu apar. 

6.9.2  Soluţii constructive de amortizoare cu squeeze film 

În figura 6.49, a se arată un amortizor etanşat local, având la capete 
orificii de alimentare/drenare şi inele radiale de tip segmenţi de piston. În acest tip 
de amortizor, etanşat în direcţie axială, uleiul curge în direcţie circumferenţială 
când este strivit.  

 
Fig. 6.49 [6.15] 

În figura 6.49, b se arată un amortizor deschis la capete, denumit uneori 
amortizor etanşat global. Acesta are fante de alimentare/drenaj la capete şi etanşări 
frontale axiale. Deoarece amortizorul nu este etanşat în direcţie axială, uleiul 
expulzat curge axial.  
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Un alt mod de alimentare cu ulei este printr-o fantă centrală 
circumferenţială; acesta este utilizat la amortizoare fără etanşări la capete.  

Alte tipuri de amortizoare cu film expulzat sunt utilizate la lagărele cu 
rulmenţi, unde elementul elastic de centrare este eliminat, dar se folosesc ştifturi 
anti-rotaţie. Sistemele de etanşare includ: a) etanşări radiale cu inele O; b) etanşări 
cu segmenţi de piston, şi c) etanşări laterale cu inele O.  

6.9.3  Coeficienţii de rigiditate şi de amortizare ai filmului expulzat 

Coeficientul de rigiditate sfK  şi coeficientul de amortizare sfC  ai unui 
SFD se pot calcula prin rezolvarea ecuaţiei Reynolds pentru un lagăr radial 
nerotitor. 

La un SFD fără scurgeri laterale (fig. 6.49, a), presupunând curgere 
laminară, cavitaţie totală, precesie sincronă circulară şi neglijând inerţia filmului de 
lubrifiant, coeficienţii de rigiditate şi de amortizare au expresiile [6.16] 
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unde R – raza filmului expulzat, L – lungimea axială a amortizorului, rC  - jocul 
radial, μ  - vâscozitatea dinamică a uleiului, ε  - excentricitatea adimensională 
(raza orbitei de precesie / jocul radial), ω  - viteza unghiulară a precesiei.  

 La amortizoare relativ scurte ( )5,0<DL  deschise la capete, presupunând 
scurgeri libere la capete (fig. 6.49, b), coeficientul de rigiditate este 
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iar coeficientul de amortizare este 
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În cazul filmului de lubrifiant necavitat, 0=sfK  şi  
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În cazul mişcării de strivire pur radială, 0=sfK  şi 

pentru film cavitat 
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iar pentru film necavitat 
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Expresiile de mai sus sunt valabile în cazul unei orbite de precesie de rază 
εrC . Amortizoarele nu au o poziţie de echilibru static când sunt încărcate, ca la un 

lagăr radial. “Rigiditatea” unui amortizor rezultă din mişcarea orbitală produsă de o 
sarcină rotitoare şi poate fi definită mai corect ca fiind un coeficient de amortizare 
transversală. 

La amortizoare care funcţionează la turaţii mari şi la valori mari ale 
numărului Reynolds al filmului fluid 

μ
ωρ 2  Re rC

= ,    (6.70) 

unde ρ  densitatea lubrifiantului, forţele de inerţie din fluid devin importante. 
Coeficienţii de inerţie sau ‘masele adiţionale” se pot obţine împărţind forţele de 
inerţie ale fluidului la acceleraţia radială εω rC2 . Coeficientul masic direct este 
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iar coeficientul masic de cuplaj transversal este  
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unde  

    ( ) 2121 εβ −= .   (6.73) 
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6.9.4  Proiectarea unui amortizor cu squeeze film  

Pentru soluţionarea unei probleme de vibraţii subsincrone la un 
compresor existent, prin includerea un SFD, se face o analiză a stabilităţii bazată pe 
un model al sistemului rotor-lagăre cu elemente finite sau cu matrici de transfer. 

Parametrii de intrare sunt raza R şi lungimea L ale amortizorului, 
vâscozitatea dinamică a uleiului, μ , şi viteza unghiulară de rotaţie, Ω . De obicei 
se mai consideră o rigiditate transversală de cuplaj aerodinamic, a cărei valoare 
maximă se estimează la 1,75·107 N/m [6.16]. Parametrii de ieşire sunt jocul radial, 

rC  şi excentricitatea relativă, 0ε , care determină valorile coeficienţilor de 
rigiditate şi de amortizare ai SFD capabil să elimine instabilitatea. 

Cu ajutorul unui program de calculator se rezolvă problema de valori 
proprii complexe şi se calculează decrementul logaritmic (sau numai partea reală a 
valorilor proprii) în funcţie de parametrii de proiectare.  

În fig. 6.50 se arată o diagramă de stabilitate tipică, în care s-a reprezentat 
grafic variaţia părţii reale a valorii proprii a modului instabil în funcţie de 
amortizarea SFD, la o anumită turaţie. Fiecare curbă corespunde unei valori date a 
rigidităţii amortizorului. Se trasează mai multe diagrame pentru câteva valori ale 
rigidităţii transversale de cuplaj aerodinamic. Caracteristicile rotorului şi lagărelor 
rămân neschimbate. 

 
            Fig. 6.50 [6.16] 

Curbele care intersectează nivelul zero al părţii reale a valorii proprii 
definesc rigidităţile pentru care sistemul poate fi stabil. Pe măsură ce rigiditatea 
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amortizorului SFD creşte, sistemul devine mai puţin stabil. Există o valoare limită 
limK  peste care sistemul este totdeauna stabil (curbele nu intersectează linia de 

valoare zero a părţii reale a valorii proprii).  

Pe de altă parte, pentru curbele care intersectează axa orizontală de nivel 
zero, există un domeniu de valori intermediare ale amortizării SFD în care sistemul 
este stabil pentru o valoare dată a rigidităţii amortizorului. Pentru o amortizare sub 
o anumită valoare, C1, sau peste o altă valoare, C2, definite de punctele de 
intersecţie, sistemul este din nou stabil, astfel că valoarea reală a amortizării SFD 
trebuie aleasă între cele două limite.  

Diagramele de stabilitate liniarizate, ca cea din figura 6.50, oferă 
informaţii asupra caracteristicilor amortizorului cu film expulzat necesare pentru a 
conferi stabilitate unui sistem rotor-lagăre dat.  

  
Fig. 6.51 [6.16]         Fig. 6.52 [6.16] 

Pentru a determina parametrii de proiectare ai amortizorului mai sunt 
necesare două diagrame care prezintă variaţia rigidităţii (fig. 6.51) şi amortizării 
(fig. 6.52) amortizorului, în funcţie de excentricitate, pentru diferite valori ale 
jocului radial. 

Întâi este utilizată diagrama din fig. 6.51. Trasând o linie orizontală de 
ordonată limK , se determină valori 0ε  în punctele de intersecţie cu curbele 

.const=rC  

Pe baza acestor valori, se trasează curba limK = const. în fig. 6.52, care 
marchează limita superioară a domeniului cu funcţionare stabilă posibilă. Apoi, în 
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fig. 6.52 se desenează două linii orizontale de ordonate C1 şi C2, limitele de variaţie 
a amortizării SFD pentru funcţionare stabilă. Suprafaţa dintre aceste două limite 
situată sub curba limK  defineşte regiunea de proiectare a amortizorului. Parametrii 
de proiectare rC  şi 0ε  se aleg să corespundă punctelor din această regiune.  

6.10  Etanşări inelare cu lichid 

Etanşările inelare cilindrice sunt cuple de rotaţie în care cilindrul interior 
(rotorul) se roteşte într-un interstiţiu de fluid inelar faţă de cilindrul exterior 
(statorul). Într-o etanşare centrată, fluidul are atât o viteză axială, datorită diferenţei 
axiale de presiune, cât şi o viteză circumferenţială, datorită rotirii arborelui şi 
frecării între arbore şi fluid. În modelul curgerii volumice ("bulk-flow") [6.17], 
aceste viteze sunt considerate constante pe grosimea filmului iar tensiunile de 
forfecare sunt luate în considerare doar la nivelul arborelui şi statorului.  

 
           Fig. 6.53 [6.18] 
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Într-o etanşare excentrică, diferenţa între căderea de presiune în porţiunea 
mai largă şi porţiunea mai îngustă produce o forţă de readucere care se opune 
deplasării arborelui, producând o rigiditate directă de valoare relativ mare. Acesta 
este efectul Lomakin. 

Asupra unui arbore în precesie cilindrică, acţionează o forţă tangenţială, 
perpendiculară pe deplasarea radială a arborelui, care produce o rigiditate 
transversală de cuplaj. La etanşările “scurte”, se neglijează viteza circumferenţială 
produsă de căderea de presiune. O soluţie îmbunătăţită ţine cont de dezvoltarea 
curgerii circumferenţiale datorită forţelor de forfecare în lungul etanşării. 

În continuare, se prezintă soluţiile pentru etanşări scurte propuse de Black 
şi Childs. 

6.10.1  Reacţiunea hidrostatică. Efectul Lomakin 

În fig. 6.53, a se prezintă distribuţia axială a presiunii într-un punct 
oarecare de pe circumferinţa unei etanşări cu suprafeţe netede, în cazul când 
arborele nu se roteşte. În fig. 6.53, b se arată căderile de presiune la intrare.  

În secţiunea de intrare, o parte din presiunea totală sp  din amonte se 
transformă în presiune dinamică. Fluidul este contractat brusc şi accelerat în 
interstiţiul etanşării. Presiunea statică scade brusc la valoarea ip  datorită efectului 
Bernoulli şi datorită dezvoltării progresive a unui câmp de viteze de curgere 
turbulentă. Restul căderii de presiune în etanşare este aproape liniar. La ieşire 
presiunea este ep . 

Scăderea presiunii în etanşare se poate calcula cu relaţia lui Yamada 
[6.19] pentru curgeri între cilindri concentrici în rotaţie 
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unde ξ  este coeficientul de pierderi la intrare, ρ  este densitatea fluidului, V este 
viteza medie a fluidului şi σ  este coeficientul de pierderi prin frecări  

rC
Lλσ = .    (6.75) 

În expresia (6.75), L este lungimea etanşării, rC  este jocul radial iar λ  
este un coeficient de frecare definit de Yamada în funcţie de numărul Reynolds 
axial, aR  şi numărul Reynolds circumferenţial, cR : 
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unde ν  este vâscozitatea cinematică a fluidului, R  este raza etanşării şi Ω  este 
viteza unghiulară a rotorului, rad/s. Legea de frecare (6.75) este similară ecuaţiei 
lui Blasius pentru frecarea la curgerea prin ţevi [6.17]. 

Dacă arborele se deplasează în jos, în partea de sus a etanşării viteza supV  

creşte, datorită interstiţiului mai mare. În partea de jos a etanşării viteza infV  scade, 
datorită interstiţiului mai mic. La intrarea în etanşare, căderile de presiune depind 
de viteza fluidului, fiind diferite în partea superioară şi inferioară ale arborelui, aşa 
cum se arată în fig. 6.53, b. În partea de sus, căderea de presiune la intrare creşte. 
În partea de jos, căderea presiunii la intrare scade. Creşterea netă a presiunii în 
partea de jos a etanşării produce o forţă dirijată de jos în sus care tinde să readucă 
arborele în poziţia iniţială centrată. Aceasta echivalează cu o rigiditate directă. O 
situaţie similară apare atunci când variază viteza laterală a arborelui.  

Rigidităţile directe mari ale etanşărilor inelare sunt determinate de efectul 
combinat al scăderii presiunii la intrare şi în lungul etanşării. Mecanismul fizic al 
producerii rigidităţii directe a fost explicat prima dată de Lomakin (1958). 

Distribuţiile de presiune arătate în figurile 6.53, a şi b sunt modificate de 
rotirea arborelui şi variaţia geometriei etanşării, dar principiile de bază care stau la 
baza generării presiunii prin contracţia bruscă a filmului şi accelerarea fluidului în 
interstiţiul etanşării rămân aceleaşi.  

La etanşări, raportul RCr  este de ordinul 0,003 faţă de 0,001 la lagăre. 
Jocurile mărite împreună cu scăderea mare a presiunii în lungul etanşării determină 
caracterul puternic turbulent al curgerii. 

Analizele clasice ale etanşărilor pompelor centrifuge s-au bazat pe 
modelul curgerii volumice "bulk-flow". În aceste modele se neglijează variaţia 
componentelor vitezei fluidului pe grosimea jocului din etanşare. Se lucrează cu 
valori medii (pe grosimea interstiţiului) ale componentelor vitezei – de unde 
denumirea bulk-flow (flux global). Modelele bulk-flow consideră tensiuni de 
forfecare doar pe suprafeţele laterale şi neglijează variaţia acestora pe grosimea 
jocului [6.14]. Analizele moderne se bazează pe simulări numerice utilizând 
programe CFD (Computational Fluid Dynamics). 

6.10.2  Coeficienţii dinamici ai unei etanşări inelare cu lichid 

Componentele forţei dinamice dintr-o etanşare se exprimă sub forma [6.17] 
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unde y  şi z  sunt componentele deplasării în coordonate fixe iar punctul deasupra 
literei reprezintă derivarea în raport cu timpul. Acest model este valabil pentru 
deplasări mici în jurul poziţiei centrate. 

Etanşările inelare scurte se consideră izotrope. Termenii diagonali ai 
matricilor de rigiditate şi de amortizare sunt respectiv egali, în timp ce termenii 
nediagonali sunt egali şi de semn contrar. Coeficienţii de amortizare transversală de 
cuplaj şi termenul masic sunt produşi de efecte inerţiale. Soluţiile pentru etanşări 
scurte se obţin neglijând curgerea cicumferenţială produsă de diferenţa de presiune, 
dar incluzând curgerea produsă de forfecare.  

Rigidităţile transversale de cuplaj provin din rotaţia fluidului, la fel ca în 
cazul lagărelor radiale cu cuzinet complet necavitate (film complet). De exemplu, 
dacă într-o etanşare rotorul este deplasat spre dreapta, se crează o secţiune 
convergentă în jumătatea inferioară şi o secţiune divergentă în jumătatea superioară 
a etanşării (dacă arborele se roteşte în sens antiorar). În porţiunea convergentă 
presiunea creşte iar în porţiunea divergentă scade, producând o forţă de reacţiune 
dirijată în sus. Această forţă acţionează perpendicular pe deplasarea radială având 
un efect destabilizator.  

La etanşările cu interstiţiu inelar lung, de tipul celor utilizate în pompele 
centrifuge multietajate, se utilizează şi coeficienţi dinamici unghiulari, deoarece în 
etanşări asupra rotorului acţionează şi momente (cupluri), forţele produc deplasări 
unghiulare (rotiri) şi momentele produc şi deplasări liniare.  

Coeficienţii dinamici din relaţia (6.77) au următoarele expresii: 

Coeficienţii de rigiditate: 

 ( )4  22
203 TK Ωμμμ −= , 2  13 /Tk Ωμμ= ; (6.78) 

Coeficienţii de amortizare: 

 TC   13 μμ= ,  2
23    Tc Ωμμ= ;  (6.79) 

Coeficientul masic: 
2

23   TM μμ=      (6.80) 

unde 

λ
Δπμ pR 

3 =      (6.81) 

iar timpul mediu de parcurgere a etanşării este  

V
LT = .     (6.82) 
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Coeficienţii 0μ , 1μ  şi 2μ  depind de coeficientul de pierderi prin frecare, 
σ  şi de coeficientul de pierderi la intrare, ξ . Expresiile acestora sunt date în 
continuare pentru trei modele de etanşări inelare. 

1. Modelul lui Black [6.18], [6.20] 
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La etanşările de lungime finită, pentru a ţine cont de valorile finite ale 
raportului RL , Jensen a stabilit următoarele formule: 
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în care coeficienţii 0μ , 1μ  şi 2μ  au expresiile (6.83), iar cei cu "bară" deasupra 
literei trebuie utilizaţi în relaţiile (6.78) - (6.80) în locul celor fără bară.  

2. Modelul lui Jensen [6.21] 

Într-o dezvoltare ulterioară, coeficienţii 0μ , 1μ  şi 2μ  au fost definiţi în 
funcţie de parametrul 
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care ţine cont de variaţia circumferenţială a coeficientului de frecare λ  (6.76, a) 
datorită unei perturbaţii prin deplasare radială faţă de poziţia centrată. Coeficienţii 
modificaţi au expresiile  
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în care 

ξ+=1A  ,   21 σξ ++=B ,    75,075,1 β−=C ,  

  σCAD += ,     32 σCAE = ,    43 σCF = . 

 
Fig. 6.54 [6.21] 
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În fig. 6.54 se dau diagramele de variaţie ale coeficienţilor 0μ , 1μ  şi 2μ  
din relaţiile (6.85) în funcţie de β  şi σ , pentru 5,0=ξ . Aceştia sunt comparativ 
insensibili la variaţiile coeficientului de pierderi la intrare ξ . 

Black a examinat influenţa componentei circumferenţiale a vitezei 
fluidului la intrare asupra coeficienţilor etanşărilor. În analizele anterioare s-a 
presupus că un element de fluid odată intrat în etanşare atinge instantaneu viteza 
circumferenţială corespunzătoare semituraţiei 2ΩR . Într-un articol ulterior el a 
demonstrat că un element de fluid trebuie să parcurgă o distanţă axială determinată 
în lungul etanşării înainte ca viteza sa să tindă asimptotic spre această valoare. 
Consecinţa practică a existenţei vitezei circumferenţiale este scăderea valorilor 
termenilor de cuplaj, k şi c. Aceasta apare în special la etanşările dintre treptele 
pompelor, în care viteza circumferenţială la intrare este neglijabilă. 

3. Modelul lui Childs [6.22] 

Childs a făcut o analiză a etanşărilor bazată pe modelul lubrificaţiei 
turbulente propus de Hirs [6.23]. El a considerat că atât în direcţie circumferenţială 
cât şi axială curgerea turbulentă este complet dezvoltată. Coeficienţii dinamici ai 
etaşărilor scurte stabiliţi de Childs au expresiile (6.78)-(6.80), în care coeficienţii 

0μ , 1μ  şi 2μ  au expresiile 
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iar 0m  este un exponent în expresia coeficientului de frecare ( )75,00 ≅m  

2
1

20

0

0

4
11

m

m
a b

Rn

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=λ .   (6.88) 



                                                                                                DINAMICA MAŞINILOR 144

Dacă viteza circumferenţială este cea corespunzătoare semituraţiei, atunci 
coeficienţii dinamici ai unei etanşări scurte stabiliţi de Childs sunt similari cu cei 
calculaţi de Black. 

Childs a luat în consideraţie influenţa vitezei circumferenţiale la intrare 
0V . În acest caz, coeficienţii dinamici ai etanşării au următoarele expresii:  

Coeficienţii de rigiditate: 
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Coeficienţii de amortizare: 

TC   13 μμ= ,  ( ) 2
323    Tac Ωμμ += ;   (6.90) 

Coeficientul masic: 
2

23   TM μμ= ,     (6.91) 
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( )[ ]01 1  ma ++= βσ .      (6.92) 

Dacă 0V =0, atunci 321 aaa == =0  şi se obţin expresiile (6.78)-(6.80). 

Pentru o orbită circulară cu raza A şi o viteză unghiulară de precesie ω , 
din ecuaţia (6.77) se obţin componentele radială şi circumferenţială ale forţei  

( )AMcKFr    2ωω −+−= ,  ( ) ACkF   ωθ −= . 

Forţa circumferenţială poate produce regimuri de funcţionare instabile. 

Exemplul 6.2 

Etanşarea de la exteriorul intrării impulsorului (“neck ring”) unei pompe 
are lungimea L =50 mm, raza R =75 mm ( )31=DL  şi jocul radial rC =0,25 mm. 
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La turaţia de lucru N =1200 rot/min, căderea de presiune în lungul 
etanşării este pΔ =1.38·106 Pa. Proprietăţile apei sunt: vâscozitatea dinamică 
μ =4,14·10-4 Ns/m2, densitatea ρ =979 kg/m3. 

Se alege o valoare iniţială V =25 m/s  a vitezei axiale medii. 

Numărul Reynolds axial iniţial este  

559292
==

μ
ρ r
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Rezolvând în funcţie de σ  rezultă 
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Considerând ξ =0,1, din expresia lui pΔ  se obţine o nouă valoare V  
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σξ
ρΔ pV =26,77 m/s. 

Calculele se repetă iterativ până se obţine viteza medie a curgerii 
592,28=V  m/s pentru care 174,1=σ . 

Valoarea finală a numărului Reynolds axial este =aR 33807, deci 
curgerea este total turbulentă. 

Înlocuind ξ =0,1 şi σ =1,193 în expresiile (6.83), se obţine 

0μ =0,1414, 1μ =0,35, 2μ =0,05287, 

şi de asemenea 
              3μ =5,6·107. 

Timpul mediu de parcurgere a etanşării este  

V
LT = =1,749·10-3 s. 

Coeficienţii dinamici (6.78)-(6.80) au următoarele valori 

K =7,1139·106 N/m,  k =2,0604·106 N/m, 
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  C =32793 Ns/m, c =1153 Ns/m,  M =9,176 Ns2/m. 

Se observă că 
c

MΩ =1, deci M şi c tind spre zero în cazul precesiei 

sincrone cu viteza unghiulară de rotaţie iar componenta radială a forţei de reacţie 
rF  este dată doar de rigiditatea directă K. 

Pulsaţia de precesie adimensională 
Ω

Ω
C

k
w = =0,5 corespunde vitezei 

circumferenţiale medii din etanşare 2ΩR , la fel ca la un lagăr radial cu cuzinet 
complet. La nωΩ = , prima viteză unghiulară critică a rotorului, componenta 
tangenţială a forţei de reacţie θF  devine destabilizatoare la viteza unghiulară 

n
n

lim ωωΩ 2
5,0
== . Aceasta arată că, teoretic, o etanşare devine destabilizatoare la 

turaţii peste dublul primei turaţii critice a rotorului. Deoarece în etanşări wΩ  poate 
fi micşorată, viteza unghiulară la limita de stabilitate limΩ  este mărită. 

6.10.3  Consideraţii finale asupra etanşărilor cu lichid 

Analiza a fost limitată la: a) suprafeţe netede, netexturate şi fără caneluri; 
b) coeficienţi de pierdere la intrare constanţi şi c) viteza circumferenţială la intrare 
complet dezvoltată. S-a presupus că viteza axială a fluidului este mult mai mare 
decât viteza circumferenţială. Principalul efect al variaţiei vitezei circumferenţiale 
la intrare este modificarea coeficienţilor de rigiditate transversală de cuplaj. 
Valorile acestor coeficienţi scad când viteza circumferenţială este micşorată. 

De fapt, pentru valori judicios alese ale geometriei etanşării, căderilor 
axiale de presiune şi vitezei circumferenţiale la intrare, coeficienţii de rigiditate de 
cuplaj au semne schimbate; cuplajul transversal produce mai degrabă stabilitate 
decât instabilitate. Experienţe efectuate pe etanşări cu canale în spirală, la numere 
Reynolds axiale între 20000 şi 40000, au arătat că etanşările lungi cu canale au 
rigiditatea directă negativă. Pentru a ţine cont de canale se folosesc factori de 
corecţie aplicaţi lungimii etanşărilor netede.  

Coeficienţii dinamici din relaţia (6.77) sunt aproape antisimetrici, chiar la 
pompe cu volută, deşi astfel de rezultate sunt de aşteptat doar pentru configuraţii 
axial-simetrice. Spre deosebire de lagăre, etanşările produc rigiditate directă în 
poziţia centrată, independent de turaţie, printr-un mecanism hidrostatic.  

Coeficienţii de amortizare ai etanşărilor au valori relativ mari. Ca urmare, 
majoritatea pompelor centrifuge funcţionează fără probleme de dinamica 
rotoarelor. La etanşările inelare cu joc mic, efectele masice hidrodinamice sunt 
importante. 
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În cazul precesiei sincrone a rotorului, forţa de readucere din etanşare 
creşte cu pătratul vitezei unghiulare. S-a imaginat că forţa este generată de o masă 
fictivă, numită masa Lomakin. Totuşi, o corecţie geometrică a masei are sens doar 
în cazul precesiei sincrone pure. Când masa virtuală este mai mare decât masa 
geometrică reală, turaţia critică este suprimată. O astfel de abordare ar fi corectă 
doar pentru sisteme la care masa Lomakin şi masa geometrică apar în acelaşi loc. 
La sisteme în care aceasta nu se întâmplă, efectul Lomakin trebuie tratat ca o 
rigiditate, fiind deci funcţie de turaţie.  

6.11  Etanşări inelare cu gaz 

Etanşările inelare cu gaz, sau etanşările labirintice, au rolul de a 
împiedica scăpările în compresoarele centrifuge. Forţele produse în etanşările cu 
gaz sunt aproximativ proporţionale cu scăderea presiunii în lungul etanşării şi cu 
densitatea fluidului. Datorită dependenţei de densitate, etanşările cu gaz au avut un 
impact major asupra compresoarelor de înaltă presiune pentru gaze cu greutate 
moleculară mare.  

 

Fig. 6.55 [6.14] 

În fig. 6.55 se prezintă câteva tipuri de labirinţi utilizaţi frecvent.  

Labirinţii pot influenţa negativ funcţionarea liniştită a rotoarelor 
compresoarelor. Există două tipuri de mecanisme posibile.  

1. Primul caz apare atunci când precesia produsă de dezechilibru 
determină contactul între lamelele labirintului şi arbore. Acolo unde un eventual 
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contact al labirintului produce o încălzire locală şi deci o deformare a rotorului, se 
recomandă un labirint cu lamele pe rotor. Răcirea produsă de lamele protejează 
arborele de o creştere locală a temperaturii.  

2. Al doilea caz este mai puţin evident dar mult mai important. Orice 
excentricitate produce o modificare a curgerii în labirint şi introduce forţe de 
reacţiune care acţionează asupra arborelui micşorând astfel amortizarea în sistemul 
rotoric. Dacă această amortizare este redusă considerabil, apar vibraţii 
autoîntreţinute ale rotorului care fac imposibilă funcţionarea compresorului. 

 

Fig. 6.56 [6.17] 

În fig. 6.56 se arată o etanşare tipică pentru roata ultimei trepte a unui 
compresor. Labirintul plasat în amonte de impulsor limitează scăpările inverse (în 
sensul descreşterii razei) în lungul inelului frontal al impulsorului. Labirintul plasat 
între trepte limitează scăpările în lungul arborelui. Ambele etanşări sunt cu “lamele 
pe stator”, fiind denumite semilabirinţi (v. fig. 6.55).  

Într-un compresor cu flux direct, scăpările pe la tamburul de echilibrare 
sunt redirecţionate spre admisie. Etanşarea de pe tamburul de echilibrare este de tip 
labirint complet (v. fig. 6.55). 

La un compresor în dublu flux, tamburul de echilibrare preia diferenţa de 
presiune dintre ultima treaptă a compresorului şi ultima treaptă a primei serii de 
roţi centrifuge, deci aproximativ jumătate din căderea de presiune în maşină. 
Pentru valori date ale presiunilor de aspiraţie şi refulare, densitatea medie a gazului 
este mai mare în centrul labirintului unei maşini cu dublu flux decât în labirintul 
tamburului de echilibrare al unei maşini cu flux direct.  

Compresoarele cu dublu flux sunt mai sensibile la acţiunea forţelor din 
labirintul central decât compresoarele cu flux direct la forţele din labirintul 
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tamburului de echilibrare. Aceasta se datoreşte deplasărilor laterale mai mari la 
mijlocul deschiderii între lagăre în primul mod critic de precesie.  

Forţele produse de labirinţii de etanşare ai compresoarelor sunt cu cel 
puţin un ordin de mărime mai mici decât cele generate în etanşările cu lichid. În 
expresia acestora nu apar termeni masici fiind modelate prin relaţii forţă/mişcare de 
tipul  
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Termenii diagonali ai matricilor de rigiditate şi de amortizare sunt 
respectiv egali, în timp ce termenii nediagonali sunt egali şi cu semne contrare, 
ceea ce denotă izotropie. Spre deosebire de modelul etanşării pompelor din relaţia 
(6.77), coeficientul de rigiditate directă este deobicei neglijabil fiind negativ în 
multe cazuri.  

Coeficienţii din ecuaţia (6.93) depind de densitatea gazului, dând naştere 
la instabilităţi “dependente de sarcină”. Aceasta determină un nivel al “puterii la 
limita de stabilitate” în locul “turaţiei la limita de stabilitate” întâlnită la rotoarele 
cu lagăre hidrodinamice, care prezintă instabilităţi dependente de turaţie.  

 
Fig. 6.57 [6.9] 

Încercările au arătat că la etanşările labirintice cu lamele pe stator: a) 
coeficienţii de rigiditate transversală cresc direct proporţional cu viteza 
circumferenţială la intrare; b) amortizarea în etanşare este mică dar poate fi luată în 
consideraţie pentru a obţine predicţii rezonabile ale răspunsului rotordinamic, şi c) 
pe măsura micşorării jocurilor, etanşările cu lamele pe rotor devin mai puţin stabile 
iar cele cu lamele pe stator devin mai stabile.  

Soluţiile de stabilizare a precesiei rotorului includ bucşe cu şicane radiale 
(canale direcţionale longitudinale) la intrarea în etanşările labirintice (fig. 6.57). 
Acestea anulează sau reduc viteza circumferenţială la intrare a gazului.  

O altă metodă de stabilizare a compresoarelor include o “linie de şuntare” 
şi constă din redirecţionarea gazului de la refularea compresorului şi injectarea 
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acestuia în una din primele cavităţi ale labirintului tamburului de echilibrare (fig. 
6.58), eventual în sens contrar rotaţiei. Deobicei, fluxul de pe faţa posterioară a 
roţii ultimei trepte pătrunde în labirint cu o viteză circumferenţială mare, ceea ce 
produce o forţă destabilizatoare. Fluxul de şuntare forţează spre exterior gazul din 
partea posterioară a roţii centrifuge, reducând viteza circumferenţială în etanşare.  

 
Fig. 6.58 (from [6.9]) 

Dintre toate etanşările labirintice, forţele destabilizatoare cele mai mari se 
dezvoltă în labirintul tamburului de echilibrare, deoarece acesta este cel mai lung şi 
are cea mai mare cădere de presiune. Într-o maşină cu flux direct, această etanşare 
este cea în care gazul are şi cea mai mare densitate.  

Unele succese în îmbunătăţirea stabilităţii compresoarelor s-au obţinut 
utilizând etanşări în fagure. Aceastea dezvoltă coeficienţi de destabilizare mai mari 
decât labirinţii dar şi coeficienţi de amortizare directă mai mari. Etanşările cu perii, 
care utilizează sârme în contact cu o acoperire ceramică a arborelui, au un debit de 
scăpări mult redus faţă de etanşările cu labirinţi sau fagure.  

6.12  Etanşări cu contact flotant 

Etanşările cu ulei sunt utilizate frecvent la compresoare multietajate cu 
turaţii mari, pentru reducerea scurgerii gazului de proces în atmosferă. În cazul 
gazelor nocive, o cerinţă importantă este etanşeitatea. Aceasta se obţine utilizând 
etanşări cu lichid cu inel flotant.  
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Fig. 6.59 (from [6.9]) 

6.12.1  Caracteristici constructive 

Dacă se poate realiza căderea de presiune necesară, se utilizează un 
singur inel de etanşare. În caz contrar, se utilizează două inele flotante, cu uleiul 
alimentat la mijloc, după cum se arată în fig. 6.59.  

Etanşarea constă dintr-un inel interior şi un inel exterior, între care sunt 
dispuse arcuri de pretensionare axială, prin care feţele exterioare lepuite ale 
segmenţilor etanşării sunt presate şi menţinute în contact cu carcasa cartuşului 
etanşării. Un ştift antirotaţie împiedică rotirea segmenţilor etanşării.  

Uleiul este introdus între segmenţi la o presiune de alimentare puţin mai 
mare decât presiunea de aspiraţie a compresorului şi apoi se scurge axial în lungul 
arborelui. Inelul interior împiedică scurgerea gazului de proces, în timp ce inelul 
exterior limitează scurgerea uleiului de etanşare spre exterior.  

Disiparea căldurii este importantă pentru securitatea în funcţionare a 
etanşărilor cu ulei. Aceasta este asigurată de curgerea uleiului în interstiţiile inelare 
cu jocuri relativ mari ale inelelor, de ordinul 50-80 μm, ceea ce presupune debite 
mari de scurgeri. Acestea pot fi micşorate dacă la inelul flotant se ataşează un 
sistem de readucere.  
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Fig. 6.60 [6.24] 

O soluţie cu un singur inel de etanşare, folosită într-un compresor cu cinci 
trepte utilizat în rafinării, este arătată în fig. 6.60, în care: 1 – bucşa etanşării cu 
ulei, 2 – diafragmă, 3 – manşon (impulsor), şi 4 – stator. 

 
Fig. 6.61 [6.24] 
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În figura 6.61 se prezintă o etanşare cu bucşă "dublă" în care atât 
etanşarea interioară cât şi cea exterioară se realizează cu un singur inel. Se disting: 
1 - arborele, 2 – manşon montat cu strângere sub bucşă, 3 – stator, 4 – bucşă de 
etanşare dublă în trepte, 5 – colivia bucşei, 6 – piuliţă, 7 – inel de fixare, 8 – inel 
distanţier. 

Construcţia compactă permite o distanţă mai mică între lagăre, deci turaţii 
critice mai mari. Interstiţiul inelar de ulei se formează între manşonul 2, presat pe 
arbore, şi bucşa de etanşare 4, ghidată axial în colivia 5. Manşonul 2 protejează 
arborele şi simplifică asamblarea şi demontarea. Inelul distanţier 8 este reglat la 
asamblarea iniţială, apoi nu mai sunt necesare ajustări in-situ ale componentelor.  

Bucşa 4 urmăreşte liber mişcarea arborelui. Forţele hidrodinamice 
produse în etanşare sunt micşorate prin mişcarea bucşei şi nu se aplică integral 
arborelui. Etanşarea este insensibilă la uzura pe feţele frontale [6.24]. 

 
a b 

Fig. 6.62 [6.25] 

În fig. 6.62 se prezintă o etanşare în con. În fig. 6.62, a se arată 
configuraţia iniţială, la care au apărut vibraţii puternice, iar în fig. 6.62, b se arată 
varianta îmbunătăţită, obţinută reducând lungimea etanşării şi lăţimea feţei lepuite, 
şi mărind forţa de pretensionare din arcuri.  

Un aranjament prin care s-a încercat rezolvarea problemei centrării 
etanşării este arătat în fig. 6.63, în care s-a introdus un segment oscilant în inelul de 
etanşare de înaltă presiune. 

Îmbunătăţiri posibile ale inelului de înaltă presiune includ: a) micşorarea 
suprafeţei frontale a etanşării, pentru micşorarea forţei axiale neechilibrate, deci a 
forţei de frecare; b) prelucrarea unor canale circumferenţiale în alezajul inelului, 
pentru a reduce lungimea hidrodinamică efectivă a acestuia; şi c) mărirea jocului în 
interstiţiul inelar al etanşării. 
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       Fig. 6.63 [6.9] 

6.12.2  Blocarea inelului etanşării 

Compresoarele dotate cu inele de etanşare cu ulei sunt supuse adesea la 
vibraţii subsincrone. Inelele etanşărilor sunt proiectate să se deplaseze radial liber, 
urmărind mişcarea de precesie a arborelui (rotirea lor este blocată cu ştifturi sau 
alte dispozitive care permit mişcarea radială a inelului). Dacă inelul etanşării se 
mişcă împreună cu arborele, forţa produsă în filmul de ulei dintre arbore şi inel este 
foarte mică, la fel şi coeficienţii dinamici ai etanşării.  

În anumite situaţii, inelul etanşării poate fi împiedicat să se mişte, 
fenomen cunoscut sub numele de “blocarea (griparea) inelului etanşării”. Aceasta 
produce forţe mari între arbore şi inel, deci coeficienţi de rigiditate şi de amortizare 
de valori mari.  

Generarea rigidităţilor transversale prin blocarea inelului etanşării, într-o 
maşină cu lagăre cu segmenţi oscilanţi, poate fi descrisă după cum urmează [6.26]: 

1. Când arborele este în repaus, uleiul stă deasupra arborelui. Pe măsură 
ce turaţia maşinii creşte, filmul de ulei din etanşare pătrunde în partea de jos şi 
susţine greutatea bucşei de etanşare.  

2. Căderea de presiune în lungul etanşării creşte cu turaţia maşinii. 
Aceasta măreşte forţa axială datorită presiunii neechilibrate şi, corespunzător, forţa 
de frecare radială care acţionează asupra inelului etanşării (egală cu coeficientul de 
frecare înmulţit cu forţa axială). Când forţa de frecare radială devine mai mare 
decât forţa radială din filmul de ulei, etanşarea se gripează. 

3. Dacă turaţia arborelui continuă să crească, forţele din filmul de ulei al 
lagărelor (cu segmenţi oscilanţi) tind să deplaseze arborele în sus în lagăr (lagărele 
sunt descărcate). Forţele din filmul de ulei al etanşării se opun acestei deplasări, 
deoarece arborele ocupă acum o poziţie excentrică în inelul blocat al etanşării.  
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4. Forţele produse de dezechilibrul inerent al rotorului determină precesia 
acestuia. Aceasta produce forţe dinamice în filmul de ulei dintre arbore şi inelul 
blocat al etanşării. Dacă suma forţelor statice şi dinamice este mai mare decât forţa 
de frecare radială, inelul etanşării se va mişca. Dacă forţele dinamice nu sunt 
suficient de mari pentru a depăşi forţa de frecare radială, inelul etanşării se va 
gripa. Aceasta se poate întâmpla la turaţii mult inferioare turaţiei critice.  

5. Pe măsură ce turaţia arborelui creşte, forţele de portanţă produse de 
filmul de ulei din lagăre vor deplasa arborele în sus în lagăre. Arborele va fi într-o 
poziţie excentrică faţă de inelul de etanşare gripat. Aceasta va genera coeficienţi de 
rigiditate transversală de cuplaj de valori mari, care vor acţiona asupra arborelui 
datorită filmului de ulei din etanşare.  

6.12.3  Coeficienţii dinamici ai unei etanşări blocate 

În calcule aproximative se presupune că inelul etanşării este blocat cu 
arborele în poziţie centrată şi se comportă ca un lagăr radial cu cuzinet complet, 
necavitat, în care nu există cădere de presiune. Etanşările cu ulei sunt scurte 
( )2,005,0 << DL , curgerea uleiului fiind laminară şi fără cavitaţie.  

Pentru acest caz centric, coeficienţii de rigiditate transversală sunt [6.24] 
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unde Ω  – viteza unghiulară de rotaţie a arborelui, rad/s, D – diametrul arborelui, R 
– raza arborelui, L – lungimea (axială a) etanşării, rC  - jocul radial în filmul de 
ulei al etanşării, μ  - vâscozitatea dinamică a uleiului. 

Deoarece coeficienţii sunt proporţionali cu 3L , o reducere considerabilă a 
destabilizării se poate obţine prelucrând canale circumferenţiale pe faţa interioară a 
etanşării, aşa cum se arată în fig. 6.63. 

La o etanşare concentrică, coeficienţii de rigiditate directă yyk  şi zzk  sunt 
neglijabili. Coeficienţii de amortizare directă au expresiile 

yzyy kc  2
Ω

= ,  yzzz kc  2
Ω

= .   (6.95) 

De notat că aceşti coeficienţi sunt invers proporţionali cu 3
rC , deci foarte 

sensibili la variaţia jocului în etanşare. Astfel, jocurile mărite în etanşări vor 
permite funcţionarea cu vibraţii reduse chiar atunci când etanşările sunt gripate.  

Valorile coeficienţilor de rigiditate ai etanşărilor excentrice sunt de câteva 
ori mai mari decât ale etanşărilor centrate.  
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Există metodologii mai precise pentru calculul coeficienţilor dinamici ai 
etanşărilor, bazate pe diferite ipoteze privind excentricitatea etanşării gripate 
[6.17]. Rezultatele diferă în funcţie de presupunerea că blocarea etanşării produce 
creşterea sau descreşterea încărcării fusului în lagărele rotorului.  

Funcţionarea stabilă a unui rotor este posibilă chiar atunci când etanşarea 
se blochează şi jocurile în etanşare sunt excesiv de mari. Datorită blocării 
excentrice a inelului etanşării se dezvoltă rigidităţi directe. Scăderea încărcării 
lagărelor determină o creştere a frecvenţelor proprii ale rotorului, deoarece distanţa 
efectivă între lagăre este micşorată prin transferarea sarcinii către etanşări. În acest 
caz, frecvenţa instabilităţii nesincrone este mai mare decât turaţia critică calculată 
pentru lagăre rigide.  

O metodă cvasistatică [6.26] pentru determinarea condiţiilor de gripare a 
inelului etanşării a fost utilizată cu rezultate promiţătoare. Egalând forţa de frecare 
radială cu greutatea inelului etanşării, se calculează turaţia de blocare iniţială a 
inelului. Cu creşterea turaţiei, arborele se ridică de pe segmentul inferior al 
lagărelor cu segmenţi oscilanţi. Utilizând relaţiile cunoscute, stabilite pentru lagăre 
cu segmenţi oscilanţi, se determină poziţia arborelui faţă de linia centrelor 
lagărelor, pe baza căreia se poate calcula excentricitatea şi unghiul de atitudine ale 
inelului etanşării cu ulei, pentru o încărcare egală cu greutatea acestuia. Astfel, 
deoarece unghiul de atitudine static depinde de forţa de frecare, acesta este 
nedeterminat. Cea mai dificilă este alegerea valorii coeficientului de frecare.  

În continuare, calculul coeficienţilor dinamici se poate face utilizând 
modelul Ocvirk de lagăr infinit scurt [6.17]. Relaţia între excentricitatea relativă 
statică 0ε  şi numărul Sommerfeld modificat  
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pentru un lagăr scurt, este ilustrată în fig. 6.64, a. În fig. 6.64, b se dau coeficienţii 
dinamici în funcţie de numărul Sommerfeld modificat pentru un lagăr scurt cu 
unghiul de atitudine de 090  [6.9].  

Pentru această valoare a unghiului de atitudine, etanşarea nu are rigiditate 
directă iar coeficienţii de rigiditate transversală şi de amortizare directă cresc 
considerabil cu scăderea lui sS , deci cu creşterea excentricităţii relative statice. 
Creşterea coeficienţilor yyc  şi zzc  cu 0ε  poate fi avantajoasă la turaţii mici, când 
rotorul trece printr-o turaţie critică. Totuşi, creşterea coeficienţilor yzk  şi zyk  poate 
produce instabilitatea rotorului la turaţii de ordinul dublului turaţiei critice.  

În Tabelul 6.10 [6.27] se dau coeficienţii adimensionali ai unei etanşări 
cu ulei, pentru cinci valori ale excentricităţii relative statice 0ε . 

Coeficienţii fizici (dimensionali) se calculează cu relaţiile 
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şi 602 NπΩ = . 

  
a    b 

Fig. 6.64 [6.9] 

               Tabelul 6.10 

0ε   yzK   zyK   yyC   zzC  

0,01 3,14 -3,14 6,28 6,28 
0,1 3,28 -3,19 6,38 6,57 
0,2 3,76 -3,33 6,67 7,51 
0,5 9,67 -4,84 9,67 19,35 
0,8 92,1 -14,54 29,1 184,2 

 

Se observă că  zyyz KK −≠  şi  zzyy CC ≠ , deci etanşarea excentrică 
blocată este anizotropă. 
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Coeficienţii de rigiditate directă şi de amortizare directă sunt mai puţin 
importanţi decât cei de cuplaj transversal, deoarece etanşările sunt amplasate lângă 
lagăre. Coeficienţii de rigiditate directă şi de amortizare directă ai lagărelor sunt 
mult mai mari decât cei ai etanşărilor. Lagărele cu segmenţi oscilanţi încărcate 
simetric au coeficienţi de cuplaj transversal nuli. În aceste condiţii, coeficienţii de 
cuplaj transversal ai etanşărilor devin importanţi.  

Într-o etanşare simplă, forţa axială este aproximativ ptD Δπ   
2

. Pentru o 

cădere de presiune pΔ = 6,89·106 Pa, un diametru mm165=D   şi o lăţime a 
suprafeţei frontale t = 6,35·10-3 m, forţa axială de gripare este 1,11·104 N. La un 
rotor cu trei etanşări, considerând coeficientul de frecare 0,1, forţa radială 
dezvoltată poate fi 3,34·103 N, o valoare egală cu sarcina tipică dintr-un lagăr. 

Este uşor de observat că, dacă la compresoare de înaltă presiune, cu rotor 
de greutate medie, nu se utilizează un tip special de inel de etanşare cu echilibrarea 
presiunii, atunci lagărele şi etanşările interacţionează ca reazeme ale rotorului. La 
compresoare de joasă presiune, cu rotor de greutate mare, această interacţiune este 
puţin probabilă.  

Astfel, în afara influenţei asupra densităţii gazului, presiunea înaltă din 
compresor poate produce indirect instabilitate în maşini altfel stabile, prin griparea 
etanşărilor cu ulei, astfel încât să determine interacţiunea acestora cu sistemul stabil 
rotor - lagăre cu segmenţi oscilanţi.  

În concluzie, etanşările cu ulei trebuie proiectate să lucreze doar ca 
elemente de etanşare şi să nu devină parte componentă a sistemului dinamic rotor-
lagăre. O etanşare cu presiune echilibrată trebuie să fie o cerinţă în proiectare şi 
orice element capabil să producă griparea etanşării trebuie eliminat din construcţia 
compresorului.  
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7. 
INSTABILITATEA  PRECESIEI  ROTOARELOR 

În anumite condiţii de funcţionare, raza orbitei de precesie a unui rotor 
creşte brusc şi frecvenţa precesiei devine nesincronă. Cu rare excepţii, aceasta 
corespunde primei frecvenţe proprii de încovoiere a sistemului rotor-lagăre, adică 
frecvenţei corespunzătoare primei turaţii critice. În majoritatea cazurilor nu se poate 
trece prin această limită de stabilitate fără a periclita integritatea mecanică a maşinii. 

Dacă interesează doar stabilitatea poziţiei de echilibru static a axei 
rotorului, sistemul poate fi considerat liniar. La limita de stabilitate, definită prin 
“turaţia de apariţie a instabilităţii”, partea reală a unei valori proprii devine zero. 
Neliniarităţile influenţează puţin sau deloc această turaţie limită. Modelul liniar 
conţine toţi parametrii esenţiali care explică mecanismul fizic al instabilităţii. 
Neliniarităţile trebuie luate în consideraţie doar atunci când interesează comportarea 
rotorului la turaţii mai mari decât cea de apariţie a instabilităţii. Aceasta depăşeşte 
scopul prezentării de faţă. 

În acest capitol se prezintă instabilităţile produse de forţele hidrodinamice 
din lagăre şi etanşări, de interacţiunea fluidului de lucru cu roţile şi discurile paletate, 
de frecarea uscată, de amortizarea internă în arbore şi de asimetria rotorului. Unele 
dintre acestea sunt instabilităţi autoexcitate, în care precesia are loc la o frecvenţă 
subsincronă egală cu o frecvenţă proprie a sistemului. Altele sunt produse de 
excitaţii parametrice, putând fi sincrone, sub- sau supra-sincrone. Acestea sunt mai 
apropiate de vibraţiile forţate şi unele pot apare în tot domeniul de instabilitate (până 
rotorul ajunge la o turaţie la care precesia este stabilă). 

7.1  Precesia instabilă a arborilor în rotaţie 

În cazul precesiei cu orbite nestaţionare, rotoarele sunt destabilizate de forţe 
de reacţie tangenţiale, perpendiculare pe o deplasare radială şi orientate în sensul 
mişcării de precesie, în sens contrar forţei de amortizare externă, care tinde să reducă 
mişcarea de precesie. Adesea aceste forţe se consideră proporţionale cu deformaţia 
radială (fig. 7.1). Factorul de proporţionalitate este un coeficient de rigiditate 



                                                                                                    DINAMICA MAŞINILOR 162

transversală de cuplaj, care exprimă amplitudinea forţei în funcţie de o deformaţie 
perpendiculară pe forţă. 

În formă matricială 
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unde termenii de cuplaj transversal sunt antisimetrici 

  yzzy kk −= .     (7.2) 

Aşa cum se arată în Secţiunea 6.6, deoarece forţa tangenţială Tf  
acţionează în sensul precesiei, aceasta introduce energie în sistem, deci produce 
amortizare “negativă”. 

 

Fig. 7.1 

Dacă mişcarea liberă se descompune în două mişcări cu orbite în spirală 
(fig. 5.26), una în sensul rotaţiei şi cealaltă în sens contrar, la turaţii mai mici decât 
turaţia de apariţie a instabilităţii ambele spirale au amplitudini descrescătoare. La 
turaţii mai mari decât turaţia de apariţie a instabilităţii, în majoritatea cazurilor, 
amplitudinea precesiei în sensul rotaţiei creşte exponenţial (deci este instabilă) în 
timp de precesia în sens contrar rotaţiei are amplitudine descrescătoare. Amortizarea 
“negativă” este produsă de componenta directă a precesiei.  

La un rotor cu o masă concentrată m şi un arbore cu rigiditatea k, în 
mişcare de precesie cu viteza unghiulară ω  şi raza instantanee r, forţele care 
acţionează asupra masei sunt (fig. 7.2) forţa centrifugă 2ωrm , forţa de readucere 
elastică rk , forţa de amortizare radială ( )trc dd , forţa de inerţie radială 

( )22 dd trm , forţa de amortizare tangenţială rcω , forţa Coriolis ( )trm dd2 ω  şi 
forţa destabilizatoare Tf . Ecuaţiile de mişcare se pot scrie utilizând principiul lui 
d’Alembert [7.1]. 

Echilibrul forţelor radiale se scrie  
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iar echilibrul forţelor tangenţiale se scrie 

  0
d
d2 =−+ Tfrc

t
rm ωω ,   (7.4) 

unde forţa destabilizatoare este proporţională cu deformaţia radială  

  rkf yzT = ,     (7.5) 

iar yzk  este rigiditatea transversală de cuplaj. 

 
Fig. 7.2 

Soluţia are forma 

  tλrr e0= .     (7.6) 

Pentru ca sistemul să fie stabil, coeficientul exponentului 

  
ω
ω

λ
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ckyz

2
−

=      (7.7) 

trebuie să fie negativ, de unde rezultă condiţia de funcţionare stabilă  

  ωckyz <      (7.8) 

sau, în formă adimensională,  
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unde ζ  este raportul de amortizare. 

La apariţia instabilităţii 0=λ , deci din ecuaţia (7.3) rezultă că viteza 
unghiulară a precesiei la limita de stabilitate este 

  
m
k

=ω .     (7.10) 

Aceasta este pulsaţia proprie a rotorului şi nu depinde de turaţie. Chiar 
dacă viteza unghiulară de rotaţie Ω  creşte, viteza unghiulară a precesiei rămâne 
egală cu pulsaţia proprie a rotorului, deci precesia este o mişcare subsincronă. 

La turaţii peste limita apariţiei instabilităţii, 0>λ  şi soluţia (7.6) descrie o 
spirală cu creştere exponenţială, de unde numele de “rotor whirling”. De fapt, 
datorită neliniarităţilor din sistem, creşterea amplitudinii produce o disipare a 
energiei mai rapidă decât cea calculată cu un model liniar. Deci amplitudinea 
precesiei creşte puternic în timp dar tinde spre o orbită limită staţionară închisă. 

Relaţia (7.9) arată că, prin creşterea raportului de amortizare al statorului, 
turaţia de apariţie a instabilităţii este deplasată spre valori mai mari. Stabilitatea 
rotorului se ameliorează prin creşterea amortizării externe sau, echivalent, prin 
introducerea anizotropiei în suportul lagărelor (v. Secţiunea 3.1.3). Sensibilitatea 
unui rotor la acţiunea forţelor destabilizatoare creşte cu flexibilitatea acestuia. Pentru 
evitarea instabilităţii trebuie mărită rigiditatea sistemului (deci turaţiile critice).  

7.2  Instabilitatea datorită amortizării rotative 

Instabilitatea datorită frecării interne a unui rotor este analizată în Secţiunile 
2.3.2, 2.3.3 şi 3.1.3 (Partea I) pentru un rotor cu un singur disc. Se calculează turaţia 
la limita de stabilitate în cazul amortizării vâscoase, arătând că aceasta poate fi 
mărită utilizând suporţi cu rigiditate anizotropă.  

În anul 1980 Stephen Crandall a publicat un articol remarcabil [7.2] în care 
dă o explicaţie fizică faptului că un mecanism de disipare a energiei poate produce 
instabilitate. Pe baza unui model bidimensional simplu, Crandall prezintă 
mecanismul destabilizator al amortizării în piesele în rotaţie şi utilizează o metodă 
fizică elementară pentru determinarea limitei de stabilitate. Prezentarea care urmează 
reproduce o mare parte acestei lucrări.  
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7.2.1  Modelul plan al unui rotor  

Se consideră modelul plan al unui disc rigid montat pe un arbore elastic (fig. 
7.3). Inelul rigid este forţat să se rotească cu viteza unghiulară Ω  de o sursă 
exterioară. O masă punctiformă este suspendată elastic de inel prin patru arcuri 
liniare, de masă neglijabilă. Masa m reprezintă discul central al modelului Laval-
Jeffcott iar arcurile reprezintă arborele de masă neglijabilă, cu rigiditatea k, 
independentă de turaţie. Se neglijează efectul greutăţii proprii în planul figurii.  

Pentru deplasări mici, sistemul forţelor elastice este circular izotrop. În 
poziţia de echilibru masa este în originea axelor de coordonate. Când masa are o 
deplasare radială r în orice direcţie în plan, forţa de readucere elastică este rk , 
orientată spre origine. 

  

           Fig. 7.3 [7.2]    Fig. 7.4 [7.2] 

Mişcarea poate fi descrisă în funcţie fie de coordonatele fixe y, z , fie de 
coordonatele mobile η , ζ  fixate de inelul în rotaţie, ca în fig. 2.14. 

În coordonate fixe, ecuaţiile de mişcare ale masei au forma (2.1). Ecuaţiile 
sunt decuplate şi independente de Ω . Toate mişcările naturale sunt combinaţii 
liniare a două moduri independente care au aceeaşi pulsaţie mkn =ω . Cele două 
moduri independente pot fi oscilaţii rectilinii în lungul a două diametre 
perpendiculare între ele sau o pereche de moduri de precesie circulară, unul de 
precesie directă şi celălalt de precesie inversă. 

Ecuaţiile de mişcare faţă de axele în rotaţie η , ζ  sunt 
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7.2.2  Efectul calitativ al amortizării 

În continuare se consideră efectul introducerii amortizării vâscoase liniare 
izotrope în modelul rotorului din fig. 7.3. Amortizarea externă este reprezentată în 
fig. 7.4 prin patru amortizoare dispuse între masa m şi sistemul de referinţă fix. 
Pentru deplasări mici ale masei m, sistemul de amortizoare dezvoltă o forţă de 
amortizare circular izotropă. Forţa rezultantă a amortizoarelor acţionează în sens 
contrar vitezei absolute a masei m. Dacă m este forţată să se deplaseze pe o orbită 
circulară de rază r în sens antiorar cu viteza unghiulară nω , atunci forţa de 
amortizare ns rc ω  acţionează tangent la cerc în sens orar. 

Amortizarea mişcării relative faţă de sistemul în rotaţie este reprezentată în 
fig. 7.5 prin patru amortizoare dispuse între masa m şi inelul în rotaţie.  

 
Fig. 7.5 [7.2] 

“Pentru deplasări mici ale masei m, amortizoarele dezvoltă o forţă de 
amortizare circular izotropă care acţionează în sens contrar vitezei relative a masei m 
faţă de inelul în rotaţie. În particular, dacă m este forţată să se deplaseze pe o orbită 
circulară de rază r în sens antiorar cu viteza unghiulară nω  faţă de axele fixe, 
aceasta va apărea că are o viteză unghiulară Ωω −n  în sens antiorar faţă de axele în 
rotaţie. Forţa de amortizare generată de amortizoarele în rotaţie este ( )Ωω −nr rc  şi 
acţionează tangent la cerc în sens orar.” 

“Efectul acestor mecanisme de amortizare asupra mişcării libere a rotorului 
poate fi apreciat calitativ după cum urmează. Să presupunem că forţele de amortizare 
sunt foarte mici în comparaţie cu forţele de readucere din arcuri. Rezultă că pe durata 
unei perioade nωπ2  amortizarea va produce o modificare nesemnificativă a orbitei 
libere. Dacă iniţial orbita este un cerc de rază r parcurs în sens antiorar şi dacă viteza 
unghiulară de rotaţie a rotorului Ω  este subcritică, adică mai mică decât pulsaţia 
proprie a mişcării libere nω , atunci atât amortizoarele fixe cât şi cele în rotaţie 
acţionează să întârzie mişcarea masei m. Rotorul efectuează lucru mecanic asupra 
amortizoarelor iar energia totală a mişcării rotorului pe orbită este diminuată. 



7. INSTABILITATEA PRECESIEI ROTOARELOR 167 

Considerând orbita ca rezultat al suprapunerii unei precesii inverse şi a unei precesii 
directe, un raţionament analog arată că razele ambelor componente scad după o 
perioadă. Orice orbită a rotorului rezultată în urma unei perturbaţii accidentale va fi 
amortizată iar sistemul este stabil.” 

“Când sistemul se roteşte supracritic, amortizoarele rotative efectuează lucru 
mecanic asupra rotorului şi cresc energia mişcării rotorului pe orbită. Această 
acţiune destabilizatoare poate fi observată revenind la fig. 7.5 şi considerând cazul 
unei precesii inverse de rază r cu viteza unghiulară absolută nω  când nωΩ > . 
Mişcarea relativă este acum o precesie inversă (în sens orar) cu viteza unghiulară 

nωΩ − . Forţa rezultantă a amortizoarelor acţionează tangent la traiectoria circulară 
în sens direct (antiorar) cu amplitudinea ( )nr rc ωΩ − . În acest fel, rotaţia 
supracritică a sistemului împinge rotorul în sensul mişcării pe orbită prin intermediul 
amortizoarelor rotative.” 

“Această acţiune poate fi ilustrată mai clar dacă, în locul celor patru 
amortizoare din fig. 7.5, se consideră că interiorul inelului este plin cu un fluid 
vâscos de masă neglijabilă care se roteşte odată cu inelul şi acţionează în sensul 
încetinirii mişcării relative a masei m faţă de inel. Când masa are o orbită circulară în 
acelaşi sens absolut cu rotaţia inelului, dar cu o viteză mai mică, forţa opusă 
rezistenţei vâscoase împinge masa înainte şi adaugă energie mişcării pe orbită 
producând creşterea razei.” 

 
Fig. 7.6 [7.2] 

Un model echivalent este prezentat în fig. 7.6 (Pippard, 1978). Rotorul este 
modelat ca un pendul conic, compus din o masă concentrată suspendată, în câmpul 
gravitaţional, de un fir cu lungimea l . Pendulul are două moduri proprii conice, de 
precesie directă şi precesie inversă, cu aceeaşi pulsaţie proprie lgn =ω  (pentru 
unghiuri de înclinare mici). Amortizarea este modelată imersând masa pendulului 
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într-un pahar cu apă. Dacă paharul este aşezat pe o masă rotativă cu turaţie variabilă, 
se poate pune în evidenţă amortizarea faţă de un sistem de referinţă în rotaţie. “Dacă 
fluidul se roteşte mai încet decât masa pendulului pe orbita sa circulară, asupra masei 
acţionează o forţă de încetinire şi înclinarea pendulului faţă de verticală scade. Dacă 
însă fluidul se roteşte mai repede decât masa pendulului, el împinge masa înainte şi 
măreşte raza orbitei, mărind înclinarea firului faţă de verticală.”  

“Revenind la modelul plan al rotorului cu amortizare staţionară şi amortizare 
rotativă, o precesie directă cu viteza unghiulară absolută nω  va fi întârziată de forţa 
de amortizare staţionară şi va fi accelerată doar de forţa de amortizare rotativă când 
rotaţia este supracritică, nωΩ > . Energia mişcării orbitale de precesie scade sau 
creşte în funcţie de care dintre aceste forţe este mai mare. Stabilitatea neutră apare 
când cele două forţe sunt egale. În acest caz energia mişcării pe orbită nu variază iar 
mişcarea liberă persistă indefinit. Determinarea cantitativă a pragului de stabilitate 
este discutată în secţiunea următoare, luând în consideraţie dependenţa de frecvenţă 
a mecanismelor de amortizare.”  

7.2.3  Turaţia la limita de stabilitate a rotoarelor cu amortizare rotativă 

Pentru câteva sisteme considerate în continuare în acest capitol, este util 
studiul variaţiei vitezelor unghiulare de precesie în funcţie de viteza unghiulară de 
rotaţie Ω . 

7.2.3.1  Analiza în coordonate rotative  

În coordonate rotative, ecuaţiile de mişcare pentru modelul plan al rotorului 
din fig. 7.3 (arbore perfect echilibrat) cu amortizoarele rotative din fig. 7.5 sunt 
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Se observă că amortizarea rotativă este reprezentată atât printr-un termen de 
amortizare propriu-zisă cât şi printr-un termen cvasi-giroscopic.  

Căutând soluţii de forma  
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 Condiţia de a avea soluţii nebanale se scrie  
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  ( ) ( ) 02 2222 =+−++ λΩΩλλ mmkcm r , 
sau 
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ecuaţia caracteristică devine  
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Din primul factor se poate arăta că, dacă 1<<rζ , rădăcinile sunt 
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iar din al doilea factor  
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Raza orbitei de precesie este  

  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .CC

CC

ttt

ttt

nnnr

nnnr

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=

+−++−

−−−−−

ΩωΩωΩωζ

ΩωΩωΩωζρ

i
4

i
3

i
2

i
1

eee                 

eee
 (7.17) 

Amplitudinile perechii a doua de precesii scad în timp, pe când variaţia în 
timp a amplitudinilor primei perechi de precesii depinde de valoarea relativă a 
vitezei unghiulare imprimate arborelui Ω  faţă de valoarea pulsaţiei proprii a 
sistemului când nu se roteşte, nω . Când Ω  este mai mică decât nω  orbitele 
precesiilor scad, iar când Ω  este mai mare decât nω  razele orbitelor cresc 
exponenţial în timp; sistemul este instabil. 

Din prima ecuaţie (7.13) formele modale sunt definite de raportul 
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care, pentru cele două perechi de rădăcini, are valorile  
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7.2.3.2  În coordonate fixe 

În coordonate fixe, ecuaţiile pentru acelaşi sistem amortizat sunt  
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Amortizarea rotativă este reprezentată atât printr-un termen de amortizare 
propriu-zisă cât şi printr-un termen circulator definit de o matrice antisimetrică.  

Căutând soluţii de forma  

   t
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⎩
⎨
⎧

,     (7.20) 

condiţia de a avea soluţii nebanale este  

   ( ) ( ) 0222 =+++ Ωλλ rr ckcm , 

sau 

   ( ) ( ) 0i 222 =−++ Ωλλ rr ckcm , 

care poate fi scrisă 

 ( )( ) 0ii 22 =+++−++ ΩλλΩλλ rrrr ckcmckcm .  (7.21) 

Pentru mkcr 2<< , rădăcinile sunt  

 ( ) nnr, ωΩωζλ i21 ±+−= ,  ( ) nnr, ωΩωζλ i43 ±−−= , (7.22) 

unde s-au utilizat notaţiile (7.15). 

Această analiză maschează importanţa sensului vitezei unghiulare de rotaţie 
Ω . Pentru Ω  în sens pozitiv, unele dintre aceste rădăcini nu există.  

Aşa cum s-a arătat în Secţiunea 2.3.2.4  

      când nωω = , ( ) nnr ωΩωζλ i+−−= ,  (7.23) 
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  şi când nωω −= , ( ) nnr ωΩωζλ i−+−= ,  (7.24) 

deci raza orbitei de precesie este  

  ( ) ( ) tttt nnrnnr BAr ωΩωζωΩωζ ii eeee −+−−− += ,  (7.25) 

expresie care defineşte exact aceeaşi mişcare ca cea descrisă în coordonate rotative.  

7.2.3.3  Vitezele unghiulare de precesie  

În expresia (7.17), primii doi termeni descriu o precesie co-rotativă şi o 
precesie contra-rotativă, cu vitezele unghiulare ( )Ωω −± n  faţă de sistemul de 
coordonate în rotaţie. Faţă de sistemul de coordonate fixe, acestea sunt precesii 
directe, cu vitezele unghiulare nω  şi respectiv nωΩ −2 . Ultimii doi termeni descriu 
tot o precesie co-rotativă şi o precesie contra-rotativă, cu vitezele unghiulare 
( )Ωω +± n  faţă de sistemul de coordonate în rotaţie. Acestea sunt precesii inverse, 

cu vitezele unghiulare nωΩ +2  şi nω−  faţă de sistemul de coordonate fixe.  

  
a b 

Fig. 7.7 [7.3] 

Vitezele unghiulare de precesie, date de partea imaginară a valorilor proprii, 
sunt reprezentate grafic în funcţie de viteza unghiulară de rotaţie Ω  în fig. 7.7. Ele 
sunt pulsaţiile proprii de precesie. Valorile Rω  din fig. 7.7, a sunt calculate faţă de 
sistemul de coordonate rotative, iar valorile Sω  din fig. 7.7, b faţă de sistemul de 
coordonate fixe (staţionare). De observat că Ωωω += RS  doar pentru Ω  pozitive.  

La prima vedere acesta este un rezultat surprinzător. Întrucât s-a considerat 
amortizare redusă, pulsaţiile proprii nu depind de nivelul amortizării. Pentru 
amortizare nulă, ne-am aştepta să avem rezultatul obţinut pentru rotoare 
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neamortizate, cu viteze unghiulare de precesie nω± . Figura 7.7, b indică încă două 
pulsaţii proprii dependente de turaţie. Ele rezultă din al doilea factor din relaţia 
(7.21). Acesta poate fi obţinut înlocuind Ω  prin Ω−  în primul factor, deci 
corespunde unui rotor care se roteşte în sens contrar. În acest caz Ωωω −= RS . 

Această confuzie apare datorită formulării ecuaţiilor de mişcare ale 
sistemului în mărimi reale. Când se utilizează notaţii reale, imaginea în oglindă a 
informaţiei din domeniul Ω−  este suprapusă peste cea din domeniul Ω+ . 
Utilizarea notaţiilor complexe în locul celor reale elucidează natura valorilor proprii 
adiţionale [7.4]. Prin notaţia complexă se poate face distincţie între un rotor care se 
roteşte în sens pozitiv şi un rotor care se roteşte în sens negativ. Notaţia reală dă 
totdeauna rădăcini complexe conjugate (ecuaţiile de mişcare au coeficienţi reali), 
fără să poată face distincţia între sensurile de rotaţie.  

Pe de altă parte, interpretarea fizică a vectorilor modali cu elemente 
complexe, ca în relaţiile (7.18), este dificilă. Introducând notaţia complexă, vectorii 
modali complecşi au forma 00 iζη +  şi devin zero pentru modurile asociate cu 3λ  şi 

4λ . Aceasta implică faptul că acele moduri există doar din punct de vedere 
matematic, dar nu vor fi excitate de nici o forţă de excitaţie reală. Aceasta se poate 
arăta uşor calculând răspunsul forţat, de exemplu, la o forţă de mărime constantă 
care se roteşte cu viteză unghiulară constantă faţă de sistemul de coordonate rotative 
[7.3]. 

7.2.4  Efecte cantitative ale amortizării 

Pentru modelul de rotor plan, se poate defini un factor de pierderi staţionar 
( )ωη s  egal cu raportul între forţa tangenţială de rezistenţă la înaintare datorită 

amortizării staţionare şi forţa elastică radială, când masa punctiformă parcurge o 
orbită circulară de rază r cu viteza unghiulară ω . Când nωω = , forţa de rezistenţă la 
înaintare sD  datorită amortizării staţionare este  

   ( ) rkD nss ωη= .    (7.26) 
“Similar, se defineşte un factor de pierderi rotativ ( )ωη r  egal cu raportul 

între forţa tangenţială de rezistenţă la înaintare datorită amortizării rotative şi forţa 
elastică radială, când masa punctiformă parcurge o orbită circulară de rază r cu 
viteza unghiulară ω , faţă de sistemul în rotaţie. Într-o precesie directă cu viteza 
unghiulară absolută nω , viteza relativă faţă de sistemul care se roteşte cu Ω  este 

Ωω −n . Astfel, când sistemul se roteşte supracritic, forţa de rezistenţă la înaintare 

rD  datorită amortizării rotative este în sensul mişcării şi de mărime  

   ( ) rkD nrr ωΩη −=     (7.27) 
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pentru o orbită de rază r.“ 

“Dacă sr DD = , rezultă o orbită de rază constantă r. Dacă sr DD < , apare o 
încetinire netă şi energia mişcării pe orbită scade. Dacă sr DD > , apare o accelerare 
netă şi energia mişcării pe orbită creşte.”  

“Cu alte cuvinte, stabilitatea este decisă de mărimile relative ale factorilor de 
pierderi rotativ şi staţionar, aşa cum se arată în fig. 7.8. Pragul de stabilitate apare 
când cei doi factori de pierderi sunt egali  

   ( ) ( )nsnr ωηωΩη =− .    (7.28) 

Precesia directă este instabilă la viteze unghiulare de rotaţie Ω  supracritice, la care 
factorul de pierderi al amortizării rotative este mai mare decât factorul de pierderi al 
amortizării staţionare.” 

 
Fig. 7.8 [7.2] 

Vitezele unghiulare de rotaţie Ω  care satisfac (7.28) sunt determinate de 
dependenţa de frecvenţă a mecanismului amortizării rotative şi de nivelul amortizării 
staţionare.  

7.3  Precesia instabilă în lagăre hidrodinamice 

O formă bine cunoscută de instabilitate a unui rotor, denumită oil whirl 
(precesie datorită uleiului) sau precesie de semifrecvenţă, este o precesie autoexcitată 
produsă de forţele neliniare generate în pana de ulei a lagărelor radiale 
hidrodinamice. Precesia rezonantă (oil whip) apare la frecvenţa corespunzătoare 
turaţiei critice minime şi se menţine la frecvenţa respectivă când turaţia creşte. Atât 
fenomenul de oil whirl cât şi cel de oil whip se suprapun peste precesia sincronă 
datorită dezechilibrului masic. Amplitudinile precesiei datorită uleiului sunt deobicei 
reduse. La precesia rezonantă amplitudinile sunt mai mari şi deobicei depăşesc jocul 
în lagăr. Apariţia oil whip-ului trebuie să declanşeze oprirea imediată a maşinii. 
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7.3.1  Fenomenele “oil-whirl” şi “oil-whip” 

Următoarea descriere este o adaptare după [7.5]. 

Când arborele începe să se rotească cu o turaţie lent crescătoare, în tot lungul 
axei rotorului se observă o mişcare de precesie sincronă cu amplitudine mică (notată 
1X). Aceasta este produsă de dezechilibrul rezidual inerent rotorului. La turaţii mici, 
această precesie este stabilă. O perturbaţie de tip impuls produce o precesie pe o 
orbită tranzitorie, după care rotorul revine la orbita staţionară (fig. 7.9). 

La turaţii mai mari (de obicei inferioare primei turaţii critice) precesia 
sincronă forţată nu mai este singurul regim de vibraţii. Pe lângă componenta 1X 
apare precesia datorită uleiului (oil whirl).  

Oil whirl este o precesie subarmonică directă de încovoiere a rotorului, în 
jurul centrului lagărului, la o frecvenţă apropiată de jumătatea frecvenţei 
corespunzătoare rotaţiei. În acest domeniu de turaţii, rotorul se comportă ca un corp 
rigid. Amplitudinile mişcării de oil whirl sunt deobicei mult mai mari decât cele ale 
precesiei sincrone. Ele sunt, totuşi, limitate de jocurile din lagăre şi de forţele 
neliniare transmise de fluid.  

 
Fig. 7.9 [7.5] 

La ceşterea turaţiei, caracteristicile precesiei nu se modifică. Frecvenţa 
mişcării de oil whirl urmăreşte turaţia în creştere, menţinând raportul 21≈  faţă de 
aceasta. Amplitudinea razelor de precesie rămâne aproape constantă şi deobicei 
mare. În lagăre, raza precesiei poate ajunge la nivelul jocului în lagăr. În domeniul 
considerat de turaţii, efectele dinamice ale fluidului din lagăre sunt dominante. 
Precesia sincronă forţată reprezintă doar o mică parte a răspunsului dinamic, după 
cum arată semi-spectrul din fig. 7.10. 
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Când turaţia în creştere se apropie de prima viteză unghiulară critică 
1cΩ , 

adică de prima pulsaţie proprie a rotorului, mişcarea de oil whirl devine brusc 
instabilă şi dispare, fiind anulată şi înlocuită de precesia sincronă în creştere. 
Precesia forţată domină, atingând raza maximă la frecvenţa de rezonanţă care 
corespunde proprietăţilor de masă/rigiditate/amortizare ale rotorului. Forţele 
dinamice ale fluidului din lagăre dau acum prioritate efectelor mecanice ale rotorului 
elastic.  

Deasupra primei turaţii critice, amplitudinea precesiei sincrone scade şi 
forţele fluidului din lagăre revin în acţiune. Cu creşterea turaţiei, imediat peste prima 
turaţie critică, mişcarea de oil whirl apare din nou. Precesia are aspectul descris 
anterior. Lăţimea domeniului de turaţii în care amplitudinea precesiei sincrone este 
dominantă depinde de dezechilibrul rotorului: cu cât dezechilibrul este mai mare, cu 
atât acest domeniu este mai extins [7.4]. 

 
Fig. 7.10 [7.5] 

Când viteza unghiulară a rotorului atinge aproximativ dublul primei viteze 
unghiulare critice sincrone 12 cΩ , frecvenţa mişcării de oil whirl devine egală cu 
prima pulsaţie proprie a rotorului. Mişcarea de oil whirl este înlocuită de oil whip – o 
precesie directă subarmonică a rotorului numită precesia rezonantă. Rotorul 
continuă precesia violentă cu frecvenţa şi forma modală ale primei turaţii critice, 
chiar dacă turaţia creşte în continuare. Precesia rotorului “se calează” pe frecvenţa 
primei turaţii critice sincrone chiar dacă turaţia este mărită. 
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În acest domeniu de turaţii mari, arborele nu mai poate fi considerat rigid. 
Flexibilitatea acestuia produce o cuplare puternică a rotorului cu lagărele. Parametrii 
de masă şi rigiditate ai rotorului devin factorii dinamici predominanţi. Amplitudinea 
precesiei rezonante a fusului este limitată de jocul în lagăr, însă raza orbitei arborelui 
poate creşte foarte mult, deoarece precesia are loc la frecvenţa proprie a arborelui, 
deci în condiţii de rezonanţă. Fenomenele descrise mai sus pot lua diferite forme în 
diferite maşini echipate cu lagăre cu film fluid şi/sau etanşări. 

De la descoperirea lor (B. L. Newkirk şi H. D. Taylor, 1925) s-au făcut 
progrese importante în explicarea mişcărilor de oil whirl şi oil whip, dar fenomenul 
este încă incomplet înţeles. “Ceea ce este clar, este că atunci când viteza rotorului pe 
orbita precesiei este mai mică decât viteza medie a filmului de ulei, uleiul se opune 
mişcării rotorului şi generează o forţă de rezistenţă la înaintare. Aceasta este 
amortizarea pozitivă. Când viteza pe orbita precesiei este mai mare decât viteza 
medie a filmului de ulei, uleiul împinge rotorul. Aceasta este amortizarea negativă. 
La apariţia amortizării negative rotorul devine instabil şi o mică perturbaţie va face 
ca fusul să înceapă o precesie subsincronă cu amplitudine crescătoare. Cu creşterea 
razei mişcării fusului, amortizarea devine pozitivă, amplitudinea descreşte şi 
mişcarea revine la o orbită limită stabilă. Acesta este oil whirl-ul. Scenariul este 
coerent cu asimilarea mişcării de oil whirl cu un fenomen neliniar de tip Van der 
Pol” [7.6].  

“Ceea ce este mai puţin clar, este cum se transformă mişcarea de oil whirl 
în oil whip. Aparent, pe măsura apropierii de prima turaţie critică, pulsaţia mişcării 
pe orbita limită se sincronizează cu 

1cΩ , şi rămâne blocată pe 
1cΩ , cât timp Ω  este 

mai mare decât aproximativ 
1

2 cΩ . Dacă Ω  continuă să crească, este posibil ca oil 
whip-ul să dispară şi să reapară oil whirl-ul” [7.6]. 

7.3.2  Precesia la semifrecvenţă 

Se consideră un lagăr radial încărcat uşor, în care presiunea produsă în filmul 
de ulei este neglijabilă, centrul fusului este aproape de centrul lagărului şi 
excentricitatea este foarte mică faţă de jocul radial. Deoarece curgerea produsă de 
gradientul de presiune este presupusă neglijabilă, viteza în filmul de lubrifiant 
variază liniar pe grosime, cu o valoare maximă ΩR  la suprafaţa fusului (fig. 7.11).  

Debitul la intrarea în pana de ulei este  

   ( )eCRLqi += Ω
2
1 .    (7.29) 

Debitul la ieşirea din pana de ulei este  

   ( )eCRLqo −= Ω
2
1 .    (7.30) 



7. INSTABILITATEA PRECESIEI ROTOARELOR 177 

Dacă în filmul de ulei se dezvoltă presiune, când lagărul funcţionează în 
regim staţionar, debitul la intrare este micşorat iar debitul la ieşire este mărit de 
curgerea produsă de gradientul de presiune, care echilibrează iq  şi oq  pentru a 
menţine continuitatea curgerii. Totuşi, dacă încărcarea lagărului este mică, pentru a 
menţine echilibrul curgerii, în lipsa presiunii se produce o mişcare de precesie.  

 
Fig. 7.11 [7.7] 

Dacă viteza unghiulară instantanee a precesiei centrului fusului JO  este w, 
atunci viteza indusă este ωe  (fig. 7.11). Dar ridicând fusul din poziţia staţionară, 
creşterea volumului filmului de ulei este 

   ωeRLV 2= ,     (7.31) 

unde RL2  este aria suprafeţei proiectate a lagărului. Prin urmare 

  ( ) ( ) ωΩΩ eRLeCRLeCRL 2
2
1

2
1

+−=+   (7.32) 

şi 

   Ωω
2
1

= .     (7.33) 

Pentru a menţine echilibrul curgerii, rotorul este antrenat într-o mişcare de 
precesie având pulsaţia egală cu jumătatea vitezei unghiulare de rotaţie.  

Dacă Ωω
2
1

> , debitul la ieşire este mai mare, deci în filmul de ulei se 

dezvoltă presiune şi lagărul devine stabil. Dacă însă Ωω
2
1

< , debitul la intrare este 

mai mare, lagărul îşi pierde capacitatea portantă şi continuă mişcarea de precesie, 



                                                                                                    DINAMICA MAŞINILOR 178

pentru a crea mai mult spaţiu pentru uleiul în exces, care intră în pana de ulei. 
Pierzând capacitatea portantă rotorul devine instabil. S-a observat că la rotoare reale 
frecvenţa precesiei este 0,46 - 0,48 din frecvenţa corespunzătoare rotaţiei.  

7.3.3  Turaţia de apariţie a instabilităţii 

Pentru a descrie apariţia instabilităţii, lagărul radial poate fi reprezentat 
printr-un singur coeficient de rigiditate efectiv şi un singur coeficient de amortizare 
efectiv. Aceşti coeficienţi pot fi calculaţi pe baza celor opt coeficienţi dinamici ai 
lagărului. Totuşi, cei doi coeficienţi astfel calculaţi sunt funcţie de frecvenţa 
precesiei. Coeficientul de amortizare efectiv este negativ la frecvenţe joase şi devine 
pozitiv la frecvenţe mai mari. Frecvenţa la care amortizarea devine zero se numeşte 
frecvenţa instabilităţii. Aceasta poate fi calculată în funcţie de turaţie şi reprezentată 
prin curba corespunzătoare din fig. 7.12. Linia precesiei sincrone intersectează curba 
frecvenţei proprii la prima turaţie critică (unde frecvenţa corespunzătoare turaţiei 
este egală cu frecvenţa proprie a sistemului). Linia precesiei de semifrecvenţă 
intersectează curba frecvenţei proprii la limita de stabilitate numită oil whip. 

 
Fig. 7.12 [7.8] 

La frecvenţe mai mici decât frecvenţa instabilităţii (adică în regiunea de sub 
curbă) amortizarea efectivă este negativă iar la frecvenţe mai mari decât frecvenţa 
instabilităţii amortizarea este pozitivă. Elasticitatea efectivă a lagărului împreună cu 
flexibilitatea rotorului determină frecvenţele de rezonanţă ale sistemului rotor-lagăre. 
Deoarece rigiditatea lagărului este funcţie de turaţie, frecvenţele de rezonanţă devin 
dependente de turaţie. Cea mai joasă dintre acestea este reprezentată de curba numită 
“frecvenţa proprie a sistemului”. Această curbă intersectează curba frecvenţei 
instabilităţii la o turaţie numită “turaţia la limita de stabilitate”. 
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Să presupunem că rotorul este supus unei mici perturbaţii. El va tinde să aibă 
o precesie la frecvenţa proprie minimă. Totuşi, dacă rotorul lucrează sub turaţia la 
limita de stabilitate, lagărele produc amortizare pozitivă şi mişcarea de precesie 
dispare. Pe măsură ce turaţia creşte, amortizarea disponibilă pentru atenuarea 
precesiei scade până se anulează la turaţia de apariţie a instabilităţii. Încercarea de 
creştere a turaţiei peste turaţia limită face ca amortizarea să devină negativă, astfel 
încât orice perturbaţie este amplificată şi sistemul este instabil. 

Din fig. 7.12 se vede că dacă masa rotorului este mărită sau arborele este 
flexibilizat, frecvenţa proprie a sistemului scade, deci intersecţia celor două curbe se 
deplasează spre stânga şi turaţia limită este micşorată. Invers, dacă în sistem există 
amortizare externă (de exemplu, în reazeme) atunci curba frecvenţei instabilităţii 
filmului de ulei este deplasată în jos, deci turaţia limită este mărită. Această ultimă 
caracteristică sugerează metode de stabilizare a unui sistem instabil şi explică de ce, 
unele maşini, în special pompele de lichide şi compresoarele de gaze de înaltă 
presiune cu etanşări lichide, pot opera stabil mult peste turaţia limită teoretică. 
Capacitatea de amortizare a lichidului cere trece prin roţile centrifuge sau etanşări 
acţionează ca o amortizare externă faţă de sistem şi stabilizează rotorul.  

7.3.4  Explicaţia lui Crandall privind instabilitatea lagărelor autoportante 

Într-un al doilea articol memorabil [7.9] Stephen Crandall a dat o explicaţie 
simplă instabilităţii unui lagăr hidrodinamic, bazată pe o ipoteză euristică. Lagărul 
radial cu fluid este considerat o pompă care circulă fluidul prin interstiţiul inelar 
dintre fus şi lagăr. Mişcarea de precesie a fusului produce o undă de variaţie a 
grosimii filmului care se propagă în jurul canalului. Curgerea fluidului produce 
precesia fusului când viteza medie a fluidului pompat este mai mare decât viteza 
periferică a undei de variaţie a grosimii. Pentru lagăre lungi necavitate, ipoteza 
prezice corect apariţia instabilităţii pentru lagăre neîncărcate, însă pe măsura creşterii 
încărcării aceasta prezice turaţii limită mai mari. În continuare, prezentarea 
reproduce o mare parte a articolului lui Crandall.  

7.3.4.1  Analiza lui Sommerfeld 

Pentru simplitate, discuţia este centrată pe cazul unui lagăr circular cu 
cuzinet complet, cu curgere bidimensională necavitată. 

Cazul idealizat analizat de Sommerfeld [7.10] în 1904 este schiţat în fig. 
7.13. Un fus cu raza R se roteşte cu viteza unghiulară constantă Ω  într-un lagăr 
circular cu cuzinet complet, de rază CR + , unde jocul radial C este foarte mic în 
comparaţie cu R. În spaţiul inelar dintre fus şi lagăr există un lubrifiant fluid 
incompresibil, cu vâscozitatea constantă μ . Curgerea fluidului este considerată 
bidimensională, adică se neglijează curgerea axială. În plus se consideră că nu apare 
cavitaţia. Lăţimea lagărului perpendicular pe planul figurii este L. 
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“Principalul rezultat al lui Sommerfeld este că în poziţia de echilibru, sub 
acţiunea unei sarcini verticale W, fusul este deplasat excentric pe orizontală o 
distanţă e. “ 

 

Fig. 7.13 [7.9] 

“Datorită excentricităţii e, grosimea filmului h variază cu poziţia θ  în lungul 
interstiţiului inelar. Pentru RC << , relaţia aproximativă este  

   ( )θεθ cos1cos +=+= CeCh ,  (7.34) 

în care Ce=ε  este excentricitatea relativă.” 

“Presupunând curgere vâscoasă laminară, fără variaţie a presiunii pe 
grosimea filmului, singurele profile de curgere care satisfac condiţiile Mecanicii 
fluidelor într-un canal de grosime constantă h sunt combinaţii ale celor două profile 
de bază arătate în fig. 7.14. Aici z este distanţa în lungul canalului şi y este distanţa 
pe lăţimea canalului, unde hy <<0 .” 

 
Fig. 7.14 [7.9] 

“Viteza fluidului (în direcţia z, la distanţa y) se notează w . Debitul 
volumic printr-o secţiune a canalului de lăţime L perpendiculară pe planul figurii se 
notează Q iar zp ∂∂  este gradientul presiunii în lungul canalului. Pentru un profil 
de viteze liniar ca în stânga fig. 7.14, distribuţia depinde de parametrul 0w , viteza 
peretelui superior al canalului (viteza peretelui inferior se consideră zero).  
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Se poate arăta că 
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p .  (7.35) 

Pentru profilul parabolic din dreapta figurii 7.14, distribuţia depinde de 
parametrul A, care este o viteză de patru ori mai mare decât viteza maximă a 
profilului sau de şase ori viteza medie  
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În timp ce relaţiile (7.35) şi (7.36) sunt strict corecte pentru curgeri 
staţionare cu valori constante ale parametrilor h, 0w , şi A, teoria lubrificaţiei a lui 
Reynolds extinde aceste relaţii pentru a ţine cont de mici variaţii, atât în timp, t, cât 
şi în spaţiu, z, ale acestor parametri. 

Calculate pentru lagărul din fig. 7.13, curgerile componente din fig. 7.14 se 
suprapun, cu θRz =  şi ΩR=0w , cu h dat de (7.34) şi cu parametrul nedeterminat 
A urmând a fi stabilit prin condiţia de continuitate 0=∂∂ θQ  şi unicitatea presiunii 
( ) ( )πθθ 2+= pp . Valoarea lui A astfel determinată este 
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iar debitul volumic total este  
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Gradienţii de presiune ai componentelor curgerii din fig. 7.14 sunt 
suprapuşi şi integraţi pentru a obţine distribuţia presiunii ( )θp  care acţionează 
asupra fusului. Rezultanta presiunilor care acţionează pe lăţimea L a fusului este o 
forţă care acţionează vertical în sus prin centrul fusului JO , de mărime  
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Tensiunile de forfecare vâscoasă care acţionează asupra periferiei fusului 
produc de asemenea o forţă rezultantă asupra fusului, dar aceasta este mai mică decât 
rezultanta presiunii (7.39) cu un factor de ordinul RC , şi astfel poate fi neglijată. 
Pentru ca fusul să fie în echilibru, forţa (7.39) trebuie să fie egală şi de sens opus 
forţei aplicate W.” 



                                                                                                    DINAMICA MAŞINILOR 182

“Proprietatea remarcabilă a modelului de lagăr Sommerfeld este că 
deplasarea la echilibru este perpendiculară pe sarcina aplicată. Această caracteristică 
implică faptul că un lagăr neîncărcat este instabil faţă de mişcări lente de precesie 
directă a fusului.  

Pentru a realiza aceasta, să ne imaginăm că un agent extern deplasează 
centrul fusului JO  din fig. 7.13 pe o orbită circulară de rază e în sens contrar acelor 
de ceasornic în jurul centrului lagărului BO . Când fusul trece prin poziţia arătată în 
fig. 7.13, dacă mişcarea este suficient de lentă, curgerea lubrifiantului şi distribuţia 
presiunii vor fi ca în configuraţia de echilibru arătată în figură. Înseamnă că fluidul 
va acţiona asupra fusului cu o forţă sensibil egală cu W şi de sens contrar. Această 
forţă, dirijată în acelaşi sens ca viteza centrului fusului JO  pe orbita sa circulară, 
efectuează lucru mecanic asupra mişcării de precesie. Lagărul Sommerfeld produce 
astfel instabilitatea precesiei pentru viteze de precesie directă foarte mici. Pentru a 
considera viteze de precesie mai mari, analiza lui Sommerfeld trebuie extinsă pentru 
a include mişcarea centrului fusului JO .” 

7.3.4.2  Stabilitatea precesiei în lagărul neîncărcat  

“Conform expresiei (7.39), poziţia de echilibru pentru un lagăr neîncărcat 
( )0=W  are excentricitate zero ( )00 == e,ε . În această configuraţie, parametrul 

1A  din expresia (7.37) se anulează şi distribuţia vitezelor în filmul de lubrifiant are 
profilul liniar din stânga figurii 7.14.” 

 
Fig. 7.15 [7.9] 

“Cinematica lagărului este prezentată în fig. 7.15 pentru cazul când centrul 
fusului JO  are o mişcare de precesie cu viteza unghiulară ω , pe un cerc de rază 0r , 
în jurul poziţiei de echilibru în care punctele JO  şi BO  coincid. Se observă că 
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secţiunile diametral opuse, în care filmul de ulei are grosime maximă şi respectiv 
minimă, se rotesc în jurul lagărului cu viteza unghiulară ω . În secţiunea θ , 
grosimea filmului este  

   ( ) ( )trCt,h ωθθ −+= cos0 .   (7.40) 

Dependenţa lui h de coordonata spaţială θ , şi de timpul t, este cea a unei 
unde progresive, care se propagă în canalul inelar cu viteza unghiulară ω  sau cu 
viteza de fază liniară ωR . 

Abordarea lui Newkirk şi Taylor [7.11] se bazează pe aplicarea condiţiei de 
continuitate a curgerii într-un canal a cărui grosime variază după legea (7.40). 
Condiţia de continuitate aplicată unui arc infinitesimal de lungime θdR  este 
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Newkirk şi Taylor au presupus că profilul de viteze al curgerii 
lubrifiantului este liniar (fig. 7.14), astfel încât 2hLRQ Ω= , deci (7.41) devine  
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Înlocuind ( )t,h θ  din (7.40) în (7.42), rezultă condiţia de satisfacere a 
continuităţii  

  
2
Ωω = .     (7.43) 

Newkirk şi Taylor au folosit acest rezultat ca o verificare analitică a 
fenomenului precesiei la semifrecvenţă observat la un arbore vertical care funcţiona 
într-un lagăr alimentat cu mult ulei. Rezultatul a explicat şi vârful de “rezonanţă 
datorită uleiului” care a apărut în răspunsul unui rotor la o turaţie egală cu dublul 
celei corespunzătoare frecvenţei proprii a sistemului. Rezultatul simplu (7.43) a fost 
mai puţin satisfăcător în explicarea fenomenului de oil-whip, în care frecvenţa 
precesiei rămâne la frecvenţa proprie chiar când viteza unghiulară de rotaţie Ω  
creşte, deşi s-a observat că fenomenul a apărut totdeauna la turaţii egale cu sau mai 
mari decât dublul turaţiei corespunzătoare frecvenţei proprii.” 

În ipoteza euristică a lui Crandall [7.2], fusul în rotaţie este considerat a fi 
roata unei pompe care menţine profilul liniar de viteze al curgerii lubrifiantului când 
fusul este neîncărcat şi centrat. Viteza fluidului variază liniar între 0=w  la cuzinet 
şi ΩR=w  la fus. Această curgere poate fi descompusă într-o curgere medie, cu 
viteza constantă 2ΩR=w  şi fără rotaţie, plus o curgere reziduală, cu viteza medie 
zero şi componenta de rotaţie importantă. Curgerea medie se presupune că 
alimentează (sau reduce) micile perturbaţii de precesie ale configuraţiei (de 
echilibru) centrate. Dacă se impune o precesie care presupune o undă de variaţie a 
grosimii de forma (7.40), ipoteza lui Crandall postulează că, dacă viteza curgerii 
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medii 2ΩR  este mai mare decât viteza de fază ωR  a precesiei în jurul periferiei 
filmului de ulei, atunci se pompează energie în mişcarea de precesie. Invers, dacă 
viteza de fază a precesiei este mai mare decât viteza medie a lubrifiantului, atunci se 
extrage energie din mişcarea de precesie. Stabilitatea neutră apare când aceste viteze 
sunt egale, deci când 2Ωω = . Această ipoteză “explică” astfel precesia la 
semifrecvenţă şi fenomenul de oil-whip la un sistem care are un lagăr neîncărcat şi 
alimentat abundent cu ulei. 

Dacă sistemul produce mici constrângeri asupra fusului, mişcarea acestuia 
va fi determinată în principal de forţele din filmul de fluid care acţionează asupra lui. 
Când se iniţiază în mod accidental o precesie de joasă pulsaţie ( )2Ωω < , se 
pompează energie în mişcarea de precesie, accelerând precesia până ω  ajunge 
suficient de apropiată de 2Ω  încât energia pompată în precesie echilibrează 
pierderile de energie din sistem într-o precesie staţionară la “semifrecvenţă”.  

Dacă sistemul produce constrângeri considerabile asupra fusului şi permite 
mişcări de precesie apreciabile la o pulsaţie proprie, filmul de fluid din lagăr va 
extrage energie din precesiile accidentale, la o pulsaţie proprie ω , ori de câte ori 

ωΩ 2< . Totuşi, când ωΩ 2> , filmul de ulei va pompa energie într-o astfel de 
precesie. Fenomenul oil-whip apare doar dacă energia furnizată de filmul fluid este 
suficientă pentru a compensa pierderile din sistem. 

Explicaţiile precedente sunt incomplete, deoarece nu ţin cont de toate 
cerinţele fizice implicate. Ambele se bazează pe profilul de viteze al curgerii 
staţionare centrate şi pe cinematica unei mici perturbaţii a precesiei. Argumentele lui 
Newkirk şi Taylor utilizează explicit condiţia de continuitate pentru perturbaţie dar 
nu conţin nici o consideraţie asupra presiunii dezvoltate în filmul de ulei. 

Istoric, prima analiză completă dinamică a stabilităţii precesiei unui lagăr 
neîncărcat a fost făcută în 1933 de Robertson [7.12]. Expunerea care urmează este o 
versiune liniarizată a analizei lui Robertson. 

Se consideră că precesia definită de excentricitatea 0r  ( )Cr <<0  şi 
pulsaţia ω  este o mică perturbaţie a rotaţiei centrate în care distribuţia vitezei este  

  CzRΩ=w , Cz <<0 .   (7.44) 

Când fusul are o mişcare de precesie, distribuţia vitezelor va fi o 
suprapunere a celor două profile din fig. 7.14. Pentru a satisface condiţiile din fig. 
7.15 se consideră 
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unde ( )t,h θ  este dată de (7.40) iar A trebuie determinat din condiţia de continuitate 
(7.41) şi condiţia de valoare unică a presiunii, ( ) ( )πθθ 2+= pp . Utilizând metoda 
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perturbaţiilor liniare, neglijând termenii de ordinul ( )2
0 Cr  în comparaţie cu 

termenii de ordinul Cr0 , se obţine 
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Debitul volumic total al filmului de lubrifiant este  
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   ( )tLRrLCRQ ωθωΩ −−= cos
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Distribuţia presiunii se obţine integrând gradientul presiunii din expresia 
(7.36). Reţinând termenii până la ordinul întâi în Cr0  rezultă 
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Forţa rezultantă datorită acestor presiuni, care acţionează asupra fusului, este 
orientată la 090  faţă de deplasarea fusului 0r  şi are amplitudinea 
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Când ωΩ >2 , F are acelaşi sens ca viteza instantanee JV  a centrului 
fusului. Rata cu care forţele din filmul fluid efectuează lucru mecanic asupra fusului 
(adică fluxul de putere spre mişcarea de precesie) este  
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Această analiză arată că amplitudinea A a componentei curgerii cu profil 
parabolic, presiunea în filmul de fluid, forţa rezultantă asupra fusului şi fluxul de 
putere spre mişcarea de precesie sunt toate proporţionale cu factorul ( )ωΩ −2 . 
Mişcările de precesie lente sunt amplificate iar cele rapide sunt încetinite. Frecvenţa 
precesiei la stabilitatea neutră este 2Ωω = . 

Aceste rezultate pot fi comparate cu cele două argumentări simplificate 
considerate anterior. Ipoteza lui Newkirk şi Taylor că profilul vitezei rămâne liniar 
este echivalentă cu presupunerea că parametrul A în (7.36) se anulează, ceea ce 
conform (7.46) implică egalitatea lui ω  cu 2Ω . În plus, anularea lui A implică 
absenţa unui gradient de presiune şi deci absenţa forţei rezultante, astfel încât la 
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pulsaţia precesiei 2Ωω =  filmul de fluid nu întârzie şi nici nu accelerează precesia. 
Aceasta este condiţia de stabilitate neutră.  

Ipoteza lui Crandall, conform căreia curgerea medie alimentează mişcarea de 
precesie ori de câte ori viteza medie a fluidului este mai mare decât viteza de fază a 
precesiei, este esenţial calitativă, fiind echivalentă cu ecuaţia (7.50) care are caracter 
cantitativ. Întâmplător, la un lagăr neîncărcat, pulsaţia precesiei la stabilitate neutră 
este estimată corect de ipoteza euristică. La lagăre încărcate este dificil de prevăzut 
cum se poate extinde argumentul lui Newkirk şi Taylor pentru a prezice orice 
pulsaţie a precesiei la stabilitatea neutră, diferită de 2Ωω = . Ipoteza lui Crandall a 
fost totuşi extinsă uşor. Ea nu prezice cu precizie pulsaţia precesiei la stabilitate 
neutră dar oferă aproximaţii utile în cazul încărcărilor moderate.  

Utilizând metoda perturbaţiilor liniare [7.9] rezultă că pulsaţia precesiei la 
stabilitate neutră  

   ( )
( )

Ω
ε

εω 22

22

19

13

−−

−+
=     (7.51) 

variază de la 2Ωω =  la 0=ε  pentru un lagăr neîncărcat, la 3Ωω →  când 
încărcarea tinde spre infinit şi excentricitatea adimensională ε  se apropie de unitate. 
Variaţia raportului Ωω  conform relaţiei (7.51) este reprezentată prin curba A în fig. 
7.16. 

 
Fig. 7.16 [7.9] 

Un calcul bazat pe ipoteza lui Crandall [7.9] conduce la curba B din fig. 
7.16. Acesta oferă o aproximaţie utilă a pulsaţiei precesiei la stabilitatea neutră 
pentru valori ale excentricităţii relative în regim staţionar mai mici decât 5,0=ε . 



7. INSTABILITATEA PRECESIEI ROTOARELOR 187 

7.3.5  Stabilitatea sistemelor liniare  

În cazul ecuaţiilor de mişcare cu coeficienţi reali, ecuaţia caracteristică  

 ( ) 01
2

2
1

10 =+++++= −
−−

nn
nnn aa......aaaf λλλλλ ,  (7.52) 

are n rădăcini cu forma generală iii ωαλ i+= . Cazul rădăcinilor multiple nu este 
studiat aici.  

Dacă oricare coeficient 0>iα , sistemul va fi instabil. În Tabelul 7.1 sunt 
prezentate tipurile de mişcare corespunzătoare poziţiei unei rădăcini în planul 
complex (fig. 7.17). 

 
Fig. 7.17 [7.3] 

         Tabelul 7.1 

Poziţia rădăcinii 
în fig. 7.17 Tipul mişcării 

1 stabilă; oscilatorie amortizată 

2 stabilă; aperiodică amortizată  

3 oscilatorie 

4 
instabilă; divergentă 

 (distanţa creşte exponenţial în timp) 

5 
instabilă; oscilatorie cu amplitudine crescătoare 

 (instabilă dinamic) 
 

Adesea este util să se decidă dacă un sistem este sau nu este stabil fără a 
rezolva ecuaţia caracteristică. În 1877, E. J. Routh a stabilit un algoritm pentru 
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determinarea numărului rădăcinilor unui polinom real care se află în semiplanul 
drept. Independent, în 1895, A. Hurwitz a dat o a doua soluţie. Inegalităţile cu 
determinanţi stabilite de acesta sunt cunoscute sub numele de condiţiile de stabilitate 
Routh-Hurwitz. 

Fie matricea cu elemente reale  
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Se construiesc următorii n determinanţi indicaţi prin linii întrerupte  
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Dacă nr >  sau 0<r  atunci 0=ra . Condiţia necesară şi suficientă ca toate 
rădăcinile ecuaţiei ( ) 0=λf  să fie în semiplanul stâng este ca toţi determinanţii 
parţiali să fie pozitivi, 0>iD . Dacă 0>na , este suficient să fie testaţi doar 
determinanţii de la 1D  la 1−nD , deoarece 1−= nnn DaD . 
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Coeficienţii ra  pot fi exprimaţi în funcţie de rădăcinile iλ  ale ecuaţiei 
(7.52), de exemplu  
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şi aşa mai departe. Considerând formele acestor expresii, este uşor de arătat că toţi 
ia  au acelaşi semn ca 0a  dacă toate rădăcinile au partea reală negativă. Coeficienţii 

pot fi nuli sau cu semn contrar lui 0a  doar dacă una sau mai multe rădăcini au partea 
reală pozitivă.  

Prin urmare, condiţia necesară dar nu suficientă ca toate rădăcinile ecuaţiei 
( ) 0=λf  să se afle în semiplanul stâng este ca toţi coeficienţii ra  ( )n,...,,r 21=  să 

fie pozitivi. 

7.3.6  Instabilitatea unui rotor rigid simplu  

Se consideră un rotor rigid cu masa 2m rezemat în două lagăre cu film fluid 
identice. Datorită simetriei, lagărele au aceeaşi încărcare, aceeaşi excentricitate şi 
aceiaşi coeficienţi dinamici. Interesează doar stabilitatea mişcării de translaţie pură.  

7.3.6.1  Turaţia limită şi pulsaţia precesiei instabile 

La încărcare şi turaţie constante, centrul fusului se menţine într-o poziţie de 
echilibru staţionar în jocul din lagăr, definită univoc de numărul Sommerfeld (6.3) 
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care reprezintă condiţiile de funcţionare. Considerând că fiecare fus are masa m, 
ecuaţia de mişcare faţă de starea de echilibru se scrie, sub forma 
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Înlocuind soluţii de forma  

   tyy λe0= ,  tzz λe0= ,   (7.60) 

în partea omogenă a ecuaţiei (7.59), se obţine 
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Pentru ca 0y  şi 0z  să aibă valori nebanale, se obţine ecuaţia caracteristică  

 ( ) ( ) ( ) ( ) 022 =++−++++ yzyzzyzyzzzzyyyy kckckcmkcm λλλλλλ . 
         (7.62) 

Aceasta este o ecuaţie algebrică de gradul patru, de forma  

   043
2

2
3

1
4

0 =++++ aaaaa λλλλ ,  (7.63) 
în care 

  2
0 ma = , 

  ( )zzyy ccma +=1 , 

  ( ) ( )zyyzzzyyzzyy cccckkma −++=2 ,   (7.64) 

  ( )yzzyzyyzyyzzzzyy kckckckca +−+=3 , 

  zyyzzzyy kkkka −=4 . 

Condiţiile Routh-Hurwitz de stabilitate a precesiei sunt  

  01 >a ,   02 >a ,   03 >a ,   04 >a ,   (7.65) 

  03021 >− aaaa ,     (7.66) 

  04
2
1

2
30321 >−− aaaaaaa .    (7.67) 

La apariţia instabilităţii, rădăcina ecuaţiei (7.63) este pur imaginară  

   ωλ i= ,     (7.68) 

unde ω  este pulsaţia precesiei. 

Înlocuind (7.68) în ecuaţia (7.63) rezultă 

  ( ) 0i 3
3

14
2

2
4

0 =+−++− ωωωω aaaaa .  (7.69) 
Egalând partea reală şi partea imaginară cu zero, se obţine  

   04
2

2
4

0 =+− aaa ωω ,   (7.70) 

   ( ) 02
13 =− ωω aa .    (7.71) 

Din ecuaţia (7.71) se obţine pulsaţia precesiei la limita de stabilitate  
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a
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ω
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
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1

32 .    (7.72) 

Înlocuind (7.72) în relaţia (7.70) rezultă 

   04
2
1

2
30321 =−− aaaaaaa .   (7.73) 

Aceasta înseamnă că la viteza unghiulară de rotaţie limΩΩ =  se atinge 
limita de stabilitate iar pulsaţia precesiei instabile este dată de expresia (7.72).  

Deobicei, turaţia limită şi pulsaţia precesiei sunt exprimate în funcţie de cei 
opt coeficienţi dinamici adimensionali ai lagărelor  

,c
W

CC,k
W
CK jijijiji

Ω
==          z,yj,i =  (7.74) 

în care C este jocul radial, gmW =  este sarcina statică pe lagăr şi Ω  este viteza 
unghiulară de rotaţie. 

Notând  

zzyy CCA +=1 , zzyy KKA +=2 , zyyzzzyy CCCCA −=3 ,  (7.75) 

( )yzzyzyyzyyzzzzyy KCKCKCKCA +−+=4 , zyyzzzyy KKKKA −=5 , 

şi înlocuind (7.74) şi (7.75) în (7.64), rezultă  
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Înlocuind coeficienţii (7.76) în relaţiile (7.73) şi (7.72) se obţine viteza 
unghiulară adimensională de apariţie a instabilităţii  
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Ω    (7.77) 

şi pulsaţia adimensională a precesiei instabile  
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În calcule practice, numărul Sommerfeld este calculat la turaţia de lucru. 
Dacă turaţia limită este mai mare decât turaţia de lucru, sistemul este stabil, în caz 
contrar este instabil.  

7.3.6.2  Masa critică a rotorului 

Limita de stabilitate poate fi calculată utilizând nomograme care conţin atât 
parametrii rotorului cât şi cei ai lagărelor.  

Dacă rotorul este considerat rigid, acesta este definit de un singur parametru 
– masa rotorului. În cazul lagărelor cu film fluid incompresibil, în regim laminar, 
pulsaţia adimensională a precesiei instabile depinde numai de numărul Sommerfeld 
S (sau de excentricitatea relativă ε ). Se poate deci calcula, la orice număr 
Sommerfeld (sau excentricitate relativă), masa fusului necesară pentru existenţa 
mişcării de precesie. 

Masa fusului unui rotor rigid poate fi exprimată printr-un parametru 
adimensional WmC 2ω . Expresia (7.78) poate fi scrisă 

  
( )

zzyy

yzzyzyyzyyzzzzyy

CC
KCKCKCKC

K
W
mC

+

+−+
==

2ω , (7.79) 

unde K este masa adimensională a rotorului într-un lagăr.  

 
Fig. 7.18 [7.8] 



7. INSTABILITATEA PRECESIEI ROTOARELOR 193 

Pentru un rotor care lucrează în lagăre circulare cu cuzinet complet, cu fluid 
incompresibil, o curbă care exprimă relaţia între K şi ε  (fig. 7.18) defineşte limita de 
stabilitate. Această curbă poate fi utilizată pentru determinarea turaţiei de apariţie a 
instabilităţii, dacă se cunoaşte variaţia excentricităţii relative ε  în funcţie de turaţie.  

Expresia (7.77) se poate scrie (omiţând indicele lim) 
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sau utilizând (7.58)  
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⎜
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π .  (7.80) 

Masa critică adimensională a rotorului poate fi exprimată în funcţie de 
numărul Sommerfeld [7.8] sub forma 

   2
25

3
2 2
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⎞

⎜
⎝
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. (7.81) 

În fig. 7.19 se prezintă o nomogramă pentru calculul stabilităţii unui lagăr 
circular cu cuzinet complet [7.8]. Masa critică adimensională 

( )2CRLDmWC μ  este reprezentată grafic în funcţie de numărul Sommerfeld S 
pentru două valori ale raportului DL . Un rotor este stabil pentru condiţii de 
funcţionare la stânga curbelor.  

 
Fig. 7.19 [7.8] 
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În fig. 7.20 s-a reprezentat variaţia masei critice adimensionale a rotorului la 
apariţia instabilităţii în funcţie de S. Figura 7.20, a este pentru lagăre eliptice, care 
lucrează cu lubrifiant incompresibil în regim laminar, iar fig. 7.20, b este pentru 
lagăre cu cuzinet parţial, cu sarcina la mijlocul lagărului. 

 
a b 

Fig. 7.20 [7.8] 

Metoda de determinare a turaţiei limită este următarea. Se calculează masa 
adimensională a rotorului ( )2CRLDWCm μ . Din nomogramă se citeşte 
valoarea lui S. Turaţia corespunzătoare numărului Sommerfeld este turaţia limită, 
adică turaţia rotorului la apariţia instabilităţii. Dacă turaţia de lucru este mai mare 
decât turaţia limită atunci rotorul trebuie reproiectat.  

Diagramele presupun că rotorul şi piedestalurile sunt rigide. Cu toate 
acestea, turaţia limită pentru un rotor flexibil şi piedestaluri elastice poate fi calculată 
aproximativ pe baza acestor nomograme.  

7.3.7  Instabilitatea unui rotor elastic simplu  

Se consideră un rotor simetric format dintr-un arbore cu rigiditatea k2  şi o 
masă concentrată centrală m2 . Arborele este rezemat la capete în lagăre cu film 
fluid. Viteza unghiulară de rotaţie este Ω . Amortizarea externă acţionează asupra 
masei rotorului şi în lagăre, fiind definită prin coeficienţii de amortizare ec2  şi 
respectiv sc . Deşi rotoarele întâlnite în practică sunt mult mai complicate, modelul 
simplificat conţine caracteristicile esenţiale şi admite soluţii închise [7.13]. 
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7.3.7.1  Rotorul cu amortizare externă 

În cazul amplitudinilor mici, notând y, z coordonatele masei rotorului şi 
11 z,y  coordonatele fusurilor, ecuaţiile mişcării libere se pot scrie sub forma  
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 (7.82) 

Cei opt coeficienţi ai lagărelor depind de geometria acestora şi de condiţiile 
de funcţionare, exprimate prin numărul Sommerfeld S. 

Considerând lagărul circular cu cuzinet complet ca un exemplu reprezentativ 
şi presupunând că lagărul este scurt ( )21<DL  şi lucrează la turaţii suficient de 
mari astfel încât  

    12
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>⎟
⎠
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⎝
⎛ S

D
L ,    (7.83) 

coeficienţii dinamici ai lagărelor au expresiile aproximative (6.30) 
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La limita de stabilitate, mişcarea este pur armonică cu pulsaţia ω , astfel că 
ecuaţiile (7.82) se pot scrie sub forma 
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unde 
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Această valoare trebuie să fie egală cu rădăcina determinantului ecuaţiei 
(7.85) care, utilizând (7.84), devine 
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Cât timp ω  este egală cu sau mai mică decât Ω
2
1 , al doilea termen de sub 

radical este de ordinul ( ) 241  şi poate fi neglijat. Astfel, cu yyyz ck
2
Ω

=  din (7.84), 

X este aproximativ egal cu  

   ⎟
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⎛ ±+=

2
i ΩωyycKX ,   (7.88) 

unde rigiditatea medie a lagărelor  

   ( )
C
WkkK zzyy π

6
2
1

=+= .   (7.89) 

Egalând părţile reală şi imaginară ale expresiilor (7.86) şi (7.88) şi neglijând 
termenul ( )2

ecω , rezultă pulsaţia precesiei  

   ( )Kkm
Kk
+

== 0ωω ,    (7.90) 

egală cu pulsaţia proprie a sistemului când arborele este rezemat în lagăre cu 
rigiditatea medie K. 

Condiţia de stabilitate este  
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Mişcarea este o precesie directă. 

Relaţia (7.91) arată că, în lipsa amortizării externe, rotorul este instabil când 
turaţia depăşeşte dublul primei turaţii critice. Aceasta este valabil doar pentru valori 
suficient de mari ale numărului Sommerfeld, după cum inegalitatea se bazează pe 
mai multe ipoteze. Prin urmare, relaţia (7.91) este utilizată în primul rând la 
estimarea nivelului amortizării externe necesar pentru stabilizarea mişcării.  

Trebuie adăugat că, în locul introducerii amortizării externe, care acţionează 
direct asupra fusului, o metodă mult mai eficientă pentru stabilizarea precesiei în 
lagăre hidrodinamice este montarea lagărului într-un suport elastic amortizat. Prin 
alegerea judicioasă a parametrilor suportului instabilitatea poate fi eliminată complet 
[7.13]. 

 
Fig. 7.21 [7.14] 
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7.3.7.2  Rotor fără amortizare externă  

Dacă în rotorul elastic simplu se neglijează amortizarea externă, înlocuind 
0=ec  şi 0=sc  în (7.86), apoi înlocuind X în (7.85) şi nelimitând analiza la lagăre 

circulare cu cuzinet complet scurte, se obţine  
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A
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AA
Cg

st

lim

−++
=

δπ

Ω   (7.92) 

unde 
k
gm

st =δ  este deformaţia statică a arborelui.  

În fig. 7.21 se prezintă diagrame de stabilitate calculate pe baza expresiei 
(7.92) pentru un lagăr circular şi un lagăr eliptic, cu 8,0=DL  şi 3101,2 −⋅=RC , al 
doilea având un joc radial orizontal de trei ori mai mare decât jocul radial vertical.  

Măsurile practice de creştere a stabilităţii peste limΩ  sunt, printre altele, 
mărirea jocului în lagăre, scăderea vâscozităţii lubrifiantului, scurtarea lagărelor, sau 
echivalent, introducerea unui şanţ circumferenţial central pentru ulei, creşterea 
diametrului arborelui sau micşorarea distanţei între lagăre, creşterea amortizării şi a 
anizotropiei rigidităţii lagărelor, folosirea amortizoarelor cu sqeeze film şi utilizarea 
lagărelor multilobate sau cu segmenţi oscilanţi.  

 
Fig. 7.22 [7.15] 
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7.3.8  Instabilitatea rotoarelor elastice complexe  

Rotoarele elastice complexe pot fi modelate cu elemente finite. Ecuaţiile de 
mişcare conţin matricile sistemului care sunt asamblate utilizând matricile 
elementelor, aşa cum se arată în Capitolul 5.  

Studiul precesiei libere conduce la o problemă de valori şi vectori proprii, cu 
valori proprii dependente de turaţie. Diagrama Campbell (fig. 7.22, a) prezintă 
pulsaţiile proprii de precesie în funcţie de turaţie. În diagrama de stabilitate (fig. 
7.22, b) se reprezintă partea reală a valorilor proprii în funcţie de turaţie. “Turaţia la 
apariţia instabilităţii” se determină la intersecţia unei curbe cu axa turaţiilor. 
Problema este descrisă în detaliu în Capitolul 4.  

7.4  Interacţiunea cu forţele produse de curgerea fluidului 

Orice mişcare de precesie a arborelui unei maşini rotative (turbină, 
compresor, pompă) afectează câmpul de curgere al fluidului de lucru, producând 
forţe şi momente. Apare astfel un cuplaj între mişcarea arborelui şi forţele de 
reacţiune aerodinamice/hidrodinamice, care poate fi destabilizator. 

Un mecanism de producere a unui astfel de cuplaj, postulat de Thomas 
[7.16] şi Alford [7.17], apare la maşini cu curgere axială a fluidului de lucru, în care 
o deplasare radială a centrului roţii unei trepte produce o forţă transversală, 
proporţională cu deplasarea. Acesta este cunoscut sub numele de “precesie datorită 
aburului” (steam whirl) sau “efectul jocului la capătul paletelor” (blade-tip-
clearance effect). 

 
                                  a                                  b                              c  

Fig. 7.23 [7.14] 

7.4.1  Instabilitatea datorită curgerii aburului la capetele paletelor 

Într-o treaptă a unei maşini cu curgere axială a fluidului de lucru (fig. 7.23, 
a), o deplasare radială (în jos) va micşora jocul radial într-o parte a discului paletat 
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(jos) şi va mări jocul radial în partea opusă (sus). Zona cu joc mai mic va funcţiona 
cu randament mai mare şi va fi mai încărcată decât zona cu joc mărit.  

În partea de jos va acţiona o forţă orizontală 1F  mai mare, iar în partea de 
sus o forţă orizontală de sens contrar 3F  mai mică. Forţele verticale laterale 2F  şi 

4F  vor avea amplitudini intermediare (fig. 7.23, b). Rezultanta acestora este o forţă 
tangenţială F (fig. 7.23, c) care, dacă este mai mare decât forţa de amortizare 
externă, poate produce o precesie în sensul rotaţiei rotorului (o precesie directă). 

Se admite că forţa transversală este proporţională cu deplasarea radială a 
centrului roţii. Coeficientul de proporţionalitate are forma [7.13]  
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χ ,   (7.93) 

unde η  este randamentul treptei, T este cuplul produs pe treaptă, r este raza medie a 
paletei, , H este înălţimea canalului dintre palete, h este jocul la vârful paletei, iar 
indicele ‘o’ denotă poziţia centrică. 

Se consideră un rotor simetric, format dintr-un arbore cu rigiditatea k2  şi o 
masă concentrată la mijloc m2 . Arborele este rezemat la capete în lagăre cu 
rigiditatea Bk  astfel încât pulsaţia proprie neamortizată a sistemului se obţine din 
(7.90) înlocuind BkK = . Viteza unghiulară de rotaţie este Ω . Amortizarea externă 
acţionează asupra masei rotorului şi în lagăre, cu coeficienţii de amortizare ec2  şi 
respectiv Bc .  

Presupunând că masa centrală a rotorului este un disc paletat de turbină, cu 
y, z coordonatele masei rotorului şi 11 z,y  coordonatele arborelui în dreptul 
reazemelor, ecuaţiile mişcării libere sunt  
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         (7.94) 

Neglijând termenii de ordinul doi în χ , ec  şi Bc , ecuaţia caracteristică 
devine  



7. INSTABILITATEA PRECESIEI ROTOARELOR 201 

  0i
2

2 =±
+

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

++ χλλ
B

B
B

B
e kk

kkc
kk

kcm . (7.95) 

Egalând λ  cu ωi  la limita de stabilitate, se obţine pulsaţia precesiei (7.90) 
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în timp ce condiţia de stabilitate devine  
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La apariţia instabilităţii, mişcarea este o precesie directă când χ  este pozitiv, 
şi precesie inversă când χ  este negativ. 

Dacă momentul (cuplul) încărcării aerodinamice T dintr-o treaptă creşte cu 
turaţia, atunci relaţia (7.96) arată că poate exista o turaţie de apariţie a instabilităţii 
peste care inegalitatea nu mai este satisfăcută. Această turaţie limită este dependentă 
de sarcină, astfel încât instabilitatea este “declanşată” la un anumit nivel de putere. 
Ea poate fi mărită rigidizând arborele sau mărind amortizarea. Este cunoscut faptul 
că mărind rigiditatea suportului lagărelor de obicei reduce coeficientul efectiv de 
amortizare şi adesea are un efect foarte mic asupra turaţiei critice. Astfel, în practică, 
parametrul cel mai susceptibil de modificat pentru îmbunătăţirea stabilităţii este 
amortizarea suportului lagărelor.  

Există dovezi că forma propusă de interacţiune între rotor şi fluidul de lucru 
este în concordanţă calitativă cu experienţa practică, însă expresia lui χ  (7.93) 
corespunde unui singur mecanism special al interacţiunii. Deşi relaţia pare să dea 
valori corecte ca ordin de mărime, există indicii care sugerează că, în afara cuplului, 
aceeaşi importanţă pot avea debitul fluidului şi nivelul presiunii [7.13]. 

7.4.2  Interacţiunea roată-difuzor  

Forţele hidraulice care acţionează asupra rotorului unei pompe centrifuge 
se manifestă în două moduri diferite. În primul caz, când centrul arborelui este fixat, 
forţele radiale apar ca rezultat al distribuţiei presiunii statice şi a acţiunii fluidului de 
lucru. Acestea se numesc forţe de excitaţie staţionare. În al doilea caz, atunci când 
centrul arborelui are o mişcare de precesie, se produc forţe adiţionale datorită 
interacţiunii între roata centrifugă şi fluidul înconjurător. Acestea sunt forţe dinamice 
şi sunt descrise prin coeficienţi dinamici.  

Când rotorul se deplasează excentric în interiorul pompei, se dezvoltă forţe 
importante: a) în etanşările inelare; b) între discul de acoperire al roţii şi stator; c) 
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între discul de bază al roţii şi stator; şi d) între roată şi difuzor. Când un arbore este 
deplasat lateral într-o etanşare inelară, datorită căderilor de presiune diferite din 
interstiţiu se produce o forţă de readucere puternică. Această forţă hidrostatică creşte 
cu căderea axială de presiune şi cu amplitudinea mişcării laterale a arborelui. Ca 
urmare, înterstiţiul acţionează ca un arc. Fenomenul, cunoscut ca efectul Lomakin, 
este prezentat în Secţiunea 6.10.1.  

La un arbore în mişcare de precesie, forţa tangenţială destabilizatoare este 
perpendiculară pe deplasarea radială a arborelui, producând o rigiditate de cuplaj 
transversal, aproximativ proporţională cu viteza circumferenţială medie a fluidului. 
În funcţie amplasarea în pompă, apar variaţii importante ale vitezei circumferenţiale 
de intrare în etanşările inelare. Pentru a reduce drastic această viteză, la intrarea în 
etanşări se utilizează bucşe cu şicane radiale. Viteza circumferenţială medie poate fi 
redusă şi prin creşterea deliberată a rugozităţii statorului.  

Cercetări recente au arătat că discurile de acoperire ale roţilor dezvoltă 
forţe destabilizatoare importante. Consideraţii privind conservarea impulsului în 
scăpările inverse, radial faţă de discul de acoperire, pot genera viteze 
circumferenţiale mari ale curgerii la intrarea în etanşările inelare de la intrarea în 
roată sau de la pistonul de echilibrare a presiunii. Jocurile mărite ale etanşării de 
ieşire, datorite uzurii sau deteriorării, măresc viteza circumferenţială faţă de discul de 
acoperire şi la intrarea în etanşare. Forţele laterale care acţionează asupra roţilor 
pompelor centrifuge pot avea de asemenea un efect dinamic important.  

Asupra roţii acţionează forţe datorită asimetriei curgerii produse de volută 
sau difuzor şi de mişcarea roţii. În volutele pompelor se produc forţe suprasincrone 
la frecvenţa de trecere a paletelor. La rândul lor, pompele cu difuzor pot genera forţe 
mari în domeniul subsincron, în funcţie de jocul între roată şi carcasă. Forţe 
subsincrone, având componente cu frecvenţe între 30% şi 80 din frecvenţa rotaţiei, 
pot fi atribuite curgerilor parţiale sau asociate cu forţele destabilizatoare. 
Interacţiunea roată/carcasă poate fi descrisă utilizând coeficienţi dinamici ai forţelor.  

La compresoarele centrifuge apar frecvent vibraţii autoexcitate, mai des în 
cele cu aranjament “spate-în-spate” şi în unităţi industriale cu turaţii mari, pentru 
gaze cu densitate mare. De fapt, la un procent mare de compresoare cu turaţii mari se 
observă vibraţii subarmonice cu amplitudini mici chiar în condiţii normale de lucru. 
La unele dintre acestea apar probleme de stabilitate. Frecvenţa predominantă a 
vibraţiilor observate este egală cu frecvenţa proprie fundamentală de încovoiere a 
rotorului. 

Vibraţiile autoexcitate datorite forţelor aerodinamice sunt de două feluri: a) 
vibraţii la care forţele destabilizatoare sunt funcţie de mişcarea de precesie a 
rotorului; acestea sunt produse de etanşările labirintice şi de încărcarea nesimetrică a 
paletelor roţii centrifuge; şi b) vibraţii la care curgerea principală este destabilizată 
de forţe hidrodinamice sau vâscoase, care sunt independente de vibraţia mecanică, 
cum sunt cele produse de curgerea desprinsă rotitoare (rotating stall) şi/sau de 
pompaj (surge). 



7. INSTABILITATEA PRECESIEI ROTOARELOR 203 

Forţele aerodinamice care apar în urma interacţiunii roţii cu fluidul antrenat 
introduc rigidităţi atât directe cât şi de cuplaj transversal. Într-o maşină cu curgere 
radială a fluidului de lucru, variaţia forţei datorită variaţiilor jocului este neglijabilă 
în comparaţie cu cea produsă de variaţia impulsului fluidului într-o roată excentrică, 
deoarece prima dintre acestea este perpendiculară pe direcţia curgerii principale. 

La toate compresoarele pentru gaze de mare densitate s-au înregistrat şi 
vibraţii forţate. Acestea au următoarele comportări tipice: a) apar aproape de regimul 
de pompaj şi au amplitudine relativ constantă; b) frecvenţa asincronă este foarte 
joasă (10% din cea corespunzătoare turaţiei) şi c) amplitudinea asincronă depinde de 
viteza la extremitatea paletelor şi de densitatea gazului. 

7.5  Precesia inversă datorită frecării uscate 

Precesia inversă produsă de frecarea uscată este o vibraţie autoexcitată de 
contactul cu frecare între rotor şi stator. Rotorul este în contact permanent cu 
statorul, alunecând continuu pe suprafaţa de contact, având o mişcare de precesie 
inversă, la o frecvenţă nesincronă care depinde de amortizare şi de raportul între 
rigidităţile rotorului şi statorului.  

7.5.1  Contactul cu frecare între rotor şi stator 

Când rotorul ajunge în contact cu statorul, sunt posibile diferite tipuri de 
mişcare, de la precesia directă sincronă, precesia sub- şi supra-sincronă, până la 
precesia inversă şi mişcarea haotică. Problema de contact este puternic neliniară 
chiar dacă rotorul şi statorul sunt liniare. 

Precesia inversă la contactul cu frecare a fost semnalată de Newkirk [7.18] 
pe când studia frecarea radială de contact a arborelui. În timpul unui experiment, 
frecarea a devenit puternică şi, datorită forţei mari de frecare, rotorul a început să se 
rotească violent pe suprafaţa interioară a unui inel statoric rigid. Rularea nu a avut 
loc până când arborele nu s-a frecat puternic de inelul statorului. 

În pofida neliniarităţii puternice datorită contactului, dezechilibrul masic al 
rotorului poate produce o precesie sincronă pură. Totuşi, în anumite condiţii, 
mişcarea sincronă poate deveni instabilă iar mişcarea rotorului se poate transforma 
într-o precesie asincronă care poate fi foarte distructivă. Precesia inversă poate apare 
chiar în domeniile de turaţie în care precesia directă sincronă este stabilă. 

În [7.19] se descrie apariţia unor frecări de contact rotor/stator la un 
turbogenerator de 600 MW care a fost total distrus în timpul precesiei inverse. 
Companiile de asigurări relatează că cele mai frecvente deteriorări la turbinele cu 
abur apar ca urmare a contactului dintre rotor şi stator, ajungând până la 22% din 
totalul despăgubirilor plătite în domeniu. 
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Cauza principală a precesiei datorită frecării uscate este ungerea improprie în 
maşinile cu jocuri mici. O descriere simplificată a mecanismului care produce acest 
efect apare în cartea lui Den Hartog [7.21]. Aceeaşi explicaţie este dată în [7.22]. În 
[7.19] se prezintă o soluţie analitică care ţine cont de dezechilibrul rotorului, frecarea 
şi alunecarea între rotor şi stator, precum şi masa, rigiditatea şi amortizarea rotorului.  

 
Fig. 7.24 [7.20] 

Cercetări recente susţinute de rezultate experimentale sunt descrise în [7.20]. 
În fig. 7.24 este ilustrată deplasarea rotorului fără alunecare pe suprafaţa interioară a 
carcasei, la câteva momente diferite în timp. Se poate observa că în timp ce rotaţia 
rotorului este de numai 60 de grade, mişcarea de precesie parcurge un ciclu complet.  

7.5.2  Precesia instabilă datorită frecării uscate  

“Precesia uscată” este rezultatul unei forţe de frecare neechilibrate de tip 
Coulomb care apare într-un punct de pe suprafaţa exterioară a unui arbore sau rotor, 
când acesta este deformat până atinge statorul (fig. 7.25). Deoarece forţa de frecare, 

fF , este aproximativ proporţională cu componenta radială, N, a forţei de contact, se 
crează premizele unei instabilităţi.  

Forţa de frecare fF  poate fi descompusă într-un cuplu CFf  şi o forţă 
paralelă şi egală, aplicate în centrul arborelui (deformat). Cuplul acţionează ca o 
frână asupra arborelui, care se presupune că este antrenat cu viteza unghiulară 
constantă Ω , necesitând o creştere neglijabilă a cuplului motor. Forţa fF  prin 
centrul arborelui acţionează într-o direcţie tangentă la suprafaţa interioară a 
lagărului. Direcţia forţei fF  se schimbă cu poziţia arborelui în lagăr sau ghidaj, 
astfel încât arborele va fi deplasat în interiorul lagărului aşa cum este arătat cu 
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săgeata desenată cu linie întreruptă. Se observă că arborele este deplasat de-a lungul 
interstiţiului în sens contrar propriei rotaţii (precesie inversă). Când punctul de 
contact se deplasează în lungul periferiei carcasei sau ghidajului, forţa rămâne 
tangentă la cercul de precesie, întreţinând mişcarea. 

  

      Fig. 7.25    Fig. 7.26 

Această precesie inversă poate apare dacă forţa de frecare de contact este 
suficient de mare pentru a preveni alunecarea între rotor şi stator. O condiţie de 
nealunecare în punctul de contact împune ca precesia rotorului să aibă loc la viteza 
unghiulară Rω  exprimată în funcţie de viteza unghiulară de rotaţie a arborelui Ω  
prin relaţia cinematică (fig. 7.26) 

   Ωω
C
r

R −= ,     (7.97, a) 

unde r este raza arborelui şi C este jocul radial. Deoarece jocurile inelare, chiar cele 
din afara etanşărilor, sunt foarte mici în comparaţie cu raza rotorului, din formula de 
mai sus rezultă pulsaţii foarte mari ale precesiei inverse, care nu se pot atinge în 
realitate, când mai intervin mişcarea de alunecare şi suprafeţe de contact 
deformabile. Totuşi, este posibil să apară frecvenţe suprasincrone foarte mari şi forţe 
mari care produc deteriorări importante. De notat că precesia inversă dă naştere la 
tensiuni alternante în arbore, care pot produce ruperi prin oboseală.  

Dacă rotorul alunecă faţă de stator, se obţine o expresie diferită a pulsaţiei 
precesiei. Forţa normală este egală cu diferenţa între forţa centrifugă şi forţa de 
readucere elastică CkCmN R −= 2ω . În direcţie tangenţială, forţa de amortizare 
vâscoasă este Red CcF ω=  iar forţa de frecare este NFf μ= , unde μ  este 
coeficientul de frecare.  

Pentru a menţine contactul continuu, forţa radială rezultantă trebuie să fie 
orientată spre exterior. Din condiţia CkCm R >2ω  rezultă 

   
m
k

R >ω , 
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deci valoarea absolută a pulsaţiei mişcării de precesie trebuie să fie mai mare decât 
pulsaţia proprie neamortizată a rotorului. 

Pentru a întreţine precesia, forţa tangenţială trebuie să fie orientată în sensul 
forţei de frecare de contact, 0≥+ df FF ,  

   ( ) 02 ≥+− ReR CcCkCm ωωμ . 

Această condiţie conduce la următoarea ecuaţie de gradul doi în pulsaţia 
precesiei 
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Această explicaţie simplă se bazează pe un model de rotor simetric cu un 
disc, în care planul frecării rotor/stator coincide cu planul care conţine masa 
concentrată. În general, frecarea într-un plan poate produce o precesie de 
amplitudine mare în alt plan, în care amplitudinea precesiei nu este limitată de jocul 
între rotor şi stator.  

Deşi explicaţia lui Den Hartog pare să arate că toate cazurile de frecare 
rotor/stator ar putea iniţia vibraţii necontrolate ale rotorului, aceasta nu se întâmplă 
în maşinile reale, în principal datorită deformabilităţii statorului şi amortizării 
inerente din sistem. Se consideră că, deoarece trebuie să existe o valoare minimă a 
coeficientului de frecare la suprafaţa de contact, sub care vibraţia nu poate fi 
întreţinută, este posibil ca, pentru un nivel dat al amortizării, vibraţia să se atenueze 
indiferent de rigiditatea statorului.  

Apariţia precesiei inverse cu alunecare sau cu rostogolire pură este 
determinată de unghiul de frecare. Sub o valoare limită a unghiului de frecare 
precesia inversă nu este posibilă. 

7.6  Instabilitatea datorită factorilor asimetrici 

Scopul acestui subcapitol este prezentarea caracteristicilor teoretice 
particulare ale rotoarelor axial asimetrice în termeni cantitativi simpli. Ortotropia 
arborelui produce vibraţii cu un vârf de rezonanţă la aproximativ jumătate din turaţia 
critică şi, pentru amortizări mici, un domeniu de comportare instabilă posibilă între 
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cele două turaţii critice. În plus, răspunsul la dezechilibru masic este funcţie de 
poziţia unghiulară a dezechilibrului. Rotoarele care au discuri cu momente de inerţie 
diametrale diferite (de ex. elicile cu două pale ale avioanelor mici şi turbinelor 
eoliene, şi unele ventilatoare) sunt dinamic instabile peste o anumită turaţie, iar unele 
dintre acestea pot reveni la o condiţie stabilă la o turaţie suficient de mare, în funcţie 
de mărimea cuplurilor giroscopice şi de diferenţa între momentele de inerţie masice 
principale.  

7.6.1  Excitaţia parametrică  

O clasă aparte de instabilităţi ale sistemelor rotor-lagăre este descrisă de 
ecuaţii diferenţiale cu coeficienţi variabili. Deoarece coeficienţii constau din 
parametri ai sistemului rotor-lagăre, acest tip de instabilitate se numeşte “excitaţie 
parametrică”. Spre deosebire de instabilităţile autoexcitate, în care precesia are loc 
totdeauna la o pulsaţie subsincronă egală cu o pulsaţie proprie a sistemului, 
excitaţiile parametrice produc precesii care pot fi sincrone, subsincrone sau 
suprasincrone, în funcţie de modul de variaţie a parametrilor în fiecare caz particular. 
Unele dintre aceste “instabilităţi” seamănă mai mult cu o turaţie critică sau cu o 
vibraţie forţată decât cu o instabilitate propriu zisă, atât prin comportare cât şi ca 
formă analitică. Într-adevăr, unele pot fi chiar “antrenate prin domeniul de 
instabilitate”, adică se poate găsi o turaţie superioară la care rotorul redevine stabil. 
Uneori, totuşi, “domeniul turaţiilor instabile” este destul de larg. În continuare se 
prezintă două cazuri simple: a) un arbore cu rigidităţi diferite în două planuri 
ortogonale, şi b) rotorul cu un disc, cu momente de inerţie masice diametrale diferite 
faţă de două axe ortogonale.  

7.6.2  Anizotropia arborelui 

Un arbore poate avea flexibilitate asimetrică datorită unor canale frezate, 
cum sunt canalele de pană şi crestăturile de bobinaj, sau datorită imperfecţiunilor de 
fabricaţie. La arbori cu rigidităţi diferite în două direcţii perpendiculare între ele 
(rigiditate ortotropă) există un domeniu de turaţii în care precesia arborelui este 
instabilă. La astfel de sisteme, cu reazeme circular izotrope, este mai convenabil de 
lucrat într-un sistem de coordonate care se roteşte odată cu axele principale de inerţie 
ale secţiunii transversale a arborelui, evitând astfel prezenţa în ecuaţiile de mişcare a  
unor coeficienţi variabili în timp. 

7.6.2.1  Precesia liberă a unui arbore vertical neamortizat 

Se consideră un rotor Laval-Jeffcott cu o masă la mijloc, lagăre rigide şi 
secţiunea transversală cu momente de inerţie axiale principale 1I  şi 2I  (fig. 7.27, a). 
Analiza se face utilizând un sistem de coordonate η , ζ  care se roteşte cu viteza 
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unghiulară constantă a arborelui Ω , pozitivă în sens anti-orar. Se presupune că 
deplasările η  şi ζ  sunt paralele cu axele principale de inerţie (fig. 7.27, b).  

Fie ηk  rigiditatea în direcţia η  şi ζk  în direcţia ζ . La arborele din fig. 
7.27, ζη kk < . Axa η  faţă de care rigiditatea este minimă se numeşte “axa slabă”. 

Notând  

  ( )ζη kkk +=
2
1 ,     ( )ηζΔ kkk −=

2
1 ,  (7.98) 

rigidităţile principale se pot scrie sub forma 

  kkk Δζ += ,  kkk Δη −= ,   (7.99) 

şi se defineşte gradul de asimetrie  

   
ηζ

ηζΔμ
kk
kk

k
k

+

−
== .    (7.100) 

  
a b 

Fig. 7.27 

Dacă arborele ar fi axial izotrop, ecuaţiile de mişcare în coordonate fixe ar 
fi (2.3) 
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Utilizând transformarea de coordonate (2.35) 
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   (7.102) 

ecuaţiile (7.101) pot fi scrise în coordonate rotative sub forma (2.47) 
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.θΩemζΩmk ηΩmζm

,θΩemηΩmkζΩmηm

0
22

0
22

sin)(2

cos)(  2

=−++

=−+−

&&&

&&&
  (7.103) 

Pentru arborele ortotrop, ecuaţiile (7.103) devin 

  
.θΩemζΩmk ηΩmζm

,θΩemηΩmkζΩmηm

0
22

0
22

sin)(2

cos)(  2

=−++

=−+−

ζ

η

&&&

&&&
  (7.104) 

7.6.2.1  Precesia liberă. Vitezele unghiulare de precesie  

La un rotor vertical cu o masă centrală perfect echilibrată, se consideră 
partea omogenă a ecuaţiilor (7.104) 

   
,ζΩ ηΩζ

,ηΩζΩη

0)(2

0)(  2
22

22

=−++

=−+−

ζ

η

ω

ω

&&&

&&&
   (7.105) 

în care  

  
m
kη

ηω =2 , 
m
kζ

ζω =2 ,   (7.106) 

sunt pătratele pulsaţiilor proprii de încovoiere. 

Cu soluţii exponenţiale de forma  

  te ληη 0= , te λζζ 0= ,   (7.107) 

ecuaţiile (7.105) se transformă în 

   
.ζΩ Ω

,ζΩηΩ

0)(2

02)( 

0
222

0

00
222

=−++

=−−+

ζ

η

ωληλ

λωλ
  (7.108) 

Pentru a avea soluţii nebanale, determinantul coeficienţilor trebuie să se 
anuleze. Din această condiţie se obţine ecuaţia caracteristică 

 ( ) 02)( )( 2222222 =+−+−+ λΩωλωλ ζη ΩΩ , 
sau 

  0)( )( )2( 222222224 =−−+++− ΩΩΩ ζηζη ωωλωωλ . (7.109) 
Rădăcinile sunt 

)( )()2(
4
1     

)2(
2
1

22222222

2222
21

ΩΩΩ

Ω,

−−−++±

±++−=

ζηζη

ζη

ωωωω

ωωλ
.  (7.110) 
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La arborele din fig. 7.27, ζη ωω < . În fig. 7.28, a se prezintă variaţia lui 
2λ  în funcţie de 2Ω . 

 
a b 

Fig. 7.28 [7.23] 

Dacă ηωΩ <  şi Ωωζ < , ambele rădăcini 2λ  sunt negative, deci λ  este 
pur imaginară,  

111 iωλλ ±=∗, , 2
11 λω = ,   222 iωλλ ±=∗, , 2

22 λω = , (7.111) 

şi rotorul este totdeauna stabil.  

Când ζη ωΩω << , rădăcina 2
1λ  este pozitivă  

  111 αλλ ±=∗, ,  2
11 λα = ,   (7.112) 

astfel încât una din valorile lui λ  este reală pozitivă şi rotorul devine instabil.  

În fig. 7.28, b este ilustrată variaţia lui 1ω , 2ω  şi 1α  în funcţie de Ω .  

La limita de stabilitate, partea reală a lui λ  este zero şi, deoarece 2λ  este 
real, partea imaginară a lui λ  trebuie să fie de asemenea zero. Astfel, pulsaţiile 
limită se pot obţine înlocuind 0=λ  în ecuaţia (7.109). Rezultă 

  ηωΩ =1c , ζωΩ =2c ,   (7.113) 
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şi rotorul este instabil între aceste două pulsaţii. Mişcările instabile din acest 
domeniu ar fi putut fi prezise direct din ecuaţia (7.109) utilizând criteriul Routh-
Hurwitz, coeficientul 4a  fiind negativ. 

7.6.2.2  Diagramele vitezelor unghiulare de precesie 

În figura 7.29, a s-a reprezentat grafic variaţia pulsaţiilor proprii Rω  
calculate faţă de sistemul de coordonate rotativ, în funcţie de Ω . În fig. 7.29, b se 
arată un grafic similar pentru pulsaţiile proprii Sω  calculate faţă de sistemul de 
coordonate fixe z,y . În ambele figuri s-a considerat un grad de asimetrie 28,0=μ . 

  
a b 

Fig. 7.29 [7.3] 

Un fenomen interesant corespunde punctului P din fig. 7.29, b, care 
defineşte o mişcare fără precesie ( )0=Sω  la viteza unghiulară de rotaţie 2nωΩ = . 
O astfel de mişcare ar putea fi produsă de o excitaţie fixă în spaţiu, cum ar fi 
greutatea proprie a unui rotor orizontal. În fig. 7.29, a acest punct se află pe dreapta 

Ωω −=R . Într-adevăr, o forţă cu direcţie fixă faţă de sistemul de coordonate fixe 
apare ca rotindu-se în sens contrar, cu viteza unghiulară Ω−  faţă de sistemul de 
coordonate rotativ. Detalii se prezintă în Secţiunea 7.6.2.5. 

Asimptotele corespund liniilor din diagramele vitezelor unghiulare de 
precesie din fig. 7.7, trasate pentru un rotor cu arbore axial izotrop. Deşi s-au utilizat 
patru cadrane, este suficient doar semiplanul drept (unde 0>Ω ).  
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Fig. 7.30 

 
Fig. 7.31 

O diagramă a vitezelor unghiulare de precesie reprezentată doar în 
semiplanul drept (pentru Ω  pozitive) este arătată în fig. 7.30. Pentru a mări zona 
instabilă, diagrama a fost calculată pentru un grad mare de asimetrie 5283,0=μ  
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[7.23]. Linia întreruptă Ωω =S  (înclinată la 045 ) marchează cele două viteze 
unghiulare critice de precesie sincronă.  

Adesea, diagrama vitezelor unghiulare de precesie este reprezentată numai 
în primul cadran, ca în fig. 7.31. Suprapunerea pulsaţiilor pozitive peste cele 
negative îngreunează interpretarea diagramei.  

 7.6.2.3  Diagrama de stabilitate 

 Notând 

   
2

22
2
0

ζη ωω
ω

+
= ,     (7.114) 

precesia este instabilă în domeniul ζη ωΩω <<  la vitezele unghiulare de rotaţie 

   μωΩμω +<<− 11 00 .   (7.115) 

 Figura 7.32 este o diagramă de stabilitate care arată regiunile cu precesie 
stabilă şi precesie instabilă, în funcţie de gradul de asimetrie μ  şi de viteza 
unghiulară de rotaţie Ω . Curbele limită sunt parabole. Domeniul instabil creşte cu 
gradul de asimetrie. 

 
Fig. 7.32 [7.14] 

 7.6.2.4  Răspunsul la dezechilibru masic  

În coordonate rotative, răspunsul la dezechilibru al rotoarelor neamortizate 
este descris de ecuaţiile (7.104). Soluţiile în regim staţionar au forma  

022

2
cosθ

Ωω
Ωη

η −
= e ,  022

2
sin θ

Ωω
Ωζ

ζ −
= e .  (7.116) 

Dezechilibrul produce o deplasare constantă în timp, cu amplitudinea  
22 ζηρ += .  
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În sistemul de coordonate fixe, centrul discului are o precesie sincronă pe 
un cerc de rază ρ=r . Aceasta depinde de viteza unghiulară Ω  şi de unghiul de 
poziţie al centrului de greutate 0θ . O prezentare mai detaliată se face în Secţiunea 
7.6.2.6 pentru rotoare cu amortizare externă.  

7.6.2.5  Încărcarea prin greutatea proprie  

După cum se poate observa din diagramele pulsaţiilor proprii (Secţiunea 
7.6.2.2), precesia unui arbore axial asimetric perfect echilibrat are o particularitate în 
plus când axa este orizontală. Forţa gravitaţională produce o rezonanţă secundară.  

În coordonate fixe  

  gmf y = ,  0=zf .    (7.117) 

Transformarea forţelor din coordonate fixe în coordonate rotative se scrie  

 
.tΩftΩff

,tΩftΩff

zy

zy

 cossin 

sin  cos

+−=

+=

ζ

η
   (7.118) 

Înlocuind (7.117) în (7.118), încărcarea gravitaţională poate fi exprimată în 
coordonate rotative sub forma  

 tΩgmf  cos=η ,    tΩgmf sin −=ζ .  (7.119) 

Înlocuind în ecuaţiile (7.104) forţele de dezechilibru prin greutatea proprie 
gm  rezultă 

  
.tgmζΩmk ηΩmζm

,tgmηΩmkζΩmηm

Ω

Ω

ζ

η

sin)(2

cos)(  2
2

2

−=−++

=−+−

&&&

&&&
  (7.120) 

Cu soluţii de forma  

 tΩG  cosηη = ,   tΩG sin ζζ = ,   (7.121) 

se obţine 

   
,gζΩ Ω

,gζΩηΩ

GG

GG

−=−+−

−=−−

)2(2

2)2( 
222

222

ζ

η

ωη

ω
  (7.122) 

şi 

   ( )22222

22

2

4
 

ζηζη

ζ

ωωΩωω

ω

+−

−
−=

Ω
gηG ,  (7.123, a) 
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( )22222

22

2

4

ζηζη

η

ωωΩωω

ω

+−

−
=

Ω
gζG .  (7.123, b) 

La pulsaţia de anulare a numitorului expresiilor (7.123) 

  2
22

22
2

2
1

sΩ Ω
ωω

ωω

ζη

ζη =
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+
= ,   (7.124) 

apare o rezonanţă, deci la aproximativ jumătate din media celor două viteze 
unghiulare critice.  

Într-adevăr, când diferenţa celor două rigidităţi este foarte mică, adică 
0ωωη =  şi ( ) 01 ωεωζ += , 
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( )[ ]
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( ) ( )εω

ε
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+
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sau 

  
22

1
2

1
2

0 ζη ωωεω
Ω

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≅s .   (7.125) 

Astfel, la rotoare cu arbori axial asimetrici apare o rezonanţă subarmonică 
produsă doar de greutatea proprie, cunoscută ca viteza unghiulară critică secundară.  

 
Fig. 7.33 [7.4] 

În vecinătatea turaţiei critice secundare, numărătorul şi numitorul expresiei 
razei precesiei produse de greutatea proprie au acelaşi ordin de mărime. Raza 
precesiei staţionare depinde de raportul ( ) ( )2222 ΩΩωω ηζ −− s . Rezultă că la această 
turaţie creşterea în timp a amplitudinii rezonante este lentă.  
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În fig. 7.33 se prezintă schematic variaţia, în funcţie de viteza unghiulară 
de rotaţie, a amplitudinii precesiei produse de acţiunea simultană a dezechilibrului 
masic şi greutăţii proprii. 

7.6.2.6  Arbore axial asimetric, cu amortizare externă  

Prezentarea care urmează este reprodusă din articolul clasic al lui H. D. 
Taylor [7.24]. 

 
Fig. 7.34 

Figura 7.34 ilustrează variaţia deformatei statice a unui arbore orizontal 
rotit încet; valoarea maximă apare când axa slabă este verticală (poziţia A) iar cea 
minimă când axa slabă este orizontală (poziţia C). Pentru poziţii intermediare (ca în 
S) centrul arborelui se deplasează pe o orbită circulară care trece prin punctele 
extreme, pe care o parcurge de două ori în timpul unei rotaţii complete a arborelui.  

În fig. 7.35 se arată poziţia arborelui pe orbită la fiecare sfert de perioadă 
de rotaţie. 

 
Fig. 7.35 
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La un arbore în rotaţie, un dezechilibru masic care se roteşte cu dublul 
vitezei unghiulare a arborelui va produce o vibraţie a arborelui cu frecvenţă dublă, cu 
un vârf rezonant la o turaţie a arborelui egală cu jumătate din media turaţiilor critice 
fundamentale. 

Răspunsul la dezechilibru al unui rotor simplu, cu amortizare vâscoasă 
externă, este descris în coordonate rotative de ecuaţii de forma  
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⎨
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         (7.126) 
în care raportul de amortizare  

  
02 ω

ζ
m
ce

e = .     (7.127) 

Curbele răspunsului la dezechilibru masic au aspect diferit în funcţie de 
valoarea relativă a gradului de asimetrie faţă de raportul de amortizare. Când eζμ > , 
raza precesiei arborelui poate deveni infinită, chiar în prezenţa amortizării. La arbori 
cu asimetrie axială moderată ( )eζμ < , aparent nu există o rază de precesie infinită 
dar apar o serie de alte particularităţi.  

 
   Fig. 7.36 

În fig. 7.36 se prezintă curbele de răspuns la dezechilibru masic, pentru patru 
valori ale unghiului 0θ  între raza vectoare a centrului de greutate al discului, în 
sistemul de referinţă mobil, şi axa “slabă” a arborelui, pentru 05,0=μ  şi .07,0=eζ  
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Se observă că o poziţie favorabilă a dezechilibrului masic poate reduce de cinci ori 
răspunsul maxim al rotorului, pentru valori nemodificate ale dezechilibrului, 
raportului de amortizare şi gradului de asimetrie. Vârful cel mai pronunţat apare 
când dezechilibrul este defazat 045  înaintea axei slabe, în sensul rotaţiei. Vârful cel 
mai mic apare când dezechilibrul este defazat 045  în urma axei slabe ( )0

0 45−=θ . 

 
Fig. 7.37 

În fig. 7.37 se prezintă diagrama polară a variaţiei razei maxime de precesie 
a discului rotorului în funcţie de poziţia unghiulară a dezechilibrului faţă de axa 
slabă a arborelui, pentru patru valori ale raportului de amortizare. Această rază 
maximă poate varia considerabil cu sensul rotaţiei deoarece, dacă se inversează 
sensul rotaţiei, punctul cel mai sensibil pentru dezechilibru ( 045  înaintea axei slabe) 
devine punctul cel mai puţin sensibil ( 045  în urma axei slabe). 

Condiţia de stabilitate este  

  041 2
0

2
22

2

2
0

2
≥+−⎟

⎟
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⎞
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⎝
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ω
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ω
Ω

e .  (7.128) 



7. INSTABILITATEA PRECESIEI ROTOARELOR 219 

 
Fig. 7.38 [7.14] 

În fig. 7.38 se prezintă o diagramă de stabilitate, în care curbele limită au 
expresiile  

  ( )
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2
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222
2
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2
2121 ⎟
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ee m . (7.129) 

Cu amortizare suficientă şi cu o asimetrie minimă a arborelui se poate evita 
funcţionarea instabilă.  

7.6.3  Distribuţia axial asimetrică a masei 

Se consideră un arbore elastic axial simetric, cu masa neglijabilă, care se 
roteşte cu viteză unghiulară constantă. Arborele este rezemat în lagăre identice 
circular izotrope şi are la mijloc un disc rigid. Deoarece discul este astfel rezemat 
încât deplasările unghiulare sunt decuplate de cele de translaţie şi se roteşte faţă de 
una din axele principale de inerţie, se vor examina oscilaţiile de mică amplitudine 
faţă de celelalte două axe principale de inerţie.  

7.6.3.1  Ecuaţiile lui Euler 

Fie un disc rigid montat articulat în centrul de greutate O, plasat în originea 
triedrului de referinţă fix X, Y, Z (fig. 7.39).  

Este convenabilă utilizarea unui sistem de coordonate ζηξ ,,  care se 
roteşte cu discul, faţă de care momentele de inerţie masice şi cele centrifugale sunt 
constante. Dacă acest sistem coincide cu axele principale de inerţie ale discului, 
momentele centrifugale sunt nule iar cele de inerţie sunt momentele de inerţie 
principale 1J , 2J , 3J . 
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Dacă versorii k,j,i  ai axelor ζηξ ,,  coincid şi se rotesc cu axele 
principale de inerţie 1, 2, 3, atunci momentul cinetic faţă de centrul de greutate este  

  kJjJiJK 332211 ωωω ++= ,   (7.130) 

unde 1ω , 2ω , 3ω  sunt componentele vitezei unghiulare absolute a discului în 
lungul axelor principale de inerţie. 

Viteza unghiulară, ω , exprimată prin cei trei versori ,k,j,i  faţă de un 
sistem de coordonate fixe, este  

  kji 321 ωωωω ++= .    (7.131) 

Conform teoremei momentului cinetic, cuplul exterior este egal cu derivata 
lui K  în raport cu timpul 

  K
t

K
t

KM ×+
∂
∂

== ω
d
d ,   (7.132) 

332211

321332211

ωωω
ωωωωωω

JJJ

kji
kJjJiJM +++= &&& . (7.133) 

Cuplul care acţionează asupra discului are componentele 1M , 2M , 3M  în 
lungul axelor principale de inerţie  

  kMjMiMM 321 ++= .   (7.134) 

Egalând componentele corespunzătoare din expresiile (7.133) şi (7.134) se 
obţin ecuaţiile scalare  

  ( ) 3232111 ωωω JJJM −−= & ,   (7.135, a) 

  ( ) 1313222 ωωω JJJM −−= & ,   (7.135, b) 

  ( ) 2121333 ωωω JJJM −−= & ,   (7.135, c) 

cunoscute ca ecuaţiile dinamice ale lui Euler. 

7.6.3.2  Ecuaţiile momentului cinetic  

Dacă axa ξ  este în lungul axei de rotaţie iar axele η  şi ζ  sunt în lungul 
unor diametre perpendiculare între ele, se pot introduce următoarele notaţii 
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  1JJ P = ,   2JJ =η ,   3JJ =ζ ,    (7.136) 

  .const== 1ωΩ ,   2ωωη = ,   3ωωζ = ,  (7.137) 

  01 =M ,   2MM =η ,   3MM =ζ .  (7.138) 

Ecuaţiile (7.135, b) şi (7.135, c) devin 

  
( )
( ) .MJJJ

,MJJJ

P

P

ζηηζζ

ηζζηη
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ωΩω

=−−

=−−

&

&
  (7.139) 

Poziţia unghiulară a discului faţă de sistemul de coordonate fixe se notează  

  kj γβσ +=      (7.140) 

unde β  şi γ  sunt componentele unghiului dintre axa arborelui şi linia lagărelor în 
triedrul de referinţă rotativ  

 
Fig. 7.39 

Derivata lui σ  în raport cu timpul este 

  kkjj &&&&& γγββσ +++= ,   (7.141) 
unde 

kjijj ΩΩΩ =×=×=& ,   jkikk ΩΩΩ −=×=×=& , 

astfel încât  
  ( ) ( ) kj βΩγγΩβσ ++−=& .   (7.142) 

Însă 
  kj ζη ωωσ +=& .    (7.143) 
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Componentele vitezei unghiulare absolute în lungul axelor diametrale sunt 

  
.

,

βΩγω
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ζ

η
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&

&
     (7.144) 

Înlocuind (7.144) în (7.139) rezultă 
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sau 
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Componentele cuplului aplicat ca urmare a deplasărilor unghiulare β  şi γ  
au expresiile 

  βη KM −= ,  γζ KM −= ,   (7.147) 

unde K este o rigiditate torsională. Ecuaţiile (7.146) devin 
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7.6.3.3  Vitezele unghiulare de precesie în coordonate rotative 

Ecuaţiile de mişcare (7.148) pot fi acum rescrise în funcţie de parametri 
adimensionali  
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unde 
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α
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+
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   este un factor de cuplaj giroscopic,  (7.150) 

ζη

ζηε
JJ
JJ

+

−
=           este un factor de asimetrie masică,  (7.151) 
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( )ζη

ω
JJ

K

+
=

2
1

2
0   este o pulsaţie proprie (fictitivă) de referinţă. (7.152) 

Cu soluţii exponenţiale de forma 

  te λββ 0= , te λγγ 0= ,   (7.153) 

ecuaţiile (7.149) se transformă în 

 
( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( )[ ] . Ω

,Ω

0112

0211 

0
22

0
2

0

00
22

0
2

=−−−+++−−

=−+−−−++

γεαΩωλεβλα

γλαβεαΩωλε
 (7.154) 

Pentru a avea soluţii nebanale, determinantul coeficienţilor deplasărilor 
unghiulare trebuie să se anuleze. Din această condiţie rezultă ecuaţia caracteristică 

  02 3
2

2
4

1 =++ aaa λλ ,    (7.155) 
în care 

 2
1 1 ε−=a , 

 ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−+= 2

2
1 222

02 ααεΩωa ,   (7.156) 

 ( )[ ] ( )[ ]εαΩωεαΩω +−−−−−= 11 22
0

22
03a . 

Valorile proprii au expresiile  

  
1

31
2
22

4321 a
aaaa

,,,
−±−

±=λ .  (7.157) 

Condiţiile de stabilitate sunt  

 01 >a ,  02 >a ,  03 >a .   (7.158) 

Primele două condiţii sunt satisfăcute pentru  

   210 << ε    şi   20 ≤<α ,  (7.159) 

iar ultima condiţie impune  

 ( )[ ] ( )[ ] 011 22
0

22
0 >+−−−−− εαΩωεαΩω . (7.160) 

Vitezele unghiulare critice se notează 
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εα

ω
Ω

+−
=

1
0

1 , 
εα

ω
Ω

−−
=

1
0

2 .  (7.161) 

Cazul I. Când PJ  este momentul de inerţie masic cel mai mare, αε <+1 , 
condiţia (7.160) este satisfăcută şi sistemul este stabil la toate vitezele unghiulare 
Ω . În fig. 7.40 se prezintă variaţia pulsaţiilor proprii de precesie faţă de un sistem 
de coordonate mobil, fixat de rotor, în funcţie de viteza unghiulară de rotaţie. În 
acest caz 031

2
2 >− aaa , deci 2λ  este reală şi negativă. Sistemul este oscilator. 

   
a b c 

Fig. 7.40 

Cazul II. Când PJ  este momentul de inerţie intermediar, εαε +<<− 11 , 
sistemul este stabil la viteze unghiulare 1ΩΩ <  şi instabil pentru 1ΩΩ > . Dacă 
există o viteză unghiulară critică, atunci mişcarea va fi stabilă sub această viteză şi 
instabilă deasupra ei (fig. 7.40, b). 

Cazul III. Când PJ  este momentul de inerţie cel mai mic, εα −<1 , 
sistemul este instabil la viteze unghiulare 21 ΩΩΩ <<  şi stabil pentru 1ΩΩ <  şi 

ΩΩ <2 . Dacă există două viteze unghiulare critice, mişcarea va fi stabilă sub cea 
mai mică şi peste cea mai mare, dar va fi instabilă între cele două viteze unghiulare 
critice (fig. 7.40, c). Pentru o anumită valoare α , introducerea unei asimetrii masice 
ε  tinde să micşoreze 1Ω  şi să crească 2Ω , lărgind domeniul turaţiilor instabile. 

Această observaţie se aplică şi rotoarelor în consolă, cu arbori rigizi, cu 
discuri sau elici montate la un capăt şi articulate la celălalt capăt, pentru care 
momentele de inerţie transversale faţă de pivot (incluzând masa înmulţită cu o 
lungime la pătrat) sunt mai mari decât momentul de inerţie masic axial.  
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Fig. 7.41 [7.25] 

În fig. 7.41 se arată o diagramă 3D a limitei de stabilitate pentru rotoare 
neamortizate, cu arbori axial asimetrici, în funcţie de parametrii α  şi ε , şi de viteza 
unghiulară adimensională 0ωΩ  [7.25], pentru Cazul III. 

7.6.3.4  Influenţa amortizării externe 

Dacă se include amortizarea vâscoasă externă, ecuaţiile (7.49) devin 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ] ,

,

ee

ee

012221

021221

22
000

0
22
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γεαΩωβΩωζγωζβΩαγε

γΩωζβεαΩωγΩαβωζβε

&&&&

&&&&
(7.162) 

unde 

  
m

ce
e

02ω
ζ = .     (7.163) 

Condiţia de stabilitate (7.160) devine 

( )[ ] ( )[ ] ( ) 0211 222
0

22
0 >++−−−−− ΩζεαΩωεαΩω e  (7.164) 

iar vitezele unghiulare critice (7.161), la marginile domeniului instabil, devin  

( ) ( ) 2222
021

1421

1

εαζζζα

ωΩ

+−+±−−

=

eee

, . (7.165) 
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Aşa cum se arată în diagrama de stabilitate din fig. 7.42, în prezenţa 
amortizării externe domeniul instabil ( )12 ΩΩ −  este mai îngust şi deplasat spre 
viteze unghiulare de rotaţie mai mari.  

 
Fig. 7.42 [7.14] 

7.6.4  Analiza cu elemente finite a rotoarelor axial asimetrice 

Dacă rotorul este axial asimetric şi lagărele sunt axial anizotrope, ecuaţiile 
de mişcare au coeficienţi periodici atât faţă de triedrul de referinţă mobil cât şi faţă 
de triedrul fix. În continuare se utilizează un triedru de referinţă fixat de stator. 
Rezolvarea problemei de valori proprii se face printr-o variantă a metodei Hill a 
determinantului infinit [7.26].  

7.6.4.1  Matricile elementelor în triedrul de referinţă fix  

 În triedrul de referinţă mobil ataşat rotorului, matricea de masă a unui 
element axial asimetric se poate aduce la forma  

   [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] ,

m
m

M r
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

2

1

0
0

  

unde [ ]1m  şi [ ]2m  sunt matricile de masă coerente corespunzătoare coordonatelor 
din planurile 1, respectiv 2, perpendiculare între ele [7.27]. 

 În triedrul de referinţă fix ataşat statorului, matricea de masă se obţine prin 
transformarea de congruenţă  

   [ ] [ ] [ ] [ ]T
rs RMRM   =    (7.166) 
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unde matricea ortogonală de rotaţie  

   [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
tt
tt

R
 cos sin
 sin cos

ΩΩ
ΩΩ

, 

în care Ω  este viteza unghiulară de rotaţie constantă a rotorului. 

 Matricea (7.166) se mai scrie 

  [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
=

tmmtm
tmtmm

M
dmd

ddm
s  2cos 2sin

 2sin 2cos
ΩΩ

ΩΩ
 (7.167) 

unde 

  [ ] [ ] [ ]( ),mmmm 212
1

+=       [ ] [ ] [ ]( ).mmmd  
2
1

21 −=  

 Matricea (7.167) poate fi scrisă sub forma 

  [ ] [ ] [ ] [ ] tMtMMM css  2cos  2sin 220 ΩΩ ++=   (7.168) 

sau 

  [ ] [ ] [ ] [ ] tt
s MMMM  2i +

20
 2i 

2 e e ΩΩ
+

−
− ++=   (7.169) 

unde 

   [ ] [ ] [ ]( ) ,MMM sc   i
2
1

222 +=−     [ ] [ ] [ ]( ).MMM sc 222  i
2
1

−=+  

Analog, matricea combinată de amortizare şi giroscopică se scrie  

  [ ] [ ] [ ] [ ] tt
s CCCC  2i +

20
 2i 

2 e e ΩΩ
+

−
− ++=   (7.170) 

iar matricea de rigiditate pentru un arbore axial asimetric este  

  [ ] [ ] [ ] [ ] tt
s KKKK  2i +

20
 2i 

2 e e ΩΩ
+

−
− ++= .  (7.171) 

Expresiile submatricilor din componenţa matricilor (7.169)-(7.171) sunt 
prezentate în Capitolul 5.  

7.6.4.2  Rezolvarea ecuaţiilor de mişcare cu coeficienţi periodici 

Ecuaţia de mişcare a modelului cu elemente finite al unui rotor cu elemente 
axial asimetrice se poate scrie matricial sub forma (unde s-a renunţat la indicele s)  

 ( )[ ]{ } ( )[ ]{ } ( )[ ]{ } ( ){ }tFutKutCutM =++ &&& . (7.172) 

În (7.172) matricile sunt reale şi periodice, cu perioada Ωπ2=T : 
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 ( )[ ] ( )[ ]TtMtM += ,  ( )[ ] ( )[ ]TtCtC += ,   ( )[ ] ( )[ ]TtKtK += . 

 Ecuaţia (7.172) se poate transforma într-un sistem de ecuaţii diferenţiale de 
ordinul întâi [7.28] care, în cazul ( ){ } { }0=tF , se scrie  

   ( ){ } ( )[ ] ( ){ } { }0=− txtAtx& ,   (7.173) 

unde 
 ( )[ ] ( )[ ]TtAtA += . 

 Ecuaţiile diferenţiale cu coeficienţi periodici au soluţii de forma  

   ( ){ } ( ){ }trtx ktk k )()(  e λ=    (7.174) 

unde ( ){ } ( ){ }Ttrtr kk += )()(  este vectorul propriu asociat valorii proprii complexe  

   .kkk ωαλ  i+=      (7.175) 

 Problema de valori şi vectori proprii se rezolvă dezvoltând în serie Fourier 
matricea ( )[ ]A t  şi vectorii proprii ( ){ }tr k )(   

 ( )[ ] [ ] tm

m
mAtA   ie  Ω∑

∞

−∞=

= , { } { } tn

n

k
n

k rtr   i)()( e  )( Ω∑
∞

−∞=

= . (7.176) 

 Înlocuind dezvoltările (7.176) în ecuaţia (7.173) rezultă 
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ecuaţie ce trebuie satisfăcută pentru toate pulsaţiile nΩ  în mod independent.  

Anularea coeficienţilor termenilor tn   ie Ω , pentru fiecare valoare n 
(echilibrarea armonicelor), conduce la o hiper-problemă de valori şi vectori proprii 
(de dimensiuni infinite) de forma 
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sau 
   [ ] [ ]( ) { } { }0 =− )k(

k qBIλ .   (7.177) 

 Matricea [ ]B , cu elemente constante (invariante în timp), are un număr 
infinit de vectori (şi valori) proprii, care nu sunt toţi liniar independenţi. Pentru a 
descrie complet soluţia omogenă sunt necesari numai 2N vectori (şi valori) proprii, 
unde N este dimensiunea matricilor sistemului original.  

 Într-adevăr 

{ } { } { } tln

n

k
n

tltn

n

k
n

tk rrtx kk  )( i

-=

)( ) i( i

-=

)()( e   e e   e )( ΩΩλΩλ −
∞

∞

+
∞

∞
∑∑ == . 

 Rezultă că  

 )( i i ΩωαΩλλ ll kkkl ++=+= ,   ( ),...,,,,,,...,l 3210123 +++−−−=  

este de asemenea o valoare proprie a matricii [ ])(tB , iar vectorul propriu 
corespunzător este 

   { } { } Ωlkl qq i )()(  e −= , 

deci numai 2N vectori proprii sunt liniar independenţi [7.28]. 

 Pentru calcule practice, seria Fourier infinită se trunchiază la primele p  
armonice, deci la ( )12 +p  termeni.  

Aceasta conduce la problema finită de valori şi vectori proprii  

   [ ] [ ]( ) { } { }0 ˆq̂B̂Î )k(
k =−λ    (7.178) 

de dimensiune 2 2 1N p( )+ , unde 2N este numărul gradelor de libertate.  

Din cele 2 2 1N p( )+  valori (şi vectori) proprii ai matricii [ ]B̂  se 
calculează cele 2N valori (şi vectori) proprii de bază [7.28]. În general, singura 
dificultate majoră în rezolvarea problemei de valori şi vectori proprii (7.178) o 
reprezintă inversarea matricii [ ]Ms  pentru obţinerea formulării în spaţiul stărilor 
(7.173), în special la sisteme cu asimetrie pronunţată.  
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Etanşări cu contact flotant     150 
− cu gaz     147 
− cu lichid     39,  137 
− inelare     34 
− labirintice     147 
Excentricitatea relativă     79 

Factor de asimetrie masică     222 
− de cuplaj giroscopic     222 
− de preîncărcare     118 
Forţa tangenţială destabilizatoare     202 
Forţele de dezechilibru     12,  27,  39 
Frecare de contact     203 
− uscată     204 
Funcţii de formă     19 

Gradul de asimetrie     208 
Grinda Bernoulli-Euler     16,  18 
− Bresse-Timoshenko     13,  18 

Indicele de vâscozitate     111 
Instabilitatea rotoarelor     161 
Interacţiunea roată-difuzor     201 

Încărcare prin greutatea proprie     214 
Înclinarea discului     10 

Jensen      141 

Lagăr radial     31,  77 
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 − circular     112 
 − cu bucşă flotantă     129 
 − cu canale axiale     112 
 − cu cuzinet complet     112 
 − cu film fluid     77 
 − cu patru lobi     121 
 − cu prag de presiune     114 
 −  − multilobat     122 
 − cu segmenţi oscilanţi     124 
 − cu semicuzineţi decalaţi     116 
 − cu treaptă de presiune     114 
 − cu treaptă Rayleigh     128 
 − cu trei lobi     120 
 − de lungime finită (Moes)     99 
 − de lungime infinită (Sommerfeld)     99 
 − eliptic     118 
 − infinit scurt (Ocvirk)     90 
 − lămâie     118 
 − multilobat     117 
 − Sommerfeld     99,  179 

Macroelemente     59 
Masa critică a rotorului     192 
Matricea giroscopică     7,  21,  38 

 − de masă     7,  21,  38 
 − de rigiditate     24,  31,  38 

Metoda cercurilor concentrice     54 
Modelarea rotorului     29 
Modelul lui Black     141 

 − lui Childs     143 
 − lui Jensen     141 

Moduri de constrângere statică     65 
 − normale constrânse     64 

Momente giroscopice     11 

Numărul Sommerfeld     80,  100 

Oil whip     174 
 − whirl     174 

Orbite     49 

Precesie 
 − contra-rotativă     171 
 − co-rotativă     171 
 − datorită aburului     199 
 − datorită uleiului     174 
 − directă     4,  197 
 − instabilă     173 
 − inversă     4,  171,  203 
 − la semifrecvenţă     176 
 − uscată     204 

Pulsaţia precesiei instabile     191 

Raportul de amortizare     43,   
Răspunsul la dezechilibru     47,  213 
Reducere pas cu pas     68 
Reducerea ordinului modelului     56 
Relaţia vâscozitate-temperatură     109 
Rezonanţa datorită uleiului     183 
− subarmonică     215 
Rigiditate transversală de cuplaj    140,  162 
Routh-Hurwitz      188 

Squeeze film     130 
Stabilitatea sistemelor liniare     187 
− neutră     184 
Steam whirl     199 
Substructurarea modelului     62 

Taylor     216 
Temperatura lagărelor     107 
Triedre de referinţă     3 
Turaţia critică     44 
− − secundară     215 
Turaţia de apariţie a instabilităţii    162, 178 
− la limita de stabilitate     168 

Unghiul de atitudine     79,  100 

Vâscozitatea absolută     109 
− cinematică     109 
− dinamică     109 
Vectori proprii     41 
Viteza unghiulară critică 
− − − secundară     215 
− − de precesie     43,  56 
− − de rotaţie     4 
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