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Prefata

Vibratiile si zgomotele constituie surse de ,,poluare mecanicd” a
mediului ambiant, avind aciiune nocivi asupra oamenilor, clﬁdmlor,
maginilor gi 1nstalai;1ﬂor industriale. Ele sint rezultatul a dou# tendinte
actuale ale dezvoltiirii tehnologice : pe de o parte — cresterea vitezelor de
transport si a turatiilor de lucru ale maginilor, pe de altd parte — realizarea
unor constructii usoare, de greutate redusd dar rigiditate relativ mare,
deci cu frecvente proprii ridicate, folosind tehnologii de asamblare care
duc la miecgorarea amortizirii structurale, deci la cregterea rdspun-
~ sului la rezonantd.

In aceste conditii, o 1mporta;n’;§; tot mai mare o are proieclarea
Judwwasa a constructitlor si wiilajelor, in vederea realizdrii unor sisteme
in care s& nu se depawasca nivelele admisibile privind zgomotul, oboseala
§i uzura materialelor, functionarea corespunzitoare a elementelor com-
ponente si confortul oferit utilizatorului.

Exxsta, trei direc{ii principale pentru realizarea acestui deziderat :
1) identificarea surselor perturbatoare, micgorarea intensitéf{ii sau modi-
ficarea frecventelor acestora, in vederea reducerii efectului sau evibérii
rezonantelor stmcturale, 2) reproiectarea smtemelor, pentru evitarea
rezona,nt,elor, prin moditicarea amplasérii, formei §i dimensinnilor elemen-
telor componente, vizind alegerea corectd a rigiditatii gi distribuirea
convenabild a masei ; 3) alegeres unor materiale corespunzitoare, eventual
atasarea unor elemente capabile sd inmagazineze sau s& disipeze ener-
gie, astfel incit sistemele sd reziste in bune conditiuni la nivelele de
vibratii anticipate sau cunoscute.

Un element esential in rezolvarea acestor probleme il constituie
cunoagterea caracteristicilor dinamice ale materialelor si structurilor,
pe baza cidrora se poate realiza modelarea matematicd a comportérii
dinamice a sistemelor meecanice.

Folosirea modelelor analitice poate duce la realizarea unor impor-
tante economii in proiectarea §i omologarea unor produse noi, cu carac-
teristiei tehnice ridicate. Ea permite ca modificérile structurale si opti-
mizirile s& se poatd face incé in faza de proiectare, eventual de experi-
mentare a profotipului, evitind cheltuielile legate de incercarea mai multor
variante constructive pe prodnsul realizat fizic. De asemenea, méisurind
rispunsul elementelor componente ale unei magini, se poate determina
prin calcul rispunsul ansamblului, simulind diferite condi{ii de func{ionare,
scurtind astfel perioada de dare in folosin{d a utilajelor.



Impulsionate de dezvoltarea calculatoarelor numerice $i a echipa-
mentului modern de misurare electric a mirimilor neelectrice, aceste
preocupdri au dus la conturarea unui nou domeniu de cercetare — iden-
tificarea sistemelor mecanice. Degi parte integrantd a teoriei generale @
identificdrii proceselor, aplicat sistemelor elastice, el ridics probleme
specifice, datoritd in special rolului determinant al amortizirii asupra
dinamicii acestora. _

In {ara noastrs, o lucrare de sintezd asupra metodelor generale de
identificare experimental a proceselor automatizate a fost publicati
de un colectiv sub conducerea prof. C. Penescu [87]. Lucrarea de fatd
igi propune expunerea metodelor specifice sistemelor mecanice. De aceea,
se trateazd in special metodele de estimare a parametrilor in domeniul
frecventelor, iar dintre acestea — cele bazate pe analiza modali.

Majoritatea metodelor au apérut i s-au dezvoltat in strinss legétura
cu nevoile industriei aeronautice, fiind apoi utilizate si in construciia
maginilor unelte, a automobilelor §i echipamentului feroviar. De asemenes,
multe din metodele de identificare a sistemelor cu unul sau doud grade de
libertate sint folosite in dinamica fundatiilor de magini, precum gi la deter-
minarea proprietdfilor dinamice ale materialelor. Cartea se adreseazs
deci celor care lucreazi in aceste domenii, cu intenfia de a le oferi o sintezd
a celor mai utilizate metode de identificare dinamics a sistemelor elastice,
precum gi prezentarea unor metode noi, dezvoltate i utilizate de autor
in cadrul Laboratorului de rezistenia materialelor de la Institutul Poli-
tehnic Bucuregti. :

Se pune accent pe fundamentarea teoretick a fiecirei metode si
pe deducerea relafiilor de caleul al parametrilor dinamici ai modelelor mate-
matice ale structurilor, pe baza datelor experimentale, £ird a se insista asupra
metodologiei misuririi propriu-zise, care face obiectul lucréirilor de Misu-
rarea vibratiilor [19].

Dupé capitolul introductiv,-in care se definesc nofiunile de bazi,
in capitolul 2 se d& o extindere mai mare prezentirii metodelor de estimare
a parametrilor sistemelor cu un grad de libertate, tratindu-se separat
cazul amortizérii viseoase gi cel al amortizirii higteretice, pentru evitarea
unor confuzii ce se fac frecvent in ceea ce priveste caracterul exact sau
aproximativ al unor formule de calcul al parametrilor. Urmeaz$ un capitol
cuprinzind elemente de teoria vibratiilor sistemelor cu numir finit de
grade de liberate gi un capitol cu generalitdti asupra structurii modelelor
de caleul, necesare fundamentirii teoretice a metodelor de identificare cn
excitagie intr-un punct — prezentate in capitolul 5 si a celor cu exciftatie
in mai multe puncte — prezentate in capitolul 6. In capitolul 7 se expun
metode de estimare a parametrilor sistemelor neliniare cu un grad de
libertate.

S-a c#utat ca in toate cazurile analizate si se prezinte relatiile cele
mai simple pentru caleculul parametrilor dinamici ai sistemelor elastice’
cartea reprezentind astfel un ,indrumar” la indemina celor interesat;
de aceste probleme. De asemenea, tratarea detaliatd, aproape didactic,

“& metodelor de separare analiticd a vectorilor modali urmiregte familia-
rizarea inginerului mecanic cu un domeniu de studiu de dati relativ



recentd, cu largi posibilitéti de dezvoltare, in care se pot gési noi directii
de cercetare in vederea peifectiondrii metodelor de estimare a parametrilor
structurilor elastice.

In lucrare s-a expus cu precidere baza analiticd a metodelor de
estimare a parametrilor in domeniul frecventelor. Prezentarea altor metode
de identificare precum si 2 tehnicilor experimentale utilizate face obiectul
altei lucriri.

Multumesc colectivului Editurii Academiei prin a carni grijd com-
petentéd lucrarea de fatd a luat forma prezentatd cititorilor.

25 iunie 1977 Mircea Rades
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ar, by — prescurtdri, v. formulele (3.72)
Ay, By — prescurtiri, v. formulele (3.73)
[4], [B] — matrice definite de (5.68) s5i (5.48)

¢ — coeficient de amortizare viscoasi
cs — coeficient de ‘amortizare modal, element al matricel [‘CJ
[€] — matricea de amortizare
cf? — coeficient de amortizare al legiturii modale I—j
e = 2,718 baza logaritmilor naturali
E — eroare
f — forti concentrati

F, — fortd modali
{(?(r)} — med principal de excitatie

g — factor de amortizare histeretici
[G] — matrice definitd de (6.108)
h{t) — funciia pondere
h — coeficient de amortizare histeretici
[H] — matricea amortizirii histeretice
H{iw) — funciie de raspuns in frecventd
1 = ¥ —1 unitatea imaginari
[I] — omatricea unitate
J — punct curent de misurare a rdspunsului
[J] — matrice definiti de (6.115)
kE  — constantd elasticd
ky — constant3 elasticd modals, element al matricei Ek;l
[K] — matricea de rigiditate
K{7) — constantd elastic a legiturii modale I—j
I — punct curent de aplicare a excitatiei
m — masd concentratid
m, — masid medald, element al matricei Em;l

[M] — matricea de inertie

Mf — masa legiturii modale I—j
_/ — mobilitate (viteziffor{s)

N — numir de grade de libertate
Ny — numir de pulsatii excltatoare
Pr — coordonati principald neamortizati
P, — coeficienti in funefia transmitantei (5.187)
@ — putere complexi
g¢r — coordonatd generalizati independenti
{g'"} — mod ‘complex de vibrajie (amortizare viscoass)
Qr — coeficienti in functia transmitantel (5.187)
r — excentricitate; indice modal
{R} —. vector definit de (3.171)
s — are de curbi; indice modal
{8} — wvector excitajie definit de (3.151)
i — timp
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T — perloadd de vibratle
“C — transmisibilitate
u,, », — parametri modali, v. relatiile (3.160)
[U]. [V] — matrice definite de (3.150)
{wf*)} — mod complex de vibrajle (amortizare histeretici)
W, W, Wy — energie cineticd, energie potentlald, energie disipatd
Wr ,W1 — energie activil, energie reactivi
x — deplasare liniara
{z} — vector definit de (3.151)
X(iw) - transformata Fourier a functiei x(f)
gy — deplasare liniard
Y{iw) — transformata Fourier a funciiei y({)
z deplasare liniard relativi
zy coordonata principald complexi
zZ impedantd mecanicd (fortd/viteza)
a receptanié (deplasare/forta)
_ B — obstructanta (for{d/deplasare)
v — raport de mase
s coeficienti in relatia (6.36)
3}") — coeficlent modal, v. (3.185)
% — raport de amortizare
inertantd (acceleratie/foria)

?} —
6 — unghi

xs{) — coeficient modal, v. (3.75)
3 — raportul componentelor la excitatia cu forte in cuadraturi

Ar — coeficlenti in dezvoltarea (3.120)
coeficient de neliniaritate ; masd aparentdi (fortd/acceleratie)

v — frecventd
coordonats principald ameortizati
vector propriu (amortizare viscoasé neproportlonalé)
pulsatie complexd, v. (3.163)

T, — notatie, v. (5.88)

¢ — unghi de fazd
{@(r}} — mod real fortat de vibratie

X9 — coeficient meodal, v. (3.74)

¢ — unghi de fazi

{¥(r)} — mod real clasic de vibrajie

@ — pulsatie
pulsatie proprie (sisteme cu un grad de libertate)

pulsatia proprie a modului r
wy — pulsatie excitatoare
)} — pulsatie adimensionali

Lista de mai sus contine simbolurile cel mai frecvent folosite in lucrare. Toate notatiile sint defi-
nite in text, pe mésura utilizirii. Atunci cind s-a folosit acelasi simbol pentru madrimi diferite s-a

ciutat ca aceasta sd nu producé dificulti{i sau confuzii la lectura cértii.
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CAPITOLUL 1

Caracteristicile dinamice ale sistemelor
mecanice gi identificarea lor

1.1. Natura si efectele vibratiilor mecanice

Oscilatiile — de naturi mecanicd, termicd, electromagneticd ete. —
sint fenomene dinamice, caracterizate prin vam1a1;1a in timp 2 unei mirimi
de stare a sistemului, de obicei in vecinitatea valorii corespunzdtoare
unei gtiri de echilibru.

Prin vibratii se inteleg oscilatiile sistemelor elastice, adicd migeérile
sistemelor mecanice datorite unor forte de readucere elastice.

1. Dac# un sistem elastic este scos din pozitia de echilibru stabil,
prin aplicarea unei solicitéri statice, acesta inmagazineazi o cantitate de
energie potengialﬁ. Dacéd ulterior sistemul este ldsat liber, fird si se mai
introducé energie in sistem, acesta executd vibrajii lzbere.

Deplasat dintr-o pozitie de echilibru stabil, sistemul revine sub acfiu-
hea fortelor de readucere elastice. Datoritd masei din sistem, aceste forje
dau nagtere la acceleratii, astfel cd sistemul trece prin pozitia de echili-
bru cu o anumité viteza, deci are energie cineticé.

Deplasarea continud pind cind fortele de readuceie elastice, care
produc acum o decelerare, opresc gistemul din miscare. In acel moment,
energla cineticd avutd in dreptul pozitiei de echilibrn s-a transformat
in energie potentiald de deformatie, dupi care procesul se repets. In pre-
zenta unor forte de frecare, energia mecanicd este disipats, iar vibrajia
este amortizatd dupd un numir oarecare de cicluri.

2. Dacd deplasarea are loc in prezenta unei surse de energie, se
poate ajunge la fenomenul de auiovibratii. In acest caz, amplitudinea mis-
cirii cregte continuu, pind este limitatd de efecte neliniare sau amortizare.
Migcarea este mtretmut:‘i de o for{d permdmi creatd san determinaté de
migcarea insisi, degi energia este furnizati in mod uniform de cétre sursa
exterioard.

3. O altd categorie de migelri o formeazd vibragiile fortate (intre-
tinute) produse de for{e perturbatoare care exists independent de migcare,
In general, sarcinile sau deplasﬁmle sint aplicate dinamie, cu o anumitd
viteza, deci sint variabile in timp. Astfel de excitatii implicd un transfer
de energie de la sursa perturbatoare la sistem. Daci transferul are loc
periodie, constant pe fiecare ciclu, vibratia for{atd este sfationard, de
amplitudine constantd. Dacé transferul se face neuniform, vibrajia are
un caracter iranzitoriu, amplitudinea variind pin# la stabilirea unui regim
stafpionam sau pind la amortizarea complets.

4. Aplicarea brusef a unei perturbatii produce gocuri sau impacturi.
Socul este o perturbatie prin care se transmite sistemului, energie cineticd
intr-un interval de timp scurt in comparatie cu peno&da 8a proprie de
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oseilatie. Ra.spunsul la un goc este deci, din momentul incetdrii actiunii,
o vibratie liberd. Excitatia tranzitorie este o perturbatie eare dureazd mai
multe perioade de vibratie proprie ale sistemului.

5. Vibratiile periodice §i cele tranzitorii sint fenomene deterministe.
in majoritatea aplicatiilor practice, vibratiile au caracter nedeterminist,
aleator, in sensul c# valorile instantanee ale marimilor care definese mig-
carea nu mai sint predictibile. Se recurge la calculul probabilititilor gi se
lucreazd cu mdérimi statistice san valori medii, care in cazul proceselor
stationare, ergodice §i cu distributie gaussiani devin predictibile.

6. In general, cind asupra unui sistem liniar si cu parametri inva-
riabili in timp se aplicd o perturbafie oarecare, miscarea rezultantd este
suma a dou#l componente distincte : vibrafia forfatd, descrisé de o functie
aseminiitoare functiei excitatiei si mbm;m proprie, dependentd doar de
caracteristicile dinamice ale sistemului, a cédrei functie de tlmp este de
obicei o combinatie intre o sinusoidd si o exponentiala.

7. In cazul unei perturbat11 armonice sau aleatoare stationare,
vibratjia proprie se amortizeaz# imediat dupd inceputul migedrii, riminind
doar vibrafia fortata, care in anumite conditii poate produce rezonanté.

8. Rezonanta ia hagtere la frecventele la care suma celor doud energii
preactive” recupera.blle — potentiald gi cinetici — este nuli, iar energia
transmisd sistermului este egalid cu cea disipatd prin frecidri. Ia apare cind
excitatia este descrisd de o funciie de timp care se aseamina cu functja de
timp a migedrii proprii a sistemului sau eind speectrul de frecvente al pertur-
batiei acoperd un domeniu ce cuprinde frecventele proprii ale sistemului.

Rezonanta inseamni amplitudini mari ale migcdrii in anumite puncte
saN pa,rp ale sistemului, insotite de solicitéri g1 eforturi unitare mari san
migeédri relative congiderabile, care pot duce la ruperi prin oboseald,
functionare necorespunzatoare, uzurd, trepidatii, deci zgomot — cu
acfiune nocivd asupra omului.

9. Evitarea regimurilor periculoase de vibratii, in special & celor
din vecinitatéa frecventelor de rezonantéd, se poate face prin urmaétoarele

masuri ;
— identificarea surselor de excitatie si atenuarea sau izolarea

acestora ;
— 'modificarea structurii sau a parametrilor sistemului excitat,

pentru evitarea rezonantelor ;

— adoptarea unor solutii constructive pentru amortizarea v1bra—
tiilor, atunci ¢ind rezonantele nu pot fi evitate.

In toate cazurile, este necesar si se inteleagid, in primul rmd care
este influenta modificdrilor structurale asupra comportérii dmamlce 2
sistemelor mecanice la diferite tipuri de perturbatii. Pe aceast® bazi,
inginerul proiectant va fi capabil 84 dezvolte metode si 84 foloseascs mode]e .
care si prevadd rdspunsul dinamic al sistemelor reale, experimentatornl
va putea interpreta corect rezultatele masuranlor, §i impreund vor putea
lua decizii fundamentate in vederea modificérii in sensul dorit a parame-

trilor sistemelor studiate.

1.2. Etapele unui studiu dinamic

- Studiul dinamic al unui sistem mecanic are drept scop fie minimi-
zavea efectelor nedorite ale vibratiilor, fie optimizarea parametrilor de
functionare, acolo unde vibrafia este un proces util. Pentru aceasta este
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necesarsi secunoascé, iar uneori sé se poatd prevedea, comportarea dinami-
céi a sistemelor mecanice §i 8 se infeleagh in ce mod modificirile aduse
unui sistem , san parametrilor sursei perturbatoare, afecteazi compor-
tarea acestuia in regim dinamic.

In general, in studiul analitic al unei probleme de vibratit se parcurg
urméitoarele etape :

Etapa 1. Definirea problemei studiate, respectiv definirea sistemului
analizat.

FEtapa 2. Modelarea aspectelor relevante ale fenomenelor dinamice
observate. De obicei, aceastd parte se parcurge in dou# stadii : intii mode-
larea fizicd i apoi modelarea matematicd. Uneori se trece direct la mode-
larea matematica.

Modelarea fizicd presupune formularea unui ,,model fizic” a cdrni
comportare si aproximeze cit mai bine pe cea a sistemului real. Modelul
fizic se aseaménd cu sistemul real in ceea ce priveste caracteristicile de
bazd, dar este mai simplu si deci mai abordabil analizei.

Astfel, elementele componente ale unei magini sau structuri pot fi
modelate ca bare, plici, inveliguri, discuri, tuburi, corpuri masive ete.
Actiunea reciprocd a dou# corpuri poate fi schematizati prin forte concen-
trate, cupluri concentrate, sarcini distribuite etc.

In multe cazuri, insd, rispunsul dinamic al structurilor poate fi
reprezentat printr-un model cu ,,parametri concentrati’’, compus din mase,
arcuri i amortizoare. Dacs structura este complicaté si dacsh intereseazd
rdispunsul pe un domeniu larg de frecvente, numirul acestor elemente
poate fi destul de mare. Totusi, pentru sisteme simple san pentru structuri
complexe, intr-un domeniu limitat de frecvente, raspunsul poate fi repre-
zentat suficient de preecis folosind un model fizic compus doar din citeva
elemente discrete. ‘

Aproximatiile ecare se fac la formularea modelelor fizice se refers la :
neglijarea efectelor secundare, neglijarea unor interactiuni cu mediul
ambiant, inlocuirea caracteristicilor ,,distribuite’’ prin parametri ,,concen-
tra{i” similari, liniarizarea relatiilor cauzi-efect intre variabilele fizice,
neglijarea variatiei in timp a unor parametii, neglijarea caracterului aleator
al unor fenomene ete.

Pe misura imbunititirii modelului gi a definirii mai precise a pro-
blemei studiate, se renun{4 la o parte din aceste aproximatii. De exemplu,
la frecvente inalte, unde efectele inertiale nu mai pot fi neglijate, modelul
de bard Bernoulli-Euler este inlocuit cu modelul de bard Timoshenko.
In eazul amplitudinilor mari de vibratie trebuie luate in consideratie
neliniarititile de naturd geometricd si fizicil, care la amplitudini mici sint
neglijate. _

Modelarea matematicd presupune elaborarea unui ,,model matematic®
care sl reprezinte modelul fizic, adic# scrierea ecuatiilor de migcare (dife-
rentiale, integro-diferentiale, in diferenfe finite ete.) ale sistemului fizic.

Trecerea de la modelul fizic la modelul matematic se face in patru
ctape succesive :

a — alegerea variabilelor care descriu starea sistemului }a un moment .
dat;

b — stabilirea ecuatiilor de echilibru pentru sistem in ansamblu,
sau pentru fiecare component sau subsistem in parte ;

o — stabilirea ecuafiilor de compatibilitate, care exprimi legiitura,
intre migedrile subsistemelor interconectate ;

15



d — scrierea legilor fizice, adicdi ‘a relatiilor constitutive pentrn
fiecare element component.

Blape 3. Studiul comportirii dinamice a modelului matematic,
prin rezolvarea ecuatiilor de migeare §i stabilirea unor relagit intre parametrit
modelului st mdrimile masurabile experimental. Cu alte cuvinte — folo-
siraela modelului pentru descoperirea comportirii relevante a sistemului
real.
- Etapa 4. Verificarea validitdtis modelului prin compararea comportarii
lui eu cea a sistemului real, determinatd experimental.

Apoi se revine la prima etapd, reluind secventa de cite ori este
neeesar. In cazul proiectirii — se fa.ce alegerea parametrilor fizici ai sis-
temului gi a solutiilor constructive, sau modificarea acestora in vederea
obtinerii comportarii dorite.

Etapele legate de definirea problemei gi de transpunerea rezultatelor
intr-un proiect nu fac obiectul lucririi de fatd ; experienta necesari se
dobindeste in munca de proiectare. De asemenea, nu se insistd asupra
rezolvirii ecnatiilor de migeare ale unor modele date — aceasta ficind
obiectul majoritdtii luerdrilor de dinamica sistemelor elastice [20] si niei
asupra aspectelor de detaliu privind mé#surarea experimentalsd a rdspunsylui
dinamic al sistemelor reale — tratate in lucriri speciale [19].

In lucrare se pune accent pe determinarea relatitlor inire pammemz
modelelor utilizate frecvent tn teoria vibragiilor mecanice $i mdrimile mdsu-
rabile experimental.

1.3. Studiul rispunsului dinamic al unui sistem mecanic

Cauza wbra,’plﬂor unui sistem mecanic o constituie sarcinile exterioare
sau deplasirile impuse, variabile in timp, denumite in general excitapii
san perturbajii.

Migecérile diverselor puncte ale sistemului §i eforturile dinamice
din elementele acestuia reprezintﬁ; efectele de naturd mecanicd ale acestor
perturbatii, fiind denumite in general rdspunsuri.

Rispunsul este condlmonat atit de parametrii exclta.mel cit si de
caracteristicile mecanice ale sistemului. Relatia cauzi-efect depinde de
sisbem.

Rezolvarea oricdrei probleme de vibratii constd in stabilirea
relatiilor intre excitatie, rispuns gi caracteristicile dmamme ale siste-
mului, eonform schemei din figura 1.1.

Studiul rdspunsului dinamie al
unui sistern mecanic cuprinde doud

Leilsfie | sisrem LiwaR Rispung categorii mari de probleme: cea di-
rectd si cea inversd [8].

Dacé ecuatiile care deseriu com-

Fig. 1.1 portarea dinamicd a sistemului din

figura 1.1. sint cunoscute, atuneci pro-

blema directd constd in determinarea rispunsului sistemului la o exci-

tatie cunoscutd. De exemplu, dacd se cunose ecuatiile care descriu

dinamica unui avion, se cere rispunsul acestuia la socul produs de o
rafald de vint.

In problema inversd sau se cunoagte rispunsul sistemului la o exci-

tatie datd, insd fie ecuatiile de migcare, fie configuratia, fie unii parametri
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ai sistemului mecanic sint necunogcuti §i trebuie determinati, sau se cunoag-
te sistemul §i se cere excitatia.

Problema inversd poate fi deci impértit4 in trei subprobleme [8]:

a) Sinteza sau proiectarea. Date fund excitatia §i rdspunsul, se cautd
un sistem realizabil fizic care s& aproximeze cit mai bine relatia excitatie-
riaspuns. In general, solutia nu este unic#, gradul de aproximare fiind dife-
1'1113 pe mésura rezolvirii problemei ajungindu-se la sisteme tot mai eom-
plicate.

Proiectarea presupune 1in compromis intre mai multe cerinfe con-
trare, astfel cd realizarea practicd a sistemului presupune imbinarea
gtiinfei cu arta, acest ultim factor referindu-ge si la instinetul pentru rea-
lizarea unor proportii corecte.

b) Comanda sau mdsurarea. Se cunoaste sisteraul gi rdspunsul
acestuia. Se cautd excitafia care produce rispunsul dat. Este cazul misu-
rarii cu aparate a cdror functie de transfer san curbi de etalonare se cu-
noagte, cazul identificdrii fortelor excitatoare ete. .

¢) Identificarea sistemului. Se cunosc o serie de funectii ale excitatiei
si. functiile corespunzitoare ale rdspunsului. Se ecautd o descriere mate-
matied sau un mode! analitic al sistemulul, Relatiile intre excltatale 31
réspuns se determing experlmenta.l Datele experimentale cele mai frecvent
utilizate sint curbele de rispuns in frecventd ale sistemului, obtinute
prin exeitatia cu ,,semnale de prob#’ armonice, neperiodice sau aleatoare.
Pe baza acestor curbe se face identificarea frecventelor i a modurilor
proprii- de vibratie, precum si a proprietdfilor dinamice specifice —
amortizare, rigiditate dinamics ete. Acest mod de ,identificare in dome-
niul frecventelor’ va fi tratat cu prioritate in lucrarea de faid.

1.4. Identificarea sistemelor mecanice

Rezolvarea unei probleme de vibratii implicd un proces iterativ
de imbinare a analizei teoretice cu determindrile experimentale. In acest
cadru, cunoasterea caracteristicilor dinamice ale materialelor gi structurilor
constituie un element esential. Forma cea mai evoluati de exprimare a
acestora o constituie modelul matematic al sistemului analizat, care per-
mite un studiu cantitativ al fenomenelor, fiind deosebit de util in probleme
de proiectare gi optimizare.

Identificarea sistemelor se poate defini ca fiind procesul de determinare
& ecuafitlor diferenfiale (sau in diferente finite) care descriu comporiarea
unui 3istem, in concordamid cu un coriteriu de performanid prestab'lht, pe
baza unor relatii intre mérimile care caracterizeazd excilafia $i cele care

caracierizeazd raspunsul (determinate experimental).

Identificarea dinamicd se refers deci la stabilirea ecuatiilor de mig-
care, implicit a coeficientilor care intrd in compunerea lor, deci — la
determinarea caracteristictlor dinamice ale sistemelor.

In general, un proces de identificare cuprinde trei etape :

a) Alegerea structurii modelulus — in care se aleg, pe baza experientel
prealabile, ecuatiile diferentiale pentru un model propus. Astfel, compa-
rind curbele de rédspuns in frecveni;,é, ale sistemulni studiat eu cele deter-
minate analitic pentru o serie de modele, se poate stabili numérul gradelor
de libertate semnificative, tipul amortizérii, oportunitatea introducerii
elementelor neliniare etc., putindu-se face o prestructurare a gistemului.
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Parametrii necunoscufi ai acestei structuri — mase, rigiditati, constante
de amortizare — se determin# ulterior.

b) Alegerea eriteriului de comparatie a modelului cw structura reald —
in care se specificd criteriul matematic ce trebuie optimizat pentru a
realiza identificarea.

in forma cea mai simpli, se recurge la compararea directd a curbelor
de raspuns in frecventd ale structurii gi ale modelului, de obicei in citeva
puncte date in vecin#tatea rezonangelor.

in metodele mai evoluate, concordanta proprietitilor modelului eu
ale structurii reale se exprimi printr-o funcfie criteriu, de exemplu — inte-
grala pitratului erorii (eroarea este aici diferenta dintre raspunsul instan-
taneu al structurii si cel al modelului). Determinares, parametrilor optimi
ai modelului se reduce la ciutarea minimului unei functii de mai multe
variabile. Dacé se adoptd .criteriul mediei erorii p&trafme, se Iolosegte
metoda regresiei.

In alfe cazuri, eroarea se defineste ca diferenta dintre rispunsul
in frecventé gl structurii si.cel al modelului. Astfel, la aproximarea prin
cercuri a buclelor diagramelor polare (v. § 5.3.5), ,,cel mai potrivit cerc”
se poate trasa pe baza condifiel de minim a erorii mediei pitratice intre
coordonatele punctelor experimentale gi curba teoreticd reprezentind
radspunsul modelului. Analog se face identificarea experimentald a coefi-
cieptilor unei funetii de transfer *).

¢) Estimarea parametrilor modelului — in care se alege un algoritm
pentru ajustarea parametrilor necunoscuti, care este folosﬂ: la evaluarea
acestora astfel incit criteriul de identificare sii fie minimizat. Pentru foarte
multe cazuri practice, insd, o precizie suficient de bun# se obfine folosind
metode de,,identificare direct4d” (considerind eroarea nula), fira a recurge la
prelucrarea statisticd a rezultatelor sau optimizarea prin regresie, metoda
verosimilitdtii maxime, & filtrelor neliniare, metoda Bayes ete.

Cele trei etape nu sint obligatorii. De obicei se cunoagte partial
structura modelului matematic al gistemului studiat gi chiar o parte din
parametrii lui, problemsa identificirii reducindu-se la evaluarea (esti-
marea) unor parametri necunoscuti in cadrul acestei structuri (identifi-
carea unei ,,grey box”). In alte cazuri, descrierea sistemului este complet
necunoscutd, punindu-se problema identificdrii unor ,,black box”, ca
in cazul determindgrii functiilor de transfer ale componentelor unui sistem,
Ppentru ca, pe baza lor, s& se calculeze raspunsul ansamblului [64].

n accepfiunea moderna, notiunea de identificare a sistemelor
mecanice a cipitat un sens mai larg, presupunind realizarea fie numai
partiald, fie total®, a urmitoarelor secvente :

a — determinares experimentald a unor relatii intre excitatie si
raspuns, adesea sub forma matricei functiilor direcfionale de ridspuns
in frecvenis ;

b — determina,rea, experimentald a formei modurilor proprit de
" vibratie, eventual a unor ,,bér{i modalé” continind linii de egald ampli-
tudine a vibratiei;

¢ — determinarea unui model modal sau a unui model fizic compus
- din elemente elastice, disipative §i iner{iale, care 8% poaté descrie un fenomen
fizic ce .Jntereseazi pe proiectant sau tehnolog; uneori, deducerea unor

expresii algebrice ale funciiillor de transfer ale sistemuluni, pe baza

*) Dat, R., Meurzec, J.-L., Rech. Aérosp., 4, 209215 (1972).
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funetiilor de rdspuns in freevenf{d ob{inute sub formé& graficd sau ca
date numerice ;

d — folosirea modelului pentru analiza sau optimizarea sistemulut
studiat.

Dintre aplicatiile de cel mai mare interes ale identificiirii sisteme-
lor mecanice se pot cita :

a — identificarea comportdrii dinamice a unui sistem mecanic,
ca parte a unui sistem de comandd numericd adaptivdi sau logicd;

b - identificarea caracteristicilor de transfer ale componentelor
gistemelor de comand# gi actionare a masginilor ;

¢ — identificarea caracteristicilor directionale de rispuns in frecventéd
ale unei structuri formate din mai multe subansambluri;

d — determinarea prin calcul a rispunsului la alte excitatii sau
la mai multe perturbatii simultane, pe baza datelor obfinute prin misu-
rarea rispunsului la o excitatie datd; '

e — prevederea efectelor modificdrilor structurale, in scopul opti-
mizirii solutiei constructive fird a recurge la incercarea mai multor
prototipuri. .

O bibliografie exhaustivi asupra problemelor generale de identifi-
care a sistemelor se giseste in lucrdrile lui Nicolai {82], Eykhofi [32],
Astrom si Eykhoff [3], Iserman [59, 60], Sage si Melsa [105] si in comu-
niesirile prezentate la simpozioanele IFAC [56—58]. Sinteze critice asupra
metodelor de identificare a sistemelor mecanice se gisesc in lucririle lui
Young si On [138], Natke [79 — 81] si Rades [93]. De asemenea, mono-
grafia publicatd in 1972 sub redacfia lui W. D. Pilkey si R. Cohen cu
ocazia Simpozionului A.S.M.E. asupra problemelor de ,,Modelare mate-
maticd pe baza datelor experimentale’’ {115] contine o sintezd a contri-
butiilor recente in acest domeniu. Se pune accent pe noile metode de inter-
pretare statistici a datelor experimentale, de estimare a parametrilor
prin metode moderne de minimizare a erorilor ca metoda gradientului,
metoda verosimilitdtii maxime (Fischer), metoda probabilitdtii condi-
tionate (Bayes), metoda filtrelor neliniare (Kalman) ete.

in lucrarea de fatd se prezinti doar acele metode care si-au gisit
deja o largi aplicarc in diverse domenii ale ingineriei mecanice cum ar
fi : determinarea caracteristicilor dinamice ale structurii maginilor unelte,
a sasiului si caroseriei automobilelor si eamioanelor, a echipamentulni
feroviar si masinilor de lucrat pimintul ; incercarea la sol gi in zbor a
avioanelor si rachetelor ; determinarea proprietdfilor dinamice ale tere-
nurilor de fundatie $i ‘a materialelor folosite la izolarea antivibratorie
etc. Prin aceasta cartea isi propune si stabileasc# o punte intre lucrarile
clagice asupra determindrii caracteristicilor dinamice ale sistemelor meca-
nice §i lucririle moderne asupra identificdirii sistemelor.
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CAPITOLUL 2

Identificarea parametrilor smtemelor liniare cu
un grad de libertate

Cele mai simple metode de ,,identificare directd’’ se bazeazd pe
analiza rdspunsului dinamic al modelului cu un grad de libertate.

- In cele ce urmeaz# se considerd doar sisteme liniare gi cu parametri
invariabili in timp. La inceput se prezinté citeva mecanisme de amorti-
zare folosite curent in calcule de Vlbratu Apoi se prezmté, metode de ana-
liz§ graficd a curbelor de rispuns in frecventé, trasate in urma unui bale-
iaj de frecventd in veciniitatea rezonanfei, numite din acest motiv —
,,metode de rezonantd”. In eontinuare, se expun etode bazate pe modi-
ficarea impedantei sistemului, pe caleulul energiei disipate sau pe analiza
unor regimuri tranzitorii de vibratii.

2.1. Modele de amortizare

Principalele cauze ale amortizdrii vibratiilor unei structuri defor-
mabile sint neelasticitatea materialelor — care produce ,amortizarea
intern4”, frecéirile intre elementele componente — care produce ,,amorti-
zarea de structurd’ si frecéirile cu mediul ambiant — eare produc ,,amor-
tizarea extern®”. Natura fizicd a acestor mecanisme de amortizare este
atit de diferitd, incit pentru descrierea lor a fost necesar s# se elaboreze
mai multe modele matematice, cele mai rdspindite fiind descrise pe scurt
in cele ce urmeazi.

2.1.1. Ameortizarea viscoasii liniarid

Cel mai simplu model mecanic, care pe lingd acumularea de energie
potentiald de deformatie descrie gi disiparea de energie, este modelul
Kelvin-Voigt (fig. 2.1.). Acesta constd dintr-un element elastic ideal,
reprezentat prin arcul de constantd elasticd k gi un amortizor ideal, lega,t
in paralel, definit prin coeficientui de amortizare e.

Forta dezvoltatd de arc este proportionald cu deplasarea relativi
[fol =k (2 —y) = ke; forta dezvoltatd de amortizor este proportionalid
cu viteza relativid | f;|= ¢ (# — ¥) = cz. Relatia ,,for{i-deplasare’ pentru
modelul din figura 2.1 este decl

f = kz + oz. (2.1)
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Degi ca model reologic acesta are o serie de dezavantaje [68],
simplitatea si mai ales liniaritatea relatiei (2.1) face ca modelul Kelvin-Voigt
s& fie mult folosit in calcule de vibratii amortizate.

Cind forta este cunoscutd ca o functie de timp, solutia ecuatiei dife-
renfiale (2.1) este

1 et T
2 (t) = 2 (0) +——S e” % f(t—r)dr, (2.2)
¢ Jo

unde T, — 2 este ,,constanta de timp’’ a modelului.

Daci se impune modelului o deformatie armonica

2z = 2 cos wl, {2.3)

acesta reactioneazd cu o fortd
f =2z (k cos wt — wc sin ot). “(2.4)
Eliminind timpul intre relatiile (2.3) i (2.4), se objine ecuatia curbe-

lor de histerezis din figura 2.2.

e z
, ¢
¥
3 |
Fig. 2.1 Fig. 2.2
f z , wo V z )’
=t — 1 — = 2.5
kz =z + k (z (2:5)

reprezentind elipse, de parametru -9};—._

Energia disipat#® intr-un ciclu .de vibratie este proportionald cu

aria elipsei

_?.i

W, :é;f- de =" f3dt = miton. (2.6)
L]
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Pentru o valoare datd a amplitudinii vibratiei z, W, creste propor-
fional cu pulsatia.
Folosind notatia simbolicd complexd, daca

z =2 ¢t (2.7)
atunci
f = (k- ive)z e =%z (2.8)
unde
¥ =k +ice (2.9)

este o constantd ,elasticd” complexd [11].

Dacé se aplicd modelulni o for{d armonicd f (f) = f e, deformatia

este z = z @49 unde 7 = ——2— iar ¢ = arctg ©.
V52 + ¢ o k

Din relafia (2.6) rezultd

Cw
A2 TBT
W‘:T cw V2 )
14|
(%)

2.1.2. Amortizarea histereticd

S-a, observat experimental [62] cé la multe materiale folosite curent
in practic#, energia disipaté intr-un ciclu de vibratie este proportionald
cu pitratul amplitudinii deplasirii dar este independentd de pulsatie,
deci modelnl amortizirii viscoase liniare nu descrie corect comportarea
acestor materiale. '

La aceastd situajie se ajunge dac# se realizeaz# un amortizor (fig. 2.3)
1a care coeficientul de amortizare ¢ variazd invers proportional cu pulsatia
[12]

A B o=, (2.10)

s 0
. g i deoarece inlocuind expresia (2.10) in (2.6) rezultd
o W, = = 2, (2.11)

f . . . . L .
unde % este coeficientul de amortizare histeretici.

Fig 2.3 fn cazul vibragiilor armonice, for{a de amor-
tizare are expresia _

fo= i by (2.12)
)
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fiind deci proportionald cu deplasarea relativi 2z, dar defazati cu 90°
inaintea acesteid, deci in fazi cu viteza relativi 2z = iwz.

Constanta ,,elasticd’” complexsd (2.9) este in acest caz independentd
de pulsatie

b=k 4+ ih =k (1 + ig), (2.13)

. h
unde factorul de amortizare g = o este constant, ceea ce s-a observat

experimental la o serie de materiale de constructii [109] si la elastomeri
[111]. _
Trebuie avut in vedere insd c# modelul amortizdrii histeretico
(denumit4 gi amortizare ,,constructivi” sau ,,structurald’) a fost postulat
si este valabil doar in cazul vibratiilor armonice. El nu reprezintd un meca-
nism de disipare a encrgiei realizabil fizie, deoarcee in cazul solicitarii
in regim tranzitoriu conduce la rezultate absurde. Astfel, for{a de rispuns
a modelului din figura 2.3 are o expresie de forma

f(1) akz(t)ﬁ—gsm o(z) L
s

?
—c0 T —1

deci depinde nu numai de variatia in timp a deplasérii # pind in momentul
apliedrii fortei, dar si dupd acest moment [122].

Totusi, in regim armonic §i pe domenii limitate de frecvente, modelul
amortizdrii histeretice di rezultate bune, confirmate de experiente [27].

2.1.3. Amortizarea ereditari

Dacd amortizorul viscos liniar ¢ este introdus in ,;modelul cu trei
parametri” din figura 2.4 (corespunzitor modelului reologie al ,,s0lidului
liniar standard” [68]), unde k, si %, sint elemente pur elastice, se obtine
un gistem a cdrui comportare este descrisé de doué ecuatii

[ =k + c(2, — 2,), (2.14)

0 = k2, — 0 (2, — 75), (2.15)

unde

G = Y1 O Yo=Yy — X.

Deoarece nu intereseaz# coordonata ,,ascunsi’’ z,,
se rezolvd ecuatia (2.15) in functie de 2, i se inlocuieste |
in (2.14). Considerind. ¢ la ¢ = 0 modelul este nede- Fy
format, rezultd Fig. 2.4

f =T + S‘ @ (t—1)3, (1), (2.16)
(]
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unde
G(t)=Fk,e °¢ - (2.17)

fn ecuatia (2.1) termenul disipativ este porportional cu viteza
relativd instantanee. in eecmatia (2.16) el depinde de ,istoria’ acestei
viteze, de aceea amortizarea se numesgte ,,ereditard”.

Cind forta este cunoscutd ca o functie de timp, solufia ecuatiilor
(2.14) si (2.15) este

PP (V) l(__?_z,__“ e f e
2(t) k1+k2+c k1+k2) Soe 2 fi—x)de (2.18)

unde

1 1
Ty = ¢{— + —1.
=)
Primul termen din membrul drept descrie raspunsul instantaneuw
al modelului din figura 2.4, fenomen observat la multe materiale.
In cazul migedirii armonice, fologind notatia complexi gi inlocuind
in ecuatiile (2.14) si (2.15) solutiile armonice

7 (1) = 2,0, 2,(t) = 2,06, (2.19)

eliminind apoi coordonata internd z,, se obiine
f=kz
unde constanta elasticd complexs k are expresia

wek,

F=k +i—2 .
YU Tk, o+ iee

(2.20)

Dac# se separd partea reald de cea imaginars, expresia (2.20} se poate
pune sub o form# similard expresiei (2.9) obtinute pentru modelul cu amorti-
zor viscos ,,cuplat direct’’ i anume _

F =k, + iwe, (2.21)
unde
2.2 2
S S . S 6 —o—2 (2.22)
k3 4 wic? k3 + w?e?

in felul acesta, modelul amortizérii ereditare se poate reduce la
un model Kelvin-Voigt cu parametri dependenti de pulsatie.
Energia disipatd pe un ciclu de vibratie este
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cko

A A
Wy = natac, = m2] — (2.23)
ks + w?c?
‘s < . . - ky
fiind nul# pentru w = 0 §i » = co, avind o valoare maximsi la Wy, = —
¢
¢ y . . .
unde ¢, == — . Corespunzétor, la « = w, se obfine elipsa de his-

terezis (fig. 2.5) de suprafatd maxim, iar la @ = 0 §i @ = oo elipsa dege-
nereazé in linii drepte. :

In figura 2.6 se aratd dependenta de pulsatie a parametrilor echi-
valenfi %, si ¢, Modelul din figura 2.4 poate fi imbun#titit, dispunind
in serie san in paralel mai mulfe unité{i similare, avind diferite constante
de timp, pentru a realiza o mai bund corelatie cu datele experimentale,
Acelasi rezultat se poate obtine alegind in ecuatia (2.16) o expresie cores-
punzitoare pentru funectia @ (). Totusi, complexitatea acestor modele
a limitat folosirea lor atit din punct de vedere analitic (la caleule) cit si
experimental (la caracterizarea materialelor), preferindu-se pentru apli-
catiile ingineresti modelele mai simple, care descriu comportarea mate-
rialelor reale cu precizie de cele mai multe ori satisfiedtoare [11].

_F |
L2 } }
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|
|
1
a / i3
“p
Fig. 2.5 Fig. 2.8

2.1.4. Alte mecanisme de amortizare

Amortizarea coulombiand sau amortizarea prin frecare uscatd, este
un mecanism de amortizare neliniar$. Forta de amortizare coulombiani
are amplitudine constantd, este independenti de deplasare, avind sens
contrar vitezei

f¢=R4-
21
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‘Energia disipatd pe un ciclu de vibratie armonicd 2z = 2 cos wf
de un amortizor cu frecare uscatd este [104]

W; = 4Rz

deci independentd de pulsatie.
Amortizarea péiratied este tot un mecanism de amortizare neliniard.
Forta de amortizare este propor{ional# cu pétratul vitezei relative

fd - 022"2.

O astfel de fortd se obtine la curgerea turbulents a unui fluid printr-un
orificiu, in general la viteze 2 mari.
Energia disipatd pe ciclu, deun asemenea amortizor, care are ©

deformatie armonicd 2z = z coswt, este

W, = % w223, (2.24)

deci depinde atit de pulsatie, cit si de amplitudinea vlbra,t1e1

De obicei, folosind conceptul de amortizare viscoasd echivalentd
[104], se inlocuieste forta de amortizare neliniard cu o for{d viscoasd
hiniard, astfel incit energia disipatd pe ciclu de amortizorul neliniar sd
fie ega,la cu cea disipatd de un amortizor viscos echivalent, supus la o
deplasare relativd de aceeasi amplitudine.

Coeficientul de amortizare viscoasi echivalentd este deci in acest
caz

ten = =B 00h
BT gt 3r °

Generalizind nofiunea de amortizare echivalentd, calculul analitic al
vibratiilor mecanice este simplificat prin folosirea cu precidere a doud
modele de amortizare — viscoasi sau histereticd. Se egaleazé deci energia
disipaté pe ciclu prin toate mecanismele de amortizare, inclusiv cea dato-
rith radiatiei (prin unde, in medii continue infinite), cu energia disipatd
printr-un singur mecanism — viscos sau higteretic — intr-un regim de
vibratii de aceeagi amplitudine. Rezultd astfel fie un coeficient de amortizare
viscoasd echivalentd, fie un coeficient de amortizare histereticd echivalentd
[74], marimi dependente in general de pulsatie §i de amplitudinea vibra-
tiei, cu care se lucreazi ca si cind ar fi constante, urmind sé se determine
experimental domeniile in eare aceastd ipotezi este valabili.

2.2. Metode de excitatie cu forta armonica aplicata masei

Sistemul cu un grad de libertate, av1nd baza fixd gi masa actionatd
de o for{d variabild in timp (fig: 2.7), reprezintd nun model adecvat pentru
deserierea rdspunsului unei structuri complexe intr-un mod principal de
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vibratie. De asemenea, el poate modela cel mai simplu montaj experi-
mental folosit 1la méisurarea proprietdtilor unui element deformabil,
folosit ca izolator de vibratii.

Din acest motiv s-a considerat utild prezentarea

relatiilor exaete de calcul al parametrilor sistemului 0
(valabile s1 la structuri cu amortizare relativ mare),

tratindu-se separat, pentru toate functiile de rispuns m -
in frecventd, cazul amortizirii hisferetice gi cel al e
amortiziirii viscoase liniare. Pentru simplificarea nota- k h

fiei se folosesc insd aceleagi simboluri pentru méri-
mile ce definese rispunsul in cele dou# cazuri de
amortizare. Fig. 2.7
La reprezentarea grafich a rispunsului in frec-
ven{d nu se folosesc coordonate adimensionale, c¢i cantitéiti masurabile
experimental, ce intervin direct in formulele utilizate in practici.

2.2.1. Identificarea paramefrilor sistemului cu amortizare histeretici

2.2.1.1. Fanctiile rispunsului in frecventi

Ecuatia migedrii (armonice a) masei sistemului din figura 2.7 se
poate scrie sub forma

mi + * g ko =f &, | (2.26)
w

unde m este masa, Lk — constanta elasticd, & ~— coeficientul de amorti-
zare histereticd echivalentd, # — deplasarea masei, « — pulsatia pertur-

batoare, t — timpul, f — amplitudinea forf{ei perturbatoare.

Raspunsul stationar (mésurat dupi ce componenta tranzitorie s-a
amortizat) poate fi exprimat ca deplasare, vitezdi gau acceleratie, sub una
din urmitoarele forme : '

.’L‘(t) _ &\: e:(m+w) Eeml,
B(t) = ze @ = Feiu, (2.27)

B (1) = & eltea) — Telot,
unde ¢, 9, 8i ¢, sint defazajele fatd de forta.

Intre mirimile din expresiile (2.27) se stabilesc relagiile

%

|

ior = — 7,

b = 05 = oif, (2.28)
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Functiile complexe de riispuns in freeventd sint date in tabela 2.1
in funetfie de pulsatia adimensionals

w

Q=

Gy

(unde Wy = V—;n?ﬁ este pulsatia proprie a sistemului conservativ asociat)
h

§i de factorul de amortizare histeretici echivalentd g =

2,.2.1.2. Identificarea pe baza diagramei receptantei

Metoda amplitudinii maxime

Variatia moduhtlui receptantei complexe cu pulsatia este ilustrati
prin curba de rezonanid din figura 2.8. De obicei aceasta se obfine mentining

f = const. §i reprezentind grafic variatia amplitudinii deplasirii x

cu pulsatia.

Rezonanja amplitudinii apare la pulsatia o, =w,, la care receptanta

1 .

are valoarea maxima o, =7-

Dacd w,, §i w,, sint pulsatiile la care amplitudinea raspunsului este
1 e, Unde 1< € << }2, factoru]l de amortizare g se poate calcula eu

£
relatia [46]
: 2 2 '
gy — 3¢
= 2.29
I 202) ez — 1 (2.29)

care, pentru sisteme slab amortizate, la care «, = w, = w,, devine

Wge == Wy, Aw,
: — = . 2.29, a
wa et —1 o, [ e2 — 1 ( »3)

o
[T

Dacé se intersecteazid curba de rezonantd cu linii orizontale, cores-
punzitoare la diferite valori e, §i se reprezintd grafic variatia raportului

Ao, in functie de [ e2 — 1 (fig. 2.9), panta dreptei trasate prin punctele

a,st?el obtinute este egaldi cu g.

Pentru ¢ = ﬁ, punctele B, si C; se confundi cu punciele de sem:i-
putere, de pulsatii o 2= 17 ¢, la care puterea disipati prin amorti-
zare este jumiatate din cea disipatd la rezonanti. Factorul de amorti-
zare se calculeazd cu relatia [18]

2 _ 2 2 _ .2
g=-2_0 2o (2.30)
20 w; + o]
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care, pentru sisteme slab amortizate, devine

Wy — (1)1 A(l.)

g = . (2.31)
Wy @y
o [i74
< ]
4 ™ \‘\ i’
g=const E—
rer ——"7”\55 NERMEAN
e SNOT TGN Y 10k
A & Pt =1 -
¢ d’ﬂ | % ~ _<'~C‘ 'I'Ski \;‘
fodor | RNEISEANNENETS
~
Pl T
kg ! I arlyg ™ N D
Gy W g @ ¢t iy Wy g w
Fig. 2.8 . Fig. 2.9 Fig. 2.10

Constanta elastici se calculeazd pe baza valorii receptantei la rezo-
nant

kE= 1. (2.32)
g %rox
iar masa, din relatia
m = kﬂ . (2.33)
Wy

Uneori este avantajos s& se reprezinte curba din figura 2.8 in coor-
donate logaritmice (fig. 2.10).

Dacé curba este trasati penfru un domeniu relativ larg de frec-

vente in afara rezonantei, se poate calcula faciorul de calitate @ = 1 ca

diferentd (datoritd scérii logaritmice) intre ordonata la rezonanti si c?rdo-
nata la o = 0. Dac#d informatia la frecvente joase este insuficientd, se
poate folosi aceeagi metodd observind c# ordonata curbei receptantei
1a pulsatia o, = }/2w, este egalid cu ordonata Ia o = 0.

Cind se dispune doar de o micd parte a curbei in vecindtatea rezo-
nantei, se determini punctele de semiputere 1a 3dB sub nivelul receptan-
tei la rezonantd i se calculeazéd amortizarea cu formula (2.31).

In general, se recomand# folosirea unor diagrame cu un caroiaj
special, pe care sint trasate linii cu panta —12dB/octavi, eorespunzind
rispunsului unor elemente pur inertiale (mase pure), liniile orizontale
Teprezentind receptanta unor elemente pur elastice (arcuri). Cu ajutorul
acestora, ducind asimptote la curba de rezonanti, se determinid direct
valoarea masei m 8i a constantei elastice k (pentru amortizare micd) [33]:

30



Metoda diagramei defazajului

Variatia argumentului receptantei complexe cu pulsatia este prezen-
tatd in figura 2.11. Rezonanta fazet apare la pulsatia o, la care ¢, = —90°.
Punctele de semiputere B si O, de pulsatii w, §i w,, corespund unor defa-
zaje de —45°, respectiv —135°, astfel cd factorul de amortizare g se cal-
culeazi, eu formula (2.30).

Amortizarea se poate caleula si cu relatia [85]

g = 2 (2.34)

W Ey
do Jocwn

in care ( ‘31% ) este panta tangentei la curba defazajului in punctul
w W= Wy .

2
e _o.
W

Diagrama, defazajului nu oferd insd informatii pentru determinarea
parametrilor k §i m.

M, de pulsatie w,, in care curba are un punct de inflexiune,

Meloda diagramei componentei reale a receplantei
A

Variatia cu pulsatia a componentei reale a receptantei ap = -—Co8¢,

este ardtata in figura 2.12. Pulsatia de rezonant# corespunde punctului M
in care curba intersecteazd axa absciselor, unde ay = 0. Valorile extreme
ale functiei og(w) se obfin in punctele de semiputere B si C, in dreptul
cirora se determind pulsatiile o, §i w,. Factorul de amortizare g se ealcu-
leazd apoi cu formulele (2.30).

LT 2
L
2qk 1
% g=od
Ly Gy Wy [
i ¢ o W ol
450 €1 b comt 72 S
i ) o
-20° M ! 3
£
M -l
2gk ¢
Fig. 2.11 Fig. 2.12

ezonanta corespunde si punctulni de inflexiune de pe porfiunea

2
B(C a curbei, unde 3 “: = 0, Dacd se calculeazi panta tangentei la
@
curbi in acest pu:uct( daR] si distanfa o, intre tangentele la
do Jo=o
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curbi in punctele B si 0, factorul de amortizare se calculeazi cu relatia [93].

1 S

gx%(_jgn_) _
d(ﬂ @= wn

Metoda diagramei componentei imaginare a receptanfei

(2.35)

In figura 2.13 se prezinti curba variatiei cu frecventa a componentei
A
imaginare a receptantei oy == —- 8iD @g.

Pulsatia de rezonantd corespunde punctului M, de amplitudine
maximi. Pulsatiile o; §i o, corespund punctelor de semiputere B si C,
in care receptanta este jumitate din cea la rezonani{i. Parametrii siste-
mului se pot caleula deei cu relatiile (2.30), (2.32) si (2.33).

- Amortizarea se poate calcula folosind gi diagrama componentei
reale a receptantei, cu relatia

- 2(“1)@=mn "
D)

Gyl —
do Ju-wn

Metoda diagramei polare a receptaniei complexe

(2.36)

Dacé se elimind pulsatia o intre expresiile componentei reale ap si
a celei imaginare «; ale receptantel complexe, se obtine un cere (fig. 2.14, a)
de ecuatie

1 2
=f—1 . 2.37
i) (2.37)
% | g=const o b
o <y oy wy w=0 o olp
I T
7\ ? \
-l N3 KB o
i.
\ &
?
07 mm— Lihas
3 b
Fig. 2.13 Fig. 2.14

Acesta este locul geometric al extremitéfii vectorului receptantei
‘o in planul complex, numit diagramd polar@, diagramd Nyguist sau loc
{geometric) de transfer.

Fiecdrui punct P de pe cerc ii corespunde o anumitd pulsatie w.

La o == 0, virful vectorului este in punctul Pu[ 1 —» —9 ]
- ) A+gk L+g)k
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Odatid cu cresterea pulsatiel , punctul P parcurge cercul in sens orar,
iar pentru w->oco0 se confundd cu originea O.

Atit rezonanta amplitudinii, cit si cea a fazei, apar in punctul M,
de pulsatie w,, la intersectia cercului cu semiaxa imaginarid negativd.

Diametrul cercului este OM =%. Trasind diametrul perpendicular pe

OM, acesta intersecteazd cercul in punctele de semiputere B i C, unde se
determini pulsatiile «, §i w,. Factorul de amortizare se caleculeazi apoi
cu formulele {2.30).

Kennedy si Pancu [61] au ardtat cd dacd sistemul din figura 2.7
este excitat cu o fortd armonicid de amplitudine constantd, iar raspunsul
se noteazd punct cu punct, corespunzitor unor cresteri Aw ale pulsatiei
excitatoare gi se unesec punctele printr-o curbi continui, lungimea arcului
de cerc As intre doud puncte consecutive este maximi la rezonantd
(fig. 2.14, b).

Acest eriteriu de localizare a rezonantes se bazeaza pe faptul cd derivata

ds 1 dea _ 1 — ket (2.38)

ol ' ws 2% :
are valoare maxim3i la o = w,. 1n relatiile (2.38), ds este lungimea arcului
de cerc corespunzitor unei variatii do; a unghiului de fazd (fig. 2.15) :

d@d s

ds = (raza) X (unghiul la centru) .—..--2-3‘7‘— (2dgq) =
g

ot

Fig. 2.15 Fig. 2.16

____ Pe diagrama din figura 2.16 8-a notat cu 6 unghiul dintre vectorii
OP = ap §i OM = &, corespunzitori punctelor P i M, de pulsatii o,
gl ;.

Factorul de amortizare se poate caleula cu relatia

()
Wy

§—c. 1852 _ 33

g = cotg 0. (2.39)




O formuld similard a fost utilizatd de Natke [77]

ol

Dachi se noteazi
©p = 0, + Aw

1

— 1)—? : (2.40)

Uren

&p

se obtine formula propusid de Wolfe gi Kirkby {136] pentru sisteme slab
amortizate

g B9 (2 420 ) cotg 0. (2.41)

g L0

O formuld similard cu (2.40) au folosit Kennedy gi Pancu [61] tot
pentru sisteme slab amortizate

Aml(l_

Wy

%p ot

Krez

23
g 2 ) - (2.42)

a:rez

In toate cazurile, pentru determinarea factorului de amortizare g,
se folosesc mérimi §i rapoarte adimensionale, deci nu este necesari o eta-
lonare a sistemului de misurd. Aceasta devine necesari abia la calculul
eonstantei elastice & sl a masei m.

Alte metode de identificare, bazate pe analiza grafied a diagramelor
polare, sint descrise in paragraful 5.3.5.

2.2.1.3. Identificarea pe baza diagramei mobilitigii

Metoda diagramei amplitudine-frecventd

In figura 2.17 se prezintd curba variatiei cu pulsatia a modulului
funetiei mobilitdtii complexe (v. tabela 2.1). Valoarea maximi

1 1

My = 1
Vem Yog1rg — 1)

4
se inregistreaz la pulsatia o,, = w, 1 + ¢=
Pulsaiia w, corespunde punctului 7' in care o dreapté care trece prin
origine este tangentd la curba de rezonantd si in care mobilitatea are
1 1

V% g |
Daci se intersecteazi curba din figura 2.17 cu dreapta (A), de ecua-
tie M= aw, se ob}in punctele P i Q. Intre pulsatiile w, §i w, ale acestor

valoarea Ml =
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puncte se pot stabili relatiile

5 2 __ o2
w; + wy = 2oy,

(2.43)
2 2 2 1 2
Wy — Wy = 2(0,, W — g
logh}
% =eonst R g=canst
s A X g
Hr | . \" @ X
4 TN N\ L L
J.f / { T W | Vim tJ
AT (7}7; ,{r??) |
P ! -
s Wy ag,wqu g W Ly Wy log W
Fig. 2.17 : Fig. 2.18
Fie l, valoarea mobilitatii la pulsatia o, Deoarece
a4 = .ﬂq H 1 = ‘/)[1' *
g kg Qg
dacs se noteazd
¢ = e, (2.44)
.ﬂg Gy
se objine urméitoarea formuli a factorului de amortizare :
2 .2
g = W, — W, 1 (2.45)

w; + @y fe —1

Dreapta 08, tangentd in origine la curba de rezonan{i, are panta
1 _ =
—————— §i intersecteazd curba in punctul §, de pulsatie o, =} 20w,.
Formula (2.45) se reduce in acest caz la
1

g o p— 2.40
g Vaa =1 (2.40)
unde e, = este raportul mobilitdtilor in punctele T gi 8.
8
Constanta elasticd rezultd apoi din relatia
b= (2.47)
g My
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Metoda d4 rezultate bune la sisteme cu frecvents proprie relativ
joasd si amortizare mare, la care, pe diagrami, originea nu este situati
departe de zona de rezonantd. Se recomandd reprezentarea curbei in
coordonate logaritmice (fig. 2.18). In acest caz, desi originea pulsatiilor
nu este localizatd, dreapta OS coincide cu asimptota la ramura de joass
frecventé a curbei. O precizie satisficitoare se obtine determinind punctul
T prin tangenta la curbi paraleld cu 08. In majoritatea situatiilor, ins3,
punctul 7' nu poate fi distins de punctul de mobilitate maximi R.

Meloda diagramei faxd-frecventd

in figura 2.19 se aratd variatia eu pulsatia a defazajului intre for{i
§i viteza masei sistemului din figura 2.7. La rezonania de fazd o = w, si
9, = 0, deci pulsatia de rezonantd poate fi determinati la intersectia dia-
gramei defazajului cu linia ¢, = 0, in punetul M.

Intersectind diagrama cu liniile ¢, = + 45° se obtin punctele B si
C, de pulsatii w,, = ., }J1 5 g, cu ajutorul cirora factorul de amorti-
zare g se calculeazs folosind formulele (2.30).

Dacd se dispune doar de o mick parte a curbei defazajului in veci-
nitatea rezonantei, factorul de amortizare se poate calcula cu relafia
(2.34) in care se inlocuiegte ¢, prin o,.

Metoda diagramei componentei reale a mobilitdtii

Variatia cu pulsatia a componentei reale My = _# cosg, a mobili-
tatii este ardtatii (peniru o valoare particulari g) in figura 2.20.
Tangenta OT determind punctul 7, de pulsatie o,, in care compo-

nenta reald a mobilitdtii are valoarea My = % Dreapta (A) inter-
m

secteazd curba in punctele P si @, de pulsatii w, si a,.
Factorul de amortizare g se calculeazi cu relatia

2 2
g =B L (2.48)
o + o) Vex —1
in care
S B (2.49)
Mry w0,
unde . este ordonata curbei la pulsatia «,.
i _ _
” TN + %A
450 5 g geconst
ol \, 12
4 - sz - 9 @)
- 45 ] o s
_ﬂ(’ rt
¢ ap iy Uyﬁ% @
Fig. 2.19 Fig. 2.20
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Daci se foloseste tangenta la curbd in origine, 08, purctul § are o
abseisd @, = {2w,, iar formula (3.48) devine

1
g —

— e
Yz

unde _r, este ordonata punctului S, iar #fy ordonata punctului 7.
Constanta elasticd se calculeazd apoi cu relatia (2.47).

(2.50)

Metoda diagramei componentel imaginare a mobilitdfii

In figura 2.21 se prezintd o curbi de variatie cu pulsatia a compo-
nentei imaginare _#f; =_/ sin ¢, a mobilititii complexe. Curba interesec-
teazd axa absciselor la pulsajia w.. Panta tangentei la curbd in punctul

de intersectie este
( My ) _- 2. (2.51)
do W= Wy kgz _

Din relatia (2.51) nu se poate obtine o formuli pentru caleulul amor-
tizdrii, deoarece nu se cunoagte k.

4\ “

;:mﬂaz‘

“Fig. 2.21 Fig. 2.22

Apelind si la diagrama componentei reale a mobilitdtii (fig. 2.20),
ge poate stabili formula '

— 2(ﬂﬂ)m=mﬂ
g ( d_2; ) '
(l-‘” i
do W=ty

Metoda diagramei polare a mobilitdfic

(2.52)

Dacii se elimind pulsaia o intre expresiile componentelor vecto-
riale My si M; ale mobilitdtii complexe, se obtine o curb# (fig. 2.22) de
ecuatie _

Ma Me M1

(Mz + M ———— + =0 (2.53)
g2 km gkm
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care poate fi aproximaté eu un cerc doar pentru valori mici ale amor-
tizéirii.

‘Razele vectoare OB gi 00, care fac unghiuri de 45° cu axa reald,
determins pe diagrama polari pulsatiile ¢, — & f1 F g, cu ajutorul
cirora factorul de amortizare g se calculeazi folosind prima relatie (2.30)

0 — w3

wf + of

Curba intersecteazf axa reald in punctu! M, de pulsatie w,. Misu-
k

rind segmentul OM se poate calcula k = —B"TH-- apoi m =
g

wn

La sisteme puternic amortizate, punctul E, de rispuns maxim, se
poate localiza precis pe diagram3, determinind apoi pulsatia «, . Fac-
torul de amortizare se calculeazd cu relafia

V()
e
L2

) 1 (2.54)

2.2.1.4. Identiticarea pe baza diagramei inertantei

Metoda diagramei amplitudine-frecventd

Variatia modulului inertantei complexe(v. tabela 2.1) cu pulsatia este
ilustrats prin curba din figura 2.23, care de obicei se traseazi ca diagramd
de variatie a acceleratiei cu frecven’ga, in cazul execitatiei cu fortd armonici
de amplitudine constanti.

Rezonanta accelerafiet a,pa.re la pulsa,ma, s = @, V1 4 g%, la care
inertanta are valoarea maxim#

1
Toax =l — + 1. (2.55)
Pulsatiile punctelor B’ §i €', la care inertanta este ——V%— Npax WU
respectiv valorile . .
VIt eE, . Vle
m-—w,Vl_{_gr o' = o, T—g" (2.56)
71 8 g=canst
Vmar &y
31 cl d% §=;mf
1 3 1Y e '
vam /
;‘ﬁo 8
Jea . M_" ! M
| e N
o T iy @ ? o, @
vz
Fig. 2.23 Fig. 2.24
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Rezultd e factorul de amortizare ¢ se poate calcula cu relatia

w'’® — 2

= . 2.57
I = (2.57)

Masa se caleuleazd apoi din (2.55) iar constanta elastied din relatia

E=—"" o, (2.58)
14 ¢°

Asimptota 7. = 1 intersecteazi curba in punectul §, de pulsa-
m

tie o, = ‘VO%“ . Factorul de amortizare se poate calcula gi cu relatia
1
R 2.59
g g (2.59)

unde £ = ™22 Formula (2.59) este util in special cind curba din figura

Yeo
2.23 este reprezentatd in coordonate logaritmice.

Metoda diagramei defazaj-frecventd

Variatia argumentului inertantei complexe cu pulsatia este repre-
zentatd in figura 2.24. Interseetind curba cu dreapta ¢, = 90° se obtine
punctul M, de pulsatie w,. La intersectia curbei cu dreptele ¢, = 135° gi
respectiv g = 45°, se obfin punctele B yi €, de pulsafii vy, = w1 F g.
Pe baza acestor valori, amortizarea se calculeazi cu formula

2 2
g=——"L (2.60)
w3 4+ 00%

Metoda diagramei polare a inertantei

Diagrama polard a inertantei éomplexe (fig. 2.25) este un cerc de
ecuatie ' : -

1 )2 1 2 .1+g2 .
- — = — 2.61
(m1 Qm) +(m 2gm ) 4 g?m? ( )

care se obfine eliminind pulsatia intre expresiile componentelor vectoriale
e = 7 COS g, §1 M = 7 8in @, ale inertantei.

La intersectia cu axa imaginarfi rezultd punctul M, de puisatie w,,
corespunzitoare rezonantei de fazd. Diametrul OR, egal cu inertanta

maximi, face cu coarda OM = N un unghi 6 = arctg g, care pentru
mg .
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amortizéiri mici poate fi neglijat. Punctul B se poate localiza, folosind
metoda Kennedy — Pancu, in zona unde unor cregteri egale Aw ale puisa-
tiei, le corespunde un arc de cerc de lungime maximai.

Diametrul B’C’, perpendicular pe OR, determind pe cerc pulsatiile
o’ §i o'’ date de relatiile (2.56), cu ajutorul cirora factorul de amortizare
g se caleuleazd cu formula (2.57).

Masa se calculeazii cu relatia

1
-0

(2.62)

dupi care constanta elasticd rezultd din expresia b = mes.
O altd metodd se bazeazd pe constructia din figura 2.26.

hﬁ- T
geonst g=canst

Fig. 2.25 Fig. 2.26

Coardele OC si OB care fac unghiuri de 45° respectiv 135°%, cu semi-

axa realdi pozitivd, determind pe cerc pulsatiile ©,, = @, ViIT g cu
care amortizarea se calculeazd folosind relatia (2.60).

2.2.1.5. Identiticarea pe baza diagramei obstructanfei
Metoda amplitudinii minime

In figura 2.27 se prezint# graficul variatiei cu pulsatia a modulului
obstructantei (v. tabela 2.1). Accasti diagram# se obtine in masu-
riri la care se menfine constantd amplitudinea deplasirii armonice
§i se reprezintd variatia cu frecvenia a amplitudinii fortei excitatoare.

La rezonanti, foria necesard pentru a mentine o deplasare de ampli-
tudine constantd are valoarea minimi, iar B,, = kg = k. Punctului

M ii corespunde pulsatia w, = V—:;— Dreapta de ecuatie B = V2 Buta

intersecteazii curba in punctele B gi €, de abscise w,,, = w1 F g. Fae-

torul de amortizare s¢ calculeazd eu relatiile (2.30). Constanta elasticd
k

%= Pmin , jar masa m = -

g ©y
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Metoda diagramei polare

Diagrama polard a obstructantei complexe este o linie dreaptid de
ecuatie B; — h, deci paraleld cu axa reala (fig. 2.28). Ea intersecteazi
axa imaginard in punctul M, de pulsatie w,. La intersectia dreptei cu
liniile OB si OC, inclinate eu 45°, respectiv 135° fald de semiaxa reald
pozitivi, se determind pulsatiile punctelor de semiputere o, §i w,, cu care
se poate calcula amortizarea folosind relatiile (2.30).

Dacé se interseteazé dreapta obstruetantei cu un are de cerc de razéd
ON = e OM, se determini pulsatille w, §i wg, pe baza cirora factorul de
amortizare g se calculeazi cu relatia

02 — w2 1
g = : P {2.63)

ws + o3 Vsz—-ll

Pentru o precizie mai mare a rezultatelor, se recomandd determi-
narea valorii lui g pentru diverse rapoarte e. :

g §=cooxt ﬂ[ 1
k vitg? ' X g=econst
3 —,1 ‘f'f [ Wy =t L=l
\ kk d M B V¥
VE i !4 A 2 78
Emin 4 ¢ b
) - -— k
b Gpoy W
Fig. 2.27 Fig. 2.28

Orice abatere a diagramei obstructantei de la forma din figura 2.28
indicd invaliditatea modelului de calcul ales, inspecial in ceea ce priveste
amortizarea.

2.2.1.6. Identificarea pe baza diagramei impedanfei mecanice
Metoda diagramei emplitudine-frecvenid

Variatia modulului impedantei mecanice (v. tabela 2.1) cu pulsatia
este reprezentatd in figura 2.29. De obicei diagrama ilustreazi variatia
amplitudinii fortei de excitatie intr-un baleiaj de frecvents la care se men-

tine constantd amplitudinea vitezei.
4

Rezonanta apre in punctul B, de abscisd o,, = w, T - g2 i ordo-
natd minimd Zu, = Vm [/2 1 F g2 — 1).

Tangenta OT la curbi definegte punctul T, de abscisd wy=0, V142
§i ordonatd Z, = ¢ Jkm. Asimptota OS intersecteazi curba in punctul 8,

— J1 L g2
de absecisd o, = % si ordonatd Z, = Jkm Vl -;g . Panta dreptei OS
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este arctg m. Daci se noteazd e =§’—, factorul de amortizare ¢ rezultd
‘¥
din relatia
1

= T 2-64
g Vaei—1 (2.64)

i

Fig. 2.30

Maga m se calculeazii ca panta dreptei 08, m = é
Wy

Pentru aplicarea metodei se recomandd trasarea curbei in coordo-
nate logaritmice.

Metoda diagramei polare

Diagrama polari a impedantei mecanice complexe este o curbd
de ecuatie '

Z% 3 9ZRZ, — ¢2km = 0, (2.65)

reprezentatd in figura 2.30.

Ecuajia (2.65) se obfine eliminind pulsafia intre expresiile compo-
nentelor vectoriale Zgx ==Z cos {y 8i Z; = Z sin {, ale impedantei mecanice
complexe.

Curba intersecteazii axa reald in punctul M, de pulsatie w,, cores-
punzitor rezonantei de fazd. Rezonanta amplitudinii apare in punctul
R, de pulsafie w,,, care se determind trasind cercul cu centrul in origine,

tangent la curbi.

Dreptele OC i OB, care fac unghiuri de }-45° cu semiaxa reald pozi-
tivd, determin pe curbd pulsatiile @iz = w, /1 F g, cu care se calculeazd
factorul de amortizare din relatiile (2.30).

x . OM
Masa se calculeazd cu relajia m = —, iar bk = m wj.
Jog
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2.2.1.7. Identificarea pe baza diagramei masei aparente

Metloda diagramei amplitudine-frecventd

Variatia cu pulsatia a modulului functiei complexe a masei aparente
(v. tabela 2.1) este prezentata in figura 2.31. Amortizarea se poate calcula cu
metoda punctelor de semiputere. Pulsatia de rezonanté a acceleratiei o,,=

g
Vite

Intersectind curba cu dreapta p =—T/"—12_’£ se obtin punctele B’ gi C’, de

=wu, 1} ¢*% este abscisa punctului K, de ordonatd minimé g, =m

pulsatie «’, respectiv w'’, date de expresiile (2.56).
m “

\ §=rconst y‘-'-'fﬂﬂd'f
m m
o\ -
> ¢ & D=0 Yo
1 'min m A w”
¥z _Jr DY Lz
HFmin - 1y ra
8
. _ - ~
g W oy W o 7
V3 il
Fig. 2.31 Fig. 2.32

Factorul de amortizare g se calculeazi cu relatia (2.57), masa cu

relati = /1i+g? iar constanta elastics di iak = 2
18 M = WRpyp ——— icd din expresia bk =

zml‘“.

1+4g
Metoda diegramei polare

_ Eliminind pulsatia intre expresiile componentei reale pr = p cos ¢,
§i a celei imaginare y; = p sin §, ale masei aparente complexe, se obtine
ecuatia unei drepte [16]

1
KEr — “g— Hr —m = 0, (2.66)

reprezentati grafic in figura 2.32. o
~ La intersectia cu semiaxa imaginari negativd se determind pulsa-
tia w,. Cercul cu centrul in origine, tangent la aceast# dreaptd, determins
punctul & de pulsatie w,,. Cercul cu centrul in R §i razi OR intersecteazs
dreapta masei aparente in punctele B’ si ', de pulsatii &’ 5i w”’, pe baza
cdrora factorul de amortizare g se calculeazi din relatia (2.57).
Liniile 00 §i OB, care fac unghiuri de 45°, respectiv 135° cu semiaxa,

reald pozitivd, determiné pulsatiile o, §i w,, pe baza cirora amortizares
se calculeaza cu formula (2.60).

Masa m rezultéd din relatia m = Qﬂ, iar constanta elasticli k=mw?l.
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2.2.1.8, Klentificarea pe baza diagramei transmisibilitatii forfei

n figura 2.33 se prezintd diagrama polard a transmisibilitd{ii com-
plexe. Aceasta este un cerc de ecuatie [90]

| 1 2 1 2 1_'_92 .
‘Cp— — T —1] = . 2.67
( ‘ 2)+( ’+2y) 4g° o0

Valoarea maximi a transmisibilititii OM = V% + 1 corespunde

pulsatiei w,, care poate fi determinat# cu criteriul Kennedy-Pancu, in
zona unde unor cresteri egale Aw ale pulsatiei excitatoare le corespunde
un arc de cerc As de lungime maximé.

N
g g=const
Lfﬂ)
m x{t)
k 31!5
Fig. 2.33 | Fig. 2.34

Diametrul OM face cu semiaxa imaginar negativd unghiul 0 =
= arctg ¢g. Diametrul BC, perpendicular pe OM, determind pe ecerc pulsa-

tiile @, , = w, Y1 F g, cu ajutorul cirora amortizarea se calculeazd din
relatiile (2.30). Ceilal{i parametri nu se pot determina in acest caz.

2.2.2. Identificarea parametrilor sistemului cu amortizare viscoasd liniard

2.2.2.1. Functiile riispunsului in frecventd

Beuatia migedrii masei sistemului din figura 2.34, cu amortizare
viscoasd liniard cuplatd direct, este '

m3 + o + ko = f(1), (2.68)

unde m este masa, k — constanta elasticd, ¢ — coeficientul de amorti-
zare viscoasi echivalenta.

Se considersd excitajie armonicd f(t) = f e'“!, réspunsul stationar
fiind exprimat ca deplasare, viteza sau acceleratie, conform relatiilor (2.27).
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Functiile complexe de réspuns in frecventd sint date in tabela 2.2 in
funcfie de pulsatia adimensionald

- - i (2.69)

2.2.2.2, Identificarea pe baza diagramei rece ptantei

Metoda amplitudinii maxime

_ Curba de rezonan{4 din figura 2.35 indicd variatia modulului recep-
tantei complexe (v. tabela 2.2) cu pulsatia. Rezonanta amplitudi-

nii apare la pulsatia w,;, = 0, J1 —27% punctul R avind ordonata

1 1 »
Ay = ~— . Rezonania de fazd = — 90°) apare la pulsatia

% 20 V]- — ¥ (‘Pd ) P 1Y t‘
©w,, punctul M avind ordonata oy = % . 512 in majoritatea aplicatiilor

practice, ins#, nu se poate face distinctie intre cele doud puncte, dato-
ritd nivelulni redus al amortizirii gi se congideri amz, = oy. Pentru { <C
< 0,4 eroarea este sub 109, [104].

Dacl se intersecteazd curba receptantei cu dreapta « = V1—§ Omax B€
determind, pulsatiile punctelor de semiputere B’ §i ¢’
0 =2l —202F L)1 =0, -~ (2.70)
In cazul amortizarii reduse se poate scrie
o122 op (1 F 27}
de unde rezultd
g ool o ol ol —oeiel+of
T 0 4 o 20 Wy 20,
Deoarece
M o 1,
26,
de obicei se folosegte relatia aproximativi
I ’ .
e e § (2.71)
20, ‘
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Se pot stabili si relatii exacte pentru calculul amortizirii. La pulsa |

. 1 . 1
fia o = 0 receptanta are valoarea staticd «, = PR Orizontala o = -

intersecteaz& curba in punctul §, de pulsatie o, = V2 w,q (fig. 2.36).

(e 8 3' '-';CL?"ISI‘ o |

& e K N I

d‘M / :
H d 6( L,J fd.s Pr i Q
72_ -Max / :
g o ; S
i
[
]

i ] ‘1
o y
Wy MM Uﬂwz wp Wy (dq Wy

Ty

Fig. 2.35 Fig. 2.36

O dreapti o« = eqa int_ersectéazﬁ, curba in punctele P si @, de pulsa-
fie w,, respectiv «wg. Raportul de amortizare { se determind cu relatia [72]

g2 1_MV1 E (@.72)

=5 . Y
2 4w, g g2

alegind media valorilor caleulate pentru diferite valori e.

Metoda d4 rezultate bune cind curba de rezonanti este travatd in
coordonate logaritmice. In acest caz, valorile parametrilor k si m se deter-
min& direct, cu ajutorul asimptotelor la curbd [106], folosind hirtie cu
caroiaj special. '

O variantd a relatiei (2.72) este urméatoarea [79] :

1 eptoq

Q2=
2 40k

: - (2.13)

dar determinarea pulsatiei w, nu se poate face decit aproximativ,
Constanta elastich se calculeazd eu relatia aproximativid

1 1

20 otmax )

k

li2

Metloda diagramei defazajului

In figura 2.37 se prezintd variatia cu pulsatia a defazajului intre
fortd si deplasarea masei sistemului din figura 2.34. Rezonania de fazid
s = —90° corespunde punctului M, de pulsatie o, La intersectia curbei
eu dreptele ¢; = —45° respectiv g = —135°, se determind punctele

B si ¢, de pulsatii @, ; = w, (T +1F 7).
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Raportul de amortizare { se calculeazd cu relatia exactd

g =271 (2.74)

20,

h
'i F ol
G
~45° >
T=const
_‘900 ”
~ 1357 £
i
Fig. 2.37 Fig. 2.38

Tangenta la curbi in punctul A face cu axa abseciselor unghiul 6,

astfel incit tg 6 = — (%?i‘l) . Raportul de amortizare
L)) =G0y

1

L= ?
N
_d(l-" w=tp

expresie gimilard cu (2.34).

(2.75)

Metoda diagramei componentei reale a receptantei

Diagrama din figura 2.38 se obtine reprezentind grafic variafia
en pulsatia a componentei deplasiirii in fazd cu forta, intr-un baleiaj cu

J = const.
Curba intersectéazd axa abscigelor in punctul M, de pulsatie w,,

corespunzitor rezonantei de fazi. Punctele B, si C, in care «p are valori

extreme, au pulsatiile @', ©” = w, V1T 2L _
Raportul de amortizare { se poate calcula decicu relatiile exacte

1 e ____' ra PN :
c (O] Y] o w L0 ) (2.76)

= e ’ 2
2 0’4 o 4oy

Determinind panta tangentei la curbd in punctul M, constanta
elastici se calculeazi cu relatia

1
k= . (2.77)

dOf.R
282 o, (— —-—)
d&) D)=y
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Deoarece suma ordonatelor punctelor B; gi €, este chiar wyx se
poate folosi relatia

1

- 2.78)
g 27 (1 — 0" omax (2.78)

Metoda diagramei componentei imaginare a recepiantei

Diagrama din figura 2.39 se obtine reprezentind grafic variatia cu
» - [ BRI |1 w T
pulsatia a componentei deplasdrii in cvadraturd (defazata cu E) en
A
forta de excitatie, intr-o mésurare in care se mentine f = constant,

Valoarea maximi a componentei a«, se obtine 1a o pulsatie mai mici
decit w,, dar in calculele practice aceasta se poate neglija.

La pulsatia o, rezultd (ar)e=e, = — % Folosind deci impreuné

diagramele din figurile 2.38 §i 2.39, se poate calcula raportul de amor-
tizare eu formula

{ =l é“‘“"' . (2.793
9.1
W, | —— :
( do )m:mﬁ
o« at % .
Ky g Uy Wyl © 0 . ;‘ﬁ
7 i \ W=
\ A
\N = f ) 2
o < T=tons wgc”"_\tﬁ
\

(/)] o
] \\\ mar g &y
TL\ \

Fa

Fig. 2.30 Fig. 2.40

Tangenta 0T la curbii determin® punctul T’ de abscisé .. Tangenta
08 in origine intersecteazd curba in punctul 8, de absciséd o, = V2 wa §i
ordonatd a; == — %VZ(I — 20%) = — %& Dreapta (A) intersecteazi.
Wy
curba in punctele P si @, de abscise w,, respectiv wg, cu care se calcu-
leazd ¥ din relatia (2.73), in care o, se determinii aproximativ ca abscisa
punctului de extremum.

-

4 — c, 1862 ‘ 4%



Metoda diagramei polare

Eliminind pulsatia intre expresiile componentei reale az = 2 COS 9a
i a celei imaginare «; = o sin ¢, ale receptantei complexe, se obt{ine o
curbi de ecuatie (fig. 2.40)

1 -0 (2.80)

X
agzkr

(o3 + o2)? -—“f (ad 4 oZ) —

care aratd cd, in cazul amortizirii viscoase, diagrama polard a receptan-
tei nu este un cerc (la sisteme slab amortizate aceasta poate fi totusi
aproximatd cu un cerc).

Curba intersecteazi axa imaginard in punctul 3, de pulsatie w,
Coardele OB si 00, care fac unghiuri de 45° cu semiaxa imaginara negativ &
determind pe curb pulsatiile w,; = w, (/€2 4+ 1 T %), cu ajutorul cirora
raportul de amortizare se calculeazd folosind formula exactd (2.74).

Constanta elasticd rezultd din relatia

k= ];_.__ (2.81)
200
T X k
unde OM = | a;lomwq, lar masa m = —.
(OFY

2.2.2.3. Identificarea pe baza diagramei mobilitafii

Metoda diagramei emplitudine- Jrecvenid

Curba din figura 2.41 reprezintd variatia cu pulsatia a modulului
mobilititii complexe. (v. tabela 2.2). Rezonanta amplitudinii vitezei apare

53 1 1 1
1a pulsatia o, =V{%, cireia ii corespunde ordonata Mus = m* 2—21 = o
My
R T=const :
ﬂmax A(ﬂs
%J’zmax % &'g 2 V"JIS Wae
dug
oy 3
o o >
O by Wy w g2 -1
Fig. 2.41 Fig. 2.42

Intersectind curba cu dreapta A == 1 Muax, S€ obtin punctele B,
c .

§i O,, de pulsatii
O1e,26 = Wn (VTe2 —1) -1 F Tl e® — 1)
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Raportul de amortizare se calculeazd cu relatia exactd

{= 2 e (2.82)

20, } e2—1

Deoarece ,, Wy, = w3, notind Aw, = w,, — @y, relatia (2.82) se
mai scrie _

. Ao,
2 lesmzc (% — 1)..

4 (2.82, a)

Repetind constructia pentru mai multe valori e, se reprezintd grafic

(fig. 2.42) variatia raportului ?VAL in functie de Ve?—1 i prin
: e W2

punctele astfel obtinute se trasea,zz‘i.‘o lfnie dreaptd. Raportul de amorti-

zare { este egal cu panta acestei drepte.

Daci ¢ =2, dreapta M = %2- Muax intersecteazd curba in pune-
tele B i C, de pulsatii

@y,2 = s (J T+ 1 F ), (2.83)

iar raportul de amortizare se calculeazét cu relatia exactd [134]

_ A
P Tl S (2.84)
2w, 2w,

Deoarece o, v, = wj, 5¢ mai poate scrie

£= 92O =.1.( @ _ Vﬁ) (2.84, 2)
2 b Wy Wo 2 Wy Wy

Masa m se calculeazi apoi cu relatia

1 ¢

- 20 @y Muax - Wy — ml‘.

(2.85)

Metoda conduce la erori in cazul unor curbe de rezonan{i prea apla-
tizate (amortizare mare) sau prea alungite (amortizare micé), filnd nece-
sari alegerea corespunzitoare a scarilor diagramei. N

Curba din figura 2.41 devine simetrici dac reprezentarea se face
in coordonate logaritmice (fig. 2.43, a). Se folosesc diagrame cu caroiaj
special [33], pe care sint trasate linii cu panta 6 dB/octavi, reprezentind
mobilitatea unor elemente pur elastice si linii cu panta de —6dB/octavi,
reprezentind mobilitatea unor mase pure.
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Cu ajutoru! acestor diagrame, masa m se determind direet din com-
portarea asimptoticd la frecvente inalte, iar constanta elastica k — din
comportarea asimptoticd la frecvente joase.

{
™~z ] ] |1 ’ C’?ﬁﬁ) 748 'lf
/yl/ﬂ\g\[[ M [ ‘/‘FE
& | pﬁ-gk 10”‘ ; f) :
| ot = W R
R T ) | Ly |
PR . %
AT [ [ 1 048heterd 0 o o VZGrd  Iog
i loges 73
a b
Fig. 2.43

Raportul de amortizare  se calculeazi cu formula (2.84) in care
Avw = w, — v, este litimea benzit de pulsatii la 3dB sub valoarea maximad.
1
Aceeasi valoare se obtine determinind ,factorul de calitate” @ = é—c-
dat de distanta verticald intre punctul S de intersectie al asimptotelor
la curbi si punctul de raspuns maxim E (fig. 2.43, b).

Metoda diagramei defazajului

Pe diagrama din figura 2.44 se determind punctele B, M si C, de
pulsatii w;, w,, respectiv w, cu care amortizarea se calculeazi folosind
relatia (2.84).

Se mai poate stabili expresia

1

m,.( - %)
do Joew,

care se foloseste cind se dispune doar de o micid porfiune a diagramei
defazajului, situatd in vecindtatea punctului M, care definegte rezonanta
de faza.

Se apreciazéi ci valorile raportului de amortizare { calculate cu rela-
tia (2.87) sint mai precise ca cele calculate prin metods amplitudinii
maxime [86].

r = (2.87)

Metoda diagramei componentei reale a mobilitdtii
Curba din figura 2.45 reprezintd variatia cu pulsajia a componentei

My = _M cos ¢, a mobilitdfii. Valoarea maxim® s =V;t§1£a.pare
m

la pulsatia de rezonantd w,. Dreapta My = 1 Mr,,, intersecteazii curba
: e
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in punctele B, si C,, de pulsatii e, $i w,, cu care raportul de amortizare
se calculeazid folosind formula exactd

Woy — O
{ = 210 (2.88)
20, Ve —1
44 T=const
»°r M
' 7
5w 4 M ma S = const
\"w - 1 By (4]
’ Gay| @ ﬁm P e
—g50 7 Txxmr
—.W"‘
f Vgt Sty w
Fig. 2.44 Fig. 2.45 Fig. 2.46

1 . .
Dacé ¢ = 2, dreapta Mz = 5 Mr, .. intersecteazd curba in punc-

tele B i C, de pulsatii «; §i o, cu care raportul de amortizare ¢ se calcu-
leazd folosind relatia (2.84).

Metoda diagramei componentei imaginare a mobilititii

Curba din figura 2.46 reprezintd variatia componentei #,=_/ sin o,
cu pulsatia. Intersectia cu axa reald se face in punctul M, de abscisd
w,, care este si un punct de inflexiune al curbei. Valorile extreme

My = :[:———1—: apar in punctele B si C, de abscise w;, =
nin 43V km |

min
= w, (J{® + 1 F ¥). Raportul de amortizare se calculeazd cu relatia (2.84).
Distanta intre tangentele in B gi C este My =—]-'~ ml;— = -1—, astiel
2tVkm ¢

¢} masa se poate calcula cu relatia (2.85).

Panta tangentei la curbd in punctul M este ( _ a4 _ 1
dm Ll O3y 2C2 k
Rezulti
C 2("#1)@-:-@1 (2.89)

- ( dﬂf ) .
GJ,‘ -
de Jo=o,

Dreapta care unegte punctele B gi C are o panté ( — Zé—'—k—) Dacé
ge dubleazi ordonatele punctelor de extremum, linia care unegte punctele
B’ §1 C' este tangentd la curbd in M [127].
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Metoda diagramei polare

Diagrama polard a mobilitijii complexe (fig. 2.47) este un cerc de

ecuatie
1 YV, .. 1

La intersectia eu axa reald se definegte pulsatia w,. Diametrul

OM = Muux =-1. Diametrul B(, perpendicular pe OM, intersecteazs
¢

cercul in punctele de pulsatii , §i w,, cu care I se calculeazd din relatia

(2.84).

Dac4 se noteazi prin ds arcul de cerc corespunzitor unei cresgteri

d¢, a unghiului de faz#, atunci ds = 1 d¢,. Derivata
¢

ds 1de, 1 d Q2—1 1 Q2 1
dQ c dQ o d.Q( g 2L Q ) Vim (1 — Q22 + 422 Q2 (291
are o valoare maximi
ds 1 1
—) == 2.92
(dn)m 4fkm Y1 -0 — (1 — 3 (2:52)
la pulsatia adimensionald
o={"112/I=¢C (2.93)

inferioard pulsatiei de rezomanti Q = 1.

o Pentru valori uzuale ale raportului de amortizare { se poate aproxima
&=1gi

(ﬁ) o1 1 1
| dQ max - 2c2 V_};M ﬁc’

th ] w = const
P Wy
&, 7Y
0 8 L4 My
g
Fig. 2.48

astfel cé se poate aplica metoda Kennedy — Pancu pentru loecalizarea
rezonantei [131].
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Dacil se dispune doar de o micd parte a diagramei polare, situata
in zona rezonantei, nu se poate aplica relatia (2.84). Punctul M, definit

. ' ds : < <
de w,, se alege in zona unde — este maxim, dupd care se traseaza cer-
w

cul care aproximeazd cel mai bine punctele din vecindtatea lui M [129].
Se duce diametrul OM. Se unegte punctul 0, cu doud puncte P si @, de
pulsatii cunoscute @, §i wg, foarte apropiate de M, si se misoari unghiurile
6, si 9, (fig. 2.48). Deoarece, conform relatiei (2.87),

(dcp,,,) ~ Gq—ﬁp___ 1
do Jo=ws B Wg — Wy Cm,.,
rezultd [74]
—_ 1
[ = 2e % . (2.94)
Wy 6, + | 6q]
Daci 6, = 6, = 0,
¢ =22 " 92 o5tp 6. (2.95)
2ty

2.2.2.4. Identificarea pe baza diagramei inertantei

Metoda amplitudinii maxime

In figura 2.49 se prezinti variafia modulului inertantei complexe
(v. tabela 2.2) cu pulsatia. Rezonanta amplitudinii apare la pulsatia «,, =

= ——2_sypunctul R avind ordonata nmay = — ————
i—ze ¥ T T 201 — ¢

s . . 1.
tia o, = %é_f se ghsegte punctul § in care asimptota » = -— intersecteazd
m

. La pulsa-

curba. Dreapta n = £ determind punctele P si @, de pulsatii w, §i wg, cu
m

7h P 7k
— 11 T (4}
Hmax T=canst wx
¢ P a Y Secomt
E Y
%4 1144
7]
(1

& 4 e

Gy Gy W @ -

.l.'_é! A 0 Uy Glp Oy &

Fig. 2.49 Fig. 2.50
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ajutorul cirora se caleuleazd raportul de amortizare folosind relatia (2.72)
o L 05k o Vl !

—
2 40), wq €

Tangenta 0T determind punctul T, de pulsatie o, (fig. 2.50). Dreapta
(A) intersecteazd curba in punctele U g1 V, astiel incit «w, =Yy w,. Se
poate folosi deci gi relatia [72]

1 (e} 4 ef) ef

2 40} w?

gz =

(2.96)

Masa m se calculeazd din ordonata punctului § (fig. 2.49) jar
k = mo?i.
~ Si in acest caz se obtin rezultate bune cind curba de rezonanti
este trasatd in coordonate logaritmice.

Metoda diagramei polare

Eliminind pulsatia « intre expresiile componentei reale ng —v cos @,
gi a celei imaginare v; == 7 8in ¢, ale inertantei corplexe, seobtine o curbd
de ecuatie (fig. 2.51)

1
(nk + i) — ff(n% + 7§) — oy 7 =0 (2.97)

care aratd cfi, in cazul amortiziirii viscoase, diagrama polard a inertantei
nu este un cerc.

Curba intersecteazdi axa imaginari in punctul M, de pulsafie w,
(rezonanta de faz3). Coardele OB §i OC, care fac unghiuri de 45° cu semi-
axs imaginard pozitivi, determini pe curbi pulsatiile w, ,=o.(/ ZE+1TF )
cu care se calculeazd raportul de amortizare folosind formula exacta

(2.74). _
Masa m rezultid apoi din relatia
. _ L
m = ——
200M
unde OM = (711)0"‘“,.‘
T $=const .
ﬁﬂk = gonst
k
V2 B 4 5
Brmin ]
o— : m
W, Gy W7 7]
Fig. 2.52
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2.2.2.5. Hdentificarea pe baza diagramei obstructantei
Metoda amplitudinii minime

Curba din figura 2.52 reprezinti variatia cu pulsatia a moduluiui
obstructantei complexe (v. tabela2.2). La rezonantl w,g = w, 1 — 2% iar
ﬁmin = k- 2tl/1 - Cz'

Intersectind curba cu dreapta 8 =2 Bmin Se obtin punctele de
semiputere B’ si €, de pulsatii wf §i o}, date de relatia (2.70). In cazul
amortizirii reduse, raportul de amortizare se calculeazd cu formula apro-
ximativd (2.71).

Metoda diagrdmei polare

Diagrama polard a obstructantei complexe este o parabola (fig. 2.53)
de ecuatie

jlﬁzﬁﬂl-im} (2.98)

denumitd parabola lui Runge [108].

Aceasta intersecteazd axa imaginard in punctul M, de pulsayie w,.
Liniile 0C gi OB, care fac unghiuri de 45° cu semiaxa imaginard pozitivi,
determini gi in acest caz pulsatiile o, 8i w,, date de relatia (2.83), cu care
raportul de amortizare se calculeazd cu formula exacti

Masa se calculeazd cu relalia m =

iar k = maol.
2% (Br)omw, | "

Cr $=const
: T=const
Q0 wluy o Zi
8
. V\a,
g‘ e ﬁz‘m{k 8 g
iy 2
a : Zmin 3
k - R .
g gy Gy G2 @
Fig. 2.53 Fig 2.54

2.2.2.6. Identiticarea pe baza diagramei impedantei mecanice
Metoda amplitudinii minime
in figura 2.54 se prezintd o curbii amplitudine-pulsatie pentru impe-

danta mecanicd a sistemului din figura 2.34. La pulsatia de rezonanti w,,

Zom = 27 Jkm = ¢. Intersectind curba cu dreapta Z = J2Zmu, se
determing, pulsatiile o; $i w,, cu care § se calculeazd cu formula exacta
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(2.84). Apoi masa m rezultd din relatia

m = Zuwin : (2.99)

Wy — ml_ 2%eon

Dacii se traseazi curba impedantei mecanice in coordonate logarit-
mice (fig. 2.55), constantele m §i k se determinid direct din comportarea
asimptofica in afara rezonantei, iar raportul de amortizare ¢ — din ,,fac-

torul de calitate” @ = —21—~ misurat ca distanta verticald intre punctul

de intersectie § al asimptotelor la curb¥ si punctul de impedantd minima R.

Prin intersectarea curbei cu orizontala sitnatd la 3dB deasupra
valorii Zumi, se obtin punctele de pulsatii w; §i @y, cu care f se calculeazi
din relatia (2.84).

Metoda diagramei polare

Deoarece Zz = 2¢ [/km independent de pulsatie, diagrama polard
a impedantei mecanice este o dreaptéd paraleld cu axa imaginara (fig. 2.56).
Ea taie axa reald in punctul M, de pulsatie w,. Dreptele OB si OC, care

fac unghiuri de 45° cu semiaxa reald pozitivi, determind pulsatiile w, s
0, Se folosese apoi relatiile (2.84) si (2.99).

2.2.2.7. Identificarea pe baza diagramei masej aparente
Metoda diagramei amplitudine-pulsatie

in figura 2.57 se prezinti graficul variafiei cu pulsatia a modulului
functiei complexe a masei aparente (v. tabela 2.2), De obicel diagrama se

bid )
T=const
7 ¢
' oz 7
% L e : N
; e ; ‘
o, g T=romst ;
T e RIS [l
Lt s TP 45 & NSRS ’
L4 - Pt | ot i
_).Q/ l.?,f// - 7 raiaN I im’
i\ e r Ny AR NN s
L ] qi’fﬁfm o I S SN—_ o .
= J-IFE.-:'.n‘i ; /E'-.., 1 i ‘] P \i Lol
t i I (A] b i ™St
T . e RS T
Ly g Ly iy lag &
Fig. 2.55 Fig. 2.58 Fig. 2.57

traseazd mentinind constantd amplitudinea acceleratiei si masurind vari-
atia cu pulsatia a amplitudinii fortel de excitatie.
Valoarea, minimi pmw = m2{)1 — % se obtine la pulsatia

) . . w . w s
T Asimptota orizontald p = m intersecteazdi curba in

_ i)
N T
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punctal §, de pulsatie w, = :;% Raportul ¢ = se migoard ca dis-

Hmin
tanta intre tangenta la curbd in R si asimptota onzonta,lﬁ, Raportul de
amortizare se calculeazd cu formula exactid

Ve+1—V==1 1
g = Ve (2.100)

Masa gi constanta elasticd se determind din comportarea asimpto-
ticd in afara rezonantei.

-Metoda diagramei polare

Diagrama polard a masei aparente este o parabolid (fig. 2.58) de
ecuatie

2
L S R (2.101)
47%m? m
F[{k T=const
L)
3 G=2 /2
- -
¢ 4~ ¥
) . =
] * @l "y
Fig. 2.58 Fig. 2.59

Aceasta intersecteazd axa imaginard in punctul M, de pulsatie w,,
corespunzitor rezonantei de fazd. Dreptele OB si OC, care fac unghiuri
de 45° cu semiaxa imaginard negativi, determini pe ‘ourbs pulsatiile w,
8i w, cu care { se calculeazd din formula (2.84), apoi masa

m= —

27 (1 )o=a- (2.102)

2.2.2.8. Identificarea pe baza diagramei transmisibilitiii fortei

In figura 2.59 se prezintd diagrama polari a transmisibilititii fortei.

ac* -——— g8 obtine
Viere— 82 —2 + 2y1 + 822

la pulsatia o, = 2i£ VVl +4-8%2 — 1. Pulsafia o, se determind intersectind
diagrama cu dreapta Tz = 1. Raportul de amortizare

Valoarea maximi Cpay =

1

_ 2.103
2('6[ )m=ﬂin ( )
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Nadd

V1 — 47

Curba taie axa imaginard la punctul L, de pulsatie «; =

Rezultd o altd relatie pentru factorul de amortizare

 — % Vl __ ( :‘)2 (2.104)

2.3. Metode de excitatie cu forfe armonice in cvadratura

Initial, metoda fortelor in cvadraturd a fost propusid de citre G. de
Vries [131} ca o variantd a mefodei frecventelor deplasate (v. paragraful
2.6.1.). Ulterior, metoda a fost dezvoltatd de autor, in spectal pentru
identificarea sistemelor cu amortizare histereticid [90, 93]. Desi necesitd
un echipament specializat, folosirea ei are avantajul de a duce la rezul-
tate mai precise decit metoda Kennedy-Pancu, in special in cazul siste-
melor foarte slab amortizate.

Metoda se bazeazd pe modificarea diagramei raspunsului in free-

ventd a,tuncl cind la forfa initiald de excitatie f cos wt se adaugd o com-

ponenti f sin wt, defazati deci cu 90° fatd de prima (componenta in
cvadratura). Tn notatie complexd, aceasta revine la a considera in locul

fortei f(t) = fe“"‘, o fortd

1) = (f + if" e | (2.105)

f(t) = f1 4 inyeer. (2.106)

Analitic, rezulti ci expresiile funetiilor complexe de rispuns in frec-
ventd care au forta la numitor (receptanta, mobilitatea, inertanta) se
inmultese cu cantitatea complexd (1 - iA), ceea ce echivaleazd cu o ampli-
ficare cu |1 4 A% si o rotire in sens trigonometric (pentru 2 > 0} cu unghiul
arctg A

2.3.1. Ideatificarea parametrilor sistemului cu amortizare histereticd

2.3.1.1. Identificarea pe baza diagramei receptantei
Meioda celor doudt cercuri

Dacd asupra sisteraului din figura 2.7 actioneazi o fortd excita-
toare de forma (2.106), ecuatia miscarii este

mi 4 2 G - ke = f(1 + in)e, (2.107)
[(}]
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Daci deplasarea se alege de forma

Z = el (2.108)
rezultd receptanta complexi
A S e ol VS (2.109)
f E1— Q%+ ig
unde
h © &
q = -,k—*, Q = o y g = V;L-. (2110)

Expresia (2.109) se mai scrie sub forma

_ 2 — 2y
AR TR Sl it AU SR Sl 10 Rl (2.111)

Bl — Q%2+ g7]  k[(L — Q22 4 g2]

Eliminind € intre expresiile lui oy §1 a;, rezultd ecuatia locului geo-
metric al virfului vectorului = in planul complex

A \2 1) 142 .
_ A Ay i+ a 2.112
(“ 2h)+(a1+ 2}»‘) anz (2.112)

reprezentat in figura 2.60 prin cercul trasat cu linie continud (A#0). Pe
aceeasi figurs s-a trasat cu linie intrerupti cercul de ecuatie (2.37), cores-
punzitor valorii A = 0 in (2.112). Cele douid cercuri se intersecteazd pe
aXa imaginard in punctul M, ciruia pe cercul A = 0 ii corespunde pulsatia
wn, 12T pe cercul A # 0 — pulsatia o' = @, [/1 + 2. Aceasta se verifici
observind ¢4 diametrul O M’ face un unghi. arctga cu OM. Factorul de

4%

hoi; J=const,

Fig. 2.50

amortizare se caleuleazi cu formula

g = ——1{ [( z )2~— 1 ] (2.113)

iar constanta elastict — din relatia (2.32), in care &, == OM.

61



Metoda celor frei cercuri

Daci pe aceeasi diagrami se traseazid doud cercuri de parametri 2,
respectiv A,, impreund cu cercul A = 0 (fig. 2.61), cele trei cercuri se inter-
secteazs in punctul M, corespunzitor rezonantei sistemului. Factorul de
amortizare g se calculeazi cu relatiile

2 en'2 a2
g=—1 @if—oe? o"-o (2.114)
A2y @a M — X2

unde o, o’ si o sint pulsatiile punctului M pe cercurile A =0, X,
Tespectiv ,.

Dack X = +1 8i 2, = —1, atunci o’ = w; = wafl + g, 0 =w,=
= w, )1 — g, iar relatiile (2.114) se transformi in (2.30).

M#surarea se poate face mentinind constantd amplitudinea depla-
sirii, ceea ce este util la analiza sistemelor slab neliniare. Localizarea rezo-
nantei pe cercul » = 0 este independentd de sistemul de axe, ceea ce

devine util la sisteme cu mai multe grade de libertate si frecvente proprii
relativ apropiate.

Metoda liniilor de pulsalie constanid

Dach se elimind A intre expresiile lui «; si «; din relatia (2.111) se
obfine ecuatia unei familii de drepte de pulsatie constantd (fig. 2.62) care

‘trec prin punctul M (0, — -}}—)

—_— 2
o=t 1 (2.115)

g h

 olp _ Rezultd ci localizarea rezonantei pe
i g =const. cercul A = 0 se poate face prin intersectarea
‘é‘m""’-\ p: o,  acestuia preferabil cu doui drepte (2.115),
_ de pulsatii w; = const., regpectiv wy= const.
wy=const. Determinind valoarea lui A corespunzi-
Y toare punctului de intersectie al liniei o, =
= const. cu cercul, factorul de amortizare
A=( ge calculeazid cu relatia

1 [}
= —|— —1]. 2.11
Fig. 2.62 g A ( . ) (2.116)

Apoi se determini

62



2.3.1.2, Tdentificarea pe baza diagramei obstructantei

Meiloda liniilor ) = const.

Dacd se efectueazs misurdri in care se mentine constantd amplitu-
dinea deplasirii armonice, variind amplitudinea fortei de excitatie, inte-
reseazd functia

gL _pl=ti (2.117)
o 1+
sanu
o o . 1 —=Q24 9% . og— N1 —QF '
B=~_pn+ipr=% T + ik T (2.118)

Prin eliminarea lui Q intre expresiile componentelor 8z si 8;, rezulta
cd pentru A = const. extremitatea vectorului (2.117) parcurge drepte de

ecuatie (fig. 2.63)
Br = — ABg + k. (2.119)

Pentru » = 0 rezultd diagrama din figura 2.28. Orice dreaptd A =
= const. intersecteazii dreapta A= 0 in punctul M, de pulsatie w,. Pe
o dreaptd de parametru 3,, punctul M corespunde unei pulsatii o’ =

= w, Y1 + g, iar pe o dreapti de parametru », — unei pulsatii o' =
= w,)/1 + gr, Factorul de amortizare se calculeazi deci cu relatiile
(2.114).

Metoda cercurilor de pulsatie constatd

Datoritd4 inversiunii (2.117), prin eliminarea Ilui A intre expresiile
lni Pg si Br din (2.118), se deduce c&, mentinind « = const., extremitatea
vectorului B descrie un cerc de ecuatie

(BR e )2 + (Br ~ i)z — B EL=SF, @

2 2 4
Vo g=tonst
\ 7
N
4
4\ ’
UI:',’ ~ N --\\\\mf
/ Lin ¥
/ b/ YA &
ﬁff' Az /I, \\\"‘\..
or AN s N
T s \\ /‘;{9 \\
2 e ¥
“h \\7,___.’»’ S b N
W= const Ly =const
Fig. 2.63 Fig. 2.64
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Toate cercurile w = const., intersecteazd cercul w = o, pe axa ima-
ginard, in punctul M, corespunzitor rezonantei (fig. 2.64). Pe doud cer-
curi trasate la pulsatii constante w', respectiv o', punctul M corespunde

. 1 w'? i 1 w'’'?
unor valori 2 = — {1 — ———|, respectiv i, = —- 1 —— ' Care Se

g o oy
determingd experimental, astfel ci g se poate calcula cu relatiile (2.114).

2.3.2. Identificarea parametrilor sistemelor cu amortizare viscoasd

In cele ce urmeazi se prezintd trei metode bazate pe analiza diagramelor
polare ale mobilititii complexe. Alte metode, bazate pe analiza diagra-
melor componentelor vitezei in fazd si in evadraturd cu forta, sau a diagra-
mei defazajului intre fortd si viteza, sint expuse in lucrarea [89).

Metoda celor doud cercuri

Ecuatia misgeirii sistemului din figura 2.34, sub actiunea unei forte
excitatoare de forma (2.106), este

md + o 4 kx = f(1 4 in) et (2.121)

Rezulti mobilitatea complexé

.z 1 14 ix
=2 = Viom e B (2.122)
f moo2r - i(Q ——-)
Q
unde
(= 0y Q=0 o, =V.E_. (2.123)
2 Vem 0y m
Expresia (2.122) se mai scrie sub forma
1
2 A Q—-=
L+ ( Q)

ﬁ:ﬂﬁ"-‘iﬂlﬂ +

VEm __1)2
are —|—(Q 5
2Lh — (Q ,__}_)_

Q
i e 2
Viom 4c2+(ﬂ———)

(2.124)
Q

Eliminind Q intre expresiile lui Mg 8i A, rezultd ecuatia locului
geometric al virfului vectorului # in planul complex

1 2 A 2 1 - A2
I —_——r Y A (9195
(ﬂR 4%V km ) * (ﬁ‘ 42 km ) 16 22 km ( )
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reprezentat in figura 2.65 prin cercul trasat cu linie continud (2#0).
Cercul » = 0 este trasal cu linie intrerupid pe aceeagi figuri.

Pentru A >>0, eentrul cercului O’ este gitnat in semiplanul nmaginar
pozitiv, iar pentru 2<0, in semiplanul imaginar negativ. Diametrul la
1+ 22

gi face un unghi
Em : 5

rezonanta smplitudinii este OM’ :—;CV

arctg ) cu semiaxa reald pozitivé.

Cele douit cercuri se intersecteazii pe axa reald in punctul M, care
pe cercul » = 0 corespunde pulsatiei de rezonantd o,, iar pe cercul 2+#0,
pulsatiei ' = w,({/ 222 4 1 + {A). Raportul de amortizare se calculeazd
pe baza acestor valori, folosind formula [131]

1 (o Wy
v _a(_ﬂ L ) (2.126)

g o

Masa m se determind apoi cu relatia (2.85).

Metoda celor irei cereuri

O localizare mai precisi a pulsatiei de rezonantd w, pe cercul X = 0
se realizeazd prin intersectarea acestuia cu doud cercuri de parametri iy,
respectiv 2, (fig. 2.66). Dacd ', respectiv »’/, sint pulsatiile punctului M
pe cele doud cercuri, raportul de amortizare se calculeazd cu relatia

0)’2 o (0”2

T 2w, (o' — AzmT)_.

(2.127)

De obicei se alege 2, >0, 2, << 0.

Fig. 2.85
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Dacd A, = A, Ay = — ), relatia (2.127) devine [75]

1 r - r 1 ! . Fr
(=22 = © -2 (2.128)
2A o 2x Voo
Daci a,=1 §i Ay = — 1, atunci o' = 0, 0" == u,, iar relatia (2.128)

devine (2.84).
In general, pentru caleulul amortizérii sint suficiente citeva puncte
de pe cele trei cercuri, situate in vecindtatea zonei de intersectie.

Metoda liniilor de pulsatie constanta
In figura 2.67 s-au trasat diagrame polare ale mobilitd{ii complexe
A

(2.124) pentru diferite valori ale parametrnlui 2 =~f7. Toate cercurile
intersecteazii diagrama polard A = 0 in punctul M, care pe acest cerc
defineste pulsatia de rezonantd e,. Orice dreapts A care trece prin punctul
M, intersecteazi cercurile in puncte P,(j==1,2,3...) avind o; = const.

Ecuatia acestor drepte se obfine eliminind parametrul  intre
expresiile My st A, din relatia (2.124). Rezulta

ﬂ]z

2t (ﬂl —~——1—) (2.129)
Q‘_%E P otVEm ) '

Daci punctutui P de pe cercul A = 0 ii corespunde pulsatia adi-
mensionali Q, atunci veetorul OP face cu axa reald un unghi

1 _ 0

8 = arctg (2.130)

28

Dreapta A, de parametru Q, va fi perpendiculari pe OP, deciva face
unghiul 6 cu tangenta in M la cercul A = 0.

Valoarea lui » care corespunde punctului M pe o dreaptd A de para-
metru , este

hay = — 57 O =21 sr— = tgb. (2.131)

Dupi determinarea pulsatiei de rezonantd la intersectia dreptei
o, = const. cu cercul A = 0, raportul de amortizare se poate calcula cu
relatia [75]

o L ( @ _ i’i) cotg 0. (2.132)

Restul parametrilor sistemuliui se determiné pe baza valorii diame-
trului OM al cercului 2 = 0.
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2.4. Metode de excitatie cu fortd centrifugii aplicatd masei

In multe aplicatii practice, fortele perturbatoare se datoresc unor
mase excentrice in miscare de rotafie. De asemenea, constructia multor
vibratoare, folosite la determinarea caracteristicilor dinamice ale tere-
nurilor de fundatie si ale izolatorilor contra vibratiilor, urindreste reali-
zarea unor forte armonice, de amplitudine proportionald cu patratul pulsa-
tiei. In eele ce urmeazd se vor considera fore de forma

J{t) = mgre? cos wi, (2.133)

[ - mﬂ A s
produse de doui mase excentrice w2—, care 8e rotesc in sensuri contrare,
cu viteza unghiulary , pe cercuri de razd r (fig. 2.68).
2.4.1. Identificarea parametrilor sistemului cu amortizare histeretici

Eecuatia migeirii sistemului din figura 2.68 este

mE 4 L3 & + ke = mgraZe!™. (2.134)
o

Ea se obtine inlocuind f = m,ra? in ecuatia (2.26).
Pentru o solutie stationaré

r = el {2.135)

folosind notatiile (2.110), se obf{ine

(2.136)

yzlt)

fr

ST T i e 2777 75T TTTTTT T 77T 7T 2T iE

Fig. 2.68 Fig. 2.6

a cirei functie de rispuns in frecventi estesimilard cu cea a inertantei
complexe (v. tabela 2.1). Rezultd c& in acest caz se pot folosi metodele de
identificare expuse la §2.2.1.4.
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Metoda forielor in cvadraturi

Daci Ia sistemul din figura 2.68 se adaugd doud mase excentrice

7

Mo . . v s . . .
~ s care se rotesc cu viteza unghiulard e in acelagi plan vertical pe cercuri

d

de razd ', fiind dispuse la 90° faid de razele vectoare ale maselor

-—2—° (fig. 2.69), ecuatia migeirii masei m devine

. ko, .
mi + — & -+ kx = myro? cos of — mir’e? sin of, (2.137)
w

In notatie complexs, inlocuind

mar!

A= (2.138)

Mot

in ecuatia (2.137), se obtine

mi -+ £ @+ kx = myro?(1 -+ ir)ele, (2.139)

w

Pentru o solutie stationard de forma (2.133), amplitudinea complexs
a deplasirii este

mgr Q1 + i)

) (2.140)
m 1 — Q2 4 ig

§ o=

Locul geometric al extremitétii vectorului & in planul complex
este un cere, trasat cu linie continud in figura 2.70. Pe acelagi desen s-a
trasat, cu linie intrerupté, diagrama polard pentru cazul excitatiel fara
forte in cvadraturd (a» = 0).

Cele dou# cercuri se intersecteazd in punctul R, ciruia pe. cercul

2 = 0 i corespunde o pulsatie o, = o J/1 - g% iar pe cercul %+ 0, o pulsatie

/1+g°
*
O E T g
Factorul de amortizare se caleuleazid cu relafia [93]
R 2.141)
7= 7 N w¥z ) (2141)

Trebuie remarcat faptul ci intersectarea cercurilor are loc in punctul
corespunziitor rezonaniei amplitudinii (pe cercul A = 0), diferit de punc-
tul corespunzitor rezonantei de fazd (punctul M, de pulsatie w,). Locali-
zarea punctului R este independentd de sistemul de axe, ceea ce conterd
o0 buni precizie metodei. Aplicind metoda Kennedy-Pancu, dacd pe cercul
2 = 0 se marcheazd puncte la intervale egale de pulsatie Aw, distanta
As intre doud puncte succesive va fi maximé tot in vecindtatea lui R, la
rezohanta amplitudini.
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g=const.

Fig. 2.70 Fig. 2.71

Ceilalti parametri se determind observind ci
O = Tl L 2.142
OR = ngz—i—l. (2.142)

O localizare mai precisi a punctului R se obtine intersectind cercul
A = 0 cu doui cercuri, trasate folosind mase excenirice plasate la - 90°
fatd de masele excentrice initiale.

Factorul de amortizare se calculeazdi cu relatiile [93]

k2 _ oF*2 1 ( w? 02 )
_ y

g f— —
MO — Rg®*E % — | F*2 ¥z

(2.143)

unde o,, o* §i w** sint pulsatiile corespunzitoare punctului E pe cercurile
de parametri A = 0, A;, respectiv 2, (fig. 2.71).

2.4.2. Identificarea parametrilor sistemului cu amortizare viscoasi

Daca sistemul din figura 2.34 este actionat de o fortd de forma (2.133),
ecuatia miscirii devine

| md + ex + kx = mgroe (2.144)

iar pentru o solufie stafionari de forma (2.135), amplitudinea complexi
a deplagirii este
. myr 0z . .:L\‘ io,
m 1 — 024+ {27Q

7= (2.145)

Expresia (2.145) este similard cu cea a inertantei complexe, astfel
¢a se pot folosi metod ele de identificare expuse la § 2.2.2.4.

Metoda diagramei deplasdirii

Diagrama din figura 2.72 prezintd variatia modulului functiei
{2.145) cu pulsatia. Prin intersectarea curbei cu o dreapti oarecare, ce
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trece prin origine, se obtin pulsatiile w gi w;, cu care se calculeazd pulsatia
proprie cu relaiia

on = Vormn. (2.146)
ik
=onst
» 7 ) {%‘.‘_{?yyﬁ & =const kf}é&‘ngiﬂ% I=t‘m.ff
L k
o — \’”’5’”’ ;
Fiid
e G Gy U & a b
Flg- 2,72 Fig. 2.73

Se intersecteazé apoi curba eu o dreapti orizontald oarecare 81 se
migoard pulsatiile ®, §i w,. Raportul de amortizare se calculeazs din
relatia [562]

202 =1 — i( On 4 On ) (2.147)

2 2
2 Wy (OG
Masa m se calculeazd pe baza ordonatei asimptotei la «w—-oco.

Metoda diagramelor componentelor vectoriale ale obstructaniei

Dacd se misoard simultan amplitudinea deplasirii z g1 defazajul
9. la diferite pulsatii w, se pot trasa prin puncte diagramele cantititilor

Mere? mored |
- cos P = Kk — mo?, g - sin P == € (2.148)
x @

in funectie de ? (fig. 2.73), care sint linii drepte. Metoda, propusi initial
de Lorenz [T1], a fost utilizatd cu bune rezultate de mai multi autori [53].

Metoda diagramei vitezei

Variaﬂ;ia amplitudinii vitezei masei m cu pulsafia este prezentatd
in figura 2.74 prin curba de ecuatie

Mol Qz (2.149)

m m 1 32’
2 Q—_
_V4c+( Q)

Py
== I =

B>

Punctele de extremum R gi 4 au ca abscise pulsatiile

wh4 = ol [2(1 ~ 272) F J4(1 — 2722 = 3]. (2.150)
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Pulsatia proprie v, se calculeazii cu formula

ol = —‘"u;—;—fi (2.151)

Raportul de amortizare rezultd din relatia

2 2
orr—1 — Y2t w1 (2.152)
42
. . - . mer
Asimptota la © — oo trece prin origine §i are panta tg 6 = —,
m

Ea intersecteazi curba in punctul S, de pulsatie o, = V_~——2(1Mﬁ_n2—tz_) §i

ordonati

2 myt W,
&, == ~. 2,153
m 21— 23 - ( ‘

Masga m se poate calcula pe baza relatiei (2.153).

In lucrarea [72] se expun alte metode de identificare a parametrilor
sistemului cu amortizare viscoasd, bazate pe misurares puterii consumate
de vibratorul c¢u mase excentrice sau pe misurares fortei transmise in
punctul de fixare a elementului deformabil.

2.5. Metode de excitatie armonici a sistemelor nelegate
de un reper fix

Pentru misurarea caraecteristicilor dinamice ale unuj 1zolator de
vibratii, acesta se introduece intr-un montaj a eirui configuratie poate fi
modelatd ugor, de exemplu printr-un sistem cu barametri concentrati.

Cind nu se dispune de o bazi de rezemare suficient de rigidd, se
recurge la sisteme férs legdturi, a ciror analizi se face in cele co urmeazi.

7
z} L dm (;f)
y:{mﬂ: .
- 9’2 I -i
x(#) Wil L) 11(_{)
P ibulf?'
't 87 kU gl
Py iy y‘) a' Wy B W e
IJ Py
¢
dy p ap @
Fig, 2.74 Fig. 2.75 Fig. 2.76
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2.5.1. Excitatie armonici prin elemenful deformabil

In acest paragraf se considerad sisteme cu un grad de libertate, exci-
tate fie cu o forfd armonici aplicati elementului deformabil, fie impunind
acestuia o miscare armohicd daté.

2.5.1.1. Identificarea parameirilor sistemulei cu amortizare histeretici

Fje sistemul din figura 2.75, excitat la bazi de o fortd armonicé

f(ty = fe*. Dacii se noteazd cu y(f) = ye'“t deplasarea bazei §i cu
z{t) = @ ¢ deplasarea masei m, se obfine

§_ 1 1ﬂn2+ig:-l_[( 1 1y _. g ](2_154)
f kQz 14 g Ei\1 442 Qe 14-¢2 1
T — 7 Oz
_g?/ T ory - (2.155)
#F_ 1l-4ig
T (2.156)

Reprezentarea expresiei (2.154) in planul complex este o dreapta
paraleld cu axa reald (fig. 2.76). Aceasta intersecteazi axa imaginard in
punctul A4, de pulsatie w, = @, 1 + g% corespunzitor antirezonanfes
[90]. Liniile OB’ si OC’, care fac unghiuri de '45° cu semiaxa imaginari

negativi, determind pe dreaptd pulsatiile o', o' = 71(:‘: cu care fac-
9
torul de amortizare ¢ se calculeazi cu relatia
L NN
g=22_"9 (2.157)
w2 + w'?
Constanta elasticd este
k= g (2.158)
(1+4¢5H04

unde OA este rispunsul la antirezonanti.

Diagrama polard a inversei expresiei (2.154) este un cerc. Acesta se
obtine prin misurarea variatiei cu pulsatia a amplitudinii forfei f necesard
pentru a mentine constanti amplitudinea deplasirii § Amortizarea se
evalueazd cu relatia (2.157) in care ' §i o'’ sint pulsatiile punctelor de
semiputere. Constanta elasticd se calculeazd pe baza diametrului cercului,
care reprezintd obstructanta la pulsatia de antirezonanti cw,.

Expresia transmisibilitd{ii relative (2.155) este similard cu cea 2
inertantei sistemului din figura 2.7, deci se folosec relatii de calcul asemd-
nitoare cu cele expuse in § 2.2.1.4. [102].
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Mai frecvent este utilizatd in practicid diagrama polard a transmisi-
bilitid$ii absolute (2.156), reprezentats in figura 2.33. In acest caz se poate
caleula doar factorul de amortizare, folosind metoda expuséd in § 2.2.1.8.
Dacid se cunoagte masa m, se determini si constanta elastica k.

Trebuie remarcat ci expresiile (2.155) §i (2.156) se obtin si in cazul
unei excitatii cinematice cunoscute a bazei sistemului din figura 2.75.

2.5.1.2. Identificarea parametrilor sistemului cu amortizare viscoasi

Se considerd sisteroul din figura 2.77, excitat de forta cunoscutd
e « . . - . .. .
f(t) = fei**, la care se misoard viteza hazei § = yei si viteza masei

& = wel*!, Se pot stabili urmiitcarele functii de rispuns in frecventd
(mobilit#ti) -

ooy L 2 1 (1 — 4700 —1 (2.159)
YT Yhm 1A Vhe QU+ 4009, |
~ 1 —i | ‘
1 2.160)
My = T =T |
x A o &2
f VLm
~ > 1 27Q2 . _1 L
ﬁzy :"?—A—_m— == — ) )2 Vom 20t (2161)
B > 1 4-120Q
Toane :_a_ =1 _ o 12t (2.162)
i 02 ‘ (2.163)
rCrel - :-; 1_Q2+12CQ
Daci se noteaiﬁ’
Ty = Myn + My (2159, 2)

i se elimind pulsatia intre expresiile celor doud componente ale funciiei
(2.159), rezultd o curbi de ecuatie

27 \2 1
———s —1 = 2.164
(‘m“‘ Vkm) (zc Vim ) Mz, ( )

reprezentatd in figura 2.78: ) _ . «
Pulsatia o, se determina aproxmmativ in punctul 4, corespunzdtor
antirezonantei. Dacd se dd masa m, se poate deci calcula k. Curba inter-

.. 2
secteazd axa reald in punctul M, de abeigd OM = V—k_z__’ de unde se
m

calculeazd raportul de amortizare .



Diagrama polard a funectiei (2.160) este o dreaptd care se confund#
cu semiaxa imaginard negativd. Diagrama polard a functiei (2.161) este
un semicere (fig. 2.79). Nici una din ele nu oferd suficiente informatii
pentru identificarca parametrilor sistemului.

Funefia (2.162) a fost examinati la § 2.2.2.8, iar functia (2.163)
se aseamini cu cea a inertanfei complexe a sistemului excitat prin masi
(fig. 2.34) gi a fost analizatd la § 2.2.2.4.

Hyr
o st
Fit s
I 2 @m0 Inflh
) ; N el N A
il z(7} e 2T Mgy P/ 4%
o .- 4 s i)
T 25Vkm
¥ 1 oo,
g /
)

Fig. 2.77 Fig. 2.78 Fig. 2.78

Rezultate mai bune se objin prin analiza grafici a diagramei polare
& inversei functiei (2.159), adicd a impedantei directe

2704

Vin Q(1 — 0 47209
=Vhn o 1 v

(1 — QI + 4702002,

Zy =

+ i Fm (2.165)

u.-;a»l“-»(

In figura 2.80 s-a reprezentat prin linie continud funcyia adimen-

sionald Zy pentru { = 0,1. Diagrams incepe in origine la Q = 6,

Viem
trece prin valoarea maximi la pulsatia de antirezonantd Q, =~ 1, inter-
secteazd axa reald la Q, — ——-—31-——~§i revine pe axa reald in puncul

1 — 4712
N(2t, 0) pentru Q — oo. PuI]{Ctul .A% se poate determina eu criteriul
Kennedy-Pancu, in zona unde unor cregteri egale AL ale pulsatiei adimen-
sionale le corespunde un are de eurbd de lungime maximai.

In figura 2.80 s-au trasat eu linii intrerupte diagramele polare ale
tunctiei Z,/{km in cazul excitatiei eu forfe in cvadraturi, deci cind f(f) =
== f(l 4+ ix)e!*. Curba A = 0 intersecteazd aceste diagrame in puncte
definite practic de pulsatia Q, = 1.

In vecinitatea antirezonantei, diagrama » = 0 poate fi aprowi-
maeid printr-un are de cere, cu eentrul in mijlocul diametrului O4, cores-
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punzind wunei functii de rdspuns in frecventd

zZ, 1412¢
VEm 20 —i(1 — Q2)

= Zyp + 12, (2.166)

o=
5
&

Fig. 2.80

Analog, diagramele obtinute folosind excitatie eu forte in cvadra-
turd pot fi aproximate, in zona in care intersecteazid diagrama i = 0,
Z YR + iZL'I ’
-+ 1A,
Cereul de parametru 2 intersecteazia cercul A = 0 in punetul de pulsa-
tie Q2 = 1 - 2. Dacll se traseazd doud astfel de cercuri, de parametri

A §1 A, 81 se determind pulsatiile £, respeetiv Q,, de intersectie eu cereul
A = 0, raportul de amortizare se caleuleazd cu relatia

prin cercuri ce corespund unor fnnetii

Q. Bt RSN N S (2.167)
2(n—2N) R—N 20

Relatia (2.167) d4 o bun# aproximatie & valorii lui ¢ 4i in eazul
diagramelor din figura 2.80. Cunoscind valoarea masei m, se calouleazi
apoi constanta elasticd dinamicd & = med.
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2.5.2. Excitatie armonicid a sistemului cu dou# mase

Realizarea experimentald a schemeci de solicitare din figura 2.75
intimpingd greutdti datoritd faptului ed forta de excitatie nu se aplicd
direct ek,mem;ulm deformabil al sistermului stydiat, ¢i prin intermediul
unei mase. Compensarea acestel mase necesitd operatii suplimentare sau
echipament specializat [95] astfel ed cste nocesard analiza r#spunsului
- dinamic al sistemulul masd-clement deformabil-masd, care are un grad
de libertate dac# drept coordonatd se alege deplaafhe& relativa a edo
doud mase. Aceasta este proportionald eu defornnhzm specified dinamicd a
materialului din care cste executat practic elementul deformabil, ceca ce
permite o definire corectid a rezenantel sistemului studiat.

2.5.2.1. Idestificarea parametrilor sistemului cu amortizare histeretici

La sistemul din figura 2.81, solicitat de forta
A -
f(t) = fe'* aplicatd masei m,, fie y — y'* depla-
sarea masel m, sl @ = & & deplasarea masei m,.
Daci ge noteazé

; _ h
P = L QZE’: Y:ﬁl: gzza (2.168)

my ¥ My

ge obtin urmitoarele functii de rdspuns in freeventd :
1 1 — Q2 +ig

- ¥ _ _ (2.169)
a A
! I EQ + y) QF 1 — T QO* + ig ’
1+
ot 1 -
o T 19 , (2.170)
f LAy Y oty
14y
g, = 1% L 1 . (2.171)
f L(1+Y) 1"—L92+ig
1+

Metoda diagramei receplaniei relative

Diagrama polard a functiei (2.171), desenatd in figura 2.82 cu linie
continu#, este un cerc, tangent in origine la axa reald. Cercul intersec-
teazd semiaxa imaginard negativd in punctul M, de pulsatfie

gy = V Loy 1 (2.172)

Mg
care coincide cu pulsatia de rezonantd a sistemului neamortizat.

Intr-un baleiaj de frecventd cu fortd de amplitudine constantd, la
pulsatia o, deplasarea relativi a celor dou#i mase este maximd.
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Punctul M poate fi localizat cu metoda Kennedy-Pancu, in zona

unde este maxim (As este arcul de cerc corcspunzitor unei cresteri

W
Aw a pulsatiei). De asemenea, intersectia cu doud cercuri desenate cu
linie intreruptd, obtinute in cazul excitatiei cu forte in cvadraturd, se
face tot in punctul M.

Jm &__ry 4

Diametrul la rezonanta este

7 G R . DU S R U %
h(1-+7) kg (my + my) gm, Oy

Trasind diametrul B¢, perpendicular pe OM, se determind pulsafiile

01%,2 = Wy 1 g

cu care se calculeazd factorul de amortizare

2 2 2 2
Gy — ) y — &y
I Rl R L3 (2.174)
w; + i 2wy

Din relatiile (2.172) si (2.173) se determind apoi £ i una din mase,
dacd se did cealaltd masa.

Metoda diagramei receptantei direcle

In figura 2.83 s-a desenat cu linie continu# diagrama polard a funectiei
(2.169). Rezonanta, definit® prin pulsatia wy, la care ,,0 fortd miniméi pro-
duce o deplasare relativd maximi a celor dousd mase’ [90], apare in punctul
M,, in care componenta imaginard a receptanfer directe are o valoare extremad.

Abscisa punctului M, este independentd de amortizarea din sistem.
In valoare absoluté,

—x 1. 1 (2.175)
L+y2 Kk (my + Mma)ed '

ML, =
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Ordonata punctuhii M, (in valoare absolutd) este

KM, — — f4 — e . (2.176)
ML + y)? gy ey gmy(m, + Myl

Pulsatia «, 5i coordonatele punctului M, se pot mésura experi-

mental.
Dacd se cunoagte una din mase, atunei din relatia (2.175) rezultd

cealaltd mas3, apoi din (2.172) — constanta elasticé, iar din (2.176) — fae-
torul de amortizare. Dac nu se cunoagte nici una din mase, atunci se
poate face o identificare aproximativd, considerind ei pulsatia de anti-

rezonantd w,y = p = I/i“_
: m

‘ 2

Pe figura 2.83 s-au desenat (cu linie intrerupti) doud eurbe ale recep-

tantei directe, trasate in eazul excitatiei cu forfe in evadraturd fi)y =
A

= f(1 + ia)e'. Punctul Ry, situat pe diagrama j = 0 la mijlocul distantei
intre punctele de interseetie cu diagramele A = 4+ 0,5, coincide aproxi-
mativ cu punctul de amplitudine maxim# a rdspunsului. Rezultd ca nici
criteriul amplitudinii maxime, nici metoda celor trei diagrame nu pot fi
utilizate pentru localizarea rezonantei.

Metoda diagramei recepiantei de iransfer

Diagrama polard a functiei (2.170) este reprezentatd prin linie con-
tinud in figura 2.84. Cu linii intrerupte s-au trasat doué curbe corespun-
zitoare excitatiei cu forte in evadraturd (pentrn 2 = + 0,5). Acestea
marcheazs pe diagrama A == 0, punctul R, de amplitudine maxima si

de pulsatie
o = Pz_l_;%\’_ 3 + Vi =8s) = “’f (3 +V1 —8g%, (2.178)

eare diferst de punetul M,, de pulsafie «,, in care componenta imaginara
a receptantei de transfer are o valoare extreind.

Ty
g=rtonst, '
Lty |5 S
FA) _j! ~ Az \\
/, /f& 7 \‘ \‘ w
Aegs~i_ (/7 \\\w © o
{ )/
R 7
ﬁ::ﬂ “ :‘2 1 /’ ,// .
A=ps 7
f/
Fig. 2.84
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Abscisa punctului M, este egald cu cea din figura 2.83, deci indepen-
dentd de amortizare

M, L, = (2.179)

iar ordonata

KM, = 1 - 1 . (2.180)
h(1 4 v)*  g(mg+ ma)wie

Diagrama x — 0 intersecteazd axa imaginard in punctul ¥, de
pulsatie

wp = oy V1 + &% (2.181)

Dacid se eunoaste una din mase, de exemplu m,, din (2.172) i rela-
tiile de mai sus se pot calcula apoi m,, k i g.

Diagrama din fignra 2.82 se poate trasa punct cu punct, prin com-
punerea graficd a curbelor din figurile 2.83 si 2.84 (fig. 2.85).

2.5.2.2, Identificarea parametrilor sistemuiul cu amortizare viscoasia -

.
La sistemul din figura 2.86, solicitat de for{a armonicd f(3) = fei
aplicatd masei m,, se misoard vitezay = y e a masei m; §i viteza
% = & e a magsei m, Dacd se noteazi

¢

p= Ll a=2 v=2 = @)
se objin urmitoarele funefii de rispuns in frecvents
— u 1 1 270 — i1 — QF
A Do 9 (2ass)
f ykm21+'\” g(l_..ﬂ_l’__ﬂz)_},jzcaz
1+
ﬁzziz L ! ' 20 , {2.184)
F o Vml+y g (1 - 92)4—12@9‘3
T4y
— v — @ 1 1 1
Yy — &
My = ~ = . {2.185)
f Ylm, 1+ gcmi}_(l__l%gz)
Q2 1+ J

Metoda diagramei mobilitdtii relative

in planul complex, locul geometric al afixelor funcfiei (2.185) este
un eerc tan gent in origine la axa imaginara (fig. 2.87).
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Cercul intersecteazd axa reald in punctul 3, de pulsatie

(2.186)

Fig. 2.86

Diametrul la rezonani{i este

— 1 1 1 1
OM — — — V Y_ .(2.187
V km, 2¢(1 + ) 2¢p(m,; + my) 20mywy, ¥ 1 + v ( )

Diametru! B, perpendicular pe OM, determina pe cerc pulsatiile
o' 8 o', intre care ge stabilesc relatiile

oo’ = o, (2.188)
. _
o — o =2t Yp —ar O _ary, |1 Y. (2.189)
Y P Y

Daci se cunoaste nna din mase, de exemplu m,, din relatiile (2.187)
§i (2.189) se calculeazd ¢ si v, deci masa m,, apoi din (2.186) rezultd k.

Metoda diagramei mobilitétii directe

Diagrama polard a functiei (2.183) este desenata cu linie continus
in figura 2.88.

Rezonanta apare in punctul M,, de pulsatic oy, unde compohenta
reald a mobhilitétii directe are o valoare maximi. Coordonatele punctului
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M, sint (in modul)

-1 1 V Y . (2.190)
VEm, 22(1 - y)? 2% ymy (1 + v)3

T — 1 1 V“’T—: 1 _ 1
VEim, 1 4+y V1 +y meoud +v) (1 + my)oy

. (2.191)

Ordonata L1M1 este independentd de amortizarea din sistem.

Dacé se d& maga m,, din relafiile (2.190) si (2.191) se calculeaza {
8i v, deci m,, apoi din (2.186) se¢ obtine &.

Dacé nu se cunoaste nici nna din mage, atunci se poate considera
aproximativ ci antirezonanta (punctul 4) apare la pulsatia

G =p = % . (2.192)
2

Cele patru necunoscute I, &k, m, i m, se calculeazd din relatiile
(2.186), (2.190), (2.191) si (2.192).

Metoda fortelor in evadraturd nu duce la localizarea punetului M,.
Astfel, intersectia curbei A = 0, cu curbele » = -+ 0,5 (desenate cu linie
intreruptd) nu se face intr-un punct, definindu-se in acest caz aproximativ
punctul E,, de amplitudine maxim# [91].

Metoda diagramei mobilititii de transfer

Diagrama polard a functiei (2.184) este trasaté cu linie continud
in figura 2.89.

Jm Ay )
T=const.
\\ i
T, T=const. N
4 \
¥ .
— "“'*-..\ 7 ﬁ!lz
/ %
!
/
I
/II Yy
/1 7 \
/ T S
Y G
[ hE T
/ -
I
l j=-g5
Fig. 2.89
6—c. 1825
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Punctul M,, de pulsatie o, (2.186), corespunde valorii extreme a
componentei reale a mobilitdtii de transfer si are coordonatele

KM, = ml—uv_ﬁ_ (2.193)
2%cwym; ¥ (1 +7)?
L, M, = 1 = 1 (2.194)
oyl + ) Wy + my)

ultima — independentd de amortizare si egald eu I, M, (fig. 2.88).

Daci se di masa my, din relatiile (2.193) si (2.194) se calculeazé, {
§i m,, iar din (2.186) — constanta elasticd k.

Din nou trebuie remarcat ¢4 metoda forfelor in cvadraturd duce la
localizarea punctului E,, de amplitudine maxims a rispunsului, diferi
de M,.

Punctului 7, de intersectie a diagramei A = 0 cu axa reald, ii cores-
punde pulsajia

Wy

yl .__:.lif,;cz
Y

(_,_)Fx

2.6. Metode de identificare fird baleiaj de frecventa

In cele co urmeazi ge prezintd citeva metode de identificare, care
in principal nu se bazeazd pe analiza grafich a curbelor de rdspuns in
frecventd, trasate in urma unui baleiaj de frecventa.

2.6.1. Metoda ,,deplasarii” frecvengelor (proprii)

Pulsatia de rezonant# a sistemului cu un grad de libertate depinde
de masa m i de constanta elasticd k. Prin modificarea acestora se poate
produce o variatio (deplasare, luneeare) a pulsatiei de rezonani#, pe baza
ciireia se calculeazd valorile parametrilor sistemului iniial.

2.6.1.1. Metoda maselor aditiomale
Receptanta complexd a sistemului din figura 2.7 are expresia
1

7= .  (2.195)
ky M attig

w3

Pe diagrama polard eorespunzatoare (fig. 2.90,a), se marcheaza
punctul M, de pulsatie w, = Vﬁ, cu unul din criteriile de localizare
m

a rezonantei discutate la §2.2.

82



La masa initiald m, se adaugd o masi Am, astfel incit

y =" (2.196)
m
odr} or)  g=const
7 _ %R
4o )
“p
[
4 o
o M S # IR arefydm
@ “n (2" ot
s b s
Fig. 2.90 Fig. 2.91

Receptania complex# a sistemului nou format are expresia

1 1
& == . 2.197
. ( )

1 — = @1+ y) + ig

=13

Diagrama polarfi a funetiei (2.197) este un cerc de acelagi diametra
(fig. 2.90, b), insd eu o altd repartitie a parametrului .
Pulsatia de rezonant{d a noului sistem, corespunzitoare punctului
R, este
[O)
0* = —. (2.198)
Vit

Raza vectoare a punctului M;, de pulsatie w,, face en diametrul OR
un unghi

0 = arctg - . (2.199)
g

Din relatia (2.198) se calculeazi masa sistemului inifial

"o (2.200)

),

(&) -
m*
apoi eonstanta elasticd
k= wim. (2.201)
Din relajia (2.199) rezultd factorul de amortizare

g = ﬂeoﬁg 6. (2.202)

m
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Dacé sistemul de misurd este etalonat, se cunoaste diametrul OM
si se calculeazd g cu relatia

= | (2.203)

E.OM

In aplicatiile practice, se foloseste o relatie aproximativi [126]
care, atunei cind masele aditionale sint mici in comparatie cu masa ini-
tiald, d& rezultate suficient de precise.

Dacéd se noteazé variatia pulsatiei de rezonanti cu

Aw, = 0, — ¥, (2.204)

”

atunei sc poate exprima constanta elasticd k in functie de méarimile de
dinainte i de dupéd addugarca masci Am

E=mol = (m -+ Am) (0, — Aw,)?.
Neglijind infinitii mici de ordin superior, se ob{ine

w0, Am

2 A.m,,.

m (2.205)

li2

Practie, se mésoard Aw, pentru diferite valori Am si se reprezintd
Aw,

cu Am (fig. 2.91). Prin punctele astfel

grafic variatia raportului
mﬂ
obtinute se duce o linie dreapti, a cidrei pantd di valoarea masei m.

2,6.1.2. Metoda constantelor elastice aditionale

Dac# la sistemul din figura 2.7 se modificd constanta elasticd cu
AL, astfel incit

® = A;k, (2.206)
k
reeepta,n_i;a. comaplexd (2.195) devine
=2 - 1 . (2.207)
k(l—|—}:) ]_._L&ﬁ_{__ig
1 4+ x%)

Diagramele polare ale funetiilor (2.195) si (2.207) sint prezentate
in figura 2.92.

Pulsatia de rezonan{s a sistemului modificat este w** = oo 1+ 3%,
deci se poate calecula constanta elasticd initiald.

- . (2.208)
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apoi masa

oy,
Pe diagrama polar?’; a sistemului modificat Gk geamt
se mdsoard unghiul 0 fdcut de raza vectoare a 0 dg

punctului de pulsatie v, cu diametrul OR.
Factorul de amortizare se calculcazd cu

relatia Jo
' cotg O 5 1
g = —gg— (2.210)
1+ — Ml“n
AL i
care nu necesitd o etalonare a sistemului. Fig. 2.92

Constanta elasticd se poate caleula sidin ra-
portul diametrelor celor dou# cercuri

e . U 2.211
- ( )

Din punct de vedere practic, modificarea constantei clastice a sis-
temului este mai greu de efectuat decit modificarea masei, astfel ¢ metoda
nu este folositd sub forma prezentatd mai sus. Se recurge la constante
elastice produse pe cale electricd [130], dar pentru aceasta este nevoie de
un echipament special.

De fapt, metoda fortelor in cvadraturid, prezentats in § 2.3, poate fi
consideratd o variantd 2 metodei constantelor elastice aditionale [131].

Ecuatia (2.120) se poate scrie sub forma

(imm fe4-F )35 =F +inf (2.212)
1o
Hgalind périle reald §i imaginard, pentru o = o’ rezulti (fig. 2.65)
s = §, (2.213)
(imm’ +~f~)% —iaf - (2.214)
1
sau
me™ — (k + ""if—) —0. (2.215)
P
Termenul
rf (2.216)
xr &r

joacd rolul unei constante elastice suplimentare.
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Se poate scrie deci

moz = k,
ma? =k + k',
de unde rezultd
m = i - }i (2.217)
% — ol 0?—w g

Folosind apoi relajiile (2.213) si (2.217), se obfine formula (2.126).

2.6.2. Metoda energiei introduse in sistem

In cazul regimului stafionar de vibratii forfate, energia introduséd in
gistem intr-un ciclu de vibratie (egald cu lucrul meecanic al fortei de exci-
tatie)

S:+Tf(t) doe — St

¥

+7T . +T A d A
J@)y w{t) dt =S f cos mta—- [ cos (ot + 9)]dt =
i &

A A
= zf 2 sin ¢.
este egald, la rezonanyi, cm energia disipatd prin amortizari [125]-
Pentru « = wy,

W, = = f @, (2.218)

deci W4 se poate determina direct, folosind un wattmetru —in cazul exci-
tatiei electrice (W, fiind proportionald cu puterea cedatd de sursd siste-

mului) sau misurind f §i .
La sistemul eu amortizare viscoasd
A A F.e
] = eeyzy = 2¥mel @, (2.219)
deci

Wi = mew, 42 = 2almeial. (2.220)

Energia cinetici maximi a sistemului este
1 s, .
W, = —2»mm,,m.,. (2.221)

Din relatiile (2.220) gi (2.221) rezultd cunoscuta relajie a factorului
de pierderi [46] &
1 W,
dn W,

= (2.222)
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Aceasta poate fi folositd numai dacd se cunoaste masa m care inter-
vine in ealeulul lui W,.
Rezultd cid metoda energiet furnizeazi valori pentru produsul {m

A

tm = S W , (2.223)

525 253
20, &, 2n oias

urmind ca wnul din acesti parametri sd fie determinat cu altd metoda.

A

Uneori, in relatia {2.133), raportul:fm se calculeazd ca pantéd a

~ A ‘”O
linjei tragats in coordon&te f — @,, intr-o masurare in care, variind ampli-
tudinea excitafiel f, 86 1nreg1streaza. variatia corespunzitoare a ampli-

tudinii deplasdrii 1a rezonanta a:a

2.6.3. Metoda riispunsului tranzitoriu

Ecuatia diferentiald a vibratiilor forfate amortizate ale sistemului
cu un grad de libertate i amortizare viscoasd

m& + ex + ke = fcos wt (2.224)

are o solufie generald de forma

o(t) = e~te(4 cos |1 — % w,t +Bsin¥1l — Co,t) + 2 cos (of + o),

2.2258
unde ( )
Wy = V = y &= ! .
m' 2 mm,, V(.k—" mw?)? + (cw)?
p=arctg —— o, (2.226)
k — mo?

lar 4 §i B sint constante de integrare ale céror valori depind de condijiile
inigiale.
Primul termen din membrul drept al expresiei (2.225) reprezintd

solutia ecuatiei (2.224) pentru} = (), iar al doilea termen este solutia par-
ticulard pentru excitatia armonicid cu fortd de amplitudine constanbé.

2.6.3.1. Rispuns tranzitoriu ,,crescitor’”

Se considerd migcarea trangitorie a sisternului din figura 2.7, care
pornegte din repaus, fiind actionat de la momentul t == 0 de forta f(f) =

=f cos w,t, de pulsatie egald cu pulsatia proprie a sisternului neamortizat.
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M

Deoarece o = w,, in relatiile (2.226) ¢ — — ﬁ, z = f :-—f—
2 Cog 2kL
si deoarece la t = 0, = 0 si £ = 0, solutia generald (2.225) devine

e—'aﬁ)‘nt -
8iN Wt — —==—=—x— sin Vl — T2 w,t ) (2.227)
( Ji—2¢

f

Se va examina in continuare riaspunsul tranzitoriu al sistemelor
slab amortizate. In practicd, la majoritatea structurilor, 7 = 0,01 ...

0,04, deci pseudopulsatia oz = J/1 — (2w, se poate considera egali cu
pulsatia proprie w,, iar /1 — 21,
In acest caz se obtine

A

a(t) = 3-{:5(1 — e~Tont) gin w,l. (2.228)

Forma acestei curbe este prezentatd in figura 2.93.
Cele doud infisurdtoare, de ecuafii

A

!
25

y =+ (1 — e—tont), (2.229)

tind asimptotic spre amplitudinea regimului stationar de vibratii for-
tate, l1a rezonanta de fazi

A

$o.—_J . (2.230)
2kC
Considerind numai ramura pozitivd, se poate scrie
%00 - ¥ = '%oo e~ tont
ganu
I (Zoo — %) = 11 Boo — Leogh. (2.231)
x
Z
Ze |

Pl

% /
ol D
) \\‘ \\3 \\\\.\§\§\\“‘"\\-\'\\\\\\““ﬂ...4 -

| o
-§\ Ariz o

o

Fig. 2.93 Fig. 2.94
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Graficul cxpresiei In (57,,0 — %}, reprezentatd in functie de timp, este
o linie dreaptd de pantd ZLw,. Prin urmare, dacd se cunoaste o,, se poate
determina experimental raportul de amortizare [46].

O metodd mai simpld se bazeazd pe constructia din figura 2.94.
Tangenta in origine la infigurdtoare intersecteazd asimptota in punctul
K, de abscisé

S 1 (2.232)
Cton
Constanta de timp 1, se poate exprima in funct{ie de perioada T == 2
@y
prin relatia t, = n 7. Rezultd
= ! (2.233)
2 mn _

apoi, dacd inregistrarea este suficient delungi, din ordonata asimptotei
se calculeazd k.

o0 A
. — - A x
Uneori se calculeazd aria suprafetei hagurate mms e-tondt = Cr: :
_ . .

de unde rezultd Z.
Derivata expresiei (2.228) este

dz _ f
di ) Ye

[(1 — e™5m) cos ot + Lo~ nin o,t]. (2.234)

Neglijind ultimul termen, se obtine

#(t) = ?}E (L — e~%") cos wf. (2.235)

Se poate folosi deei constructia din figura 2.94 [6] si atunci cind se

dispune de o inregistrare a variatiei vitezei in timp| in acest caz, ordonata

asimptotei este gkqui = -L) .
y ¢

2.6.3.2, Rispuns tranzitoriu ,,descrescitor’

Se considerd acum miscarea tranzitorie a sistemului din figura 2.7,
care inifial executa vibratii forfate in regim stationar, cu pulsatia «,
s1 amplitudinea (2.230), dupé care excitatia a fost inldturatd bruse.

Solutia generald a vibratiilor libere amortizate este datd de primul
termen din membrul drept al expresiei (2.223).

[¥] I . . -
Dacd la t = 0 se alege 2 = 2, 3i £ = (0, rezultd

ot

r = éoe—t"’ﬂ‘ (cos V1 — Co,t + sin 1 —¢2 co,,t)- (2.236)
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Daed, in cazul amortizdrii reduse, se neglijeazd £ fatéd de 1, atunci
se obfine

X T ,e50n(Co8 et -+ U sin w,l), (2.237)

BN — @y €50 Sin w,l. (2.238)

Se poate considera (aproximativ) cd infdsurdtoarele (fig.2.95)
Yy = Beton, (2.239)

Yo = —ib e—ton (2.240)

sint tangente la curba (2.237) in punctele in care viteza este nulid (sau
deplasares este maximi), deci unde w,t = jw, j fiind un numir intreg.
Expresia (2.239) se mai scrie

Iny, =Inz, — Lo, (2.241)

care reprezentati grafic in coordonate semilogaritmice (fig. 2.96) este o
dreaptd de pantd { —Ze,). Cunoscind o, se poate calcula deci {{79]. O
metodd cu totul analogd se poate dezvolta pe baza expresiei (2.238) daci
se misoard viteza rdspunsului [6].

2
by

Iz,

aretg i

Yo+
-

Fig. 2.95 Fig. 2.96

Pig. 2.97

Tangenta in punctul L la curba (2.239) intersecteazéi axa timpului

(fig. 2.97) in punctul K, de abscisd t; =

, eare se poate exprima ca

1
2nn

Dacé forma inregistrarii funectiei (2.236) este suficient de clard si
se pot misura doud amplitudini succesive de acelagi semn #, i By O

Wy

multiplu de perioada vibratiei 7', tx = nT, deci { =
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calculeazid decrementul logaritmic,

A

x 2w
3 =1 Al = ﬁT =—= - =%l 2.242
Ly Lo =7 124 (2.242)

o At bd A - * - A s - L) L] -
Dacé se misoard #,, apoi amplitudinea #, dupé » ciclari de vibratie,
decrementul logaritmic

A
1 @

8§ =—In 22,
n Ty

(2.243)

Rezultd o noud formuld de calcul a raportului de amortizare

3

S o v

Se poate da o interpretare mai generald relatiei (2.241), bazatd
Ppe considerente energetice.
. A . - . - . . -
Fie 2, i #,4, doudl valori succesive $i de acelagi semn ale amplitu-
dinii vibratiei libere. In timpul ciclului dintre ele, se poate calcula o va-
loare aproximativd a energiei cinetice

(2.244)

M A 4
W, = _%_ @zm( Tn "'2””*1 ) . (2.245)

Energia disipatd W, este evident egald cu variatia energiei cinetice
1 Ny Ag .
Wd = —2—m&)2 (xn -_ mﬂ+1). (2.24:6)
Inlocuind in (2.222) se obtine

1 A, A 1 r 2 Y
—me? (@ — Thiq1) = 4wl (m me? ) (_“’..ﬂ T+ Tntr
2 w? (@, vt1) 5 5

de unde rezulti
A A 1 — wg

Lppy = My —————— 2,247
nt1 1 + r':?; ( }
gi prin analogie
A A J— "
Ty = @, (-lm—"i) . (2.248)
1+ =t
In coordonate semilogaritmice

A A 1 — =g
log z, = log x,-+n log ———=, 2.249
£ xn £ %y g 14t ( )
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Dezvoltind in serie, pentru valori ¥ miei,

l——nﬁ~

~ — 2nd.
1+ =€ e

lqg
Deci, cu o buni aproximatie, relatia (2.249) devine

logz, = log 2, — 2xnl (2.250)

deci o linie dreapts, chiar daci amortizarea nu este exclusiv viscoasi.
In acest caz I este coeficientul de amortizare viscoash echivalenti, in
sensul definitiei de la § 2.1.4.

2.6.4. Metoda autooscilatiilor

Dacd sistemul din figura 2.34 este actionat cu un vibrator electro-
magnetic, se poate folosi o legituria de reactie care gi introduci in bobina
vibratorului semnalul dat de un captor de viteze, atagat sistemulni in
punctul de excitatie, si trecut printr-un amplificator de putere. Daci in
echipamentnl electronic care comand& vibratorul nu apar defazaje, se
Ppoate face ea, printr-un reglaj adecvat al cistigului amplificatorului, sis-
temul sd execute vibratii autointretinute la pulsatia proprie w,.

Se introduce in ecuatia (2.68) forta electromagnetic

fty = T, - i, (2.251)

unde ¢ este curentul in bobina vibratorului, iar I', este forta produss pe
unitatea de intensitate a curentului.

Prin montaj, tensiunea la bornele bobinei de excitajie 2ste propor-
tionald cu viteza in punctul de actionare a sistemului

e=0Czx (2.252)
Dar :
e=1Z,+ T, &, (2.253)
unde Z, este impedanta bobinei, iar I';% este tensiunea electromotoare
indus® datoritd miseirii bobinei.
Din relatiile (2.252) g1 (2.253) rezulta
(C — o
Z,

iar din relatia (2.251) se deduce

iy =12 L s — (o — oy, (2.254)

[l
unde constantele €’ gi ¢"' sint reale daci Z, este reali.
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Inlocuind expresia (2.254) in ecuatia de migcare (2.68), rezulti
m& -+ (¢ + C” — O & -+ ka = 0. (2.2558)

Constanta (' este proportionald cu eistignl amplificatornlui. Dacs
se realizeazd conditia

¢ =c¢- C”, (2.256)

se anuleazd amortizarea din sistem. _
Sistemul executd vibratiii neamortizate cu pulsatia w,. Coeficientul
de amortizare viscoasii echivalentd se determini din ecuatia (2.256)

GIC'H—OH

in care C’ §i ¢" depind de montaj si reglajul amplificatorului.

Aplicarea practicd a metodel intimpind dificultiti din cauza insta-
bilitatii migedrii in cazul eind €’ devine incidental mai mare ca ¢ - 0.
Pentru stabilizarea amplitudinii migcirii se introduce in amplificator un
element cu neliniaritate slabi care face ca realizarea conditiel (2.256) si
fie posibild doar cind viteza # are o anumitd valoare. Cind & scade sub
aceastd valoare, O’ creste si invers. '
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CAPITOLUL 3

Elemente de teoria vibratiilor sistemelor
liniare discrete

In acest capitol se face o prezentare succintd a principalelor rezul-
tate ale teoriei vibraftiilor gistemelor cu mai multe grade de liberiate,
ob{inute folosind atit analiza modald cit si analiza spectrald. Se trateazd
numai cazul sistemelor liniare cu numdr finit de grade de libertate, deoa-
rece majoritatea metodelor de identificare a structurilor elastice se bazeaza
pe modele discrete ale structurilor reale continue.

3.1. Vibratiile sistemelor conservative

Studiul vibratiilor sistemelor conservative prezintd interes atit
pentru analiza structurilor cu amortizare neglijabils (sasiuri, cadre, batiuri
ete.} eib gi pentru structuri cu amortizare ,,proportionalid’™, al ciror ris-
pung poate fi exprimat in funciie de modurile proprii de vibratie ale sis-
temului conservativ asociat.

3.1.1. Vibratii libere

Ecuatiile vibratiilor libere ale unui sistem conservativ cu ¥ grade de
libertate, exprimate in functie de coordonatele independente ¢, 45 . - ., ¢x,
se pot scrie sub forma

(M4} + [Kl{g} = {0} (3.1)

Matricea maselor [M] si matricea constantelor elastice [K] sint
definite pozitiv, nesingulare si de obicei simetrice (cind coordonatele ¢,
definese deplasiri fatd de o pozitie fixd in spatin), iar {¢} este matricea
coloand a coordonatelor generalizate.

Se cautda o solutie de forma

{g} = {¥'} cos i, (3.2)

care reprezinti o vibrafie armonici in care migcirile corespunzitoare celor
N coordonate sint sincrone si echifazice.
Inlocuind solutia (3.2) in (3.1), rezult# sistemul de ecuatii
([K] — *[M]{¥} = {03, (3.3)
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deci trebuie rezolvatd problema de valori proprii asociatd matricelor
[M] si [K], care de obicei sint matrice pitrate (N x N).
Sistemul (3.3) are solutii nebanale numai daei

det ([E] — w2[M]) = 0. (3.4)

Relatia (3.4) este o ecuatie algebricd de gradul N in 2, numiti
ecuatia pulsatiilor. Ridicinile acesteia o}, wl,..., o} (se considerd cazul
cind cele N wvalori sint distincte) sint toate reale si pozitive i se numese
valori proprii. Mirimile w,, v,. .., 0y s& numesc pulsafii proprii.

Fiecdrei valori proprii o? 1i corespunde un veclor propriu
{¥)}, format din elemente reale ¥, care satisface ecuatia

([K] — A{HM{¥®} = {0} (3.5)

§1 care defineste forma unui mod propriu de vibrafie.

Acesti vectort modali sint unici, in sensul e¢i raportul intre dous
elemente ¥ gi ¥4 este constant. In schimb, valoarea elementelor este
arbitrari. Procesul de ,,ajustare” a elementelor vectorilor proprii pentru
a face amplitudinea lor unicd se numeste normalizare, iar vectorii rezul-
tati definese forma modurilor normale de vibratie. Aceasta se face alegind
fie Wi, =1, tie {YOIT[M]{¥"} =1, unde 7T indicii transpunere.
Alte moduri de normalizare a vectorilor modali sint prezentate in
capitolul 5.

Problema de wvalori proprii (3.5) se scrie

(MR HED) = oH{¥0), (3.5, )
sau
(K M0} = — (¥}, (3.5, b)

'+

Rezultd c¢i vectorii proprii la dreapta ai matricei [M]-1[K] i
vectorili proprii la dreapta ai matriceli inverse [A1-'[M] sint identiei,
iar valorile proprii corespunzétoare sint inverse una alteia (datoriti sime-
triei matricelor [ M] si {K]).

Intre vectorii proprii {¥"} si matricele [M] si [K] se stabilese
urmitoarele relatii de ortogonalitate

(Y[ MO} =0,  (r#s) (3.6)
{POY[ENT"} =0, (rss) (3.7)

in care [M] si [K] joaed rolul de matrice de ponderare.
Daca se noteazi

m, = {¥OF M ¥}, (3.8)
k= (O EL¥O), (3.9)

ecnatia (3.5) devine
k, — o?m, = 0. (3.10)
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Rezulta
o ke {¥OYIHI{PD)

wy = = (3.11)
m,  {TOY MY}

unde k, este constania elasticd generalizatd a modului r (constania elasticd
modald), iar m, este masa generalizatd a modului r (mase modald).
Se introduce o matrice patratd, avind vectorii proprii drept coloane

[¥] = [{FOHTD) ... (¥} ... (T}, (3.12)

numitd matricea modald.
Daca valorile proprii se aranjeazs intr-o maitrice diagonali

fwr] = diag [w7], (3.13)

numitd matricea spectrals, cele N ecuatii (3.5) se scriu sub forma

[K]{¥] — [M][¥][wi] = [0]. (3.14)

3.1.2. Vibratii fortate

Ecuatiile vibratiilor fortate ale sistemului conservativ eu N grade
de libertate se pot scrie sub forma

[MXa} + [E}g} = {f}, (3.15)

unde {f} este vectorul excitatiei.
In vederea decuplirii ecuatiilor (3.15), in care de obicei matricele
[M] gi [K] nu sint simultan diagonale, se folosegte transformarea liniard

{g} = [YXp}, (3.16)

care se mai scrie sub formsa
N
{¢} =% {(¥)p,. : (3.16, a)
r=1

Aceasta introduce coordonatele principale neamortlizate p, 81 exprimi vec-
torul {g} ca o combinatie liniard intre vectorii proprii {¥"}.

Inlocuind (3.16) in (3.15) si inmultind la stinga cu [¥']7, rezultd

[(YIPLMYp} + [YYKIY]{p} = [YT{f} (3.17)

Ecuatia corespunzitoare coordonatei principale p, se obf{ine inlo-
cuind (3.16, a) in (3.15) si aplicind relatiile de ortogonalitate (3.6} si (3.7) :

{(FOYLMI¥Op, + {(YOY (YO p, = (¥ {f}. (3.18)

Folosind relatiile (3.8) gi (3.9), ecuatia (3.18) devine
mrﬁr + krpr - Frs (3°]—9)
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unde s-a notat cu F, — forta generalizati (forfa modald@) corespunzitoare
modului r

7, = {70 (f}. (3.20)
Rezultd ¢d dacd se introduce matricea diagonald a maselor modale
[m] = [PI'[MI[¥] = diag [m,], (3.21)

matricea diagonalid a constantelor elastice modale

[k] = [¥TFK][¥] = diag [k,] (3.22)
gt vectorul forfelor modale
£y = [¥YT{f}, (3.23)
sistemul (3.17) devine ]
tml{p} + CEl{p} = {F}, (3.17,a)

fiind format din N ecuatii decuplate (3.19), care se rezolvi la fel ca ecuatia
sistemului cu un grad de libertate.

In cazul excitatiei armonice {f} == {f}e’*, solutia stationard are
forma {g} = {g)e'*, deci se foloseste transformarea

(3} = [P} = ¥ (¥,

r=1

Rezulta
5, ¥

k, — w?m,
deci

{a} — g {T(r)}!"{f}{lp(r)} . (3.24)

ra=1 mr(mg - m2)

Desi modurile proprii de vibratie {¥'} ale unui sistem conservativ
pot exista in absenta oricirei solicitdri exterioare, este posibil 84 li se ata-
geze cite un mod propriu de soliciiare, denumit mod principal de excitatie
sau mod principal de solicitare.

Prin definitie, un mod prinecipal de solicitare defineste distributia
de forte capabildi s intretind vibratia in modul propriu corespunzator,
la pulsatii diferite de pulsatia proprie.

Daecid excitatia {f} = {(F"} e/** produce rispunsul {g} = {¥"}e',
din relatia (3.16,a) rezultdi {p} = {I}, e, unde {I}, este coloana r
a matricei unitate [I], iar ecuatia (3.15) devine

{F") = [K — MI¥"), (3.25)
definind modul principal de solicitare de ordinul 7.
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Inmultind in ecuatia (3.25) la stinga cu {¥)?, conform relatiilor
de ortogonalitate (3.6) si (3.7), rezulta

(POPFN) =0,

deci lucrul mecanic efectuat de fortele dintr-un mod principal de solicitare,
pe deplasarile din alte moduri de vibratie, este egal cu zero.
Analog, pe baza relatiilor (3.8) si (3.9) se obtine

" 2
(PG = b — wtme = R (1=
care pentru o # o, este diferit de zero.

3.2. Vibratiile sistemelor amortizate

3.2.1. Ipoteze asupra amortizirii

Eecuatiile vibratiilor foriate ale unui gistem cu amortizare viscoasd
liniard ‘se pot scrie sub forma

(Mg} + [CHq} + (K He} = {f} (3.26)

unde [C] este matricea coeficientilor de amortizare viscoasd, denumitd
prescurtat mairicea amortizdrii. Se va considera c¢d [C] este reald, simetricd
si definita pozitiv.

Transformarea de coordonate (3.16) si inmultirea la stinga cu [F']”
conduee la sistemul

[(YIFLMIYE) + [(YTICI[YHp} + [(YYEIYp} = [VI7{f}. (3.27)
Folosind notatiile (3.21) — (3.23) si
[e] = [FI[CI[¥], (3.28)
sistemul (3.27) devine
tmd{B} + [el{#} + [hi{p} = {F}. (3.29)
Dacd matricea [¢] nu este diagonald, amortizarea viscoasd se numeste

neproportionald (neortogonald sau neclasicd).
Prima ecuatie diferentiald a sistemului (3.29) se scrie

N
my P, + enby + Y Py + By = B (3.30)
=2

Termenul al treilea din m embrul sting indicd cuplarea intre modurile
de vibratte datoritd amortizarii. In acest caz se pot defini pulsatii proprii
complexe si forme proprii complexe, dupéd cum se aratd in § 3.2.4.
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Dacd mairicea [c] este diagonald, amortizarea viscoasd se numeste
proporiionald (ortogonald saw clasicd).
n acest caz, cu notatia

_ [e] = diag [e,], (3.31)
sistemul (3.29) devine
[ml{#} + Tel{p} + [h{p} = {F}, (3.32)
deci modurile de vibratie se decupleazi ; prima ecuatie a sistemului (3.32)
are forma ) .
mp, + 6y + by = F, (3.33)

putind fi rezolvati independent de celelalte [5].
Denumirea de amortizare proportionald provine de Ia o observatie g
lui Rayleigh [100], care transpusd matriceal se exprimi astfel : Daci

0] = o[M] + <[K], (3.34)

unde o §i © sint factori de proportionalitate, atunci matricea [FIFCI[Y]
este diagonald. Intr-adevar

[¥F{CI¥] = o[¥F[M][¥] + ~[¥FIEIF] =
= ofm] + <[k] = [el.

Amortizarea proporfional% nu trebuie insi limitatdi la o combinatie
liniard a matricelor masel §i rigidititii. S-a demonstrat [21], [22], [37]
cé dacd matricea amortizirii poate fi exprimatii ca o functie polinomials
de [M] sifsau [K], atunci matricea modaly [¥'] diagonalizeazi matricea
[C] la fel ¢a matricele [M] si [K], cu conditia ca aceasta si fie ortogonali
[FT[Y¥] = [1].

Condifia (necesard gi suficientd) cea mai generali pentru decuplarea
ecuatiilor (3.26) prin transformarea, (3.16) este [22]

[CI[MU] K] = [K) M][C].

In practics, alegerea ipotezei amortizirii proportionale nu se face
verificind respectarea unei conditii atit de complicate, ci simplu considerind
neglijabili termenii nediagonali ai matricei amortizrii, deci neglijind
cuplajele intermodale produse de amortiziri.

3.2.2, Moduri reale ,,clasice” de vibratie

Daea matricea amortiziirii este diagonalizaté de aceeasi transformare
care decupleazi sistemul (3.1), rispunsul unui sistem amortizat se poate
exprima in functie de modurile de vibratie {¥™} ale sistemului neamor-
tizat asociat, numite moduri reale ,,clasice” de vibratie.

3.2.2.1. Amortizare viscoasi

In cazul amortizirii viscoase proportionale, se stabileste urmitoarea
relatie de ortogonalitate

{(TOYCHY} =0,  (r#3) (3.35)
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81 Se noteazf,
{FOFORYD} = o, (3.36)

unde ¢, este coeficientul de amortizare viscoasd modald.

In regim armonic stationar, daci

(1} = fiew, {@ =@ e, (3.37)
ecuatia (3.26) devine
(—?[M] + 16[C] + [(ED{F} = {f}. (3.38)
Transformarea de coordonate
@ =y, (v, | (3.39)

i folosirea relatiilor (3.6) — (3.10), {3.35) si (3.36) duce la determinarea
coordonatei principale complexe

T £
By = ¥ _} ) ’ (3.40)
‘n"!’r("'_("-)2 + 12Cr°—’mr + 0.)?)
unde :
¢
r = ! 3.41°
: Z2m, o, ( )
este raportul de amortizare corespunzéitor modului r.
Rezulta
- N lI)"(r) T A \Ij'(r)

r=1 mr('_ ©»? T i2Cr(’er + (0,2.)
3.2.2.2, Amortizare histeretici

Ecuatiile vibratiilor forfate ale unui sistem liniar c¢u amortizare
histereticii se pot scrie sub forma

(Mg} + % 1) + K} = {f} (3.43)

unde [H] este matricea coeficientilor de amortizare histereticd (reald,
pozitiv definitd gi simetrics).

In cazul amortizirii histeretice proportionale, se poate stabili relatia
de ortogonalitate

(PORIYEO} =0, (r#s) (3.44)
Se noteazi prin
[FO [HIPO) = b, (3.45)

coeficientul de amortizare histereticd corespunzitor modului 7.
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Pentru o excitatie armonici *
) = {fr e, (3.46)
deplasarea in regim stationar este
{a} = 1@} & (3.47)
deci sistemul (3.43) devine
(—i[ M)+ i[H] + [KING} = {f}- (3.48)
Transformarea (3.39)
@ = YR = 3, (F7)7
decupleazi sistemul de ecuatii (3.48), care devine

(— wfm] + ithd + )P} = [¥FF{f} = (3.49)

unde
th] = diag [k, ] (3.50)

Ecuatia r a acestui sistem se scrie
(k, — wm, - ih)P, = F,, (3.51)

deci coordonata modalid complexd P, este

{mT s
—ﬁr — {IP )} {f} . (3.52)
k, — «m, - ik,

Rezultd vectorul amplitudinilor complexe ale deplasirior

~ N Y e r grin '
@ =y U, (5.5
r=1 kr ( I — —5 + 19:-)
. W,
unde
g = %’L (3.54)

este factorul de amortizare histereticd corespunzitor modului 7.

* Modelul amortiziirii histeretice (5i deci ecualia (3, 43)) este wvalabil numai in
acest caz.
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In cazul metodelor de identificare cu excitafie intr-un punct, inte-
reseazsd raspunsul ,,pe directia’ coordonatei ¢; produs de o for{# armonics
aplicatd la coordonata ¢;. Din expresia (3.53) se obtine

. 4 2 04,
X wphwp v 55,0 %
4y = ;1 " = ;l = ! (3.55)
b1 i) (154 e
tor wp

Rezultd receptanta (de transfer) complexi

. P N {r) (r) N (rigeir) .
R D R — % S sin g, 7 (3.56)
o =g (1 3 +i9r) =1 Kege .
unde
! — gl"
Y, = arctg = - (3.57)
[HE
1——
@y

La acelagi rezultat se ajunge folosind metoda rispunsului in free-
venid. Ecuatia (3.48) se mai scrie

BYa} = {f}, (3.48, a)

unde

[B]l = [— «*[M] -+ i[H] + [K]] (3.58)

este matricea obstructantelor (constantelor elastice dinamice) complexe.
Matricea receptanfelor (coeficientilor de influentd dinamici) com-
plexe este

[@] = [B]™ = [—w?[M] +i[H] + [K]]Y, (3.59)
avind elemente de forma
Gy =1 (3.60)
i

Aplicind transformarea de coordonate (3.39), ecuatia (3.48,a) devine

BILFEE} = {f (3.61)

Dupé inmultire la stinga cu [¥']F se obtine sistemul decuplat

5B (7} = [¥TLf), (3.62)
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unde _
(B = [WI'[BIY] = —o?m] + ith] + [k] = diag [B,] (3.63)

1ar obstructania modald complexd este

Br =k — wm, + ih,. (3.64)
Se defineste receptante modald complexd
g = 1 1 : _sin §,-e-i (3.65)
AL +ig) e
$i matricea diagonald corespunzitoare
[4.] = diag [&,] = [B,J-* (3.66)
Prin inversarea relatiei (3.63) se obfine
[B~ = [¥1[BI[¥]-7 (3.67)
sau, cu notatiile (3.59) si (3.66), |
8] = [¥I*[@][¥]7, (3.68)
care prin inmultire la stinga cu [¥] §i la dreapta cu [P]" devine
[FILE V] = [&]. (3.69)

Coloana 1 a matricei [&] reprezints vectorul raspunsului la o fortd
aplicatd la coordonata I

{ﬁ}; == {T]EE,J{IF}; = [?‘]{arlpi}:l (3'70)

unde {'V'}; este un vector care contine elementul  al fiecirui mod propriu.
Rezulti

N
Ty =Y ‘IJ‘Z‘”‘I:;.(”&,, (3.71)
r=1
expresie identicd cu (3.586).

In vederea simplificirii expunerii metodelor de identificare prezen-
tate in Capitolul 5, se noteazi

2
1
0.); — Yr
a,(0) = —3 y by(w) = Q,f’ 4 , (3.72)
(1——2—)+93 (1—-*—2)+g?
Wy P
A,(m) = g, a(w), B,(co) = g, b (), (3.73)
(rIrir)
wp — TV (3.74)
ke,
() Jrir)
wD = ‘F‘kwf 7 (3.75)
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Dacd se separd pértile reale si imaginare ale receptantelor complexe,
expresia (3.56) se poate serie

Tlo) = o (o) + ing (@) — 3, ‘Pg’:"";” [a,() +ib ()l (3.76)
deci ! ’
N N
%1, (0) = Y wiae) = ¥ 4PA (o), (3.77)
N N
ap(w) = Y %' b () = Y, 2P B(w). (3.78)
r=1 r=1
Cu ajutorul acestora se formeazi matricele coloans
N
{ag(@)} = % {xialo) = @)} = (114 (@) (3.79)
N
{a(e); = ZI {7 0w} = x{dw)} = X} B(w)}, (3.80)
unde -

[e] = [{xi"} (™} . ()] =

~[orp 20 ey IR ey T, (3.81)
b1 2 N
{a(w)} = {ay(e) ay(w) ... ax{w)},
(3.82)
{d(0)} = {b(e) byw) ...by(w)},
{otzR(OJ)} = {Q"”R 052;R e OC_ij « e GCNIR}_T,
(3.83)
{ou, (@)} = {a, Aat, wee At s och}T,
[(X] = [0} {42} .. 67, (3.84)
{A(0)} = {4,(0) Ay() ... Ay(a)},
(3.85)

{B(w)} = {By(w) By(w) ... By(w)}*.
3.2.3. Moduri reale fortate de vibratie
( Moduri de distorsiune)

Beuatiile vibratiilor fortate ale unui sistem cu amortizare viscoasi
§i histereticd se scriu sub forma

(MY} + [CUd} + — [H} + [EXa} = {fF (3.83)

w
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In cazul excitatiei armonice

(= {free, (g} ={a e (3.87)

Py
Se cerceteazdi daci existd o matrice coloand {f} cu elemente reale,
care sd defineased un mod de excitatie cu forte in fazi, astfel ineit la orice
pulsatie « deplasirile g, &4 fie toate in fazd, desi nu neapéirat in fazd ca
fortele. Matricea {§} va fi de forma

{q} =1{g}e™ (3.88)

unde g este defazajul intre forte si deplasiri, iar matricea {g} are elemente
reale.

inlocuind (3.87) si (3.88) in ecuatia (3.86), se obtine
([E — o2M] -+ i[H + oC](cos ¢ —isin g} ={f}.  (3.89)
Separind termenii in fazd 5i cel in cvadraturd, rezulti
([H + w0]eos o — [K — w2M]sin ¢){q} = {0}, (3.90)
([H + «C]sin ¢ + [K — w2M]cos 9){g} = {f}. (3.91)
Daecid cos p# 0, ecuatia (3.90) devine
([H + «C] — [K — «*M]tg 9){q} = {0}, (3.92)
reprezentind un zistem de ecuatii omogene, care are solufii nebanale dacd
det (tg o[ K — Mw?] — [H + oC]) = 0. (3.93)

Aceasta este o problemd de ridfcini latente ale unui fascicol de matrice
[66], in care ridicinile latente sint tg ¢. Relatia (3.93) este o ecuatie alge-
bricd de ordinul N in tg ¢. Fiecéirei rddécini (reale) tg o, ii corespunde
un vector modal (real) {®"} care satisface ecuatia

(tg ¢.[K — Mw?] — [H + «C]{d"} = {0}. (3.94)
Vectorul corespunzitor al excitatiel {(?F‘”} se obtine din (3.91)

(FO} = cos o [K — o2 KOV} 4 sin ¢, [H + oOKD"} © (3.95)

sau una din urmitoarele relatii
[ — oM D7} = cos o, {(f;m}, (3.96)
[H 4 oCY®7} = sin g, {F"}, (3.97)
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Rezultd cd solutia (3.88) este posibilid. Existd deci N moduri reale
de vibratie {®"'} denumite moduri de distorsiune, moduri echifazice sau
moduri forfate de vibrajie [120]. Acestea diferd de modurile principale de
vibrafie {'¥"} ale sistemului neamortizat, prin aceea ci atit forma cit si
defazajul ¢, variazi cu pulsatia w. Ele sint definite pentru cazul vibratiilor
fortate ale unui sistem cu amortizare neproportionali, in timp ce modurile
proprii {¥"} sint definite pentru eazul vibratiilor libere ale sistemului
conservativ asociat, fiind caracteristice structurii i independente de
excitatie.

Vectorii corespunzitori ai excitatiei {(F} se numesc moduri forfate
de solicitare [120].

Din ecuatia (3.94) rezulti

_ {(])"')}T[H 4- mC]{Q)“’)}

= : (3.98)
{(Dtr)}T[K _ sz]{(I)(r)}

tg o,

Se demonstreazid [121] ¢k ¢, variazd continuu (cu pulsatia e) dela
o valoare pozitivd micd (la o = 0), tinzind citre 180° pentru pulsatii

inalte.
Cind ¢, = 90° cose, = 0, iar ecuatia (3.90) devine

(K] — o3[ Mg} = {0}, (3.99)

identicd cu (3.3), condneind deeci la problema de valori proprii a sistemu-
Iui conservativ asociat

([E] — o [MD{¥7} = {0}

Rezultd ed dacd o = ., atunci o, = 90° iar modul de distorsiune
{®'"} ia forma modului principal {¥} al sistemului neamortizat.

Celelalte (¥ —1) moduri de distorsiune, corespunzitoare celorlalte
(N —1) radsicini tg ¢, ale ecuafiei (3.93), se comportd similar. De exemplu,
forma modului{ @™} variazi cu . Atuncicind @ = o, se obtine e¢os ¢, = 0,

@, = T s (@} ={¥). Deci ¢,{) este defozajul caracteristic care are
2

T .
valoarea 5— cind w = w,.

Variatia cu pulsatia a defazajelor carae-

%1 teristice este ilustratd in figura 3.1.

7 I Intre vectorii modurilor de distorsiune
P e 1@} se stabilesc urmiitoarele relatii de orte-
’ _'_/_—/ / . gonalitate

@ @ @ @ {OV[E — @MW} =0, (r#s) (3.100)
Fig. 3.1 {0V [H 4+ o0 0?9} = 0. (r#s) (3.101)

Inmultind ecuatia (3.95) la stinga cu f@@)T st folosind relatiile de
ortogonalitate se obtine _

(OOV{FD) = (PTG} =0,  (r#s) (3.102)
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N
deci un mod fortat de solicitare {(#"} introduce energie in sistem doar
pe modul de distorsiune {@®®} corespunzitor. Energia disipatd pe un cicla
de vibratjie este in acest caz

A

W, = = sin g {OVP{F"} = n{@"}7[H 4 «CHOM}.  (3.103)

Se formeazd o matrice pitratid avind modurile de distorsiune drept
eoloane

[@] = [{OV} {@P} ... {®™}]. (3.104)
De asemenen, se foloseste transformarea

N

{g} = [0]{v} =}, {9V}, (3.105)

r=1

prin care se introduec coordonaiele principale amortizaie v, [13].
Inlocuind (3.105) in (3.86) si inmulfind la stinga cu [®) rezultd

[R5} + % LAIG) + [FI = [, (3.108)
unde s-a notat
(@] = [OF[M][D],

gy = [(D]""[G + iﬂ] [®], (3.107)
_(l) [£3]

[%] = [T [K][®].

In general, matricele [m] si [£] nu sint diagonale, dar conform rela-
jiilor de ortogonalitate (3.100) si (3.101), urmétoarele matrice sint dia-
gonale [137:

[[%] — o*[m]] = diag [%.], (3.108)
Ld] = diag [d,]. (3.109)
Ecuatia corespunzéitoare coordonatei v, este

(@MDY, + = (O [wC +HYDM}S, +
)

4 {PNT[K DM}y, — {ODIT{f}. (3.110)
In eazul regimului armonic stationar |

(ft = {frem, {( = (5re, (3.111)



care inlocuite in ecuatia (3.110) duc la

;= {(Dm}r{,f ) (3.112)
(ONT[K — oM PN} + i{®"T [l + H{OD}

<

sau, conform relatiilor (3.108) si (3.109),

. 1ommy (3.113)
T Tt id,
deci solutia ecuatiei (3.86) este
7 T {00
= — - . (3.114
@=% =i )

Cu notaftiile (3.108) si (3.109), relatia (3.98) se serie

g o, = -f—' . (3.115)

_icpr

S SR U SRS S A (3.116)
kr _!_ 1dr dr 1 +1 dr
tg o,
Cu notatia (3.116), relatia (3.114) ge mai scrie
@ = Z a{DHOMYT (), - (3.117)

r=1

unde produsele diadice {®T}{®}7 sint matrice pitrate de ordmul N
§i rang unu, de forma
QLo OYoy ... ONoP
{OIHDT = . (3.118)
OPOr  OYdYy ... OPOP

La acelagi rezultat se ajunge dacd se exprimi vectorul excitatiel
A A .
{f} ca o combinatie liniard a vectorilor {(F"}, care se demonstreazd ca
sint liniar independenti [13]

Deoarece excitatia { f} — {(;m} produce raspunsul {§} = {®W}e
rezultd cé o excitatie de forma

— l¢f
b

() = )] 2AF D) (3.119)
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produce un riaspuns

{g} = f; 20"} e, (8.120)

p=a1

unde 2, sint coeficienti reali.

Tonmultind in relatia (3.119) la stinga cu {®™}7 si folosind (3.102)
rezults

kT 3
2, = 2T (3.121)
{(I)(r}}.’t"{(;(r}}
sau, utilizind relatia (3.97),
(rinT o 3
. (O S} sin g, (3.122)
{@"[H + 01D}
Tnlocuind (3.122) in (3.120) se obtine relatia (3.117)
_ N oY OMT gin o, 6" A
=y OHE N sinee 7 p (3.123)

re1 O [H + oCHDN)

Receptanta complexd corespunzitoare ridspunsului in coordonata
g5, cind solicitarea se aplicih coordonatei g, este

_ & N o onon e " gin P
F AH{OMTH 1 oCl0")

DN Qne

-5

. (3.124)
SV [H + «CHOME + ({07)7[K — o M][0T})
Se introduc notatiile
{(D(r)}i" [H + _m(}]{q){r)} — (3.125)
{OTT KD}
(TR {O™) = | (3.126)
(D3I M D) ’ )

§i se normalizeazi modurile de distorsiune considerind aceeagl ,,masd
modalg”

{@T[M YDV} = y. (3.127)

Dacd se noteazi
(@ = (g — g = [A} = [an — i WS, (3.128)
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conform relatiilor (3.120), (3.122) si (3.125) — (3.127), rezultd

N 1 2 sin g.-cos o, A

{gg} = 21 %r COS (PN} = _E; ;1 ‘.P; st? {DNTLF{ON}, (3.129)
N _ 1 ¥ sin? o, A

(@} = 3 o sine, (07} = - 3 SELCOOON, (@150)
r= r=1 r har

$i

1 X 5in ©,-C08 @r (o, ,

el = %, i o ey, (3.131)
1 X sin®g ¢ .

o] == %, —Tﬁﬂ’m (D) (D), (3.132)

in acest mod s-a realizat de fapt inversiunea
[[K — «*M] + i[H + 0] = [ag] — i[e;]. (3.133)

Se pot calcula acum componentele energiei complexe transmise struc-
turii intr-un eiclu de vibratie.
Energia activi

Wa= =\ {q} = g7 () = = )E BOMTIH -+ oCHO"} (3.134)

=1

este o formi pitratick pozitiv definitd, ceea ce corespunde caracte-
rului ei de energie disipata.
Energia reactivi

A A N
Ty = n{fi*ige} = =i} == 5 ¥ cotg oDV [H + wO}OM} (3.135)

rax]

nu este in general pozitiv definitd. La fiecare rezonant{id de fazd, unul
din termenii cotg ¢, trece prin zero, de la valori pozitive la valori negative,

gchimbind semnul expresiei.
Aceste caracteristici formeazd baza experimentald a metodei pute-

rii complexe prezentate in § 6.2.2.5.
F. de Veubeke [122] a demonstrat cd energia reactivi Wy este

stationars in raport cu variatii mici ale forfelor generalizate daca raspun-
sul se face dupi un mod propriu. Intr-adevir, conditia

a;:-’f'_ = 2n}, cotg ¢ {P"}T[H + «C}{P"} =0 (3.136)

este satisfiieutd pentru toate valorile r daci

}“1—7\2:“':}\1_1xl‘+1$"'=?\N:0’ ?\;#0
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§i in acelagi timp

cotg g, =0 saun ?::-;—.

Aceste conditfii sint similare cu urmsitoarele :
a) o = w; 3% fie o pulsatie proprie;
b) {7} = — in{¥"]} si fie un mod propriu in cvadraturi cu excitatia g
¢) { f} = N[H + o,CI{¥"¥} si producd excita}ia unui mod pur.

Pe baza relafiei (3.128), energia reactivd (3.135) se mai scrie sub forma
Wy = ={f} (217} (3.137)

Deoarece, pentru variatii arbitrare [83‘} ale fortelor excitatoare,
trebuie ca

SWy = =({3}7 [aal{F} + {F)[2a1(3f}) =

= 2x{3f}" [« {f} = 0, - (3.138)
rezultd cd anularea rispunsului in fazi
{4a} = [oa]{f} = {0} | | (3.139)

implicd existenta unui rispuns dupé forma modulni propriu corespunzi-
tor, in cvadraturd cu fortele, care poate apare doar la pulsatia de rezonanis.
Pulsatiile proprii ale sistemului sint deei solutii ale ecuatiei

det [xz(w)] = 0, (3.140)

iar modurile de excitatie purd sint solutii ale ecuatiei (3.139).
Inlocuind (3.139) in (3.128) rezultd

{1} = [} S} (3.141)

de unde ge obtin formele modurilor proprii neamortizate, dacs se inlocuieste

{Af} cu expresia obtinutd din relagia (3.139).
Aceste observatii stau la baza metodelor de excitatie a modurilor
pure, prezentate in capitolul 6.

3.2.4. Moduri complexe de vibratie

Pentru raspunsul unei strueturi liniare cu amortizare nepropor-
tionald se poate da o reprezentare modald diferitd de cea & modurilor de
distorsiune, ficind apel la teoria modurilor complexe de vibratie.
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O formulare generald a problemei se poate face pe baza aga-numi-
telor ,,matrice lambda” [66]. Astfel, in cazul vibratiilor libere ale unui
sistem cu amortizare viscoasd, inlocuind in sistemul ecuatiilor de migcare
{3.26) o solutie de forma

{a(®)} = {v} ¢, (3.142)

se obtine un sistem de N ecuatii algebrice omogene, reprezentind problema
de valori proprii

(R[M] + A[C] + KNy} = {0}. (3.143)

Aceste ecuatii au o solutie nebanaldi numai dacd determinantul
matricei lambda se anuleaza

det (R2[M] + A[C] + [K]) = 0. (3.144)

Ecuatia caracteristicd (3.144) este o ecuatie algebricd de ordinul
2N in A. Ridicinile ei pot fi reale, pur imaginare sau complexe. Raddei-
nile reale negative corespund unui sistem cu amortizare supracriticd,
avind o migcare aperiodicd de amplitudine descrescatoare. Radicinile
pur imaginare sint conjugate gi corespund sistemelor neamortizate. Aceste
prime doudl cazuri nu vor fi considerate in cele ce urmeaza. Intereseaza
in special cazul riddicinilor complexe conjugate, cu parte reald negativi
(sisteme stabile), care corespund sistemelor cu amortizare subcritics,
avind o migcare periodicd, de amplitudine descrescitoare.

Fiecirei valori proprii 2, ii corespunde un vector modal {y¥} cn
‘elemente complexe, definind un mod complex de vibrajie. Valorile proprii
fiind complexe conjugate, rezultd c¢d vectorii modali trebuie 83 fie de ase-
menea complecsi conjugati. O pereche de vectori modali conjugati, inmul-
titl cu functiile exponentiale dependente de timp, pot fi combinafi pentru
a rezulta o cantitate reali, descriind o migcare oscilatorie amortizata.

Solutia generald a ecuatiei omogene ((3.26) firdi membru drept)
se poate scrie ea o suprapunere liniard a solutiillor de forma {y'"} e'?
inmultite cu constante arbitrare vy, (reale sau complexe)

{g®} = [yNrer} (3.145)
unde matricea modald _
[y] = U™} ™} ... ™71, (3.146)

iar {v e} este o coloani de elemente ce joaci rolul de coordonate principale
amortizate.

In cazul amortizarii histeretice, reprezentarea modald contine
doar N vectori modali, calculele fiind considerabil simplificate.

Un mod complex de vibrafie are caracterul unei unde progresive
in lungul structurii (spre deosebire de caracterul de unda stationard al
modurilor reale ,,clasice’), deoarece fiecare element complex al vectorilor
modali are alt unghi de fazd, deci coordonata corespunzitoare atinge
elongatia maximi la un moment diferit de celelaite. Modurile complexe
sint mai gren de misurat direct experimental, deoarece miscarea, desi
este sincrond, nu este echifazicd. ,,Nodurile’’ de vibratie igi schimbda continuu
pozitia in timpul unui ciclu de vibratie, dar secventa in care coordonatele
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ating valoarea maximi rimine aceeagi pentru fiecare ciclu, astfel ci la
inceputul unui ciclu pozitiile relative sint aceleasi ea la inceputul ci-
elului anterior.

In cazul vibratiilor libere, elongatiile maxime descresc exponential
dela un ciclu la altul, spre deosebire de migcarea liberd a sistemelor neamor-
tizate, la care nodurile sint stationare iar elongatiile maxime nu secad in
timp.

Datoritd acestor dificultifi de ,,recunoagtere” si misurare a formet -
unui mod complex de vibratie, se folosesec metode de identificare combinate
{(analitico-experimentale), prin care vectorii modali se caleuleazd pe baza
datelor experimentale. :

3.2.4.1. Amortizare viscoasi

Desi teoria generald a vibratiilor sistemelor cu amortizare nepropor-
tionald se poate expune folosind transformata Laplace [101] si caleulul
cu matrice lambda, in continuare se va utiliza metoda propusd de Frazer,
Duncan gi Collar [41].

Fie ecuatia de miscare a unui sistem ¢u amortizare viscoaséi

[M1{q; + [CNgq} + [Kle} = {f}, (3.147)

unde [C] este simetrici.
Aldturind ecuatiei (3.147) identitatea

(M) — (Mg} = {0}, - (3.148)

se obtine un sistem de 2N ecuaftii diferentiale de ordinul unu

[U)#} + [V} = {8}, (3.149)
in care
[0] [H] _ [WEM] [0]
Ul = y [V]= ’ 3.150
ol [[M] [0]] 2 [0] [E]] ( )
sint matrice pétrate, reale, simetrice, de ordinul 2%, iar
_ {@}} o {{0} } 3151
= ’ — . )
@b P

sint matrice. coloand cu 2N elemente.
Eeuatia (3.149) se poate rezolva cu metode similare celor utilizate
la amaliza sistemelor neamortizate.

a) Vibrafir libere
Fie ecuatfia omogeni

[T} + [V1ia} = (0}. (3.152)
Se cautd o solutie de forma
{w} = {&} e* : (3.153)

unde {Z} este un vector cu 2N elemente constante.
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Inlocuind (3.153) in (3.152) se ajunge la problema de valori proprii
os[UKE} + [VHE} = {0]. (3.154)

Dacd matricea [K] este nesingularid, se poafe inmulfi ecuatia (3.154)
la stinga cu [V]-?, rezultind forma cunoscuta

([D] — lc” [I]){E} = {0}, (3.155)
unde
_ [0] 1]
D]= — [V U] = 3.156
[Pl VImio) [—[K]*IEM] —[K]-‘[OJ] ( )

joacd rolul unei matrice dinamice.
Sistemul (3.155) are solutii nebanale daca

det ( [D] — ii- [1]) = 0. (3.157)

Solutiile acestei ecuatii caracteristice de ordinul 2N in - sing
valorile proprii %" (r=1,2,...,2N) ale problemei. Se considers ci
r

cele 2N valori proprii sint distincte. Fiecdrei valori proprii - i cores-

. r
punde un vector propriu {£"} cu 2N elemente, care satisface ecuatia

(D] — = (11} {£"} = {0}
(1= 1)

sall

(o:[U] 4 [VI{E"} = {0}. (3.158)

Intre vectorii proprii {£'"} si matricele [U] si [V] se stabilesc urmitoarele
relajii de ortogonalitate :

{EMFLUKED} = 0,

{s#7) (3.159)
{E(S)}T [V]{E_,(”} = (.
Dac se noteazi
{ENTUKET} = w,,
{3.160}
{E(”}T[V]{ E(r)} = P,
ecuatia (3.158) devine
a4, 4 v, = 0, (3.161)
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Vectorii proprii au forma

&) = { “;éf;} } =- (3162)

unde {4} este un vector format din N elemente si reprezintd jumitatea
inferioard a vectorului {£™}.

La sisteme stabile, pentru moduri ¢u amortizare suberiticd, pulsatia
¢, este complexd gi se exprimi de obicei sub forma

g, = — B -} 1}1,- (3'163)'

unde n, este un faclor de amortizare iar u, este pseudopulsafia.
Se definese raportul de amortizare

2n, 2n,

o V@i m (5164

Tr =

gi pulsatia de rezonantd
N CET ) (3.165)

b) Vibratii foriate
- In vederea ‘decuplirii ecunatiilor (3.149), se foloseste transformarea
niars

g} = [E)e} = 3 (E)a, (3.166)

r=1

unde 2, joach rolul de coordonate principale, iar matricea modali

[E] == [{€W} {E®} ... {E®M}]. (3.167)

Inlocuind (3.166) in ecuatiile (3.149) si inmul{ind la stinga cu [EJ
rezultd sistemul de ecuatii decuplate

Fud{3} + o e = (B (3.168)
in care s-a notat, folosind relatiile (3.160)—(3.162),
[EIF[UI(E] = [ w ] = diag [w], (3.169)
[E1°[V](E] = [ v ] = diag [v], (3.170)
[£17(8} = {R}. - (3.171)

Ecuatia r a sistemului (3.168) se scrie
.2, + 0,2, = R, (3.172)
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sau, pe baza relatiei (3.161),
R,
ul’

(3.173)

By = Opfy ==

Presupunind conditii inifiale nule, solutia ecuatiei (3.173) se poate
serie sub forma integralei de convolutie

4
2,(1) = "I—S R, () eor= dr.
]

T

In cazul excitatiei armonice, considerind regimul stationar,

() = (Free, {q0) = (@) e, (3.174)
se poate nota

(o)} = (@) e, (St} = {8} etet (3.175)
§1 corespunzitor

(2(t)} = (&) e, {R(1)} = {B} &iet, (3.176)

Inlocuind solutii de forma (3.176) in (3.173), rezultd

5= T (3.177)
U, {iw — o)
sau, folosind (3.171),
. _ {EMT{8} ) (3.178)
"!L,(i(r.} - O'r} .

Inlocuind (3.178) in (3.166) si tinind cont de (3.175) se obfine

(7= 3 CHETY {S*} (3.179)

#= 1%,.(1(0 _ G,-

Din (3.151) si pe baza notatiei (3.174) rezultid

{im{'q'}} _ W {En{EnyT {{Q}}, (3.180)

{@ 2 ulio — o) 1{f)
sat
@) _ § T HOY ,
{ {E} } =1 ’u»,-(lm ——— cr) {{f}} {E" } ( '181)
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iar pe baza relafiei (3.162) se obtine

@ = 22N {q“”}“’{f} {qm} (3.182)

W {lw

in cazul excitatiei intr-un singur punct I, receptanta de transfer
in punctul j are expresia
o 2N {r) ylr)
gty DG (3.183)
fi =1ulio — o)

2]

sau
2N 8;1‘] ] 4
By = 3.18
5 E{ o — o ( )
unde s-a notat
(1) p(7) .
s = L9 (3.185)
Wy

Avind in vedere ¢ la sisteme amortizate suberitic valorile proprii
o, §1 vectorii modali {¢'”} apar in perechi complex conjugate, expresia
(3.183) se mai scrie ca o sumd de N termeni

N (r} (r)*
a,zzz(_ % O ) (3.186)

i \iw — o iw — of
unde of 5i 37" sint conjugatele complexe ale cantitidtilor o,, respectiv 3.

3.2.4.2. Amortizare histeretica

Se considerd ecuatiile de migcare (3.48) ale unui sistem cu amorti-
zare histereticd, solicitat in regim armonie

(—w(M] + [K +iH)E = {f}, (3.187)

unde matricele [M] §i [K + i H] sint simetrice, de ordinul N, {7} este
vectorul amplitudinilor complexe ale deplasirilor iar {f} — vectorul

real al excitatiei.
Notind w* = A, se considerid ecuatia omogena
([K + iH] — A[M {7} = {0}. (3.188)
Aceasta are solutlii nebanale dacd
det ([K + iH] — A[M]) = 0. (3.189)
Se demonstreazd [63] cd existd un sistem de N valori proprii com-

plexe 2,, solutii ale ecuatiei (3.189) si N vectori proprii complecsi asociatfi
{w}, care satisfac ecuatia omogend

([E -+ iH] — N[ MD{w"} = {0}. (3.190)
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In continuare, se presupune ci cele N valori proprii sint distinete,
iar vectorii modali corespunzétori sint liniar independenti.
Vectorii modali satisfac conditiile de ortogonalitate

{w"} [M}w'"} = 0, (r+#3) (3.191)

{w[K + 0w} =0, (r#s) (3.192)
§i relatiile

WY [ MY} = M,, (3.193)

("Y' [K -+ iH}{w"} = K,. (3.194)

unde M, si K, sint masa modald complexi, respectiv constanta elasties
modald complexi.

Deoarece cei N vectori proprii sint liniar independenti, orice vector
{@} in spatiul ¥ poate fi exprimat ca o combinatie liniard a vectorilor
proprii {1}

@ =3 ", = [w){H). (3.195)

o1

inlocuind (3.195) in ecuatia (3.187) si folosind rela;tnle (3.191) —
(3.194), rezulii

_ X )}
. = —_— 3.196
P X% — ol ( )

Prin urmare, solufia ecuatiei (3.187) este

o E {w e :

@=3% T — on (3.197)
unde

X = g = X1 + ig,) - (3.198)

in eare w, este pulsatia de rezona,nt;,é. iar g, — factorul de amortlzare his-
tereticd ale modului .
In cazul excitatiel intr-un singur punct, receptanta de transfer
complexd are expresia
7] N {P)apnir)
= L= a : (3.199)
i =t ﬂ,mﬁ.(l— . +ig,)

r
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Se noteazs

wiMwiD .
o = A i,
deci expresia (3.199) devine
g =y O WY § @l ) e
- 4 oy 242
it ig, "V(l—%)—’ry?
unde o o
4, = aretg — 7" 5
1 —
w;

(3.200)

(3.201)

(3.202)
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CAPITOLUL 4

Principii]e identificirii dinamice a sistemelor
mecanice

4.1. Schema proceselor de identificare dinamica

O categorie largd de metode de identificare a sistemelor mecanice
se bazeazi pe schema din figura 4.1.

Exoitsfie Excitafie
1mpusE impuss

|

[ ¥

Sistemr | Madel
real analitic

!

Réspunsul 75
; 4 ; aspunsud
sistemului Comparatie : .
regf MmOl

Modificares
modellei

Fig. 4.1

Asupra sistemului real se aplicd o solicitare cunoscutd — periodicd,
tranzitorie san aleatoare — si se misoara rdspunsul sistemului real in pune-
tele de interes. Miasurarea se poate face fie in ,,domeniul timpului” —
obtinind wbrograme sau corelograme, care descriu rdspunsul in timp al
sistemului, fie in ,,domeniul {recvenjelor” — ob{inind o serie de funcfiz
de rdspuns in frecventd sau spectrograme, care descriu raspunsul in free-
venfd al sistemului (fig. 4.2).

Vibrogramele sau graficele funciiilor de transfer furnizeazid date
cantitative numai asupra configuratiei particulare din timpul incercirii,
fiind limitate strict la structura incercaté, la fortele aplicate si 1a punctele
in care g-a misurat rispunsul. De multe ori intereseazd insd care va fi
riaspunsul in punctele de misurare, in cazul unor condifii diferite de soli-

-----
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turii. Pentru aprecierea efcctului acestor modificdri asupra rispunsului
dinamie, se recurge la un model al strueturii.

Modelarea pur analiticd s-a dezvoltat considerabil in ultimul timp,
datoritd in special rispindirii calculatoarelor nwmerice, care permit
analiza eficientd a unui mare numir de solufii ale aceleiagi probleme.

Idenfificare

gxperimentald
ldertificare Identificare
in domeniyl in demenivf
timpulei frecvenfelor

Hocel

Model fizic

Complef

Identificare Dofimizore
direct¥ iferafivd &

parametritor ldentiticare dptimizare

directd iferativia

arametrilan

_ ldenﬁﬁ‘ca:ra ldentificare
directd oy aphiinizanes

paracetelor

Fig. 4.2

Totugi, modelele pur analitice depind in mare misuri de intuitia si experi-
enta celui care le foloseste, avind in general un caracter calitativ, nefiind
capabile s# prevadd precis rezultatele incercdrilor reale.

Scopul identificirii sistemelor este elaborarea unor modele pe baza
datelor experimentale obtinute prin misuriri efectuate pe structura
realid. $i in acest caz se fac anumite ipoteze de bazi asupra reprezentirii
analitice a structuril. In figura 4.3 se aratd schematic o parte din aceste
ipoteze, fiind subliniate cele adoptate in urmitoarele capitole ale lucririi.

Astfel, pentru o categorie larg de regimuri de vibratii, comportarea
structurilor elastice poate fi descrisd adecvat de un sistem de ecuatii
diferentiale ordinare liniare de forma (3.26) sau (3.43). Acest sistem repre-
zintd modelul analitic. Prin rezolvarea lui, pentrn conditii de solicitare
identice cu cele folosite in cadrul incercirilor pe sistemul real, se poate
obtine rdspunsul modelului, de exemplu, sub forma unor functii de ris-
puns in frecventi.

Comparind rdspunsul sistemului real cu rdspunsul modelului (fig.
4.1) se evalueazi parametrii modelului. Aceasta se poate face direct,
considerind eroarea nuld, sau printr-o prelucrare statistici, metodele de
identificare diferind in acest caz prin criteriul de minimizare a erorii intre
valorile méisurate gi cele estimate. '
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4.2, Determinarea experimentald a caracteristicilor dinamice
ale sistemelor reale

Conform celor prezentate anterior, indentificarea sistemelor meea-
nice se bazeazd pe prelucrarea matematicd a unor rezultate experimen-
tale, determinate astfel incit si furnizeze maximum de informatii asupra
comportirii dinamice a sistemnului studiat. Metodele de excitatie a struc-
turilor in vederea obtinerii acestor date pot fi clasificate ca in tabela 4.1.

4.2.1. Metode de identificare folosind excitatie impusa

In majoritatea metodelor de identificare se actioneazd din exterior
asupra sistemului cu o excitatie impusd cunoscutd, numitd uneori ,,semnal
de testare” sau ,,semnal de probd”, care faciliteazd interpretarea rezul-
tatelor mdsurarilor.

Este important ca in timpul experimentérii influenta altor surse
perturbatoare sa fie redusd la minimum (chiar anulatd). De asemenea
trebuie ca echipamentul folosit pentru excitarea structurii, precum gi
cel pentru misurarea raspunsulul, s& nu modifice considerabil parametrii
acesteia.
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Tabele £.1

Clasiticarea exeltajiilor folosite la id entlficarea struetorilor

Excitatie impusi
(excitatie cu
semnale de pro-
b#)

Excitatie
armonici

For{e armonice de ampli-
tudine constanti

Vibratoare electromagnetice
sau electrohidraulice

Vibratoare mecanice cu
actionarea prin element
-elastic

Forte armonice de amplitu-
dine proporiionali cu
pitratul frecventei

Vibratoare mecanice cu ma-
se excentrice in rotatie

Vibratoare cu actiune iner-
tiald, cu mase in translatie

Depldséri armonice de¢ am-
plitudine constanti

Mase vibratoare cu servo-
control

Excitatie tranzi-
torie sau prin sec

Excitatie
gleatoare

Deplasare initiald, urmatd
de vibratie libera

Vitezd inifiali, urmatd de
vibratie liberd

Inciircare cu cabluri actio-
nate de cabestane sau cu
cricuri hidraulice, apoi ru-
perea brusci

L.ovire cu ciocanul sau eu

mase in ciidere liberi ;
actionare cu cartuse ex-
plozive, rachete etc.

Fortd armonici de amplitu-
dine constanti si frecventa
rapid variabili

Vibratoare electromagnetice
comandate de generatoare
de semnal cu baleiaj rapid
de frecvenid

Fortd armonicd de ampli-
tudine proporiionald en
pitratul frecventel si de
frecventd variabild

Vibratoare cu mase excen-
trice, cu turatia variabild
dupd Intreruperea alimen-
tirii electrice

For{d alealoare de handi
largi

Fortd aleatoare de bandi
ingusta

Vibratoare electromagnetice
comandate de generatoare
de semnale aleatoare

Excitatie din me-
diul ambiant
sau din functio-
narea normald

Pulsatiile gazelor si lichidelor in conductele compre-

soareler si pompelor.

Excitatie perio-| Torte datorite rotoarelor dezechilibrate, nealinieril
dici stationari arborilor, cuplajelor, rofilor dintate, lagirelor, la
arbori cu turatie constanti
Excitatie Cutremure
tranzitorie Rafale de vint
For{e aleatoare datorite neregularititilor cliii de rulare
Excitafie a vehiculelor, turbulentel aerului, neomogenititii si
aleatoare neregularitiitii pieselor prelucrate pe majini unelte,

functionéirii normale a motoarelor ete,
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Metode de acest tip se folosese in cazul structurilor fixe, al vehicu-
lelor in repaus (de exemply, incercarea avioanelor la sol), al maginilor st
utilajelor oprite (de exemplu, magini unelte pe care nu se prelucreaza o
piesit). Proprietitile structurilor incercate in aceste eonditii diferd uneors
de cele din timpul funciiondrii normale, in special in cazul structurilor
neliniare. Totusi, alegerea unor nivele de excitatie corespunzatoare, precum
si realizarea unor pretensioniri sau punerea partiald in functiune a unor
subansambluri, duce la obfinerea unor rezultate satisidcatoare.

Caracteristicile dinamice ale unui sistem liniar (fig. 4.4), cu 0 singuré
mirime de intrare 2(f) si o singurd mirime de iegire y(?), pot fi descrise
in domeniul timpului — de funcfia pondere h(t), iar in domeniul frecven-

] |
2 3
3 “wr
-“—'3 prr——
2 ) I v
= I
& N
- . q:
Mirimea »‘g&'!?‘ﬂ}“&? X g
detrare | SISTEM LINIAR e fegire o
x{f) hfil, W (iw) y}f) Frecvenfa . Frecvexfs
- a b
Fig. 4.4 ' Fig. 4.5

telor — de functia de rispuns in frecvenfd (functia de transfer) H{iw)
care formeazd o pereche de transformate Fourler

H(im):sm Ry e=iotdi. (1> 0) (4.1

In cazul excitatiei deterministe, rispunsul este dat de integrala
de convolutie

y(t) = So W) 2t — ¥) A = a(t) % h(t), (4.2)

astfel ¢ funectia pondere k() reprezintd rispunsul la o excitatie z(f) = 3(f)
de forma impulsului unitate (functia § a Iui Dirac). Practie, insd, aceastd
formi de excitatie este irealizabilé, iar impulsurile de foarte scurtd duratd
nu au energie suficientd pentru a produce un rispuns misurabil.

Functia de rdspuns in frecventd este datd de relatia

Y(iw)

o) = X(iw) ’

(4.3)

in care X(iw) si ¥(iw) sint transformatele Fourier ale excitatiel §i raspun-
sulul, adied
X(iw) = S a(t) e—it dt,
(4.4)

Y(iw) :S (1) e—i* i,

-0
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unde limita inferioari este zero pentru sistemele reale.
a) In cazul excitatiei armonice, inlocnind funetii de forma

a(t) = e, y(t) = et (4.5)
in expresiile (4.4) si apoi in (4.3), se obtine

Hiiw) = Y ¥ oo (4.6)
i

a(t)

Rezultd ¢ modulul functiei de rispuns in frecventd |H(iw)| se poate
obtine din caracteristica amplitudine — pulsatie (y/2)— ©, iar argumentu}
acestei functii ¢ - din caracteristica fazdé — pulsatie ¢ — o, diagrame
ce se pot determina experimental, folosind excitatie sinusoidald de ampli-
tudine constantii si frecventd variabild. Cele doud caracteristici se pot
trasa fie punet c¢u punet, efectuind misurdri la frecvente discrete In regim
stationar, fie continuu, in regim cvasistationar,folosind un baleiaj de
frecventd snficient de lent pentru a permite stabilirea raspunsului de
regim la fiecare frecventi, in special in zona rezonantelor sistemelor slab
amortizate. In figura 4.5 se prezinti un exemplu tipic de astfel de diagrame
pentru un sistem cu doufi rezonante in domeniul de frecvente masurat.

In sistemele moderne de misurd se foloseste un analizor de funcfii
de transfer la intrdrile edruia se aplicd semnalele x(f) = Z gin of, y(t) =
= 5} sin(w? 4+ «) si un semnal de referintd z(7) =2 cos wt. Multiplicatoruk
acestui analizor efectueazd produsele

2 A . ) A A

—— &(t) y{t) = --3—,{—2 sin oi sin{et -+ @) = iﬂcos P — %cos (20 1 9),
x? &z &r &x
~a #(8) y(t) =—— 2 co8 wi 8in (ot + @) = —-sin ¢ + -5 sin (20t 4 ).
@&z b x &

Termenii constanti din aceste produse reprezinti partea reald si
cea imaginari ale functiel de raspuns in frecventd (4.6), ale ciror diagrame
au forma din figura 4.86.

Eliminarea termenilor variabili se realizeaz& cu filtre trece — jos,
facind media produselor pe un numir intreg de cicluri de excitatie. Intro-
ducind semnalele corespunzitoare celor doui componente la intririle
unui inregistrator in coordonate rectangulare, se obtin diagramele polare
(Nyquist) ale rdspunsului (fig. 4.7.), folosind baleiajul de frecventi.

Se apreciazd ¢ aceste metode oferd precizia maximi, necesitind
echipamentul cel mai ieftin, dar efectuarea méisuririlor si in special a.
montajulul experimental dureazd mult timp, fiind necesare §i etaloniri
frecvente. Deoarece, in prezent, metodele de identificare experimentald
cu excitatie armounicd sint cel mai larg utilizate, prezentarea lor va ocupa
aproape tot cuprinsui lucrari.
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b) Folosirea transformatei Fourier rapide gi a calculatoarelor elec-
tronice permite determinarea funetiilor de transfer pe baza relatiei (4.3),
folosind excilajie cu semnale tranzitorii sau impulsuri.

Forma cea mai simplé o reprezintd impulsurile de formé dreptunghiu-
lard, triunghiulard, trapezoidald, semisinusoidali etc., ce pot fi produse
cu ajutorul generatoarelor electronice de semnal, cuplate cu vibratoare

g
.“1
I ,&ll § %
2 5 S
& S SE  Comporeny
n & N roald
‘= -l _.A — = I
5 v & Y - \D
3 I[ 5 ‘l
5, S
£ g
S g |
Frecvenfs w3 Frecventa
a b
Fig. 4.6 Fig. 4.7

electrodinamice. Deoarece spectrele de amplitudine ale acestor impulsuri
se anuleazd la anumite frecvente (fig. 4.8) gi ocupd teoretic un domeniu
infinit de freevente, in cazul sistemelor cu mai multe grade de libertate
existd posibilitatea de a nu se excita anumite rezonante, precum §i cea a
excitarii unor rezonanfe in afara domeniului de interes.

Aceste dezavanta)e sint inldturate prin folosirea excitatiei cu semnale
sinusoidale de amplitudine constantd dar frecventd variabild rapid in
timp [135]. Un semnal de forma

z(l) = sin (at? 4- bi), 0<t< T,

unde T' este durata baleiajului, a céirui frecven{d variazd intre limitele
Ji § fy unde

7
a=—(f—fi)y b=2nf,
T
are un spectru de amplitudini aproximativ constant gi limitat la banda

de frecvente (f, — f,), fiind adecvat identificirii structurilor elastice (fig.
4.9).
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In cazul studiului pe modele la scard redusid sau pe machete, exci-
tatia prin lovire cu un ciocan special, prevazut cu eaptori de forte i acce-
leratii, este suficientd pentru obtinerea semnalelor x(t) i y(t), care, pre-
lucrate intr-un analizor Fourier in timp real, dau direet functia de raspuns
in frecventa [67].

Incercirile in regim franzitoriu sint cele mai rapide, necesitind un
timp minim de misurare. Chiar c¢ind se folosesc vibratoare, montajul
acestora este mult simplificat [135]. In schimb, echipamentul de misurs
este mult mai scump. Domeniul dinamic al aparaturii trebuie si fie mai
mare decit cel necesar misuririlor in regim armonic. in timpul inregis-
tririi semnalelor, amplificatoarele si convertoarele analog-numerice din
montaj nu trebuie si lucreze in suprasarcini. in general, la incercarea
prin lovire se obtin rapoarte semnal/zgomot inferioare celor ce rezulti
folosind alte tipuri de excitatie.

¢) Adesea, la identificarea sistemelor se recurge la metode de exei-
tatie cu semnale aleatoare. ‘

in acest scop se folosese generatoare de zgomot de bandd largs, care
cuplate cu vibratoare electrodinamice produe o excitatie avind un spectru
de amplitudine constantd pe toatd banda frecventelor de interes. Astfel
toate componentele spectrale sint excitate simultan gi se poate face o ana-
liz4 in timp real prezentind rezultatele simultan pe ecranul unui osciloscop.

Functia de rdspuns in frecven{d se calculeazid cu relatia

S, (iw)

Hiw) = o

(4.7)

unde S, (w) este densitatea spectrald de putere a excitatiei (stationarid
si.ergodicdl) iar S,,(iw) este densitatea interspectrald de putere a excita-
tlei gi rdspunsului.

Dacid 8;.(w) = 8§, = const. pe tot domeniul frecventelor de interes
(,,zgomot alb” realizabil tehnic), densitatea interspectrald este propor-
tionald cu functia de rdaspuns in frecventd S;,(iw) = S H(iw), iar functia
de intercorelatie intre excitatie s$i raspuns

R, (7)) = Sm 8, (iw) eio de (4.8)

este proportionald cu funetia pondere A(t).
Atunci eind nu intereseazd informatia asupra variatiei fazei cu
frecventa, se poate folosi relatia

s le Spy(@)
H P, .
|H{iw)| 3 (4.9}

.'II(('O)

unde S,,(o) este densitatea spectral® de putere a raspunsului.

O altd metodd constd in folosirea excitatiei eu semnale pseudoalea-
toare. In acest caz semnalele sint fie produse de un generator electronie
special proiectat, fie sintetizate cu ajutorul unui aparat pentru efectuarea
transformatei Fourier rapide, care face transformarea inversé a unei funetii
spectrale dorite. :
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Incercirile in regim aleator au avantajul de a excita simultan toate
componentele spectrale din domeniul de interes, ceea ce permite identi-
ficarea structurilor cu parametri variabili in timp. Folosind o mediere
exponentiald la caleulul spectrelor S,,(w) si 8, (iw), se poate face o analizi
in timp real, deci o observare ,,on-line’” a acestor modifieari. Procedcul
este deosebit de util la optimizarea raspunsului unei structuri prin modi-
ficarea repartitiei maselor, rigiditdtii san amortizirii.

In general, echipamentul necesar pentru efectuarea acestui tip de
mésuriri este mai scump decit cel folosit la inceredrile in regim armonie,
raportul semnal/zgomot cste mai mic (dar poate fi imbunititit méirind
timpul de mediere), iar nivelul realizabil al rdspunsului este limitat de
faptul cid puterea sistemului de excitatie este repartizati pe o bandj
largi de frecvente.

4.2.2. Metode de identificare folosind excitatie din funcfionarea normali

Existd situatii in care este preferabili identificarea in condiiii
normale de lucru sau folosind excitatie din mediul ambiant. Astfel, amorti-
zarea unui avion in zbor sau la incercdri in tunelul aerodinamic diferd
de amortizarea in timpul incercérilor la sol, atit ca naturd fizied (apare
in plus cea produsid de turbulenta aerului) eit si ca distributie (matricea
amortizdrii nu mai este hermiticd). Vibratiile transversale ale rotoarelor
elastice in timpul functiondrii normale sint influentate de efecte girosco-
pice care nu se manifestd la incercdrile in care nu se imprimé si o miscare
de rotatie. De asemeneca, neliniaritdfile structurale (datorite jocurilor,
cuplajelor, ghidajelor) actioneazd diferit la diferite nivele ale fortelor
intilnite in funetionarea curents.

In unele cazuri, excitatia ,,activd’’ (eu semnale de probd), mai ales
cea armonicd, mireste nivelul rdspunsului structurii peste limitele admi-
sibile, existind pericol de ruperc sau deteriorare chiar in timpul incercs-
rilor. Tn alte cazuri, excitatia activi este insuficientd, ca in cazul podurilor
$i clddirilor mari, sau al fundafiilor masive, cind abia excitatia seismics
san cea datoritdh vintului produc raspunsuri ale intregii structuri, de
nivele mésurabile. '

Rezultate bune se obtin calculind functia de rdspuns in frecventd
cu ajutorul relatiei (4.7). Existenta subrutinelor pentru evaluarea rapidé
a transformatei Fourier cu ajutorul calculatoarelor numerice, permite
ob{inerea funectiilor S, (iw) si S, («) din functia de intercorelatie

T
2

N
B, (<) = 11111?5 a(t)-y(t + =) dt
sl functia de autocorelatie
1 T/2
Ro(7) = lim-——s a{tyex(t + <) i,

T—oo ~Ti2

128



determinate eu un gorelatorh', pe b%za sem- Eaptor bz ld)
nalelor 2(t) si (f) masurate in doud puncte —~
diferite ale structurii (fig. 4.10). Metoda - Motor
se bazeazd pe relafiile de transformare ‘65 )

(4.8) si (4.10)
Masing Kylt)
= a]
8oal©) :S R () e e7dr. (£10) | St
—co B L T T L
Aceleasi operatii se pot face cu Fig. 4.10

ajutorul analizoarelor spectrale in timpreal,
bazate pe efectuarea transformatei Fourier rapide.
|8y(ie0) [

Baz(02) Sy
domeniul de frecvenie si amplitudinea rdspunsului neliniar.

In afara metodei prezentate mai sus, in practicd se utilizeazd o
serie de metode de excitatie ad-hoe, mai ales c¢ind instalatiile dispun de
motoare cu turatie variabild. Modificarea parametrilor funetionali —
in special variatia turatiei — permite aplicarea metodelor de identificare
bazate pe studiul raspunsului in veciniitatea rezonantelor structurale.

1/2
Prin caleulul funciiei de coeren_i;s‘i( )) se poate evalua

4.2.3. Xdentificarea cu ajutorul modelelor ajustabile

Metodele de identificare folosind modele ajustabile, desi larg uti-
lizate la identificarea proceselor automatizate, au incid o utilizare redusi
in domeniul sistemelor meecanice. In principiu, se foloseste un model
fizic al sistemuléi — de exemplu, un generator de functii de transfer — la
mtrarea cdrula se introduce un semnal identic cu semnalul de excitatie
a structurii studiate, Semnalul de la iegirea modelului este comparat cu
semnalul care indicd raspunsul structurii si, in funegie de diferen{a dintre
ele, se efectueazd ajustarea modelului. De obicei structura modelului
este fixd, modificindu-se doar parametrii — manual sau auvtomat — pinid
la minimizarea unei functionale a crorii, urmérind ca metoda si asigure
o convergentd cit mai rapidi. Dacd ajustarea parametrilor modelnlui
se face auntomat — acesta se numeste model adaptiv. Dacii modelul este
previzut cu o memorie, astfel incit, pe baza informatiilor asupra modi-
ficdrilor in timp ale parametrilor structurii, adoptid o strategie corespun-
zatoare de ajustare a parametrilor sii, el se numeste model instruibiil.

Aceste metode au avantajul aplicdrii in conditii de functionare nor-
malé a maginilor gi a deducerii directe i cu precizie ridicatd a modelului
matematic. Utilizarea lor pe scarf largd este intirziati de pretul ined
foarte ridicat al echipamentului analogic si numeric necesar aplicirii
practice.

4.2.4. Analiza liniilor nodale

Un studiu sistematic al modurilor proprii de vibratic ale elementelor
sub formé de plici plane, dar mai ales ale rotoarelor, ale paletelor turbinelor
§i compresoarelor axiale, ale palelor elicelor de avion si vapor, se face prin
analiza lintilor nodale, nemite si figurile lui Chladni, dupi numele celui
care le-a pus in evidentd incd din 1787 [23].
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De exemplu, dacd se solicitd o placd circulard, liberd pe contur (sau
discul unui rotor), cu o for{d armonicad de frecventd variabild si se rispin-
degte nisip fin pe suprafata orizontald a plicii, la fiecare rezonant4 nisipul
se adund in lungul liniilor nodale (linii cu amplitudine nuld de vibragie),
care in acest caz, conform tfeoriei vibratiilor plicilor circulare subtiri,
sint diametre si cercuri, avind forma din figura 4.11. ’
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Fig. 4.12

O reprezentare sistematicd a frecventelor de rezonantd se face pe
un grafic ea in figura 4.12, in care acestea sint grupate in familii de moduri
avind acelagi numir de cercuri nodale, intr-un sistem de axe avind in
abscisd numirul de diametre nodale. '

La determinarea experimentald a frecventelor proprii, se traseazd
intii puncte cdrespunzitoare valorilor mésurate ale frecventelor de rezo-
nantd si numérului respectiv de diametre nodale. Se unesc apoi prin linii
continue punctele cu acelagi numir de cercuri nodale. Dacd vreuna din
frecventele de rezonantd a fost omisd, ea poate fi acum determinatid la
intersectia graficnlui respectiv cu verticala corespunzitoare unui anuit
numir de diametre nodale.

Dupid cum rezultd din figura 4.12, existd posibilitatea ca moduri
diferite de vibratie s aibd aproximativ aceeasi frecventd de rezonanta.
In acest caz, cele dousi moduri independente de vibratic sint excitate simul-
tan, rezultind un mod compus, ale cdrui linii nodale nu mai sint cercuri
gan diametre. '

Spre exemplu, modul proprin de vibratie eu 1 cerc gi 2 diametre
nodale, notat simbolic ,,modul 1/2”, si modul de vibratie cu 0 cercuri
si & diametre nodale, notat simbolic ,,modul 0/5”, au aproximativ aceeasi
frecventd proprie, rezultind un ,mod compus 1/2 -- 0/5”, forma liniilor
nodale avind aspectul din figura 4.13 a.

Alura acestor linii se poate deduce si teoretic, folosind urméatoarea
constructie. In figurile 4.13 b si ¢ s-au reprezentat modurile 1/2 si 0/5,
hagurind suprafetele care iu timpul vibragiei se deplaseazdi, de exemplu,
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in jos §i ldsind nehasurate suprafetele carein acelasi timp se deplaseazi
in sus. Suprapunind cele doud figuri (fig. 4.13 d), se obtin suprafete dublu
hagurate, care se deplaseazi ,,in jos’ si suprafeic nehagurate, care se de-
plaseazd ,,in sus”. Suprafetele simplu hagurate contin puncte in care am-
plitudinea vibratiei se anuleazé.

4, g " % s
1/2,0/5 7 a5 12+0) ~1/2 ~1/2¢0/5
a £ c o e F

Fig. 4.13

. _Prin urmare, liniile nodale trec printre suprafetele dublu hagurate
§l cele nehagurate, §i anume prin suprafetele simplu hasurate. Traseul
lor exact in aceste zone depinde de amplitudinea relativi a migcérilor
;ﬁ 52(?'18 doud moduri independente de vibratie si de uniformitatea grosimii

ii.

5 In functie de defazajul intre cele doui moduri, existd totdeauna
doud pozifii posibile ale Hniilor nodale ale unui mod compus. Astfel,
dacd migcarea in modul 1/2 se face ca in figura 4.13 e (in antifazi cu cea
reprezentata in figura 4.13 b), atunci din combinatia eu modul 0/5
(fig. 4.13 ¢) rezultd modul compus din figura 4.13 f, identic cu cel din figura
4.13 d, insd rotit 180°.

Studiul sistematic al modurilor simple de

vibratie si al modurilor compuse ale plicilor plane
in consold a permis o intelegere a modurilor de
vibratie compuse ale paletelor de turbind §i o in-

terpretare corecté a liniilor nodale corespunzitoare.

ot + o Astfel, dac} se noteazdi m = numirul de
linii nodale pe ldtimea paletei, n — numirul de
linii nodale in lungul paletei, notind modurile
de vibratie simbolic prin raportul m/n, se obtin
modurile compuse din figura 4.14, puse in evidentd
W]+ experimental.

Diagrame de forma celei din figura 4.12 permit
detectarea ,,pe hirtie” a modurilor nedescoperite
experimental, care pot fi puse apoi in evidentd
prin incercfivi repetate in jurul frecventei de re-

X ESy
e
BN X
Py

1
23
<y
E y

il

43 zonantd corespunzitoare.
oo+ go ey Descompunerea modurilor compuse in modu-
Fig. 4.14 rile constituente permite s& se facd o comparaiie

utilé intre comportarea dinamicd a ungiu palete
cu form# modificatd si paleta avind forma inifiald. Altfel, datoritd alurii
mult diferite a liniilor nodale, s-ar putea face o comparatie eronata, intre

doud moduri compuse diferite. ) . )
O prezentare a aparaturii utilizate la identificarea sistemelor elas-

tice se face in lucrarea [19].
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4.3. Structura modelelor analitice

4.3.1. Modele discrete

Structurile reale sint in general sisteme continue, cu parametri
distribuiti. Configuratia lor ar trebui deei definitd printr-un numir infinit
de coordonate generalizate, existind teoretic un numdr infinit de grade de
libertate.

Din punct de vedere practic, de obicei intereseazsi doar miscarea
citorva puncte semnificative ale structurii, definitd prin variatia unui
numir finit de coordonate generalizate. De aici — necesitatea si utilitatea
modelelor cu numér finit de grade de libertate, precum si justificarea
folosirii unui sistem de ecuatii de miscare de forma (3.26) sau (3.43).

In general, caracteristicile unui model depind in primul rind de
modul in care este solicitatd structura studiatd. Niciodatd nu este necesar
ca modelul 84 se comporte din toate punctele de vedere identic cu structura
reald. In fiecare aplicatie practicd, intereseazi modelarea rispunsului
intr-un numdr limitat de puncte ale structurii si pe un domeniu limitat
de frecvente ale fortelor excitatoare. '

Punctele de méasurd trebuie insd s§ fie reprezentative pentru ris-
punsul structurii. Astfel, de exemplu, in sinteza modald acestea trebuie sd
includd punctele de legidtursd intre diferitele subsisteme. La optimizarea
structurilor — trebuie 4 cuprindd punctele in care existd posibilitatea
efectudrii unor modifieiri masice sau de rigiditate. In general, alegerea
lor, precum si a punctelor de excitafie, trebuie astfel ficutd incit din rezul-
tatele experimentale s& se poatd obtine o imagine cit mai cuprinzitoare
asupra deformatei dinamice a structurii. Totusi, alegerea unui numér
prea mare de puncte duce la dificultéti, niaiales atunci ¢ind se pune problema
trecerit de la modelul modal la un model fizic.

4.3.2. Modele modale

Majoritatea metodelor de identificare prezentate in aceastd lucrare
urmairesc definirea unui model modal. Rezumind cele prezentate in capito-
lul 3 pentru sisteme eu amortizare viscoasd proporjioneld, din punct de
vedere matematic, un model modal constd in trei tipuri de ecuatii :

a) Cite o ecuatie diferentiald pentru migcarea in fiecare mod
mp, + ¢;p, + kepe =F,, (r=12,...,N) (4.11)

care aratd cé sistemul raspunde in fiecare mod la fel ca un sistem ,,masi-
arc-amortizor’”, cu un grad de libertate, complet decuplat.

b) O ecuatie de transformare a coordonatelor

N
q; =Y Wi Prs (=12, ..., P) (4.12)

Fo=}
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care aratd cd miscarea in punctele de interes ale sistemului real poate
fi calenlatd prin insumarea miscdrilor in toate modurile, inmulfite eu coefi-
cientul de formé modal respectiv.

¢) O ecuatie de transformare a fortelor

P
F,=Y¥rf  (r=12,...,N) (4.13)
=1

care aratd ei forta care ,,actioneazd asupra fiecfirui mod” este egald cu
suma fortelor exterioare ce actioneazdi asupra structurii, inmulfite cu
coeficientii de formé respectivi.

fn cazul amortizirii neproportionale se definese mérimi complexe
gimilare (v. Cap. 3).

Dacil se admite limitarea Ia sisteme liniare, negiroscopice $1 cu para-
metri invariabili in timp, definitoriu pentru structura modelului analitie
este nivelul amortizirii din sistem. Se pot distinge urmitoarele patru
eazuri : :

a) La structuri foarte slab amortizate, la care raportul de amorti-
zare I (fractiunea din amortizarea criticd) este sub 0,05, amortizarea se
poate neglija, astfel ci migcarea este descrisd de sistemul (3.15).

Rispunsul armonic poate fi exprimat in functie de parametrii
modali §i de modurile reale ,,clasice” de vibratie, sub forma (3.24)

(r 3 7}
= % LT

r=1 m,( GJE e 0)2)

(4.14)

H

unde o, sint pulsatiile proprii, m, — masele modale, {¥¢} — vectorii
modali. '

b) La structuri cu amortizare redusé, seneglijeazd termenii nediago-
nali ai matricei [TTF{C][¥], astfel cd riaspunsul poate fi exprimat tot
in funetie de modurile reale ,,clasice” ale sistemului conservativ asociat
{3.42)

_ 4 YenT 2 §rir)
=Y {TO Y}

eio! 4.15
r=1 ’m’r(mi — 0® 4 i 2fuw,) ( )

unde ¥, == “__ este raportul de amortizare modal.
2m, o,
¢) La structuri sau substructuri cu amortizare moderatd, cuplajele
prin amortizare nu mai pot fi neglijate, se considerd cd amortizarea este
Tneproportionald, iar rispunsul se exprimi in functie de modurile reale
fortate de vibrafie (3.114)

¥ @y (fi{on) o
@ =% GrTE = elen) + (enrecgen < Y

gan in functie de modurile complexe de vibratie (3.182)

aN m T % ir
=3 @ HE™ (4.17)

rm1 U fle — o)
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unde o, = co,,( — ;—T, -1 Vl 7 1:2,) iar T, 81 u, sint definiti de (3.164)

5i (3.160).

d) La componente puternic amortizate, la care nu se pot distinge
moduri de vibratie individuale, raspunsul in frecventé se exprimé sub forma
unei fractii rationale .

3 Pier
By = L = 2 (4.18)
fi 14 goliey
r=1%

in care coeficientii P,, @, se determin&d prin metode iterative.
Formulele de mai sus sint valabile pentru sisteme cu amortizare
viscoasi. : .

4.3.3. Natura parametrilor modelelor analitice

Parametrii care definese rédspunsul unei structuri continue pot fi
clasificati in doud categorii: parametri masurabili (observabili) si para-
metri abstracti (intuitivi).

Parametrii mdasurabili sint cei care pot fi determinati (cel pufin in
principiu) prin mésurdri directe pe structura reald. Ei nu depind de struc-
tura modelului analitie. '

' Spre exemplu, elementele matricei cocficientilor de  influentd
[8] = [K]™! sint misurabile. Prin definitie, elementul &, al matricei [3]
reprezintd deplasarea in coordonata ¢ datorité unei forte unitate aplicate
coordonatei j. Aceastd cantitate, misurabild, nu depinde de forma mode-
Inlui analitic.

In aceeasi categorie pot fi considerati vectorii modali {%¥}, para-
metrii modali m,, k,, ¢, $i deci functiile rdspunsului in frecventd de tipul
receptantei, mobilitatii, inertantei ete.

Din punct de vedere analitic, parametrii mésurabili se pot exprima
in functie de vectorii modali. Astfel Tk] = [W]'[K][¥] Evaluarea
lor analiticd necesitd rezolvarea unei ecuatii diferentiale.

Parametrii abstracti se obtin direct din proprietdtile materialelor,
de aceea s¢ mai numese si nfuitivi. Ei nu pot fi determinati prin mésuriri
directe pe structura reald, valorile lor depinzind de forma modelului
analitic.

~ Spre exemplu, valorile elementelor matricelor [M], [C] si [K]
nu sint misurabile. Prin definitie, elementul %, al matricei [ K] este egal
cu forta interioard care apare la coordonata 7, datoritd unei deplasiri
unitate in coordonata j, cind toate coordonatele cu exceptia lui j sint
constrinse s fie nule. Acest tip de legiturid nu se poate realiza intr-o
incercare practic# si deci kyy nu este direct m#surabil. Valorile elementelor

k;; depind, de exemplu, de numirul si dispunerea punctelor alese drept
coordonate in formularea modelului.

Din punct de vedere analitic, parametrii abstracti se exprimi in
functie de inversele matricelor modale. Astfel [K] = [Y]-T[k] [Y]
Ei pot fi dedusi direct din analiza matematicd a modelului $i au un sens
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fizie intuitiv. Transformarea lor in cantitéti mésurabile necesité o inver-
siine matriceald sau rezolvarea unei ecuatii diferentfiale.

in concluzie, ,,nu se pot masura direct parametrii care pot fi modelafi
intuitiv s nu se poate modela direct ceea ce se poate mdsure’ [10].

4.3.4. Trecerea de la modelul modal la modelul fizic

. Dupd cum s-a mai mentionat, multe metode de identificare se limi- -
teazdi la determinarea pulsatiilor proprii, a vectorilor modali gi a para-
metrilor modali — deci a unui model modal. Metodele care, pe baza
informatiei modale determinate experimental, isi propun evaluarea
parametrilor fizici intuitivi ai modelului, se lovese de dificultdti legate in
primul rind de inversares unor matrice rdu conditionate numeric san de
neunicitatea determindrii matricelor modelului fizie.

4.3.4.1. Dificultiti de calcul

Daecd n-ar exista probleme legate de inversarea matricelor rau
conditionate determinate experimental, identificarea sistemelor mecanice
s-ar simplifica mult. Pentru ilustrarea acestei afirmatii se va considera
un exemplu simplu.

Eecuatiile vibratiilor armonice ale unui sisterm conservativ se scriu
sub forma

(K] — (Mg} = (4.19)

Daci se aplic forte armonice de pulsatie «, la fiecare din coordo-
natele arbitrare ale modelului structurii gi se inregistreazi deplasirile
tuturor acestor puncte, se migoard matricea receptantelor.

[K] — i[M]]* = [a(e)]. ' (4.20)
Repetind mésurdrile cu forte de pulsatie o, # o, se obfine
(K] — @3 [MI] = [«(ws)]. (4.21)

- Inversind cele doud matrice mésurate [a(w;)] si [%(w)], din ecuatiile
(4.20) si (4.21) rezultd sistemul

[K] — wi[M] = [a(e)]
(4.22)
(K] — wi{M] = [«(e)]™

de unde se caleuleazid matricele [K] si [M].

Cu exceptia unor cazuri particulare (sisteme cu numir mic de grade
de libertate), metoda nu se poate aplica deoarece matricele receptanfelor
nu pot fi inversate, in special eind numirul coordonatelor alese este mare.
In acest caz, domeniul acoperit de valorile pulsatiilor proprii devine atit
de larg, incit cerintele privind precizia masurdrilor nu mai pot fi reali-
zate.
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Intr-adevir, din dezvoltarea spectrali a unei matrice se gtie ci valoa-
rea proprie cea mai micédh & unei matrice devine valoarea proprie cea mai
mare g matricel inverse.

Folosind notatia [K]"! = [§], ecuatiile (3.5) se scriu

[M]ERYO} = o}{P0],
(4.23)

[BILMIEN) = = (T,

Vectorii _proprii la dreapta ai matricelor [M]*[K] si [8][M]
sint identici. In schimb, modul dominant al matricei [M]*[K] este cel
cu pulsatia o, cea mai inaltd, in timp ce modul dominant al matricei
[8] [M] este cel cu pulsatia o, cea mai joasi.

Folosind matricea modalid (3.12), ecuatiile (4.23) devin

[M]T'[KIY] = [¥]Te7], (4.24)

~/

1,

oy

B[ M]TF] = [T]

Utilizind relatia (3.21), se deduce

[K] = [M][Y] ?{&E[T]T[M] = i.%[M]{‘P’f')}{‘lf(')}i"[M], (4.25)
i My N r=1 1M,
(3] = 71— ][‘F]" ~ 5 L opweypeeyr. (426)
| Qi —1 O M,

Rezultd cii termenii dominanfi ai matricei [K)] provin-din contri-
butia modurilor proprii inalte (deoarece w, este la numiritor). In schimb,
termenii dominanti ai matricei [3] provin din contributia modurilor cu
pulsatii proprii joase (aceasta fiind invers proportionald cu 7).

Dacé matricea [3] — mésurabild, este ran condifionatd gi nu
contine informatii utile asupra modurilor eu pulsatii proprii inalte, niei
inversa ei [K] nu va contine, deci elementele matricel [K] vor avea valori
nesemnificative. Berman [10] a aritat ci dacd intre pulsatiile proprii

- 2

extreme existd raportul OF = 100, atunci ( ﬂ) = 104, astfel c¢& precizia
Gy Wy

determindrii experimentale a elementelor 3;; trebuie s& fie de ordinul

1:10% pentru a avea o matrice [3] invertibild.

4.3.4.2. Neunicitatea modelarii matricei amortizirii proportionale
In cazul amortizirii viscoase proportionale, pe baza relatiei
[C] = [¥]*[2L0m][V], (4.27)
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care se deduce din (3.28), (3.36) si (3.41), din punct de vedere teoretic,
este posibilda determinarea elementelor matricei amortizirii [C], daed se
cunoagte matricea modald [¥'], pulsatiile de rezonanti w, rapoartele
de amortizare modale T, §i masele modale m,.

Pentru simplificarea expunerii ce urmeazdi, se considersi ci prin
normalizare ge alege m, =1 (r =1, 2, ..., N), deci relatia (4.27) devine

[C] == [V] 'R [T]N (4.28)

Totusi, deparece o matrice simetrics (N x N) poate avea —;: NN +1)

elemente distincte, dar se pot stabili numai ¥ ecuatii (4.28), orice
metod® de calcul a matricei [O] care se bazeazi doar pe valorile
¢ i w, dispune de un numir insoficient de ecuatii pentru a determina
in mod unic elementele matricei amortizdrii. Existd o singurd exceptie —
in cazul eind matricea {C] este diagonall, deci cind amortizoarele care
modeleaza disiparea de energie (in modelul fizie) sint legate intre fiecare
masd §i un reper fix, §i nu intre mase.

Forma cea mai simpld de amortizare viseoasi proportionald este
descrisd de ecuatia (3.34), in care matricea [C] are forma

[C} = o[M] -+ <[X]. (4.29)
Din relatiile (4.28) si (4.29) rezulti

1200 = o[I] + o] (4.30)

unde [I] este matricea unitate,

Dacd se determind experimental valorile rapoartelor de amortizare
G 6i §;, in doud moduri de vibratie cu pulsatii proprii w, §i w,, constantele
o §i T se pot calcula cu relatiile

_ 26105(0; Ly — 0575)
¢= ’

0] — o}

(4.31)

= 2(en & — w,yl,) .

of — of

(4.32)

In acest fel, rapoartele de amortizare in modurile r > 2 vor fi

2 .
g ST T (4.33)
- 2w,
indicind o variatie aproximativ liniard cu pulsatia.
Metoda are dezavantajul de a impune valorile (4.33) ale amortizirii

in modurile superioare de vibrafie, putind rezulta astfel coeficienti de
amortizare negativi in unele moduri de vibratie.
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Intr-o formé mai generald, matricea [(] se poate exprima prinir-o
serie de puteri ale matricelor [M] §i [K].
Dacs in ecuatia de migecare (3.26) se inlocuieste
[M] = [A}[4] | (4.34)

unde [A] este o matrice triunghiulard, si se face transforinarea de
coordonate

gy = [417{g} (4.30)
se obtine, dupd inmultire la stinga cu [4]77,
[T} + (A1 TICIAYE) + (AT KJ[A]ME} = [A]7{f} (4.36)

salu

(T1E + [1E) + [KE = {F*, (4.37)

unde s-a notat. S
’ [¢"] = [A]77[0]4],

[k°] = [A"(K][A]™Y, (4.38)
oy = [417%{f}.

Matricea [¢°] se poate exprima printr-o serie de matrice de forma

N-1
[°] =} v.[K]"- (4.39)

r=0

Pe baza ecuatiei (4.37), rezultd N ecuatii algebrice de forma
Yo + 1107 + Yaor + ... - Ty 0FF D = 2L,

care se scrin madtriceal sub forma

1 o ... ¥ MY (v, 200,
oo} of .. @fT 0 v | }20s0, (4.40)
1 o} ol ... 3N ~,:N_1 27y
sau prescurtat .
[w®Ky} = {25, 0,}. (4.41)
Rezultd
v} = [0°] 2%} (4.42)

de unde se caleuleaz® valorile v, care verificd relatia (4.39).
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Din prima relatie (4.38) si din (4.39) se obtine

N=1 ,
[C] = [AT[][A] = ¥, v,[AJ([4]7[K][4]-) (4]  (4.43)

r=1

care este ubic determinati pe baza valorilor v, calenlate din (4.42). Totusi,
trebuie refinut ci aceasta nu este singura matrice a amortizérii propor-
tionale care poate fi obtinutd din datele experimentale,

Mai frebuie adiugat cd, deoarece pentru modurile cu pulsatie
Proprie mai mare ca wy $-a consideratiy, =0 (s = N, N+1, ..., P—1),
s-a impus ca in aceste moduri modelul analitic s& aibe rapoarte de
amortizare

1N1

Y, vA i) (4.44)

zmsrﬂ

L =

de unde, ca §i in primul caz, pot rezulta coeficienti negativi de amorti-
zare pentru modurile cu pulsatii proprii inalte.

Aplicarea metodei intimpind greutiti serioase de caleul, datorita
necegitatii inversarii matricei [w®], care de obicei este riu conditionats,
precum gi ridicarii la puteri mari a matricei [K].

O metodd care prezintd unele avantaje a fost propusi de Wilson
8si Penzien [50].

Relatiile de ortogonalitate ale vectorilor modali normalizafi se pot
scrie

r = s,

{(FOF MY} = {1’ | (4.45)
0, r#s.
Daci se face transformarea de coordonate
1@} = [M]{g}, (4.46)
atunei in spatiul coordonatelor {@} vectorii proprii vor fi
{p"} = [M¥™}. (4.47)

Se poate defini o matrice a amortizidrii care este diagonalizatd
de vectorul propriu r si reprezinté amortizarea in modul 7. Aeeast& ma-
trice are forma

(0] = g [O]. (4.48)

unde
[0 = 2800, {pM}{p"}". (4.49)

De notat ¢ in acest caz s-a considerat eé in toate modurile neincluse
in suma (4.48) amortizarea este nuli. Prin aceasta se evitdé posibilitatea
aparifiei unor coeficienti de amortizare negativi in modurile superioare
(nemasurate) ale structurii.
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4.3.5. Modele complete si modele trunchiate

Fird a restringe generalitatea, se consideri un model fizic compus
din N mase concentrate, legate intre ele prin elemente elastice §i disipa-
tive, astfel incit miscarea fieciirei mase si reprezinte migcarea unui punct
semnificativ al structurii. Dacd miscarea este definitd de N coordonate
independente, modelul are N grade de libertate si deci N pulsatii proprii.

In general, numirul de coordonate N diferd de numérul de rezonante
P din domeniul de pulsatii acoperit de masuriri, ceea ce face ca metodele
de identificare in domeniul frecventyelor (fig. 4.2) si fie impértite in doud
categorii mari. :

4.3,5.1, Cazul informatiei modale complete

Dacsi numirul coordonatelor este redus, se pot determina experi-
mehtal vectorii modali si parametrii modali pentru un numér P de moduri
de vibratie, egal cu humirul coordonatelor independente N ale modelu-
lui fizic. Deci, daci P = N, din punct de vedere teoretic este posibild
determinarea completid a modelului fizic, pe baza relatiilor (definite pentru
sisteme cu amortizare proportionali) '

[(M]=[¥]"Tm[T]™ (4.50)
[K] = [¥]*LR][¥]t = [¥] " Toem ] [T], (4.51)
[0] = [¥]"Te[¥] = [¥]T[250m][F] (4.52)

Intr-adevir, matricea modald [¥'] este in acest caz o matrice pa-
tratd (N x N), cu elemente misurate in zonele de rezonantd, deci inver-
siunea se face fird probleme. :

Prin urmare, daci se urmdreste identifioarea unui model unic, este
necesar ca masuririle in cele N puncte si se fac#d in vecinitatea celor N
pulsatii de rezonantd, pentru ca toate modurile proprii_de vibratie S&
fie reprezentate corespunzitor in datele experimentale. In caz contrar,
dupi cum s-a mai aritat, rezultd un sistem de ecuafii rdu condifionate, -
a cdror solutie este foarte sensibild la mici erori de misurare.

Chiar in aceste conditii, determinarea matricei maselor modale ['m]
se face in gemeral dupd o prestructurare a modelului fizic, deei cunoscind
[M]. Din relatiile (4.51) si (4.52) se calculeazd apoi elementele matricelor
rigiditdtii §i amortizdrii. _

Dacih elementele matricelor [M] si [K] se pot caleula direct, pe
baza desenului structurii reale, atunci se misoard modurile de vibratie,
masele si amortizdrile modale, pe baza carora se caculeazd elementele

mafricei [C] din relatia (4.52).

4.3.5.2. Cazul iaformatiei modale incomplete

De obicei, numirul gradelor de libertate N este mare, iar domeniul
de pulsatii necesar pentru inregistrarea rispunsuiui la toate cele N rezo-
nante depigeste considerabil domeniul pulsatiilor de interes. Cind se
mésoari P< N rezonante, existd un numér infinit de modele analitice care
deseriu rdspunsul misurat, in limitele uzuale ale erorilor experimentale.

140



Pentru acest caz, Berman si Flannelly [9] au dezvoltat teoria mode-
lelor incomplete ale structurilor dinamice, a cdrei prezentare depigeste
cadrul acestei lucrdri. Pe scurt, este vorba de modele trunchiate, care au N
coordonate independente dar nhumai P moduri de vibratie,

Relatia (4.25) se scrie sub forma

[K] = 5, -5 [jer e epoy L,

Daci N = P, modelul este complet si identificarea wunied. Daci
P N, se definegte matricea

[K]iae = § ©r

P | r

[M{¥OH{YOIT M),

care se poate calcula dacd se cunoagte matricea [M].

Deoarece termenii care confin valori mari ale pulsafiei o, nu sint
inclugi in suma de mai sus, termenii dominan{i ai matricei [A£] lipsese,
deci matricea [K i, va diferi de [K ], elementele ei neavind sens fizic.

Matricea [K],. este singulari (fiind de ordin N dar de rang P),
deci nu se poate obtine prin inversiune gi trebuie formatd gseparat, insumind
P < N termeni. Folozind metoda matricei pseudoinverse [36] rezultd

[K]in = [‘F]Fn?[‘kl [?Ji.:er
[M )ino = [V]RITmI[Y 5., (4.53)
[Cline = [VIEITe] (¥ 1

il

unde
[T]i-tw = [‘F]?M [Iplino)ﬁl[w]gm

iar [¥],, este o matrice modald dreptunghiulari (¥ x P).

Se recomandi ca P sd fie egal cu numdrul de grade de libertate efec-
live ale structurii. Acesta este egal cu numirul limitat de moduri proprii
de vibratie, cu pulsatii cuprinse in domeniul acoperit de misuriri 81 ¢u
contributie determinantd la rdspunsul structurii.

4.3.6. Calculul matricelor pseudoinverse

O problemd care ridicd diticultiti de caleul la aplicarea metodelor
de identificare este inversarea matricelor dreptunghiulare.

De exemplu, dacd se scrie relatia (3.78) pentru ¥, pulsatii excita-
toare &, w,,..., wy , se obtine sistemul de ecuatii liniare

)

1t = (B} (4.54)
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in care

{“5:‘.} == {“5:1(61) mjzf(az) e “izr(aNf)}Ts (4.55)
(X} = 1@ 1R ... Y (4.56)
iar 3 B i
[B] = [{By®)} {Ba@)} ... {Bx(e)}] (4.57)

este o matrice dreptunghiulari (¥, X N). Matricele {=,, } 5i [B] sint cunos-
cute (v. § 5.3.4.4) si se cautd vectorul {x,}.

Daci N,>N, sistemul (4.54) este incompatibil. Solutia aproxima-
tivd eare face minimi norma euclidiand a vectorului eroare {e} = {a;,} —
— [B]{Xn} este

{xﬂ} == [@]+{01§II}, (4.58)

unde |
[(B1+ = [[BT[BI]I BT (4.59)

este pseudoinversa Moore-Penrose a matricei [B] (v. si § 5.3.4.5).

In multe aplicatii practice, matricea [[B]T[B]] este numeric riu
conditionatd, deci [B]* nu se poate caleula cu relatia (4.59). Se recurge
la metoda descrisdh de Golub si Reinsch [48] bazati pe o descompunere
in wvalori, singulare a matricei [B], de forma

[B] = [X]TS][Y]7, (4.60)

unde [X] este o matrice modald (¥, X ¥) formaté din N vectori proprii

ortonormalizatli, corespunzind celor mai mari N valori proprii ale matricei

[[BI[BT] iar [Y] este matricea modald (¥ x N) a matricei [[B]7[B]].
Madtricele [X] gi [Y] sint ortonormalizate, adici

[(XF[X] = [YF[Y] = [Y][Y} = {I], (4.61)

unde [I] este matricea unitate.
Hlementele maitricei diagonale [S] sint riadicinile pitrate nenega-
tive ale valorilor proprii ale matricei [{B]7[B]] si se numesc valori gingulare
T8l =diag (815 825 v et 823 8pig; »-. Su), (4.62)

unde P este rangul matricelor [B], respectiv [[B]F[B]].
Daca P <N, atunci $pi; = Spyg = ... =8y = 0.
Utilizind transformari de forma

W = YR}, {aa) = [X )%, (4.63)
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din relatiile (4.58), (4.59) si (4.61) rezultd ci

[B)* = [YIISIT[XT (4.64)

unde
E8]+ == diag (siF) (4.65)

-1
st — {s.; pentru s; > 0, (4.66)

0 pentra s = 0.

O tratare completd a problemei se face in cidrfile lui Boullion si
Odell*, Rao i Mitra** gi Albert***. De asemenea, o metodi de calcul
numeric al matricelor psendoinverse este descrisi de Ionescn gi Lupag****

* Boullion, T., Odell, P., Generaglized Inverse Mairices, Wiley (Interscience}, New York
1971,

** Rao, C. R., Mitra, S. K., Generalized Inverse of Malrices and Ifs Application, Wiley,
New York, 1971.

*** Albert, A., Regression and the Moore- Penrose Psendoinverse, Academic Press, New
York, London, 1972,

#%¥* Tonescu, VI. 51 Lupas, L., T'ehnici de calcul in feoria sistemelor, I. Sisteme liniare
Editura tehnica, Bucuresti, 1974 (p. 54).
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CAPITOLUL 5

Identificarea sistemelor liniare
folosind excitatie armoniea intr-un punct

5.1. Principiul metodelor de identificare cu excitatie intr-un punct

In cazul amortizdrii proportionale, receptanta complexd a unui
gistem cu ¥ grade de libertate gi amortizare histereticd (3.56) are forma
unei sume de fractii, fiecare reprezentind rispunsul intr-un singur mod

de vibratie

o N {r) grin) '
=Ly YOI | | (5.1)
fl F=1 k, — mzm,. "']: lhr‘

Experimental, sistemul este solicitat de o fortd f; = fiei** aplicatd
in punctul ! (corespunzitor coordonatei generalizate g¢,) si se masoard
rispunsul ¢, = §,e'* in punetul j (corespunzitor coordonatei generali-
zate ¢,) la diferite pulsatii excitatoare w. Se calculeazi receptania complex#

By = = a0 e g, + dagy (5.2)
F]

care de obicei se reprezintd grafic, sub una din urmitoarele forme : a) ca
diagrame amplitudine-pulsajie {x;; — w) si fazd-pulsatie (¢ — ©) ; b) ca
diagrame de variatie cu pulsatia » componentei rispunsului in fazd cu
forta (ayz — @) 51 & componentei ridspunsului in cvadraturd ocu forta
(a5 — @) ; ¢) ¢ diagrami polard, reprezentind locul geometric. al extre-
mitdtii vectorului @; in planul complex, avind ca parametru pulsatia .

Atunei cind, in timpul baleiajului, pulsatia excitatoare se apropie

k . . . . . -
de valoarea ¢, = V?ﬁt’ contributia termenului 7 la expresia lui
. Rt

devine predominant#, iar variafia acestui termen cu pulsatia corespunde
comportirii in vecindtatea rezonantei a unui sistem echivalent, cu un
singur grad de libertate, avind parametrii m,, %, si h,.

Réaspunsul in modul 7 se suprapune peste ceilalti termeni ai sumei
(5.1). Diferitele metode de analizd a riaspunsului in freeventd diferd in
primul rind prin ipotezele ce se fac asupra contributiei modurilor de vibra-
tie ,,nerezonante’ la rispunsul total in vecinitatea unei rezonante si
prin procedeul de separare a modurilor de vibratie, cind acestea au pulsa tii

proprii apropiate.
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in general, se urmiregte determinarea urmitoarelor mirimi :
&) pulsatiile de rezonantd, care se considerd egale cu pulsatiile proprii e,
ale sistemului conservativ asociat; &) parametrii modali €, sau g,, m, si
k,; o) deplasirile modale ¥'}?, deci matricea modald [¥]. Pe baza aces-
tora se calculeazd apoi matricele [M], [K], [C] sau [H].

In toate cazurile este absolut necesard repetarea misurarilor eu vibra-
torul plasat in diferite puncte ale structurii, pentru a ne asigura cd toate
modurile importante au fost excitate. De asemenea, se aleg punctele de
misurare a raspunsului in care se obfine nn raport maxim semnal/zgomot.

Concluzii similare se desprind si din analiza réaspunsului sistemelor
cu amortizare neproportionald. In acest caz insd, dificultatea masuririi
formei modurilor de distorsiune sau a modurilor complexe de vibratie,
impune determinarea lor prin calcul, deci folosirea unor metode combinate
analitico- experlmenta,le, in care un 1'01 prmclp&l joacs folosirea calcula-
toarelor numerice.

5.2. Identificarea sistemelor neamortizate

Se prezintd metodele de identificare folosite in cazul sistemelor cu
amortizare neglijabild — gasiuri, traverse, batiuri — sau in cazul siste-
melor amortizate — la masurdri in afara zonelor de rezonanti.

5.2.1. Forma curbelor de riaspuns in frecventi

Solutia stationard a ecuatiilor de miseare ale unui gistem neamor-
tizat eu N grade de libertate, solicitat de forte armonice in fazi, are forma
(3.24)

w-% {q;i}l {jfj}

o

(5.3)

In cazul excitatiei intr-un singur punct, receptant{a in punctul de
golicitare este

G _ & wpwp ¥
*u q Zl o2 =Y w2 (5.4)
fl == kr 1 — ) r=1 1“"
wy oy
iar receptanta de transfer este
aj N T}” qr(jr) N x‘,'i)
Ay =", T & k,(l _of e Lot (3.5)
’ w2 of
ir) {r}
Cantitatea x{}’ = K este totdeauna pozitivi. In schimb,
gren \grr) . rﬁ . oL . i
usy = % este pozitivd cind punctele j si I se miged in fazd, $i ne-
Lr

gativdi — cind aceste puncte se miged in antifazi.
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Pentru motive ce vor fi explicate ulterior, se preferd folosirea curbe-
lor mobilitdtii §i impedanfei mecanice.
Expresia mobilitdtii in punectul de solicitare este

A

— _g.i — — < y @
.JIZII - At = a” - rgl Ku 1 (,)2 ? (5.6)
_ ;E
iar mobilitatea de transfer
_ < L0 @
Mi = = = oy = ) — .
P T RN (5.7
o

Caleulind derivata in raport cu « a termenului general din expresia
{5.7) se obtine :
2 2
(1 %) (— 2o 1+
w2 W) el

d GJKH) i K‘(’? — Kﬂ .
0)2 ' m‘z 2 0)2 2
e e
. Wy )y m%

deci semnul derivatei depinde de semnul lui »{7.

Panta diagramei mobilitdtii directe (fig. 5.1 a) este totdeauna pozi-
tivil, curba avind salturi de la -+oo la —oo in dreptul pulsatiilor de rezo-
nangd (teorema lui Foster) [38].

Intre doud pulsatii de rezonanti existd totdeauna o pulsatie de
antirezonantd gi invers.

WL WL
v T

a

Curba mobilititii de transfer (fig. 5.1 b) are o alurd diferitd, datoritd
existentei termenilor »§f negativi in expresia (5.7). Astfel, panta diagra-
mei putind fi si negativd, intre dou# pulsafii de rezonant{d poate apare
un minim, f3rd ca mobilitatea 84 se anuleze.

Pentru explicarea acestor particularititi ale diagramelor mobilitatii,
se considerd numai doi termeni din sumele (3.6) si (5.7), care se noteaza
simplificat

Fig. 5.1

Xy KO -
-/’ll = w? ! Jﬂz - w? ’ (08)
1 -2 1 -2
L0 Wy

unde x; >0, »3> 0.
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Iu figura 5.2 a s-a reprezentat variatia cu pulsatia a expresiilor _,
(linie continud) gi M, (linie intrerupts), iar in figura 5.2 b, diagramele
functiilor A, (linie continui) gi (—_M,) (linie intrerupti). In continuare,
in figura 5.2 ¢ s-a reprezentat functia (_#, -+ ) iar in figura 5.24d functia

ﬁf i f’f i A ]
’ —Hz f
BT AN f.ﬁ '.xz; '
4 N4 L—m M !1 f K
4" AN i! 3
A, Yo Ul W
; yr,,/a/ ~ !‘J b p ) - 7y u);f ar
log | At 4] ki)
4’.'*1:) 4y J k —_’lL“‘— /
| AN
o ! i w wfﬁ“’z & / \\ / \\
ﬁ d o ‘ W % @‘ohl w
g
Fig. 5.2

(A — My). Infigurile 5.2 ¢ §if s-an reprezentat graficele modulelor acestor
fanetii, iar in figurile 5.2 g si h, diagramele corespunzitoare in coordonate
logaritmice.

Rezultd clar avantajul reprezentirii diagramelor amplitudine-
pulsatie in coordonate logaritmice (sau cel putin semilogaritmice), pe eare
ge pun in evidenti cel mai bine antirezonantele, _

In afara zonelor de rezonanfd si antirezonants, curba de rispuns
poate fi aproximati cu o ,,diagramsi schelet”, formatd din linii drepte
care definesc rispunsul unei mase pure sau al unui element pur elastic
(similare asimptotelor la diagramele Bode).

Dintre cele trei reprezentiri ale rispunsului unui sistem in punctul
de actionare, sub formi de diagrami a receptantei directe (fig. 5.3 a), a

Tog 4y

L

7

# R gy}

lgZ}

A

Az
lega

Ion teg @
o3 w 7

Fig. 5.3

mobilitdtii directe (fig. 5.3 b) sau a inertantei directe (fig. 5.3 ¢), se prefers
diagrama mobilitdtii, datoritd ,,simetriei”. Ea este formatd din linii cu
pante de 4 20 dBfoctavd (pante + 1 in cazul seirilor egale), astfel ci
s,5cheletul” este mai usor de construit.

De asemenea, se foloseste diagrama impedantei meécanice directe

(fig. 5.3 d), pe care antirezonantele apar ca maxime, iar rezonantele
¢a minime,
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5.2.2. Metoda diagramelor ,,schelet”

Trasind curba mobilitatii sau impedantei mecanice directe pe hirtie
cu caroiaj special, fiecirui segment al diagramei schelet i se poate deter-
mina valoarea corespunzitoare a masei m’ sau a constantei elastice k’
a elementelor care au acelasi rispuns in freeventd (fig. 5.4).

La intersectia unei linii k* e¢u o linie m’, pulsatia de rezonanti wy-
=
m’

Pentru diagrama schelet din figura 5.4 rezultd deci

2 2 2 \ z
[63] (6] @ [O) w (O] W4l
! b4 ’ A3 7.r Ag WAz ’ Ag Wdg ] A3 Agi 4y ’
k;*mismz— —kg —-(———'-) ml —_'(-—-u—-——) kl ] (.,,_,.—_.) mO‘

2
Was . Wpgg (g Wpy Mpatipm

san pulsatia de antirezonantd w, au valoarea

(5.9)

De asemenea, pentru oricare doud rezonanfe sau antirezonante
succesive (fig. 5.5), se stabilesc relatiile

LRz &} w1 Mr (5.10)
g Ma oy M

unde _f; este mobilitatea punctului I obfinut prin constructiile gratice
din figurile 5.5.

leg M4

W gy

Wy Gy taz  lygw
Fig. 5.4

Pentru citeva diagrame schelet cu configuratie simpld, in tabela
5.1 se dau modelele fizice corespunzitoare gi relatiile pentru ealculul para-
metrilor acestor modele. _

Dupi cum rezultd din tabels, identificarea nu este unicd nici prin
aceastd metodi, pentru o aceeasi diagramsi existind modele corespondente
cu structuri diferite. , :

La structurarea modelelor si stabilirea relatiilor de calcul a para-
metrilor acestora sint utile urmatoarele observatii :

a — Pulsatiile de rezonantd ale unui sistem nu depind de constanta
elasticd a unui are montat intre punctul de solicitare gi restul sistemului.

Astfel, la gistemul nr. 3, pulsatia g = Vk_l este independenti de k,, iar
"y

la sistemul nr. 7, pulsatia op = Vkl(-i -+ L) este independentd de k.
my My '
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Tabela 5.1.
Diagrama Dizgrama | Larb i3y :
M| mobilititii impendarfel | dsterminate Ajf‘r.d?/w Valorile p 7o frofar
direcie recagice drecie\experiments/ e modelulyi Fizic
Ky m; k3 #y ,
1 Y py _._[*E‘]WW‘-—\E My = 17y
Z ! f by =0k, m’
La.)_ ey Wrt iy T
;o g ‘
2 v”l & k; kr&l F A’f = k/
! —wAypr—] ] .
Ay
@ ko om my =g
D o a1 2 ' =g
k> : z
k & kg':f(z k,=r7?;'{4)ﬂ/
3 Wey Wy Wer MEM% .
. , 1772 z
ks Atp . Way Wjir—tpy
] 7 [r’ 7 “"z Ty #
a1 ey A1 P v by =ki kg =ky=hy
4 k2 ' ky
Wyt | gLy
- ki “ar
w o,
R Al m k
. ! ! =m
A . : \k 2=
my Nt ’
i N\ VN e f & My = 1My =My
& o @y & 2
Al R kf = My Wyt
P kg 4 YR
1 =Wy My =gy K
F wy Gy Gz | Gy [ mr f “Rz T as :
ot | mAhmle | @ 2my= 3R
: (1040 1 ,lf RI k /?EQ) = k
My y s F4 k‘ 2 4272 Lo =i 2
I k>
")ﬁf (‘“2 Woy .‘?‘ kz k2 f"z"—"'"‘z’ ”‘zz'—z—
y R Wy, g m Wiy + Wi why
tig2 :
R / _, Glor My 72
mp m Ny =M ~M1 ki = f::;
kyymy ; Ay my ke=k;  mz=my
N
] Yrt “rz Wy Wat,wR7 | ky =( “’Rf”"f%z'wfr) 1My —fz
' ] 2
k; kg My N\ 1’(2 %f m My =
—t m ki m — - i{ W
=17 Y
3 Wy g Ry | M | ey a0 my=triy kg ={WRy + kg~ tify) M
WR1rIR2 ky k) ki + k2
t]m; 7 r’ My =
wr | L PR
[] kf My = m! Fi F3
1y m | . im’;;zm ! (copy =25 J(why -edf )
7 wgy W Wy FoArT Wiz =
Rl WR? il (a2 2)( e 7 )
, , Elat ple) 7 L~y (L p—@Waz )
k, Af A2 m kom0 s = 1 :
] Wz wa{ Jmp | Ka=uz iy .?2 2 P A
Wyy Wy ' ke ke |7 kz=(wiy * why ~wis~wfs ) 7
FH 2 f ' Ma= m 2
o z _ My
et &gz 41_[] 4L ol # oy~ 72 (ohy by -y i)
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b — Pulsatiile de antirezonantd nu depind de elementeie legate in
Paralel cu subsisteme a c¢dror impedantéd directd devine infinitd Ia aceste
pulsatii.

Astfel, la sisternul nr. 4, w,, = V&-, iar constanta elasticd k&, este
my

. cox . k )
yinactivad”. La sistemul nr. 5, o4 = |/ -2 deoarece masa m, este ,,inac-
my

tivd”’. La sistemul nr. 8, wy = V—Iﬁl—, elementele m, si %, filnd inactive.
™my ’

La sistemul nr. 8, o4 = Vi (ky +k5) cici m, este inactivi.
m,

¢ — Pentru sisteme legate de un reper fix, rispunsul la pulsatii
foarte joase este de tip &', iar la sisteme nelegate de un reper fix este de
tip m’. Astfel, la sistemul nr. 9, k] = _ﬂ-, iar la sistemul nr. 11,

ky + kg

mo = My + my + My,

d — La pulsatii foarte inalte, rispunsul este de tip m’ daci existd
0 masa atagata direct de punctul de solicitare, si de tip k' — daci excitatia
nu se face prin masi.

Astfel, 1a sistemele nr. 8, 9 §i 11, m; = m,, la sistemul nr. 10, m}; = m,
iar la sistemele nr. 3 gi 7, k; = k,.

In cartea lui Salter [106] se indicii o metodd de structurare prin
tatondri a modelelor fizice care descriu raspunsul unor structuri continue,
pe domenii limitate de frecvente. :

5.2.3. Metoda modelului modal

Dacéd in timpul incercirilor structura este rezematd liber pe o sus-
pensie foarte elastich §i de amortizare neglijabild, relatia (5.4) se scrie

5 N {r) prir)
ay =L — by e 1, (5.11),
ﬁ =1 m{of — w?) wiM,,

Termenul suplimentar din membrul drept se datoreste migcirii
de corp rigid a structurii pe suspensia elasticii. Parametrul constant M,
depinde de masa totald a structurii, de momentul de inertie masic al
acesteia gi de pozitia punctului ! fatéd de centrul de greutate. _

Pe baza diagramei rdspunsului in frecventd o;; — o determinati
experimental, se obt{in direct pulsatiile d» rezonantd o, i cele de anti-
rezonanta wg4,. _

Davis [28] recomandd normalizarea modurilor de vibratie prin
egalarea tuturor maselor modale cu masa totald a structurii. In acest
caz, evaluind expresia (5.11) la fiecare pulsatie de antirezonantd, deci
unde «; = 0, se obtine sistemul de ecuatii

N " gin
Y = .12)
r=1 Wy — Wy, gy My,
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(unde 4, este pulsatia de antirezonantd imediat inferioard pulsatiei de
rezonantd «,), din care se determind ¥{".

Cantitatea " din membrul drept se calculeazd cintdrind structura
it
(daci este posibil) i determinindu-i rdspunsul liber, in cazul rezemdrii pe
arcuri etalonate. '

Odatd misurati coeficientii modali ¥{? in punctul de solicitare,
ceilalti coeficienti se determind vibrind structura la fiecare rezonanid,
astfel incit rispunsul si fie dominat doar de modul corespunzitor de
vibratie. Cind efectuarea misuririlor la rezonanta se considerd periculoasa
pentru integritatea structurii, se recurge la metode bazate pe masurari
in vecinitatea rezonantei, de tipul celor descrise in §5.3.

5.3. Xdentificarea sistemelor cu amortizare proportionala

5.3.1. Moduri de vibratie cu pulsatii proprii relativ apropiate

Pentru a intelege mai bine dificultiiile ce apar la analiza graficd a
eurbelor de rispuns in frecventi ale sistemelor cu mai multe grade de liber-
tate, se va analiza cazul existentei simultane & doud moduri de vibratie
cu pulsatii proprii relativ apropiate.

Dacii se Noteazi prescurtat «,; = «, receptanta de transfer complexd
(5.1} se scrie ‘

o =0y + ap = mﬁl + o:;g (5:13)
1—— +igy 1—-—-+41ig,
: wi 3
unde
U @ (2} \grig)
I it _ 1 08g 9  _¥PWP 1 04 0¢ 544

s =
k, k, 0py 9py ’ kg k; 9p, 0p,

sint cantitdti reale.
Receptanta complexi (5.13) se poate exprina in una din urmatoarele

forme :

% = ae® = ag 4 iy, | (5.15)
unde
] ]
1-% 1=
w
&g = ¥y w? 21 + % e (;2 ox, 4 XBy
(1—‘(’?) + g1 (1—**;“)-1-93
1 2
(5.16)
o7 = ¥ m_zgzl 4+ m";gzz = a7, 4+ a5,
(1-%)+a (-%) e
iy g
@ =|o% + o}, ¢ = arotg —L. (5.17)



Se mai folosesc notatile

]/ : 5 2 2
o = “fh + a7, o = V"XR, + a7,

(5.18)
o o
@, = arctg —%, ¢, = arctg—=,
Un, &R,
%9 I ,oé e S
-E‘ /." ; -
S : AvARV4E
m | Gl I
-E ! 1} \ '-‘.:g..‘%a Ff\"ﬁ /
S, } X
AN B !
.g F’,.- = [ ~_ =5 5o ] 1
Oy 7 R T
Fulsafiz wls7] Pulsafia w4/
Fig. 5.6 Fig. 5.7
V| -
% g o= %, Az % B =dpy*df2
" g
b—: Fg . ’\*"dlz ';R""E q’[
ﬁ"l‘u |~ \ . .é
] e wa D L
R Rk AL
= ,‘{ e B -d V7
%_" ST \"_'I/ ?\5 \ P
E % ,.z“'- ez
S Y wm =z oSy mw
Putsafio wls7] Fuiszlia @ [s7]
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In figurile 5.6—5.10 se prezintd curbele corespunzitoare de rispuns
in frecventd, calculate pentru »; = 0,2—;i y Mg = 0,3%, g = 0,03, g, =

= 0,05, o, = 238! §i w, =258 Cu linii intrerupte s-au trasat dia-
gramele pentrn fiecare mod izolat iar cu linie continud -— diagramele
rezultante [39].

Se observid ¢d atit maximele curbei amplitudinii totale (fig. 5.6)
¢it i punctele de ordonatd nuld ale diagramei componentei reale
(fig. 5.8) sau cele de ordonati (—90°) ale diagramei unghiului de fazd
(fig. 5.7) au abscise care nu mai corespund eu pulsatiile proprii ale celor
dous% moduri considerate. In schimb, maximele diagramei componentei
imaginare a receptantei (fig. 5.9) gi intr-o misurd mai micéd punctele de
inflexiune ale diagramelor componentei reale (fig. 5.8) §i a defazajului
(fig. 5.7) au abscise foarte apropiate de pulsatiile ¢, §i w,. Localizarea aces-
tora in figura 5.9 este facilitatd si de forma ,ascutitd” a curbei (a; — w)
in zona rezonantelor, unde li{imea benzii de trecere esfe mai micd decit
cea a diagramei (x — o).

De asemenea, se remarcd faptul ¢i la rezonanti, ordonata diagramei
componentei imaginare totale este foarte apropiatd de cea a componentei
imaginare a modului rezonant.
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Diagrama polard (fig. 5.10) are doud portiuni aproape circulare in
vecinitatea pulsatiilor o, §i ©, unite printr-o bucld corespunzatoare
antirezonantei. Intersecfia cu semiaxa imaginard negativd nu mai di
pulsatiile de rezonantd. Acestea corespund punctelor in care componenta
imaginari o, are valori maxime §i zonei in care unor cresteri egale Ao alo
pulsagiei, le corespund arce de curbd de lungime maximi.

fn figura 5.11 se prezinté diagrama polard a receptantei complexe
(5.13), caleulatd pentru doud pulsatii proprii mai apropiate intre ele,
o, = 2351 §i o, = 23,6 571, ceilalti parametri fiind aceiagi ca pentru
diagramele din figurile 5.6—5.10 [39]. Diagrama este compusd tot din
dou$ portiuni aproape circulare, insd bucla de legiturd lipseste, antirezo-
nanta fiind mai putin pronuntatd. Si in acest caz, pulsatiile de rezonantd
se localizeazd in zonele unde cresterilor egale Aw == 0,1 s-% ale pulsatiei
le coregspund distante maxime intre puncte.

Pentru comparatie, in figura 5.12 se prezintd diagrama polard a
receptantei complexe (5.13) calculatd pentru doud valori relativ diferite

Magu! I {( iy )
Moou! I (i)

iz

Fig. 5.14
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ale factorului de amortizare histeretics g, — 0,01 si g, = 0,05, restul para-
metrilor fiind aceiasi ca pentru figura 3.10. Diferenta intre nivelul amorti-
zirii celor doudt moduri componente duce la formarea a doud bucle care
aproximeazd cercuri de diametre diferite. _

Pentru un corp rigid, rezemat elastic, care executd vibratii intr-un
singur plan, in figura 3.13 s-a desenat forma celor doua moduri de vibratie.
In figura 5.14 s-a schitat forma diagramelor polare masurate in patru
puncte diferite ale corpului.

Figura 5.14 a indici faptul cd in punetul ) migcdrile in cele doui
moduri se fac in antifazd, astfel ci pe diagrama polard apare o bucld in
semiplanul imaginar pozitiv. Punctul (@ fiind ales chiar nod de vibratie
al modului II, vibratia in acest punet are loc doar in modul I, diagrama
polard fiind cireulard (fig. 5.14 b). In punctele (3 st @, deplasérile in cele doud
moduri sint in fazd, contributia fiecirui mod la raspunsul total fiind dife-
ritd, astfel ci diagramele din figurile 5.14 ¢ si d an cite o bucla pentru fiecare
mod de vibratie, dar alurd diferita.

O situatie cu totul speciald poate apare in cazul existenfel simul-
tane a trei moduri de vibratie cu pulsatii proprii relativ apropiate, dintre
care unul este ,,ascuns”’. Kennedy si Pancu {611 au considerat cazul functiel

&_&i A3 . .
e w? . 5.19
i=1 1H_g__+lg’ (5.19)
j
m m m
unde 3, = 0,2 —, n, = —0,070 —, %, = 0,3 — = = 0,03
1 =y 2 ’ v’ %3 ,Na{h g2 yVo,

g; = 0,05, o, = 23,33 57, w, = 24,16 571, «; = 25871

Diagrama polard a receptantei complexe (5.19) este prezentatd in
figura 5.15. Forma diagramei este asemfnitoare celel din figura 5.10 (cu
diferenta c# bucla intermediari este ceva mai mare) deci s-ar putea inter-
preta ca rezultind din suprapuncrea a numai doud meoduri cu pulsatii
proprii apropiate.

&7
-2
T 1 ' '_F“Ia
265 s
. 3 5 _
&6 ‘-
=1 AN AN
e
258 3 2/ ; {
3 T 1
2 W W
& 7 H X% X
22 Pulsatiz,wlsTl
Ca
Fig. 5.15 Fig. 5.16

Diagrama modulului functiei (3.19) are doar doud maxime (tig. 5.16),
la fel si diagrama componentei imaginare (fig. 5.17). In schimb, diagrama
variatiei cu pulsatia a cantititii ds/de, unde ds este arcul de curbi cores-
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punzitor unei variatii de a pulsatiei, are forma din ficura 5.18, cu trei
maxime care permit descoperirea celor trei pulsatii de rezonanii, deci
identificarea a trei moduri de vibratie.

1

S _

- W—

3 %

45— A

5 5\ 17 ,!

EEVR\WARN AN

é " rid \'ﬁ/‘z Gty ﬂ/ & | \\_

Z N # ¥ x 7 X N %

Pylsatiz,als) Pulsatiae 5]
Fig. 5.17 Fig. 5.18

5.3.2. Metode de identificare pe baza diagramei amplitudinii totale a rispunsului

In general, diagrama amplitudine-pulsatie are cite un maxim in
zona fiecdreli pulsatii proprii a sistemulul.

Localizarea rezonanjelor se face pe baza criteriului amplitudinii
maxime. Se considerd ci abscisele punctelor in care rdspunsul total are
amplitudine maximj sint egale cu pulsatiile proprii e, ale sistemului con-
servativ asociat (fig. 5.19).

Caleulul parametrilor modali si al vectorilor modali se face diferit,
in functie de apropierea relativd a pulsatiilor proprii.

a) La sisteme cu pulsafii proprii relativ depdrtate se considerd ci in
vecindtatea rezonantelor vibratia are loc exclusiv in modul de vibratie
rezonant. Portiunile corespunzitoare ale diagramei se asimileazd cu curba
de rdspuns a sistemului cu un grad de libertate (v. cap. 3). Amortizarea
se calculeazi cu formula

12 ”2 LLE ] 2
(l)r — (.!J,. &), e (!)r -
g _ = (.').,20)
r 2 2 iz | 2
f w,'? -+ w,

unde o] $i o, sint pulsatiile punctelor de semiputere, la care amplitudinea

rispunsului este kS din valoarea maximé la rezonantd (fig. 5.19).

Masele modale se caleuleazd cu relatia

m, — ! . (3.21)

(‘:'3 gr aﬂ(mr)

Vectorii modali au elemente proportionale cu receptantele mésurate
la pulsatiile o,

k3 X () . . (5.22)

IF;TZ}IMX T51 ((.0,.), max

Rusu si Rozsa* au aplicat e¢u succes principiul acestei metode la
identificarea structurald a unui strung carusel.

* Rusu. St., Rozsa, Fr., Metoda descompunerilor suecesive la identificqrga sfrue-
turald a maginilor unelte, Lucririle celei de-a doua Conferinte Nafionale de Masinl Unelte,
Bucuresti, 27—28 dec, 1976, p. 13—-22.
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h) La sisteme cu pulsatii proprii relativ apropiate dar cu amortizare
redusd, un calcul mai exact se face considerind constantd contributiamodu-
rilor de vibratie nerezonante la amplitudinea rispunsului total in vecinfi-
tatea unui maxim de rezonanté. Aplicarea metodei Ini Gladwell [47] nece-
sitd cunoasterea coordonatelor a trei puncte pe fiecare maxim de rezonanti
(fig. 5.20) dintre care unul — punctul de amplitudine maximi.

n vecindtatea pulsatiel w,, ecuatia curbei de rispuns se poate scrie
sub forma

1
: + &, )
-2 e 20

T

&j; ==

unde £, este contributia constanti a modurilor nerezonante.

%z "
ok 7
= ‘ i
¥Z /
ATy
&ip ;’;’
Fig. 5.19
Daci se noteazd
ag:(uu) = %4 &jz(ma) = Up, %‘z(mr) == gy
2 2
oy — o w5 — o . g —
S ST m by (5.24)
®4 — Op wh - oF oy — Ug

rezultid
[26(7® — 1) — 2783 + [(c® + 20)(2* — 1) — 40 — 5] 8% —

— 2o+ 1L)(c+2)8 — (o + 1) =0. (5.25)
Alegind o =1, adicéd o, = —9‘—‘3—2—2 , ecuatlia (5.25) ia forma sim-

plificats
(27 — 4) 3 + 3(«x* —4)38 — 123 — 4 = 0. (5.26)

Benatia (5.25) are o singurd ridicind pozitivi & cu condijia ca
c+1

g

>0, 1 >

Dacé se cunoaste ridicina ecuatiei (5.25), factorul de amortizare g,
se calculeazd din relatia

2 \2 22 __ 2
o={1_ oy \? 128 8 +1) . (5.27)
w? 23 +1
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Amplitudinea maxim# in modul rezonant este
or”((o,,) - gr — (1 + o + 8) (‘XA - O[B):

valoare proportionald cu elementul W al vectorului modal.

Totusi, determinarea vectorilor modali se face folosind o metoda de
separare directd, din rdspunsul total misurat experimental.

Folosind relatiile (3.65) si (3.11), vectorul receptantelor complexe
{3.70) devine

L N 1})‘5!‘} {W[r)} e_kiw.]a,;
@h = 3 — S (5.28)
T=im, mrl/(l — ) + g7

Pornind de la observatia ci in veciniitatea rezonantelor, in termenii
predominanti ai sumei (5.28), cos {,->0, ceea ce revine la aAProTYMAre®
raspunsului total prin suma raspunsurilor in cvadratard din fiecare mod
vectorul receptanielor reale se scrie sub forma

(oel) = 3 ¥l (Y — sin ¢, |
= m, w? V(l _ m: )2 I (5.29)
“,‘)f
san
N lP‘tr) ’I.P’(r)‘ )
(@) = =L o) (5.30)
ye= | r
unde
— 8 r — Hr br
() = S 3 = A =9l s
o [t e (- T
o2 @y

Daci se formeazd matricea patratd

(1) (2)
(9] = [‘—F‘—- pry T ppey |
m

1 e my

i N)}], (5.32)

in care vectorii modali pot fi normalizati astfel inecit [ m ] = [I], expresia
(5.30) devine

{afo)} = [TY]{Qw)}. (5.33)

Se evalueazd (5.33) la cele N pulsalii de rezonantd oy, 0, ..., @y

ale sisternului, determinate ca abscise ale punctelor de rispuns total maxim
gi se formeazd matricele pitrate '

[a] = [{ou(wg)} {ou(ey)} ... {o{ox)}];s (5.34)
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unde oy(w,) sint recepta,n;ele maxime determinate pe diagrama amplitu-
dine-frecventd si

[@] = [{Qo)} {Q(wg) ... {Qlox)}] (5.35)
Rezultd relatia _
[a] = [¥,¥] [Q]. (5.36)
care se scrie desfisurat
[ay(@)  og{eg) ... xy(ey) ] RERE Rl Tk 2NN §50 S olh
aale)  ap{es;) L. a{ey) | o | WYY WERYE ... $E®
Lan(@) ax(wn) ... an(en)]  LEPYR EPER L wOWP,

‘ (Ql("-h) Q;(w,) cee Qloy) ]
Q) Qulwy) ... @Qyoy)

-

[ Ouo) Ox(en) .. Qulon) |
de unde se obtine
[PF] = [«] [@]7% (6.37)
Se caleuleazi
Y =¥ WP (r=1,2,..., N), (5.38)
apoi '
YW (r=1,2,...,N)

win =
¥ =12,...,i—1,141,..., N
Metoda a fost aplicatd de Thoren [116] la modelarea analiticd
unui subsistem al treptei a doua a rachetei Saturn V.
¢) La sisteme cu pulsatii proprii relativ apropiate $i cu amortizare
puiernicd, metoda amplitudinii maxime duce la erori apreciabile. Ampli-
tudinea maximi nu mai apare la pulsatia proprie a modului rezonant.
Forma curbei de réspuns este nesimetricid si modificats fats de cea a sis-
temului cu un grad de libertate, astfel ¢ determinarea amortizirii este
imprecisi.

w
(A

r
£

Fig. 5.21
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In cazul prezentei unui mod puternic amortizat, ecu pulsatie proprie
apropiatd de cea a unui mod cu amortizare redusa (fig. 3.21), primul
poate fi complet mascat. Se recomandd folosirea altor metode de identi-
ficare, prezentate in ecele ce urmeazi.

3.3.3. Determinarea amortizirii pe baza diagramei defazajelor

Pentru modurile de vibrafie cu pulsatii proprii relativ depértate,
rezonanta de fazd corespunde la defazaje de 90° sau 270° (fig. 5.22) intre
fortd i deplasare.

La modurile de .vibratie cu pulsatii proprii relativ apropiate, acest
criteriu nu mai poate fi aplicat. Rezultate bune se obtin dacd pulsatiile
proprii se determind ca abscise ale punctelor de inflexiune ale diagramei
defazajelor, apropiate de 90°, respectiv 270°, pe portiunile cu panti pozitivi.
Amortizarea se calculeazi apoi pe baza valorn pantei tangentei la diagramé
in punctele de inflexiune

a0

27| 2

17 b = —Tag (5.40)
(O | =

541 | |y

g

Evident ¢d singurd diagrama defazajului nu permite determinarea
formei modurilor de vibratie §i nici a constantelor elastice generalizate
k. sau a maselor modale m,.

Se apreciazd [85] ci aceastd metodd di rezultate mal precise decit
metoda amplitudinii maxime.

5.3.4. Metode de identificare pe baza diagramelor componentelor vectoriale ale
raspunsului

Utilitatea folosirii diagramelor componentelor vectoriale ale rés-
punsului, la identificarea parametrilor unui sistem elastic, a fost semnalati,
pentru prima datd de cétre G. de Vries [124], metodele de analizé fiind
apoi dezvoltate de Kennedy si Pancu [617], Stahle si Forlifer [113], Klos-
terman [63], Berman [10] si altii. In continuare exemplificarea se va
face pe baza diagramelor 1‘ecepmn‘;e1

5.3.4.1. Metoda raspunsuhi in cvadratura

Sub aceastd denumire [86] s-a folosit cea mai %implé metodsd de
identificare, aplicatd doar la sisteme cu pulsafii proprii relativ departate
Rezonantele se definesc prin pulsatiile la care componenta, y,in faza’’
a rdspunsului este nuld (pe portiunt de curbd a ciror alurd se aseamani
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cu diagrama componentei reale a sistemului cu un grad de libertate).
Factorul de amortizare se caleuleazd cu formula punctelor de semiputere
(5.20), care corespund valorilor extreme ale componentei in fazé din veci-
nitatea rezonantei (fig. 5.23 a). ‘ .

Constanta elasticd generalizatd k, se determind cu formula

T S (5.41)

e [ ajlf(‘-‘)r) ‘

Forma modurilor proprii de vibratie se determind pe baza valorilor
la rezonantd ale componentei in evadraturd a rispunsului (fig. 5.23 b)
mésurate in mai multe puncte semnificative ale structurii. Deci W —ay, ().

5.3.4.2, Metoda compounentei maxime in cvadraturi

Dupé cum rezultd din figura 5.8, la sisteme cu pulsatii proprii
relativ apropiate, componenta in fazd a réspunsului nu se anuleazi la
pulsatiile proprii ale modurilor individuale de vibratie.

La metoda ,,componentei maxime in evadraturd” [86] rezonantele
se definesc prin pulsatiile punctelor in care componenta in cvadraturd
a raspunsului are valori extreme. Se considerd, deci, cd la pulsatia o,
rdspunsul in modul r este in cvadraturd cu for{a, iar componentele in
cvadraturd ale modurilor nerezonante sint nule la pulsatia o, Aceasta
presupune c¢& diferenta dintre rdspunsul total la pulsatia ¢, §i componenta
in cvadraturd a modului r la aceastd pulsatie se datoreste exclusiv com-
ponentelor in fazi ale modurilor nerezonante (fig. 5.24).

Gig |
79\
.
w0 A -
\/'/\f‘ @
%y V
b b
a% Gy dp Uy Ll o
& W -
e
Faspunsul
fotal
Fig. 5.23. _ Fig. 5.24

Amortizarea se evalueazdi cu formula punctelor de semiputere
(5.20) la care componenta in cvadraturd are o amplitudine egald cu jumi-
tate din cea maximd, calculatd la rezonantd (fig. 2.13).

Forma modurilor de vibratie se determind pe baza valorilor maxime
“ale componentei in cvadraturd misurate in mai multe puncte semnifi-
cative ale structurii, la fiecare pulsatic «o,.
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O variantd a acestei metode a fost utilizata de autor la identificarea
strueturald a unei masgini de frezat *.

5.3.4.3. Metoda raspunsului in fazi

Dacéd se dispune numai de diagrama componentei in fazi a réspun-
sului, localizarea mai precisd a rezonantei se face la pulsatiile punctelor de
inflexiune ale curbei, situate intre cele dou# puncte de extremum (fig.
5.25). Calculul factorilor de amortizare se face cu relatia

44
/\ P g, = 20,

@ da]lR

do

(5.42)

=op

F__

Fig. 5.25
in care o, este distania intre tangentele in punctele de extremum iar

tg 0 = G%p| oo valoarea absolutd a pantei tangentei la curbdin
W == Ay

punctul de inflexiune.
Constantele elastice generalizate se calculeazid cu formula

1
k, = (5.43)
gf Gl'
iar masele generalizate din relafia
m, = . (5.44)
2
Dy

Forma modurilor de vibratie se determind pe baza valorilor e,
(ma,surate in mai multe puncte ale structurii), proporiionale cu rispunsul
maxim in modul rezenant, deci cu elementele vectorului modal {¥}.

La sisteme cu pulsaf;n proprii relativ apropiate, metodele expuse
mai sus dau erori, in special la determinarea formei modurilor proprii
de vibratie. In cele ce urmeazd se prezintid principiul citorva metode de
identificare care urméresc separarea analiticd a vectorilor modali din
raspunsul total al sistemului.

5.3.4.4. Metoda separirii fazelor

Sub aceastd denumire, Stahle gi Forlifer [113]au propus prima metodi
de separare a vectorilor modali, din rdspunsul in evadraturd mésurat
experimental.

* Radey, M., Delerminarea caraclerisiicilor dinamice ale maierialelor §i strueturilor,
Lucririle Conferintei ,,Vibratii in constructia de magini>®, Timiscara, 1975, p. 347—352.
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Pornind de la observatia ci diagrama componentei in cvadraturi
a raspunbulm este cel mai putin mﬂuen’pata. de efectul interactiunii modale,
ei propun determinarea valorilor o, si g, la fel ca la metoda componentei
maxime in cvadraturad (§ 5.3.4.2).

in continuare, pentru caleulul formei modurilor proprii, se consideri
relatia (3.80).

{ag (0l = [x]{B(w)} (5.45)

care exprima dependenta, de pulsatie a componentei imaginare a depla-
sdrii in coordonatele ¢,(j = 1, 2, ..., N) sub actiunea unei forfe armonice

aplicate coordonatei g¢,.
Se evalueazi expresia (5.45) la N, pulsatii excitatoare ©,, &,, ..., Gy,
8i se formeazéd sistemul

[a;;] = [x1 [B], (5.46)
unde
[or,] = e (o)) {0 (@2)) - oo {ogon)}], (5.47)
[B] = [{B(w;)} {B(w,)} ... {B(wx)}] ~ (5.48)
Sistemul {5.46) se scrie desfdgurat
[ mllf(al) 0‘11’:(62) X “u;(am)._ x(l) x(l%) ‘e x{lzlw -
%o, (@) (@) oo gy (ny) . V454 & 4
ong(®y)  ow (@) ... ani S pA A R4
[ — 4 — 0 — 43
__2 LB 2 2
(g (a (e
o W] w3
— 2 — qg — 43
2y 2 S22 2 2
{J7 9 _ Qg A a2 N ' ]
(2-5) e (r-g)re (- e
— ¥ — g% — g%
w?\2 - (.03 2 fw_ 2
1 )4 g R (ﬁ;_z,
(1o T4 { wir) TNy ) Ty

Dacd N, = N si [B] este nesingulard, din relatin (5.46) rezultéd

[2] = [eg, ] [B] (5.49)

Elementele matriceli [B]-1 se calculeazd pe baza valorilor «, 8i ¢,
determinate experimental 3i a valorilor pulsatiilor excitatoare @,. Elemen-
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tele matricei [«;,] se misoard ca ordonate ale diagramelor componentei

in evadraturd a receptantelor misurate in N puncte distincte, la N, = N
pulsatii @,. Rezultd termeni de forma

'lFEr) 11:‘5_1')
gr K,

e =

(5.50)

deci elementele vectorului modal {¥®} sint proportionale cu elementele
vectorului {3™}. Dupéd normalizarea vectorilor modali, din relatia (5.50)

r

rezultd constantele elastice modale k,, apoi m, = —-.
)

;

in forma initials, Stahle si Forlifer [113] au ales pulsatiile excita-
toare w, egale cu pulsatiile proprii «,. Eiau aritat c¢i in ecunatia (5.46)
nu este necesar si fie introduse decit modurile ale céror pulsatii proprii
sint ,,suficient de apropiate” pentru a produce o interactiune modald
in rispunsul total in cvadraturi. In cazuri practice curente, numérul
acestora nu depdseste patru.

Metoda nu se poate aplica atunci cind doud moduri diferite an
pulsatii proprii «, identice sau foarte apropiate si factori de amortizare
g, aproximativ egali. In majoritatea cazurilor insd, peuntru a avea pulsatii
aproximativ egale, cele doud moduri trebuie s# fie de naturd diferitd
(incovoiere si rasucire) sau s& fie asociate cu vibrafia nwnor pirti distincte
ale structurii. Separarea lor se face prin alegerea unei excitafii cores-
punzitoare sau adoptarea unei metode de identificare cu excitatie in
mal multe puncte (v. cap. 6).

Dacé N, # N, se recurge la metoda celor mai mici patrate, dupa
cum se aratd in continuare, obtinind solutia aproximativd [y]=[oy, ] [BJ¥#
unde [BJ* = [BI'[[B][BI"]™*

5.3.4.5. Metoda separirii prin represie

O priméd imbunitéiire a metodei lui Stahle si Forlifer a fost facutd
de Klosterman [63] si Davis [28]. Se presupun cunoscute valorile o, si
gr» calculate ca la metoda precedenti.

Folosind ordonatele diagramelor componentelor in faz# si in evadra-
turd ale riaspunsului in punctul j, calculate la ¥, > N pulsatii excita-
toare o, ..., @ ..., 0y, ale fortei armonice aplicate in !, se formeazi
doud sisteme de cite N ecuatii, fiecare ecuatie avind forma (3.77) sau (3.78)

N
aﬂR (mf) = Z }C(fi) ar(mf):'

r=1

N
an, (0f) = Y 7 b(Gy).
r=al

Daca se noteazd prin «;(w,) sl «;{w,;) valorile componentelor vec-
toriale ale receptanfelor mdsuraie experimental, acestea vor diferi de
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expresiile analitice (5.51) prin niste erori ez(e,) si g7{0;), deci se pot scrie
relatiile

N
er(e;) = ‘xiR(")f) — Y x5! ar{6;),
: r=1

(5.52)

N
e(e;) = oy, (@0p) — Z %47 b,(03).
r=1

Folosind metoda celor mai mici pitrate, se adunid patratele erorilor
calculate la N, pulsatii exeitatoare

Ny _ Ny - N . 2
Bp=0Y%, &k (&) = Y, [ () — %) o arl)) ] ’

=1 f=1 =1
(5.53)
Ny . Ny _ N _ 2
B =% (@) =3 [a,, (@) — 3 4P b,(wf)]
=1 =1 =
g1 8e determind coeficien{ii «{} astfel incit Ey si E; si fie minime.
Se deriveazs in raport cu =P i se anuleazd rezultatele
o s _ - N _ . X _
L= — 2% ay(@) ald) +2 Y af) % W aler) = 0,
Ry f=1 =1 r=1
(5.54)
0B, LR - S = ) bAG
= —2 Y w{op) blay) +2 Y, b(on) Y oY b)) = 0.
ax7 £=1 i=1 r=1
Relatiile (5.54) se mai scriu sub forma
{as(0s)} {oyp(0,)} = {a, (6,)}" [a] {xu},
(5.55)
{bs(0r 3 {ay; (0,1 == {bs (&, )}7[b] {xp},
unde s-a notat
{as(af)} = {a'a(ﬁl) as(az) .- a’s( ENI)}T?
(5.56)
{b(of)} = {b(w;) b(wy) ... b(wy)}T,
{na} = 0P 4P ... YT, (5.57)
[a] = [HaWep)} {a(wp)} - . {ax(e))}], (5.58)
(0] = [{(en)} {ba{wp)} - .. {Ba(g)}], (5.59)
{ag (o)} = {ay (@1) o5(@2) + .. ay (@)},
(5.60)

{“J;(ar)} = {oyi{ ) au{eg) ... “J:(EN;)}T-

164



Repetind derivarea pentru restul valorilor »{}', se obiin doud sisteme
de cite N ecuatii, cunoscute ca ecuatiile normale ale metodei celor mai mici
piatrate

[a]T {“13(5;)} = [al"[a] {xn},
BT {a;(w,)} = [6T°[8] {3}

(5.61)

Deoarece [a] si [b] sint matrice dreptunghiulare (¥, X N), produsele
[aF[a] si [B]7[b] sint matrice pitrate (¥ xN). Inmultind la stinga cu
inversele acestor matrice, rezulti

{w} = [a]* {0‘13(-‘51)}, (5.62)
{xn} = [BIF {ay (o)}, (5.63)
unde
[aT = [[a]"[a]] [a], [al*[a] = [1], (5.64)
[b]+ = [[o]T[B]]- BT, [+ [b] = {11 (5.65)

au forma unor matrice pseudoinverse, care se calculeazd cu metodele indi-
cate la §4.3.6.

Problema a fost tratatd in cazul general de citre Penrose [83]
gi este cunoscutd sub numele de ,,s0lutia de norm# minimé a unui sistem
incompatibil de ecuatii algebrice” sau solutia inversd generalizatd a ecua-
titlor (5.61).

Repetind mdsurdrile §i caleulele pentru toate cele j=1,... N
puncte, se determinii complet matricea [»] definité de (3.81), ale cirei
coloane sint proportionale cu vectorii modali {¥}.

Un calcul analog se poate face pentrn determinarea elementelor
matricei [y] definitd de (3.84). Se va prezenta totusi o demonstratie
diferitd. Relatiile (5.52) se mai pot scrie sub forma

N
ep(@r) = oy, (o) — Y X5 A,(w,),

r=1
— o« — N —
er(0y) = oy, (007) — Z 157 B, (o).
r=1

Evaluind aceste erori la N, pulsajii excitatoare, se formeazd doud
gisteme de cite N, ecunatii

fer) = {oyy (w)} — [cf] {Aals

(5.66)
{er} = {oy, (o)} — [B] {%a),
unde s-a notat
{ex} = {ea(®;) en(ws) ... ER(E‘—’Nf)}Tf
{er} = {er@y) el®y) ... EI(Z*_)N,)}T
[c£] = [AT, [B]=[BJ, (5.67)
[4] = [{4(s)} {A(wg)} ... {A(an)}] (5.68)

matricea [B] este definitd de (5.48) iar vectorul {X,} — de (4.56).
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Se aplicd metoda celor mail mici patrate, calculind intii suma pitra-
telor erorilor

T
Br = {e)™cx) :{{a.jg(af)} ] {x”}} {{oqﬂ(a,)} _ l:oi]{xﬂ}} -
— (o (3} Loty (7)) — 2 (K [ AT (@)} + (L [ATLoA] (X},

anulind apoi derivatele in raport cu *%)

0B _

—aﬁ = — 2{I}J AT {ay, ()} + 2107 [AT[A] Xu} = 0,
b

unde {I}, este coloana r a matricei unitate [I].

Rezulti

0 B T = T
= — 2 ([cA]" {oy; (0)}— [AT[cA] {Xu}) = {0},

3{)(1:}

deci ecuatiile normale

[AT[cA] (X} == [cA]{ay, (&,)}

§i analog
[BIBI{Xa} = [BT {2y, (00}

Deci
L} = [T {a, (7)), (5.69)
{le} = [@]4' {ijf (af)}a (5.70)

unde

[cA ]t = [[AT A AT = [[4] [AT"][4], (3.71)
[BY = [[BT[B1B]" = [[B] [BT'I'[B]. (5.72)

Repetind calculele pentru toate punctele de misuré, se determind
complet matricea [y], apoi vectorii modali.

5.3.4.6. Metoda separirii iterative

Klosterman {63] a propus o metodd de separare iterativd a modurilor
proprii de vibratic ale unei structuri, bazatd pe relatiile

{np} = [a]* {oy, (@)} (5.62)

g} = [BI ey, (00);- (5.70)

Elementele matricelor [a] gi [B] se calculeazd pe baza unor prime
estiméri ale valorilor o, §i ¢,, din analiza graficad a diagramelor componentei
imaginare a receptan{elor (eventual pe bazaambelor diagrame «, (©) $i ¢, (),
trasate intr-un numdr de punecte de masurd mai mare decit numirul
gradelor de libertate efective din domeniul de frecvente considerat, in
care suprapunerea modurilor impune folosirea unei metode analitice de
separare. Tot din aceste diagrame se mésoard elementele vectorilor {o, (o)}

§1 {ag (@)}
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Din ecuatiile (5.62) §i (5.70) rezultd elementele »§’ si X{P, pe baza
cirora se calculeazdi o noud valoare

{r}
751

xm

.=

cu care procesul iterativ se repet#, convergind spre valorile reale (Y si g,.

Repetind procedeul pentru mai multe puncte de raspuns, se deter-
mingd vectorii modali {¥'"}.

O metodé similard este utilizat4 in mod curent la identificarea dina-
mici a masinilor unelte. Morse, Shapton $i Wood [76] au ardtat ca
precizia rezultatelor depinde in mare misurd de precizia evalufrii initiale
a pulsatiilor proprii o,.

Flannelly, Berman si Giansante [36] an aphcat cu sucees o metodd
iterativa bazata, numai pe diagrama componentei in cvadraturi a ris-
punsului, la identificarea modelelm incomplete.

Evaluind expresia (3.80) la N, >N pulsatii excitatoare o, ©g,.. ., 61\7,!

se formeazd sistemul

\If'(f) t
[mﬂ-—[d[bF—{?ﬂ b, | 0] (5.73)

r

in care [¥'] este o matrice dreptunghiulard (¥, X N), conditiile de expe-
rimentare impuse de metodd ficind ca numirul punctelor de mdisurare
a rispunsului (deci numiirul de linii ale matricei [« ]) sd fie mai mare
ca numdirul efectiv de grade de libertate (N, > N), [«] este datd de relatia
(3.81) iar matricea [b, ] se ob’;me din [b]F normalizind fiecare linie prin
1mpart1re la valoarea maxima &,

Elementele matricei [« ] se masoaré la cele ¥, pulsatii excitatoare,
lar matricele [¥'] si [b,] sint necunoscute. Se foloseste metoda matricei
pseudoinverse intr-o dubld iteratie.

- 1) Se caleuleazd o primé valoare a Iui [b,], pe baza unor valori
aproximative «, si ¢, deferminate experimental prin metodele expuse
anterior. _

2) Se caleuleazd matricea [Y'] din rclatia

[IF] = [7'!}] [b[}}#‘ IF”b?‘mﬂz\ (574)
unde
(o1 = [Bo]F {10,118, 1717Y, [bo] TheT#F = [I]. (5.75)
3) Se determind o valoare imbundtiatiti a matricei [b,] din relatia
Lk, —; . ~
[bo] ‘ 1}(:-, ‘ 11 .l+ [G‘EI;]’ (‘376)
unde
(¥ = [P LYT, YR = [, (5.77)

apol procedenl se repetd de la punctul 2, rormalizind fiecare solutie pind
la obt{inerca convergentei. Caleulele se mmphﬁw daci se alege

~ kT
‘__‘qf}ﬂbr‘mal‘\li__ AR

167



Din (5.76) rezults apoi [5]7, deci elementele —;— b(@) = Tim sliog) =

= oc,I(Gf). Dintr-o relatie analogi, pe baza matri(;ei [, ] se calculeazd
Re ap(@s) = a,, (02), apoi

— — oy (@) ©F
B¢ Blw,) = B, (00)) = =2 — =k, — =L},
B8 = 8460 = 3 e (1-2)
Reprezentind grafic functia B, (wy) pentru/mai multe valori o, se determiné
®, ¢a abscisa punctului in care B, = 0. Din relatia de maisus rezulta k,,

apoi

—s «
gr = (9'{ —1)-—1{, m, = E—'-.

2
; Xrp 0]

= b

5.3.4.7. Metoda eliminiirii matricei modale

Natke [77] a generalizat metoda separirii fazelor pentru cazul cind
nu se cunose pulsatiile proprii o, §i factorii de amortizare g,.

Se pornegte de la relatiile (3.79) si (3.80), definite pentru Nn > N
puncte de masurd

{og()} = [x1{4(e)}, {w (o)} = [x] {B(o)}

Se evalueazi aceste expresii la N, = N pulsatii excitatoare w,..., oy .
gi se formeazd sistemele

L) = [x1[4] (5.78)

[o,] = [x]1[B], (5.79)

unde [A] gi [B] sint matrice pitrate (N X N) iar [oy,], [or,] §i [x] sint

matrice dreptunghiulare (N, x N). In ecuatiile (5.78) i (53.79) s-au folosit
notatiile (3.84), (5.47), (5.48), (5.68) si

[ar,] = [{oug(on)} {ag(@s)} - . {1 (©ny)}]. (5.80)

Se elimini matricea [y] intre (5.78) si (5.79). Pentru aceasta, se
inmulteste in ecuatia (5.79) la dreapta cu inversa matricei [B]

[a,] [B]™* = [x]1[B][B]* == [x] (5.81)
apoi din ecuatia (5.78) rezulta
[a,] = [a ] [B]*[A]L (5.82)
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Se inmulteste la stinga cu [a:;}]T

Lo, 1" [ou,] = [, [ou ] [B}*[4]

apoi, deoarece matricea [« ] nu este pitratd, se inmulteste la stinga cu
{[ou, ][, ]1 si se obtine

[Lea, )" [ou, 117 [ou, 1" [ou,] = [B]"2 [4].
Dupé& inmultirea la stinga cu [B] rezultd
[4] = [B][€] (5.83)

unde s-a introdus matricea
[€] = [, ]* [, ] (5.84)
in care

[, 17 = [[o, 17 [oa 1177 [e, I
Intre elementele matriecelor [4] si [B] se stabileste relatia
Al w;) = — Bywy) [1 + B,(w))] (5.85)

care se deduce usor din (3.72) si (3.73). Din (5.83) se obtine

N
A (0;) =Y, Blo,) €., (5.86)
e=1
unde €,, sint elementele matricei [€] = [€,,] misurate experimental.
Rezultéd N sisteme de N ecuatii in B,(w,), deci N? ecuatii

B,(ay) [1 + B,(ﬁ,)] -+ (% B.(w,) @cf)z =0, (rf=1,... N) (5.87)

e=1

din ¢are rezulti eele N2 elemente ale matricei [B].

Elementele B,(w,) depind doar de pulsatiile proprii w, si de factorii
de amortizare ¢,. Dacd se noteazi

2

1- 2
o) = ] (5.88)

gr
atunci se poate scrie

1
B,. W) = — ] 5.89
@) = == (5.89)
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deci se poate calcula

T{0) = & V—— [1 + B,l(m) ] (5.90)

Se evalueazi expresia (5.88) pentru doud pulsafii excitatoare
diferite, &, §i @;. Se obtine

a2 e

g = — o, (5.91)
war("-"e) — w7 (wy)
o = ort{0,) — @, T,(a,) . (5.92)

() — T {0)

Cu aceste valori se construieyte matricea [B]. Dacd aceasta este
nesingulari, matricea modald se obtine din ecuatia (5.79)

[x} = [, [B]" (5.93)

Vectorii proprii sint apoi normalizati astfel incit elementul de valoare
absolutd maximsi s3 devind egal cu unitatea. Rezulti

{¥"} = %fl (5.94)

4§, max

Se calculeazi apoi constantele elastice modale

(5.95)

§i masele modale m, = —-
w'f

5.3.5. Metode de identificare pe baza diagramei polare a rispunsului

O formi convenabili de reprezentare a rispunsului unei struetori
o constituie diagramele polare, trasate in planul complex ca locuri geo-
metrice ale afixelor unei funciii complexe de rizpuns in frecvenid. Analiza
grafici a acestor diagrame Nyquist, sub forma propusd incd din 1947 de
Kennedy si Pancu [61], s-a dovedit a fi cea mai precisi metodi de deter-
minare a parametrilor dinamici gi a formei modurilor proprii de vibratie
ale unei structuri complexe, in special atunci cind existd pulsatii proprit
apropiate [85]. Ulterior s-au adus imbunittatiri acestei metode, fie prin
folosirea excitatiei cu forte in cvadraturd [90], fie prin analiza numericé
a curbelor determinate experimental [42, 43].
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In continuare se vor prezenta doar citeva metode grafice mai
frecvent utilizate.

La sisteme cu un grad de libertate §i amortizare histeretics, diagrama
polard a receptantei complexe este un cere (fig. 2.14) care trece prin ori-
ginea axelor de coordonate i are centrul pe semiaxa imaginari negativi.
Analiza grafici & acestor diagrame a fost tratatd in paragraful 2.2.1.2.

La sisteme cu mai multe grade de libertate, diagramele polare sint
formate din mai multe bucle, in general cite una pentru fiecare mod de
vibratie. In figura 5.26 se prezintii diagrama obtinutd pe o magini de frezat,
folosind excitatie verticald intre
sculd gi piesi. . COMPONENTA, )

. . TN CUADRRTURA |
Analiza grafici a acestor

diagrame se face aproximind -

fiecare bucld cu un cere si folo- 2z¥

sind relatiile de calcul stabilite “
pentru sisteme cu un grad de
libertate. In general, in afara ipo-
tezel asupra amortizirii propor-
tionale, se considerd c¢i in veci-
nitatea unei rezonante oarecare,
contributia modurilor nerezo-
nante este fie neglijabil, fie con-
stantd (independentd de pulsatia
excitatoare), ceea ce revine la
acceptarea unel apreximatii de
forma (5.23).

Daca pe fiecare bucli a
diagramei polare se marcheazj :
puncte corespunzatoare unor cresteri egale Aw ale pulsatiei excitatoare, locali-
zarea pulsatiei de rezonantd se face acolo unde lungimile corespunzatoare
ale arcelor de curbd As sint maxime, deci unde raza vectoare mituri
- un unghi maxim pentru o crestere dath Aw a pulsatiei (tig. 5.27). Prin
punctele din vecinditatea fieciirei rezonante se traseazi apoi »cel mai
potrivit” cere (linie intreruptd).

Fie M punctul ce defineste pulsatia de rezonantd o, pe bucla cores-
punzitoare modului r. Diametrul la rezonanti al cercului respectiv este

Fig. 5.26

O == 20 0% 1 gy, (5.96)
hr apr a_pr hr

Punetul O’ este ,,originea deplasatd” a vectorului O'P ecare reprezintd,
deplasarea in modul r, la pulsatia «. Vectorul 00’ reprezinti contributia
eonstantd 2 celorlalte moduri de vibratie la rispunsul total OP in veci-
nitatea rezonantei in modul #. Vectorul O'M reprezinti amplitudinea
maxima de vibratie in modul 7. Calculind rapoartele diametrelor O'M,
la cercuri trasate pe diagrame polare determinate pentru diferite puncte
J ale structurii, cind excitatia este aplicatd in punctul I, se obtine cea mai
corectd formd a modului propriu de vibratie studiat {¥}.

. . o As
Localizarea rezonantei in zona unde raportul A are valoare ma-
) @)

xim#, are avantajul de » fi independentd de sistemul axelor de
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coordonate, fiind valabildi g§i in cazul amortizarii neproporfionale
(v. § b.4).

Deoarece in cazul amortizirii proportionale i a constantei contri-
butiei modurilor nerezonante la rispunsul total, diaemetrul la rezonoanid
O'M ridmine paralel cu axa imaginard, localizarea pulsatiei o, se poate

Fig. 5.27 | Fig. 5.28

face fologind ecriteriul valorii exireme a componentei imaginare a recep-
tantei, Acesta este insi implicit legat de pozifionarea corectd a axelor de
coordonate gi trebuie utilizat cu precautie in cazul antirezonanielor,

Pentru determinarea amortizirii se traseazi diametrul BC, perpen-
dicular pe O'M, care intersecteazd cercul in punctele de semiputere B
si C, la pulsatiile wfsi »;". Factorul de amortizare se calculeazi cu relatia
(5.20).

La diagrame polare de forma celei din figura 5.28, pe care nu se
pot citi valorile pulsatiilor ; si «;’, factorul de amortizare se calculeazd
cu relatia -

| 0 — ) 1
gr = g

oy B, —9,

(5.97)

unde v, §i wp sint pulsatiile punctelor ¢ gi P din vecinitatea rezonantei
iar 9, si 8, sint unghiurile pe care razele vectoare corespunzatoare le fac
cu semiaxa reald pozitivi.

AN N
Daci unghiurile PO'M = MO'Q = 0, atunei se stabileste formula

2 ___ 2
g = 22— P oot 0. (5.98)

26

Alte relatii pentru calculul amortizirii au fost prezentate la para
graful 2.2.1.2. Faptul ¢& méasurdrile se fac aproximativ la amplitudine
constantd, este util la identificarea sistemelor neliniare.
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Masele modale se calculeazi cu relatii de forma

m, — ——“—'1: (5.99)
wr g, O’ M

dupd o ,,normalizare” & diametrelor O'H.

Analog se face analiza diagramelor polare ale mobilitdtii sau iner-
tantet.

In figura 5.29 se prezintd o parte a diagramei polare a deplasirii
verticale a sculei unei magini de frezat, in cazul excitatiei armonice cu o

Fig. 5,20

A e

fortd verticald de amplitudine f=36 N.O diviziune pe axele de coordonate
reprezintd 1,54 pm. Cu ajutorul criterinlui Kennedy-Pancu se determind
prima frecventi de rezonanté v, = 161,9 Hz. Se traseazd cercul care apro-
Ximeazd cel mai bine punctele diagramei din vecindtatea rezonantei.
Diametrul 013, corespunde unei deplasiri de 8,25 pm. Diametrul B,(,,
perpendicular pe 010, determind frecventele v; = 157,2 Hz gi v’ = 166,8
Hz. Rezultd

L _ " _ =
gl _ Vi Y1 — 166,8 1\)‘,2 — 010593;
v 161,9

= s = 36 = 71,1 kg;
i g, 01 M, 4w?-161,9? - 0,0593 - 8,25 -10~°

N
m

by = myo? = T1,1-4 - 72 161,92 = 73,6 - 108
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Se procedeazd analog cu a doua buclié a diagramei. Frecventa de
rezonantd este v, = 250 Hz. Diametrul O;M, corespunde unei deplasiri

de 4,79 pm. Diametrul B,C, determind fecventele vy = 242,6 Hz gi v’ =
= 256,7 Hz. Rezulti

Ve — V2 256,7 — 242,6 — 0,0564 ;

o= 250

—t o -
wig,O00M,  4m2+250%.0,0564 - 4,79 - 106

N
m

ky, = Mmook = 54,1472+ 2502 = 133.3 - 10°

5.3.6. Metoda ,Jegiturilor modale*

Sub aceastd denumire, Raney si Howlett [98] au propus o metodi
de identificare directd, aplicabiléd la structuri slab amortizate, avind moduri
de vibratie suficient de decuplate si separate in frecventd pentru a putea
fi reprezentate prin rispunsul upui sistem cu un grad de libertate. Ea se
hazeazd pe un sistem de ecuatil diferentiale decuplate, care definesc o

relatie de transfer ,forti-deplasare” intre doud puncte specifice ale strue-
turii, modelul matematie fiind deci valabil numai pentru cele doud puncte

de excitatie-rispuns considerate.
In paragraful 3.2.1. s-a ardtat cum, pornind de la sistemul ecuatiilor

de miscare cuplate ale unei structuri cu amortizare viscoasi
[M]4G} + [C1{q} + [K1{g} = {f},
aplieind transformarea de coordonate
{@ = [T]{p} (5.100)
se deduce sistemul de ecuafii decuplate
[m J (B} + Fel {#} + k] {p} = [¥TF {f}.

Dac# se aplicd o gingurd forté exterioard f;(1) in punctul I, ecuatia
de migcare pentra coordonata principiald r este

m P, + e, + kp, = TP fi(8). (5.101}
Din ecuatia (5.100) rezultd cd rispunsul in modul r este
{g) = {¥"}p,
deci, deplasarea in punctul 4, in modul 7, este

95' ) = "¥{'p,.
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Rezulti

)
P = é‘{) (5.102)
H

fnlocuind (5.102) in (5.101) si impariind la ¥{", se obtine

MYEP + 09 + K = £ (5.103)
unde 8-a2 notat
Hp = —"_ op=—— _ Ep——F . (5104
4 qufnﬂn ' 1 I}Plir)l}r'}r)’ d i l{fgr) )

Ecuatia (5.103) reprezintd rdspunsul sistemului in punctul j, in
modul #, datoritd unei forte aplicate in punciul I. Rezolvind cele N ecuatii
(5.103), corespunzidtoare celor N moduri de vibratie, prin suprapunerea
solutiilor, se obtine rispunsul total in punectul j, produs de forta aplicata
in I

N ' :
a(t) =Y, ¢ (5.105)

r=1

Ecuatiile (5.103) definesc nigte ,Jlegituri modale”, deoarece intre
punctelie I si § (fig. 5.30) se pot stabili N legidturi, corespunzitor celor N
moduri de vibratie, fiecare legdturi avind o caracteristici de riaspuns
H{(w), care se deduce din ecuafiz corespunzitoare (5.103). Legdturi
similare se pot stabili intre punctul I gi alte puncte de interes ale structurii.

Ecuatiile legdturilor modale an urmitoarele caracteristiei :

o — Existd cite o ecuatie pentru fiecare pereche de puncte gi
fiecare mod.

b — Toate ecuatiile sint decuplate.

¢ — Toate ecuatiile con{in aceeasi fortd perturbatoare, care poate
avea orice dependentd de timp.

d — Parametrii legiturilor modale M, €% i K sint pozitivi
cind W gi ¥ sint in fazé, si negativi cind acestea sint in antifaza.

¢ — Dacd se cunosc parametrii legidturilor modale, raspunsul
poate fi calculat pentru valori arbitrare ale fortei fi(?).

Evaluarea parametrilor legaturilor modale (5.104) se poate face in
regim de excitaiie armonici. Se solicitd structura intr-un singur punct
cu o fortd

fi{t) = fisin wt (5.106)
§i se misoard rispunsul in punctele de interes. Variind pulsatia « astfel
incit domeniul de misuri s& cuprindd toate rezonantele importante ale

structurii, se traseazi curbe de raspuns in frecventd de tipul celor din figu-
ra 5.31.
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Dacd pulsatia » este apropiati de o pulsatie de rezonanta o,, atunci
un mod de vibratie este dominant §i rispunsul total are forma

9y = g sin(wt — g;)). (5.107)
Q‘{_ 1
4
7]
T T T N g8
7 &/

qo U af @

e |y
!
)
)
)
)

L S ey @
b
Fig. 5.30 Fig. 5.31

Inlocuind (5.106) §i (5.107) o (5.103), rezultd

A

Ef — o2 M = I cos o, (5.108)
q;
o — I gin - (5.109)
©qg;
4

Misurind valorile {—~-
i
rezonante, se pot caleula cei trei parametri (5.104) din relatiile (5.108)
si (5.109).

Dacd se dispune doar de o curbd amplitudine-pulsatie (fig. 5.31 a)
atunci se foloseste relafia

$1 g,y la doud pulsatii in veeinitates fiechirei

¢ 2
(K — o2Mf)? + («0f)2 = ( i) (5.110)
4
din care se calculeazi parametrii legiturilor modale, mésurind receptania

J
A

la trei pulsatii ® in vecinitatea fiecirei rezonante.

i
Metoda a fost folosité cu sucees 1a analiza dinamicd 2 modelelor 1z

scard ale complexului spatial Apollo — Saturn 5 [98], fiind utilizatd
ulterior de Hillyer [547 si Ibéfiez [55].

Dacd prin identificare se urmiregte construirea unui model figic
al structurii, se procedeszd in felul urmitor :
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Se determinid parametrii modali pe baza parametrilor legiturilor
modale, folosind relatiile

() \gplr) {r)

My — -Ml:i k3 ‘Fu,
{r) {r) (r)

kr - Ku ‘Fu lFH: (5-111}
(7} ygp(7) ygp(0)

¢ — Uy Ty, Tzu

unde ¥ sint deplasiiri normalizate, calculate la pulsatiile de rezonanti,
cu o formuld de forma

Wi — Receptanta in punctul j, 1a o = o,
Receptanta in punetul {,la o = o,
Deci

v —1, v — Glidower (5.112)
(qllfl)ﬂ=ﬂr
urmérind ca raportul —?T’# sé fie negativ daci migearea in punctul j este

1
in antifazd eu forta aplicatid in punctul 1.
Se construieste matricea modalid

(W)= [ (¥ ... (5.113)
unde

EIUIERE T P G
81 ge calcﬁle&zé matricele parametrilor modelului fizie
[M] = [¥]""m ] [¥:],
K] =[] 70k ] (¥, (5.114)
[C] = [¥:]" [e J [W,]7%
5.4. Identificarea sistemelor cu amortizare neproportionali

5.4.1. Sisteme cu amortizare histereticii

54.1.1. Metoda diagramelor polare
In cazul excitatiei intr-un punct, rdspunsul armonic al unui sistem

liniar, cu amortizare histeretici neproportionals (3.201), se poate scrie sub
forma '

N
=¥ (2 + ) &, (5.115)
r=1

12 c.~1852
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unde

12 (5.116)
— + ig,

1.._.m
L6Y)

este receptan{a modald complexi.
Considerind un singur termen din suma (5.115), intereseazid forma

diagramei polare corespunzitoare.
Rispunsul in punctul j, in modul r, are expresia

an = (2 + i) &, {5.117)

Dacs se reprezinti in planul complex doar expresia {5.116), se obgine
diagrama polari din figura 5.32a.

In figura 5.32 b se aratd efectul inmultirii expresiei (5.116) cu canti-
tatea complexd o + iy{". Diagrama polard a cantitdtii (5.117) este

c o w as . T3 i
tot un cere, insi diametrul OM are valoarea —}/zf" + iy{" i face un
. 7

(r
unghi 6 = arctg Efr—)) cu semiaxa imaginard negativi. Inmultirea
€Ly
receptantei «, cu o cantitate complex#d constantd produce deci o rotire a
diagramei polare corespunzitoare si o crestere a diametrului, distributia
parametrului pulsatie in lungul diagramei rdéminind aceeasi.

Acest fapt a fost semnalat prima datd de Woodcock [137] si studiat
in detaliu de Klosterman [63]. Efectul este acelasi cu cel intilnit la exei-
tajia cu forte in cvadraturd (§ 2.3).

Faptul ci distributia pulsagiilor nu se modificd, permite aplicarea
metodei Kennedy—Pancu de localizare a rezonanfei si in cazul sistemelor
cu amortizare neproporionald, cu pulsatii proprii relativ depirtate.

AJm &t
I () pom
_ w={ - 1) hrd
i} Re (df') & r“'\ Rf.’gﬂ ‘5\ ﬁgf‘(!z
'y - - a,
H ) i 4 o
A B a ;
g[‘ /m J ; “ \
M £
N pn >
[ )
PAN
Fig, 5.32 Fig. 5.33

Diagrama polari a rdspunsului in freeventd a unui sistem cu mal
multe grade de libertate are forma din figura 5.33, rezultind prin insuma-
rea mai multor diagrame ca cea din figura 5.32. Ficeare bucli a diagramei
poate fi aproximatd cu un cerc, reprezentind migscarea intr-un anurmit
mod de vibratie.

Existenta simultand a mai multor moduri de vibratie determing
deplasarea originii fiecdrui cerc. Ca si la sistemele cu amortizare propor-
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tional&, vectorul originii deplasate este o misurd pentru contributia modu-
rilor nerezonante la rdspunsu! total in domeniul de pulsatii corespunzi-
tor rezonantei futr-un anumit mod.

Dupd localizarea rezonantei cu ajutorul eriterinlui Kennedy-Pancu
(v. §2.2.1.2.) 5i trasares ,,celui mai potrivit” cerc prin punctele din veci-
ndtatea rezonantei, se poate trasa diametrul la rezonanti &M = 2R care
este 0 mésurd pentru ridspunsul in modul respectiv.

In conditiile unor misuriri corecte, ineclinarea acestuir diametru
constituie o dovadd a existenjel amortizdrii meproportionale. (Dupd cum
S-a ardtat in § 5.3.5, Ia sistemele cu amortizare proportionald si rezonante
nu foarte apropiate, diametrele cercurilor modale sint paralele cu axa
imaginara).

Factorul de amortizare g, se poate caleula utilizind una din for-
mulele (5.20), (5.97) sau (5.98).

Dacd echipamentul de misurd folosit nu conferd o rezolutie in frec-
ventd bund, localizarea rezonantei prin metoda Kennedy-Pancu nu se
poate face foarte precis, in special la sisteme slab amortizate. In aceste
cazuri se recomandd metoda componentelor vectoriale maxime [637],

Pentru un mod de vibratie suficient de ,,separat” de celelalte, pe
diagrama polaréd corespunzitoare se pot determina pulsatiile w; si o la
care partea reald arcceptanteiare valori extreme, precum sipulsatia w,la
care componenta imaginard are o valoare extremd (fig. 5.34). Se presupune
cd in vecindtatea lui w,, mai precis in intervalul w;—ampy, confributia la
raspunsul total a celorlalte moduri de vibratie este constanti.

fntre unghiurile care definesc pozitiile razelor vectoare corespun-
zatoare pulsatiilor wy, wy, wg se stabilese relatiile [96]

1k'}m’ &g
P A/ ﬁ?eoziz
9‘,@ o
¢ v
I - ”
/H-\ # () P = P — I‘s (5118}
% ) \ wf 25"6‘05 %’
W)
J '
a Pnr = P + e (56.119)
!
I
sin8
Fig. 5.34

Din relatia (5.118) se obfine ¢ + 67 = gy + 8¢ — %, deci

tg(or + 67) = tg [( au + ) — —

tg(on + 67) +1
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sau, utilizind expresia (3.202),

o _ < (5.121)
(!.)I (.'Ji']:
—_ - g’, + ]. —_— 24)
: w?

deoarece distributia pulsatiilor este aceeasi ¢a la cercul nerotit.
Relatia (5.121) se mai scrie sub forima

wrr}?
w1 )2 w, \2 1 +g"m(_)
e[S |
053 01 1
1 — g, — [0
(o)

Analog, din relatia (5.119) se deduce

1—g — ( on)’
;
(.‘flnl ? | @ : 1—g Oy (5.123)
11 w11 ' 1+g — (@)2 .
l S N
AR NRNA R VAN NI g - =
= SN NN AN, AN AN N N
TALNGNRNA A2 NAYANLN _ /
108 \\ \-.. \{H\. QJ . \\ _ 4 N ’!%: /
LN et N N NN / 2 1 /
~EBNANAY AN N /
D \r-—)(: \\‘\ AN >-<’\\ q\\ \\ /é? - /J
105 TN \->\\ PR K NN =
waNANAN) NN A \] ¢ /
AUENERVAVA S AU ENg ANy Jer
\\ AN N N \.-"*\ 2 A X 7\\ \F[‘ u /
L0% s = {; VI NANI | BV 1
ct'?'__ N d % ?{{\\\ 1\ J |}
] el R Ne e IR | i
)‘, l' = 2, 2. N \\ e by I
/ v AUANAYE ENRYL N1 7
s e PN N T
= 7 N DN DNEPRCIN A
= D UNLUANA i}i“"\\ ““% N\ /
-"""ST- / AN \\\ \ e /
e 2l \
1 * 1 A A Y ANND
M By
10 i ' i TN
. ) T T T 497 4% 459 % 40
Fig. 5.35

Cu relatfiile (5.122) si (5.123) s-a construit o diagrami (fig. 5.35) cu
ajutorul cireia se pot caleula o, §i g, pe baza valorilor w;, wy §i @ In
acest scop, s-au calculat rapoartele oy/on §i oy /wy pentra diferite valori
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ey i si pentru ficcare pereche de valori s-a ob{inut un punct pe grafi-
Gy

cul din figura 5.35. Apoi s-au unit punctele cu g, — const. si cele cu

oy w, == const.

Deoarece relatiile (5.122) si (5.123) sint independente de unghiul
0, rezultd cid metoda se aplicd cu bune rezultate gl atunci cind diagrama
este rotitd datoriti unor defazaje constante introduse de echipamentul
de méasura.

Pe baza valorii «, se poate localiza precis punctul 3 pe bucla dia-
gramei polare si, dupd trasarea diametrului O’ M, se poate mésura unghiul
6. Dacé localizarea punctului M nu se poate face cu precizie, existind
prea putine puncte pe diagramd, unghiul 97 se poate calcula cu relatia

0" = arctg (5.124)

carc rezultd din conditia ca

0 —
-a(—(gm i) =0 la 0 = wn.
®

Dacé se evalueazd expresia (5.121) la pulsatia o = «,, rezulti

a(ﬁ)l w=6r —

{ry 1 500 {r) (r)
Ey7 1 15 3 . &y -

T SR MR (5.125)
18y gr [/

Din figura 5.34, mésurind diametrul 2R si unghiul 67, se caleuleazé

y" :
= = 2R sin 67, (5.126)
gr
"
1 = 2R cos 0j". (5.127)
gr

Dac# se noteazd M, = 1, din ecuatia (3.200) rezulti
wi” wi = oia” + i) (5.128)
Misurind receptanta directd in punctul de excitaiie, se calculeazid
wif wf? = WXl + "), (5.129)
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Din relafia (5.129) se determiné {”, apoi din relatiile (5.128), cores-
punzitoare diverselor puncte j, se determind w;” (j —1,2,..., j..,N,
J#1), deci vectorul modal {w™}. Cu vectorii {w™} drept coloane se for-
meazd matricea modald [w]. Dacd aceasta este patratd si nesingulard,
se pot stabili relatiile

[M] = [w] T[] [w)?, (K +iH]= [w]" [NIH,] [w]™

5.4.1.2. Meatada eliminirii matricei modale

O metodd analitico-experimentald a fost propusd de Natke {78}
ca o generalizare a metodei prezentate in § 5.3.4.7. pentru sisteme ecn
amortizare proportionald histeretich.

Receptanta de transfer complexd (3.199) se mai serie

"(r)

Ty = E - (5.130)

r=1 l" i 0)
unde s-a notat
(1), (1)
— wiw; -
= (5.131})
M,
Matricea coloanii a receptantelor complexe (in cazul excitatiei in

punctul 1) este formaté din N, elemente, corespunzitoare celor N, > N
puncte de misurd

(5.132)

l
MM =
i

{o} == {ogy @pp oo a7
unde

w?’

X = ') (5.133)

Se aleg dound grupuri de pulsatii excitatoare (@, ..., oy,) §i (@ .,

.y mzN ) §i se misoard valorile receptantelor complexe {5.130) la aceste

pulsa,‘pn Metoda impune ca N, = N.
Dacd se formeazid matricele

[@'] = [&@@)} (@) ... @@y 3] (5.134)
[@]= Hel@y 4} &Sy o)) - @@y )}, (5.135)

[x] =[x} (=@} ... &}, (5.136)

din relatia (5.132) rezult#
['] = [%] [A%], | (5.137)
[@™]= [x] [AT], (5.138)
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unde

[AIJ = [Ars]y A= N i ajz—, (rys = ..., _N) (5139)
1
[A"] = [Arn,es], Annps == (r8=1... N).  (5.140)
}\" - O)i, +s

s
Se elimind, matricea modald (5.136) intre relatiile (5.137) si (5.138).
Deoarece, in general matricele [z'], [«'] §i %] nu sint p#trate, se pro-
cedeazd ca la §5.3.4.7.
Din relatia (5.137) rezultd (deoarece [A'] este pitratd)
[@'] [A']"Y = [x]. (5.141)
Inlocuind (5.141) in (5.138), se obtine
[@H] = [@] (AT [AM]
Inmul{ind la stinga cu transpusa matricei [«!] rezulti
[l P[] = [&'F [&'] [AT]" [AT]
Se inmulteste la stinga cu [[«']" [«']]™" si se obtine
[ (@] [ [o™] = [A]7F [AT].
Se inmulfeste la stinga cu [A'], rezultind
[AT] = [A'] [2] (5.142)

unde

[2] = (2] = [[@ T [&'}]7" [« (=] (5.143)

este o matrice cu elemente complexe z;, cunoscute.
Relatia (5.142) reprezintd un sistem de N* ecuatii, cu N necunoscute

A, [78].
Elementul (r, s) al matricei [A"] are expresia

N 3 .
v e e 1,2, W) (5.144)

Rezultd ci pentrn fiecare indice s se obiine o ecuatie de gradul ¥
in A, cu coeficicnti complecsi, care se mai serie

N v
I — @) — (b — 0ksy) E II — &) 7, = 0. (5.145)
k=1 =] a=1
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Solutiile ecuatiilor (5.143) sint valorile proprii 4,, care, conform
relatiei (3.198), dau pulsatiile proprii w, i factorii de amortizare g,.

Valorile 7, sint in general dependente de s, astfel ci este necesara
o prelucrare statisticd a rezultatelor. Dacd se consideri o singurd valoare s,
sint necesare misuriri la (N 4- 1) pulsajii excitatoare. Matricea modalsd
se calculeazd apoi din relatia (5.141).

5.4.2 Sisteme cu amortizare viscoasi

5,4.2.1, Metoda diagramelor polare

Dacéh se noteazd
" 3y = NP -+ 1P (5.146)

si se foloseste notatia (3.163), receptanta de transfer a unul sistem liniar,
cu amortizare viscoasd neproportionald, exeitat intr-un singur punct
(3.186), se scrie sub forma

N {ry 3 Ppin iy _ DI
a =Y (.N" + IP’.‘ . N LB ) (5.147)
;=1\l + 1, — iy, e + 0, 4 1,
gan
N il
i =3 8in g, € [.i(NJ{"") n, — P§ u,) + iN}{]]- (5.148)
r=1 iy @
unde
— -0 © 2n
= arcte —— T . Q = — T, == z. 5.149
Pr g 1 _ an ‘“r, ) o, { )

Se presupune c# in vecinitatea pulsatiel & = «,, to{i termenii din
suma (5.148) pot fi consideratfi constauti, cu exceptia termenului de ordi-
nul r. Fie (%, -+ iy,) contribujia termenilor ,nerezonanti”. Dacé se no-
teazd

L= —ig, ]
R A [—}; (N m, — P ) + NP ] (5.150)
rezulté
Ty = 3 + iy + @ + 1y, (5.151)
Law = o,
( (v {
(@ + iy Ppmey = o T M = B (5.152)
Ny @, Ry
deci
[Re(0in) — @] + i[Tmlap) — yo] = 27 + " =
— —sin®. e~ | Ly ()
= —sing. e 7 E(ZI Jomor = & )omer | - (5.183)

184



Dacd se noteazé
tg 3, = t,, {5.154)

expresia (5.153) devine

o + iy = —
t, ri :
——L— (1 — it} | =— (g ama — &) ]
ey ,ﬂaw) = (7)o

(5.155)
deci

af(‘” = _"E‘“‘_ [tr(m(ﬂ)ﬁlﬂwr - _“1_ (y(”)w=“r]! (5156)

14t Q,
1 t
= | (6 Nemwy + — (¥ Ny |- (8.157
Y 1+ [( ) £, @™ ] ( ) Fig. 5.36

Daci se reprezintd in planul complex expresia (5.153), se¢ obtine
diagrama polard din figura 5.36, care este foarte apropiaté de un cere.
Metoda de identificare propusié de Woodeock [137] foloseste valorile
pulsatiei « la care componentele vectoriale Re(xy;) si Im(ay)au valori
extreme. Acestea sint aceleasi cu valorile pulsatiilor 1a care componentele
vectoriale o =Re(wy) — x, 8l g =Tm(ay) — ¥, aw valori extreme.

{r}
Din conditia * = 0, rezulti
'r
GRS r
1+ = Vl + ( '?Um ) + ( g;(r;_)
02— Y omor g~ locer  (5.158)
TLITI X
14 = ( )
y(r) wo=top
unde s-a notat
__ W __ I =
QfI ——— mr, QfIII - mr ’ (0.159)

in care o si wy; sint pulsatiile la care componenta reald araspunsului are
valori extreme.

dytn

r

Din conditia

= 0, rezultd

Q) t (2, —1 — Q2 (&2 + 3
(as ) tl Q7 (i, + 3)] (5.160)

o, 1T+ )(1—%)

11
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unde s-a notat

z, 8,
Iy, = 1 — é;'_ ? L, = %IE' (5.161)
TII r

in care wy este pulsatia la care componenta imaginard a raspunsului are
valoare maximd.

Pe baza relatiilor (5.158) si (3.160) s-a construit diagrama din figura
5.37, analogd figurii 5.35 construite pentru sisteme cu amortizare histere:
ticd. Folosind diferite valori =, si Q.,H, din relatia (5.160) se calculeazd

A1) ) .
( aﬂ( \ ) , apoi din relatia (5.158) rezultd Q, §iQ, . Pentru fiecare pe-
¥ Jomor
£2,

Q,
reche de valori j”l si
1 i

5.37, apoi s-au unit punctele eu =, == const. si cele cu an = const.

NN
1,08 l{ \

s-n marcat cite un punct pe graficul din figura

o

o
[~
]

SIs

2t
N N Ne# ' \
h«—%’}i"/\ SEANNS.
NERNENE |
705 F—— AN N S
\\_g,'t': \ | o )<‘a% %,
Vo [ \e = 2 Ny N
ENIN i N
709; ’ 1 A \ i
’ T )
— | R N
= J \ »
P R e e I
703 4 \ \
toasy 8@ 982 £33 034
Fig. 5.37

Folosind diagrama din figura 5.37 se pot ecalenla <, 81 o, pe baza
valorilor ey, wyp s wrr determinate experimental. Apoi din relatiile (3.164)
8i (3.165) reznltd », si u,, deci o,.

in continuare, dacd pe diagramma pelard din figura 5.36 se misoard
raza de curburd g in punctul de pulsatie o, se poate caleunla
((D(rj + ly"’)m:m,-
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Intr-adevir, se poate stabili relatia

(r1y2
1+ ()
. A" Jocer

Cor (d”y‘” 3
dm(rlz)m:mr
(r) 2) 3
o {1 + [i +(“'m) ] }
= o 2 Y Jw=or (5.162).
4: l . TE _i_ T, + w(f) 2y2 )
{ 8 [? (y“’ )m=m,] }

(r)
de unde rezultd (y")o=cw,y apoi (2" )u—w, CiCl se cunoa@te(-;;)
Yy

Din relatia (5.152) se obtine

Oy,

b

N}? = n’f(m(”)(ﬂ=wr$ P;? - (y(r))a):mf + ng(m(ﬂ)m=mr, (5.163)

deci se cunoagte 8§ = N -+ iPj.

Daci se repetd misurile pentru mai multe puncte 7 ale structurii,
din analiza diagramelor polare corespunzétoare se poate calcula vectorul
{81} = {3 ... 3¢NT ecare, conform relatiei (3.185), este proportional
cu {¢"}, vectorul modal de ordinul r.

Din relatiile (3.150}) si (3.160) se obiine

g™ ([C] + 20,[M]) {g7} = uy,
{¢"} ([K] — eI[M]){g"} =v,.
Introducind aceste valori in relatia (3.161), rezultd
([M]6; + [C] o + [K]) {g"} == {0} (5.164)

Combinind ecuatiile (5.164) pentru toate valorile r, se obtin ecua-
fiile matriceale

[M] [q]TZ]® + [C] [¢]1[E] + [K] [q] = [0],
(5.165)

[M][¢*]1TE*P + [C] [g*]F2*] + [K] [g*] = [0],
unde _
[q] = g™ {¢®} ... {g™}],
[Z] = diag {e,].
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Prin semnul * s-an notat matricele conjugate complexe iar valorile
proprii o, au fost aranjate astfel ineit ficcare pereche de conjugate com-
plexe confine o valoare din primele N si una din urmitoarele N valori
proprii.

Matricea [q] fiind nesingnlard, se poate nota

[¢1T%] [¢]7 = [X] +i[X],

(5.166)
[¢*1T2*] [¢*]7! = [X] —i[ Y],
unde [X] si [Y] sint matrice reale.
Deocarece
[q] TZJ? [g]7t = ([X] + i[X])%
[g* ] TE*J? [q* 1 = (1XT — i[XY])%,
din ecuatiile (5.165) rezultd
[O] = — [M]([X]+ [YT[X][¥TH),
(5.167)

(K] = [M]([YP -+ [¥] [X][Y]? [X]),

deci se pot determina matricele [C] si [K] dacd se cunoaste matricea [M ],
precum si valorile proprii o, si vectorii proprii {¢'7}. Pentru acestea din
urma este nevoie de trasarea diagramelor polare in cel putin ¥ puncte
ale structurii.

Metoda se aplicd la identificarea sistemelor cu frecvente proprii
relativ depirtate, indiferent de valoarea amortizérii din sistem.

Pentru calculul amortizirii, pe baza relatiei (5.158) se mai pot
stabili formulele exacte

2 2 ry \2 )
i";ﬂ—i;:-r,v;t +(m ) —-c,(m( ) ' (5.168)
oy + of ¥ Jomop Y Jomor

m%lI + f _ 1
207 1-—rx (-—umm) '
" y(!'] W=tk

De asemenea, din relatia (5.156), ealeulind derivata in raport cn
o, rezultd

(5.169)

2 (%" )oo= oy

o, (__ dw(r}) *
d&) W=y

(5.170)
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La sisteme cu frecvente proprii depiartate mult intre ele, uneori
se neglijeazfi contributia eelorlalte moduri de vibratie la rdspunsul total
in vecinitatea rezonantei intr-un anumit mod. Astfel, in zona rezonantei
in modul de ordinul r, se considerid

2" = Reld ), 4 = Tm(En). (5.171)
{r)
Dacii =, <<(m( )) . din relafia (5.168) se deduce [141]
7" Jocer
M = Vl + (M)g , (5.172)
01211 + m% Fm(o ) Jomay

care In cazul amortizdrii proportionale (eind ®Re(aslomw, = 0) s
confundd cu relafia (2.76).
Cu notatiile (5.171), relatia (5.170} devine [141]

_2_ [gm(ajl)]mwm,-
o {_ A[Re(@)] } ’
dew W )y

Ty =

(5.173)

fiind identicd cu formula (2.79), stabilitd pentru sisteme cu amortizare
proportionald. S

In luerarea [42] analiza diagramelor polare se face printr-un proce-
deu numeric iterativ, bazat pe minimizarea erorii medii patratice @ ras-
punsulul.

5.4.2.2, Metoda elimindrii matricei modale

La structuri cu frecvente proprii relativ apropiate, eontributia ter-
menilor ,nerezonanti’” la rigpunsul in vecinitatea unei rezonante nu
mai este constantd gl metoda precedentd duce la erori. Se recurge la me-
toda elimindrii matricei modale.

Spre deosebire de metoda precedentd, unde se impune misurarea
rdspunsului in ¥ puncte diferite, aiei este suficientdh misurarea raspun-
sului intr-un singur punct, insd la 2N frecvente diferite, preferabil cite
doud in fiecare zoni de rezonanti.

Din relatiile (5.148), (5.150) sl (5.155) se obtine urmitoarea expresie
a receptantei de transfer complexe

. __% t.(it, — 1) [1
TAE 142 L

(¥ )omw, — i(m"’)mm,] . (5.174)

Cele dous componente vectoriale se pot scrie sub forma

N =
Re(Gn) = oty = Y, [@ (2o, + B(y")o=0,]; (5.175)
r=1

gm (E.‘H) = ‘xﬂf = % [E:‘(m(r])w=mr + Aﬂr('ym)w=mr] ’ (5.176)

r=1
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unde s-a notat

El" — t% 4 E = _1'_ CZ': ‘—t?“__
142 T, AL 487
(5.177)
bp=— "y B =th=— .
1+ Q, Q.(1 + &)

Evaluind expresiile (5.175) si (5.176) la f =N pulsatii excitatoare,
rezulti

{m-”R(mf)} '— E (‘-{ar(("*‘f)1 x(”) + {Br(w.f)} y ) - [a’fr] {'Tm} + [Bfr] {y }5
(5.178)

{ay, (&)} = Z ({B(@)} 28) + {445} o)) = (b1 ]} 4+ 14,1 {ys),

(5.179)
sau _ _
{{mnﬂ(wf)}l [[m [B,fJ] { {z)} }
= { ) (5.180)
{an (@0l Lb,d (4] (S}
unde matricele pdtrate sint de forma;.
[a,,] = [{ae)} {8x(x))} ... {ax{e))}] (5.181)
iar matricele coloand — de forma
{“ﬂR (E’f)} = {G‘HR(E’I) 1133(6_02) «v e Wgip (E’N)}Tr (5.182)
{wgi} = {mgi a’(f,: m;f“;}f. (5.183)

Evaluind expresiile (5.175) si (5.176) la alte N pulsatii excitatoare
(f = N-+1,...,2N), rezulti

{{“”R (@) } [ [@+s,r] [Bues, r]} {{wm ]
— ' (5.184)
{“”I (E)N"'J')} [31\'4-1'. r) [A‘;:N-i-f, r) {y{‘:’:}

Eliminind matricea modald intre relatiile (5.180) si (5.184), rezultd

{{“JIR (af)}} [[Eﬂ’] [ﬁﬂ‘]
{ay, (@)} Byl [45]

unde matricele coloan# contin elemente care se misoard experimental.

(@x+s,r] [zngH’ r]J ! r‘xnﬂ (Ox+}

) ) } (5.185)
[E.N'-I-f,r] [A—-N-Ff. r]

{1 ! ((_'J'Nﬂ)}
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Ecuatia matriceald (5.185) contine 2¥ ecuatii algebrice neliniare
cu 2N necunoscute =, §i o, (r =1,..., N), care se pot rezolva printr-o
metodd de tip Newton-Raphson. Calculele se simplificd {inind cont de
relatiile dintre elementele matricelor pitrate din (5.185), care rezultd
direct din notatiile (5.177).

Dupi determinarea valorilor <, si w,, din relatia (5.180) se obtin
vectorii modali.

5.5. Indentificarea sistemelor puternic amortizate

La sisteme sau subsisteme puternic amortizate, la care nu se pot
distinge modurile de vibratfie, identificarea are drept prim scop deter-
minarea coeficientilor functiei de transfer, exprimatd sub forma wunui
raport de polinoame funciie de pulsatie.

Eecuatia diferentiald care descrie comportarea unui sistem liniar
oarecare poate fi pusid sub forma

(@ns" + Qa8 Ao H s + 1)y = (Pus™ 4 Ppy 8™t
| + P, s + Py) o,

unde x si y sint respectiv mirimile de intrare gi de iegire, ¢, §i P, sint
coeficienti constanti (invarianti in timp), s este operatorul —l-—v iar n > m.
di
Functia de transfer & sistemului (fransmitanta) se scrie

_ i P, s
Po+Pis+ ... +P, "+ P,s" /Do

1 - - . (5.186)
1‘#@18‘1‘.---4“@3—13 + Q. 1+2Qr3r
. r=1

H(s) =

Transmitanta izocrond, corespunzind regimului permanent armo-
nic, se deduce din relatia (5.186), inlocuind § = iw:

H(iw) = , A _ (5.187)
1 4 @i + @,(i0)2 4 ... + @, (iw)*

5.5.1. Metode de identificare directa

3.5.1,1. Metode amalitice

Dacé se separd partea reald si eox imaginard ale transmitangsi (5.137)
se poate serie
(1 — Q0® 4+ Qot ...} +-1(ho — @y0° 4 Qs° .. )

(5.188)
Priw) +iP; (o)

T Qr () + Qs (0)

= Re(w) + i T (o).
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Se pot stabili deci relatiile

R () Qr(w) — dm ()@ (o) = Pplw),
(5.189)

Re (@) @1 () + Hm (0) @r{w) = Pr(o).
La o anumitd pulsatie o, relatiile (5.189) se scrin
Re () (1 — Quu} + Quut. . ) — Tm (@) (@, — Qouf + Q. ..) =
= (P, — Py} + Pt...), (5.190)
Be (0) (Qroy — Qaeet + Qb . o) + Fmesy) (1 — Qpe} + Qqeof -..) =
= (Pyw; — P36} -+ Pgof...).

Eecunatiile (5.150) contin » necunoscute €, i (m-+1) necunoscute
P,, deci in total (n—+m-1) necunoscute. Pentru calculul coeficientilor
Q, si P, sint deci necesare (n-+m-+1)ecuatii. Acestea se obfin calculind

relatiile (5.190) la "ot 7;2' +1 valori diferite ale pulsatiei w,. Este nevoie

deci fie de diagramele componentelor vectoriale ale functiei de rédspuns
in frecventli H(iw), fie de perechi de valori ale componentelor Re (@) si
dm (@) misurate la w_—l;g;:i—_}. pulsatii excitatoare [112].
Dacé se dispune doar de o diagrami a modulului funcfiei H (iw),
atunei se determind coeficientii functiei
2 PE
| H (i)t = Hlio) H(— io) = L2{@) T Prlo)
Qi (0) + Qi (m)

R R Nl
1+ ¢+ ... + gao®™

care se evalueazd la (n+m-+1) valori ale pulsaticl o.
In ambele cazuri, gradul numitorului si numérdtorului trebuie
apreciate la inceputul calculelor, ceea ce corespunde unei prestructurdri

a modelului.

5.5.1.2. Metode grafice
Identificarea in domeniul frecvenfelor

O metodd de identificare in domeniul frecventelor, care nu nece-
sitd o apreciere prealabili a structurii sistemului studiat, a fost propusa
de Dudnikov [31].

fmpirtind numitorul si numéirdtorul expresiei (5.187) prin (iw)?,
se obtine

Pyliw)® + P, (io)t~* +. . . 4+ Pp_y(ie)"=1=* L P (ia)"=" (5.191)
(i)™ + @ (i)™ + ... + Quy (i) + Qs

H(iw)=
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expresie care se noteazfi H(iw) si se scrie sub forma

Hyio) = 4, 4 G,(ie) (5.192)

unde A, este o constanti.
Se considerd apoi funectia

H,(io) = —G"EITJ | (5.193)
1

care ge scrie sub forma
H(iw) = A, + By(in)™! 4+ Gy(iv) (5.194)

unde A, este o constanti.

Funetia Gy(ie) are un numirdtor de gradul (2—n) si un numitor
de gradul {1—=). Inversa ei, Hy(iw), se poate scrie

Hyfio) = ———— = 4, + Byfio)™! + Gyfio) (5.195)

Gy(io)

§1 aga mai departe.

Aceste operatii duc la reprezentarea transmitantei initiale (5.191)
sub forma unei fraetii continue

1

H(io)=A,+ . (5.196)

B(iw) 1+ 4
P Ny

1
T

Constantele A, B,, A,, By, ..., By_;, A, se determini in modul
urmator. Se separd partea reald gi partea imaginard a functiilor H,(iw):

Hy(iow) = Hop(w) + iH o),

H,(iw) = H p(e) + iHj(o),

Hy(iw) = Hun(w) + iH (o),

Facem s# tindd o spre zero. In acest caz |

| Hy(iw)| tinde asimptotic spre [ Hx(w)| si acesta din urmd, in vir-
tutea relatiei (5.192), spre {A,| = | P,|;
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| Hy(iw) | tinde asimptotic spre | H,{(w)| §i acesta din urmi, conform
relatiei (5.194), spre | B, (iw)™1];

FHy(io) — By(iw)™!] tinde asimptotic spre H x(w), adici spre |4,|;

|Hy(iw)| tinde spre | Hy(w)!, adicd spre | B(io)-1];

| Hy(iw) — By(iw)~1| tinde spre |Hya(w)|, adicii spre |A4,];

| Hu(ie)| tinde spre [H, (w)|, adicid spre | B,_,(ie)"1];

| Hp(iw) — By (iw)~!| tinde spre | H,z(w)]|, adicd spre | 4,].

Se incepe prin determinarea constantei 4,, a cirei valoare absolutd

este egald cu ordonata in origine a asimptotei spre care tinde curba func-
fiei | Hop(w)]| cind -0 (fig. 5.38). Apoi se formeazi functia

Hyio) = — 2 = 1 :
Giw)  H,(iw) — 4,

Se construleste, in coordonate logaritmice, un grafic al functiei
| Hyy(w)| §i se determind asimptota spre care tinde aceastd curbd cind
o ~> 0 (fig. (5.39). Asimptota are o pantd (—L1) iar ordonata in dreptul
abseisel w =1 este egald cu log | B,|. . )

Se construiegte in continuare graficul functiei | H;x(ew)| pe care
se determind |[4,|, Se calculeazd apoi funciia G,(iw) §i se construiese

lgl#i1h
. Hipfed]

Il _"yf

4t

41 T Il bm — —

Worgl lgiB} =~ —
jAﬂl o | f’&](w)l
r
_ oy
lga {w=1) loges
Fig. 5.38 Fig. 5.39

diagramele modulelor partii imaginare si a celei reale, H,(0) $i Hyg(w)
ale inversei sale Hy(iw), pe baza cérora se determiné valorile coeficientilor
| B;] si | 4,], 91 aga mai departe.

. . B . Bg- .
Semnele expresiilor Ay, i -—%» 4,, ...,1 L A se determini
()] W

din semnele péartilor imaginari si reald ale functiilor care au servit la deter-
minarea lor.

Sfirgitul calculului este mareat de faptul cé functia G,4, (iw) este
nuld. Odatd cunoscuti toti coeficientii, functia H (i) se scrie sub forma
(5.196). Dupd reducerea la acelasi numitor, se obfine expresia analiticd
cdutatd a transmitantei sistemului considerat.
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Identificarea in domeniul limpului

O metodd de identificare in domeniul timpului, larg raspinditi,
este metoda integrarii repetate {110, 1141}
Pe baza expresiel (5.186) se pot obtine urmétoarele relatii

Jo = lim H(s) = P,

5—0
J, — lim HW (s) — lim -[J, — H(s)] = — P, -~ J,Qy,
50 §=0 8

5=0

J, = lim HO(s) =lim - [J, — HO(s)] = P, + J1Q; — J @
S )

J, = lim HO(s) — lim - [J,_, — HEY (5)] =

§0 s-»0 8

=(=1y P, +dy @y — o2 Q2 + ... + (=1)"1 TG,

unde P, == 0 pentru r >m, P, = ¢, = 0 pentru r > n.

Cind r = m+n, existd (n+m-+1) ecuatii pentru calculul celor
(n+m-+1) necunoscute @y, ..., @n, Pgy ..., Pp.

Coeficientii J,, ..., J, se pot determina prin integrarea repetatd a
unei functii de rdspuns in timp & sistemulni, de exempluy, functia pondere
h(1).

Deoarece
4

lim H(s) = lim k{t), lim —H(s) = lims h(7)dr,
Q0

50 200 s=»0 8 i—+00

rezultd

Jo = lim H(s) — lim A(),

50 fer 00

J, = lim 2 [J, — H{s)] = lim S‘ [Jo—h{7)] dr.
H]

s—0 S fa00

Coeficientul J, este egal cu aria suprafetei hagurate din figura 5.40.
Daca se construiegte functia

hy(t) =S [T, — h(7)] d+
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atunci

J, = lim -;—[J1 _ H®(s)] = lim S’ [, — k()] dr,
0

50 t—co

deci J, este egal cu aria suprafetei hasurate din figura 5.41.
In general, coeficientii J, sint egali cu ariile suprafetelor cuprinse
intre curbele

mn=hhunmf (J1os —hya(r)] d=

]

A 7

Fig. 5.40 Fig. 5.41

si dreptele paralele la axa absciselor, de ecuatie

. _ 9(t) = Jpeyqy
conform relatiei

H

J, =lim 2 [J,_, = BV(s)} =lim { [J,-, — heey(7)1dm.
0

=0 g f Y-

Metoda di rezultate bune in cazul sistemelor cu n < 3.

O altd metodd de identificare in domeniul timpului este metoda
momentelor [4].

Functia (5.186) se poate dezvolta intr-o serie de forma

2 . 3
H(s) = he — M, +-i§'— M, — -23—; M, + ... (5.197)

unde

M, = Sw £ [hey — h(t)] dt
1]

este momentul de ordinul v al functiei [k — R(f)].
Inlocuind (5.197) in (5.186) se obtine

My, o, M
11 21

(hm———MUs—i— s3+...)(1 + Q.8+ Q8%+ ... FQhs®) =

=Py + Ps+ Pys® + ... + Pns™ (5.198)
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Egalind coeficientii termenilor de acelasi grad din cei doi membri
ai relaiei (5.198), se obtin cocficientii @, si P,. Astfel, pentru cazul
particular cind m =1 §i » = 3, rezulta [59]

[ e 0 0 0 1 (1] (Po]
M, Peo 0 0 Q, P,
1 4 b=
‘—"?Mz Ml —‘MU hoo Qa 0

1 1
— M ——M M, —M 0 0
i P 3 9 2 1 0-

Dezavantajul metodei constd in necesitatea alegerii apriori a valo-
rilor m i n.

5.5.2. Metode de identificare cu compensarea erorilor
Dacd datele méisurate se exprimi printr-o functie H%iw), atunei
eroarea la pulsatia o, este
.P (i(!)_f) .
Q(icoy)

Inmul}ind cu @(iw,) se obtine eroarea ponderatd in punctul f

g, = glio,) = Hw,) — H{iw,) = Hiw,) —

&) = g, Qin,) = Qlia,) Hiw,) — P(ie,). (5.199)

Coeficientii polinoamelor din expresia (5.186) se pot determina

rezolvind sistemul de ecuatii algebrice la care se ajunge wminimizind
o _

BumMAa \ le; |2 pentru f = N, puncte determinate experimental [69].

f=1

Sanathanan si Koerner [107]au ardtat cé, dac# domeniul de frecvente
pe care se determind functia de transfer acoperé mai multe decade, matricea
care intervine in calcule este Tdu conditionatd si, in special la frecvente
joase, aproximatia este proasti.

Ei propun o metodd iterativil care elimind ponderarea de mai sus.
Ecuatia (5.199) se modificd, scriind

o — Qe  H(ie)Qw), — Pl (5.200)

Q(iws)L— Q(1ws)r-1

unde indicele L corespunde treptei de iterafie.
Se calculeazi

| &) |8 == | Hiw )@ im, ), — Plioy), | = |&f [2W (5.201)

| Qiws)p-1 [
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unde

W = ! . (5.202)
i Q(imf)r.—l |2
Se formeazi suma
Ny
E=Y [ = Z |2 2W . (5.203)
f=1

Se deriveazi (5.203) in raport cu fiecare din coeficientii polinomiali
8i se egaleazd derivatele cu zero. Rezultd o ccuatie matriceald de forma

V, 0 —V, o V,... T,8, -1, —8...]1 (P, 8,
0 Vz 0 _V4 0 e —"*Sz Ta JSF,_I —Tsn.. P]_ Tl
V, 0 —V, 0 Ve... Ty8, —Ty, —8...| |P, S,
0V, 0 —Vy 0 ... =8, Ty 8¢ —Tq...| |P; T,
.111 _}éiz _.T3 .84 I‘T5 U:2 (.) _-U.4 0 L dQ-I r=4 (‘) [
S, T, —8, —T. 8, o U, o Us...| |@, U,
T —S4 —T5 Sﬁ T7 U4 0 '_“UG O a2 Qs 0
S4 T5 —""SG “'_T? SS 0 UG . 0 Us - . n Q4 U4
{5.204)
unde
‘\?' Ny
V, = E i Wi, Sy == Z w; Hy (er) W,
= =1
Ny Ny -
Z HY(wp )Wy U, = Y m}{Hgtz(mf) + HP? (0} Wy,
=1 F=1
in care

Y (o)) 4 iBY ;) = H%ie,)

iar N, este numirnl total de pulsatii la care s-au cfectuat mésuriri.

La inceput se alege W, — 1. Se calculeazd V,, T,, 8, U,, s din
(5.204) matricea coeficientilor P, si .. Coeficientii §),, determinati in ite-
ratia (L — 1), sint folositi pentru caleulul lui Q{iw,;) -y, apoi din (5.202)
rezultd W, pentru iteratia urmétoare.

In cartea lui Viach [123] se enumerd o serie de programe ce pot fi
folosite pentru reprezentarea functiilor de rdspuns in frecven{d prin serii
de functii ortogonale, folosind polincame Jaecobi, Legendre, Cebisev,
Laguerre sau Hermite.

De asemenea, se poate ardta cid expresiile (5.5), (3.66) si (3.186)
sint forme particulare ale relatiei (5.187). Pe aceastd observatie se bazeaza
o metodd de identificare utilizatd de R. Dat *# pentru sisteme cu amorti-
zare neproportionald.

* Dar, R., Rech, Aérosp., 2, 99—108 (1973) sl 5, 301—306 (1973).
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CAPITOLUL 6

Identificarea sistemelor liniare folosind
excitatie armonicd in mai multe puncte

In cele ce urmeazi se prezinti metode de identificare in care se
foloseste excitatie cu forte armomnice aplicate simultan sau succesiv in
puncte diferite ale strueturii studiate. Desi aplicarea succesivd a unei
forte in mai multe puncte poate fi consideratd ,metodd de excitafie
intr-un singur punct”’, procedeele respective sint tratate in acest capitol
deoarece de obicei reprezintd eazuri particulare ale unor metode generale,
descrise in cadrul teoriei excitatiei simultane in mai multe puncte.

6.1. Principiul metodelor de excitatie simultani in mai multe puncte

Dupé cum s-a aritat in capitolul 5, aproape toate dificultatile ce
apar la analiza curbelor de rispuns in frecventd sint legate de faptul ca
rigpunsul dinamic al unei structuri are loe simultan in mai multe moduri
proprii de vibratie.

Eliminarea unuia sau a mai multor moduri ,,nedorite” se poate face
prin montarea adecvatdi a captorilor si vibratoarelor, de exemplu, in
dreptul nodurilor acestor moduri. Totusi, in multe cazuri, acest luecru
nu este suficient, fiind necesard izolarea completd a unui singur mod de
vibratie, deoarece aceasta faciliteazd determinarea parametrilor modali i a
formei modului respectiv.

in principiu, studinl réaspunsului in fiecare mod izolat se rezumé la
analiza raspunsului unui sistem cu un grad de libertate, metodele de iden-
tificare corespunzitoare fiind cele prezentate in capitolul 2.

Intereseazd deci, in primul rind, conditiile in care se poate realiza
excitarea unui mod propriu de vibratie {¥'} al sistemului conservativ
asociat structurii reale.

Se va considera cazul unui gistem discret, cu amortizare viscoasd
liniard, a cirui ecuatie de migcare are forma (3.26)

[M]{4} + [C}{q} + [K]{a} = {f} (6.1)
sau, exprimatd in functie de coordonatele modale, forma (3.29)

Iml{b} + [e]{P} + [K] i{p} = {F}. (6.2)
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Se pune problema determinfrii unei excitatii armonice, de pulsatie
o, care face ca sistemul si vibreze in modul principal {¥®} la pulsatia o,
in general diferitd de w,, deci care produce un rispuns de forma

1q} = piW"}ellei-9) (6.3)

unde ¢ indicd defazajul raspunsului in urma excitatiei, iar p este un factor
de amplitudine.
Pentru simplificarea expunerii, in continuare se va considera

p=1 s se va ciuta excitatia {f} = {f} el{®+¢) care produce un rdg-
puns de forma
{g} = {¥} et - (6.3, a)

Conform relatiilor (3.16, a) si (6.3, a), trebuie ca
_ N ,
g =Y T} p = (¥} e,
r=1
deci pentru izolarea modului r este neecesar ca in ecuatia {6.2) si se
inlocuiascé _ '
{P} = {I}r et (6.4)
unde {I}, este coloana r a matricei unitate [I], si in acelagi timp
S = {F} e Hotee, (6.5)

Inlocuind (6.4) si (6.5) in (6.2), simplificind cu e gi geparind
partile reald si imaginari, rezultd :

(k] — ? Pm) (I}, = {£7} cos o, (6.6)
wle}, = {F} sin ¢, (6.7)

unde {¢}, este coloana r a matricei amortiziirii modale {¢].
_ Folosind relatiile (3.6), (3.8), (3.10), (3.20) si (3.28), se mai poate
o (0 — ) [T [H]{TV} = [‘F]T{f’}a_ (6.8)
o [V]F [} = [PT{f"}, (6.9)

unde s-an pus in evidentd cele doud componente vectoriale ale excitatiei

{f} = {f + if'"} el (6.10)

Simplificind cu [¥']" se obtine
{f'} = (o — o) [M]{¥, (6.11)
i} = o[ O] {F"]. (6.12)
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Rezultd c¢d pentru a excita o structurd in unul din modurile prinei-
pale de vibratie ale sistemului conservativ asociat, distributia de forte
excitatoare trebuie si aibd forma

= +if"} et = [(0f — 0?) [M] + ie[CT{TV} . (6.13)

_ Componenta in fazi cu deplasarea, {f'}, este necesari pentru echi-
librarea fortelor elastice i de inertie, iar componenta defazatd cu 90°
inaintea deplasirii, {f'’}, este necesard pentru echilibrarea fortelor disipa-
tive,

Intre cele doui componente existd relatia

{f"} = ——— [CUM TS, (6.14)
Wy — @

deci raportul intre fortele de excitatie ,active” {f''} si cele ,reactive”
{f"} depinde de pulsatia excitatoare w. Aceasta face ca,in general, realizarea
practicii a unei distributii de forte de forma (6.13) s& fie deosebit de difi-
cild.

Se pune deci problema excitirii modurilor pure ale sistemului con-
servativ asociat folosind o distributie de forfe in fazd, de forma

{f} = {f} e (6.15)

A
unde {f} este un vector cu elemente reale.
Existd trei situatii distincte in care se pot excita moduri reale
welagice” de vibratie :

a) La sisteme cu amortizare neglijabild, orice mod propriu de vibratie
{¥®} poate fi excitat la orice pulsatie » dacd excitatia are forma (3.25),
reprezentind un mod principal de solicitare

(ft = {7} = [K — @2MJ{¥"} = (o — w?) [M]{¥¥}  (6.16)

gl dacd o # o,

b) La sisteme cu amortizare proporfionald se poate excita un
mod propriu {¥®} la orice pulsatie o folosind o excitatie de forma*

= {F" =]/(1; o)+ (2 =\ aagwe) (10

Wy 0,
unde
Cr = __ci'_ ’ ‘-052- = kr Pl (6.18)
2m, w, My

deei fortele {r’%"’} trebuie s4 fie proportionale cu fortele de inertie cores-
punzitoare deplasirilor modale.

* Pentrn simplificarea notatiei, vectorul excitatiei ajustate care produce un rdspuns
intr-un mod prepriu {‘I"(')} se va nota peste tot {F)}.
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Intr-adevir, daci matricea [¢] este diagonald, atuneci conform relatiet
(6.7) toate fortele modale trebuie s fie nule, cu exceptia fortei F,, céci
vectorul {¢}, contine doar elementul de pe linia r. Relatiile (6.6} 3i (6.7)

ge serin

w? A
k, (1 — —2—-) = F,cos o, (6.19)
Wy
o # .
2k, — =F, sin ¢, (6.20)
L0
dect
A 2 2 &
j l/(l — i’:’;) + (2tr @ ) (6.21)
W, L0
iar
2%, —
tg o = Or = tg o, (6.22)
w? :
1=

unde o, este defazajul caracteristic definit de relatia (3.98) daci se inlo-
cuiegte [H] = [0]. _
Prin definitie {F} = [V']" {f}, de unde rezultd

= [PIFL (6.23)
Din ecuatia (3.21) se obtine
[¥]77 = [M][ ¥ ]Tm]™?
eare inlocuitd in (6.23) conduce la
B = (P (6.24)

in cazul cind doar F. # 0, expresia (6,24) devine

{f} = [M}{Pe) Ti_ﬁ’ (6.25)

r

Tnlocuind (6.21) in (6.25) se obtine relatia (6.17), in care radicalul

este proportional cu modulul obstructante modale complexe.
Deci, in cazul amortizirii proportionale, excitatia necesard pentru

a produce un rispuns de forma
{g} = {¥0} elx—e (6.26)

unde ¢, este dat de relafia (6.22), este

{F} = V( 1— 3:)& + (%3)2 ot [M] (¥ e"""-. (6.27)

o ©,

202



Dacd se lucreazi la pulsatia de rezonantéd de fazd o = w,, atunci
o, == 90° iar excitatia necesard pentru a produce un rdspuns

9]

{g} = {¥0]} 7

[F0} = 25,03 [M]{¥0] eior, (6.29)

Din ecuatia (6.27) rezultd cd rapoartele for{elor aplicate in diferite
puncte ale structurii nu depind de pulsatia o, filnd egale cu rapoartele
fortelor (6.29) necesare pentru a excita modurile proprii { ¥} la rezonanta
de fazd corespunzitoare. Dacd [M] = [ M ], se stabilegte relatia

M¥FP o MYl MY el
~~

1

Y i{lFrr]}eimrt (6.28)
este

~ - - -~ - -
7 T 79
unde M, este masa din punctul j.
La aceastd concluzie se poate ajunge si direct. Condifia necesar
§i suficientd ca toate fortele modale s& fie nule, cu exceptia fortei F,,
este ca vectorul {(F"} si fie proportional cu vectorul [M]{¥"} deoarece, -
in virtutea relatiilor de ortogonalitate (3.6), vectorul [V [*{(F"}, propor-
tional cu [V]F[M]{¥"}, contine doar termenul de rang 7.
¢) Lu sisteme cu amorlizare meproportionald un mod proprin de
vibratie {4} poate fi excitat cu un grup de forte echifazice numai la
pulsatia de rezonanti de fazi w,, dacd excitatia are forma

(6.30)

1= 17" — o, [01{%¥]. (6.31)

Expresia (6.31) rezultd din (3.95) pentru [H] = [0], deoarece la
© = o,, defazajul caracteristic este ¢, = 90° iar modul de distorsiune
10"} este identic cu modul propriu {¥®},

Prin inmultire la stinga cu [V, relatia (6.31) devine

[(PT{FO} = o, [FFO]{¥0} = w{c}. (6.32)

Prin urmare, pentru izolarea unui mod propriu, fortele modale trebuie
sd fie proporfionale cu coloana coeficientilor de amortizare modali, de acelasi
rang ca cel al modului considerat.

Pentru o = w,, relatiile (6.11) si (6.12) devin

if = {0} '} = o [CT{¥"}, (6.33)

pe baza cdrora se demonstreazi urmitoarea teoremi : Condifia necesard
§i suficientd ca vibratia s& aibd loc intr-un mod propriu {¥®} este ca rds-
punsul $d fie in cvadraturd cu forjele ewcitatoare echifazice.

6.2. Metoda rezonantei de fazi

Metoda rezonantei de fazi se bazeaz# pe relatia (6.31) si pe obser-
vatiile de la punctul ¢) din paragraful 6.1. Pentru structuri liniare, cu
amortizare viscoas#, avind matricea [C] simetricd gi definitd pozitiv,
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distributia de forte (6.33) permite izolarea unui mod propriu {¥®} la
pulsatia rezonantei de fazd corespunzitoare c,.

Dupi determinarea aproximativd a tuturor pulsatiilor de rezonantd
o, din domeniul de pulsatii de interes, operatia cea mai djificild consta in
izolarea fiecirui mod, prin alegerea excitatiel corespunzatoare.

6.2.1. Ajustarea fortelor excitatoare

O structurd reald continuid poate fi solicitatd intr-un numir limitat
de puncte accesibile, numéirul vibratoarelor ce se pot folosi simultan
fiind si mai redus. '

Conditia ideald, ca in toate punctele strueturii sistemul de forte
echifazice (sau defazate cu 180°) si producd viteze in fazd cu fortele, nu
poate fi realizati decit cu o anumitd aproximatie. Rezonanta de fazd
»completd’” s-ar obtine atunci cind matricea coloand a vitezelor de ras-
puns, in evadraturd cu fortele, ar fi nuli. In practicd, aceastd conditie
este inlocuitd cu cea a minimizdrii unui scalar, funcyie de vitezele in cva-
draturd cu fortele, misurate in diferite puncte ale structurii.

6.2.1.1. Mefode pur experimentale

Prima metodd de ajustare experimentald a fortelor excitatoare,
in vederea izoldrii unui mod propriu pur, a fost propusd in 1950 de Lewis
si Wrisley [70]. In principiu, metoda este un procedeu iterativ pentru
obtinerea distributiei de forte (6.33).

Echipamentul folosit contine 24 vibratoare electromagnetice cu
comand} independentd si 24 accelerometre montate in punctele de soli-
citare a structurii. Vibratoarele sint actionate in fazd (sau defazate cu
180°) de la o sursi de tensiune de frecvent{d variabilid.

La inceput se face o impdrfire a masei totale a structurii in mai
multe mase concentrate, apreciind arbitrar masa M; ce poate fi conside-
ratd in punectul j. Bchipamentul permite obtinerea unui semnal propor-
tional cu raportul intre forta produsd de fiecare vibrator §i masa M,
atasatd in punctul respectiv. Acest semnal, impreunii cu semnalul dat de
accelerometrul plasat in punctul j, integrat in prealabil, sint aplicate pe
plicile de deflectie (verticald si orizontala) ale unui oseciloscop, mésurindu-se
astfel raportul amplitudinilor i defazajul celor dou# semnale (prin metoda
elipset).

Excitind structura cu un singur vibrator, se baleieazd frecventa
excitatoare pind la realizarea rezonantei locale de fazi. Apoi se activeazd
pe rind si celelalte vibratoare, la aceeasi frecventd, reglind insé nivelul
fieciivei forte pini la realizarea conditiei ca rapoartele dintre forta excita-
toare gi masa aferentd punctului — pe de o parte gi viteza — pe de alti
parte, si fie aceleasi in toate punctele de excitare,conditie similard cu
(6.30). O descriere aminuntiti a aparaturii §i a modului de lucru se ga-
seybe in lucrarea [70] si in cap. 13 al efirfii lui Bisplinghaff [15].

Un echipament care permite ajustarea aufomatd a fortelor excita-
toare pentrn izolarea unui mod pur a fost prezentat de Hawkins [51].
Aparatura modernd, folositd pentru excitatia simultand in mai multe
puncte, confine circuite de servocontrol pentru mentinerea conditiei de
rezonantd de fazi (defazaj nul intre forte gi viteze). Unul dintre circuitele
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de reactie controleazd frecventa excitatoare a tuturor vibratoarelor, celelalte
controleazd doar amplitudinea fortelor [63].
Aplicarea metodei este limitatd la structuri cu amortizare propor-

tionald, la care vectorul {f} este proportional cu [M}{¥"}.

Bishop si Gladwell [13] au propus un proeceden de testare a vala-
bilitatii acestei ipoteze. Se excitd un mod pur la pulsaiia de rezonantd
de fazid, utilizind metoda Iui Lewis si Wrisley. Apoi, mentinind constant
raportul forfelor aplicate in diferite puncte, se modifici frecventa. Daci
amortizarea este proporfionald gi distributia de forte este ajustatd corect,
atunci vibratia continud si aibd loc intr-un mod propriu, adici punctele
se miged in fazd gi deplasirile sint defazate cu 90° fatd de forte.

6.2.1.2. Metode semi-experimentaie

Pentru a evita aproximatiile inerente metodei iterative a Iui Lewis
$i Wrisley, Traill-Nash [117, 118] a propus o metods care, pe baza unor
rezultate experimentale determinate pe structura incercatd, permite
fie caleulul distributiei de forte care produce rdspuns intr-un mod propriu
neamortizat de vibratie, fie ajustarea sistematicd a fortelor folosind o
metodd de relaxare in vederea izoldrii modurilor pure. Procedeul este
general, putind fi aplicat la structuri cu amortizare neproportionali.
_ Se foloseste un echipament care con{ine vibratoare electromagnetice

§i captori pentru masurarea deplasirilor in fazd cu excitatia.

La inceput, utilizind execitatia intr-un singur punct, se determing
pulsatiile proprii o, ale modurilor de vibratie studiate, folosind (de exem-
plu) metoda Kennedy-Pancu [61]). Apoi, dacd sistemul are N grade de
libertate, se aplici N distributii de forte in faz#, liniar independente, la
fiecare pulsatie proprie o, '

{f}, sin w1, {flasinet, . . ., {flysin ot (6.34)

§1 8e méisoard componentele deplasirilor in fazd cu forfele

{gg}; sin o,f, {qr}, 8in 0,1, ..., {qr}y sin o, (6.35)
Pe baza acestor date determinate experimental, se calculeazi apoi
o combinafie liniard a distributiilor de forte (6.34)
A N A
=31 ift (6.36)
§=1

in care constantele reale v, sint astfel alese incit rispunsul in fazi respec-
tiv &4 fie nul, deci

02} = 3 1 {ga), = {0}, (6.37)

§a=1

Conform relatiei (3.119), orice distributie de forte in fazi poate fi
exprimatd ca o combinatie liniard de moduri fortate de solicitare

A N A
{ft ={fi s ot = ( ¥ {(;m})sin ot, (6.38)
r=1
unde 2, sint constante reale, date de relatia (3.121).
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Rispunsul corespunzitor este dat de relatia (3.120)
N
(g} = 3, MOV} sin (0t — o). (6.39)
r=1
Componenta rispunsului in faz# cu exeitatia este
N
{qa} sin of = ( ¥ 2, cos rp,{@')}]sin o. (6.40)
r=1

Conditia (6.37) se realizeazi dacé
7\1=12:...:7\rn1=7\r+1:-.-=}\N—_—-0§i0)=(0,. (6-41)

Dar daci © = o,, atunei p, = 90° gi {®"} = {¥] jar din relatia
(6.39) rezulta
{g} = — XL{¥"} cos wl, (6.42)

deci un mod propriu {¥®} este izolat la pulsatia «,.

De notat ci in distributiile (6.34) se poate folosi cite o singurad fortd,
aplicatd de fiecare datd in alt punct, deci problema practicid se reduce
la, misurarea rispunsului in cazul excitatiei intr-un singur punct. Pentru
aceasta trebuie cunoscnt exact numarul gradelor de libertate ale structurii
studiate g§i gisite tot atitea puncte de solicitare, ceea ce reprezintd un
dezavanta) esential al metodei. De asemenea, dacid pulsatia excitatoare
nu coincide exact cu o pulsatie proprie w,, atunei sistemul (6.37) nu are
solutie. '

In lucrarea [117] Traill-Nash introduce nofiunea de ,,numir efec-
tiv de grade de libertate’ al unei structuri continue gi indicd numirul de
captori §i vibratoare necesar pentru o misurare eficientd, numir care in
general diferd in inecercirile pentru izolarea diferitelor moduri proprii.

Pentru a evita erorile legate de aprecierea gresitd a numarului gra-
delor de libertate N, Asher [2] a propus o alti metodd, care combing
méisuririle cu calcule, avind principial aceeasi bazi analitics.

In loc si rezolve sistemul (6.37) pentru a gisi distributia corectd
de forte, Asher il folosegste pentrn determinarea pulsatiilor proprii ale sis-
temului. Conform relatiei (3.140) acestea sint solutii ale ecuatiei

det [gr] =0, (6.43)
unde

[4r] = [z} {98}2 - .- {9n}n] (6.44)

este matricea componenteior reale ale raspunsurilor, produse de N dis-
tributii de forte avind o matrice patratd de forma

[Fl= [ {fla - {fIx] (6.45)
Intrucit matricele (6.44) si (6.45) satisfac o relatie de forma
[2r] = [2] Lf] (6.46)
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unde [«.] este matricea componentelor reale ale receptantelor, ecuatia
(6.43) este echivalenti eu '

det [ax] = O, (6.47)

deoarece fortele (6.45) trebuie s fie liniar independente, deci det[f] # 0.

Metodologia propnsi de Asher este urmitoarea: La incep}l§ se
foloseste un singur vibrator gi un captor pentru misurarea deplasirilor.
Se face un baleiaj de frecventd pornind de la pulsatii foarte joase. Valoares
la care partea reald a receptantei unice isi modifici semnul di o prim¥
evaluare a primei pulsatii proprii.

Se adaugi apoi ined un vibrator si un captor, astfel ci se pot mésura
patru receptante, iar baleiajul se repetd pe domeniul de pulsatii care cu-
prinde prima valoare misurati. Se reprezintd grafie (fig. 6.1) variatia
cu pulsatia a determinantului pirtii reale
a matricei receptantelor. Primul ,,zero’ d3
0 estimare mai corectd a primel pulsatii  df,7h
proprii, iar al doilea ,,zero” di o valoare
aproximativd a celei de a doua pulsatii

proprii. \ /
Se adaugd un al treilea vibrator si P _ Y
al treilea captor, misurind 3 X 3 = 9 @ Wz i

receptante, corectind primele doud pulsatii
proprii §i estimind-o pe a treia. Procesul
continud pe tot domeniul pulsatiilor de
interes, putindu-se astfel determina siste-
matic numirul vibratoarelor necesare Fig. 6.1

pentru excitarea wunui sistem ale ecirui

caracteristici dinamice (deci grade de libertate de interes) nu se cunose
apriori.

Dupéd stabilirea numdrului gradelor de libertate semnificative si
determinarea precisi a pulsatiilor de rezonantd, se poate reveni la ecua-
tiile (6.36) si (6.37), pentru determinarea distributiei forfelor capabile s
excite un mod pur. '

O variantd a metodei Iui Asher este expusd in lucrarea [13], {ir3 a
fi sustinutd de o aplicare experimentals, iar o generalizare—in lucrarea [1].

O metodd imbunitititi de ajustare a fortelor excitatoare a fost
propusd de Clerc [24, 25].

Metoda se bazeazi pe un echipament care confine vibratoare elee-
trodinamice si captori de viteze. Ea constd in calcularea unei distributii
de forte de forma (6.36)

=11 (6.48)

{v} = {vive --- Yui*

se determindi din conditia de minimizare a coloanei componentelor in
cvadraturd ale vitezei in diferite puncte 19:}, considerati ca rispuns
parazit.
Pentru aceasta, se defineste un scalar rezidual relativ
N

unde vectorul

e = g Todidd =S§‘,\%(f!3), (6.49)
{7 U :
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unde [o,] este o matrice de ponderare arbitrari si se determini vectorul
{y} pentru care ¢ are o valoare minim3. Prezentares in detaliu a metodei
depageste cadrul acestei lueriri.

O metodd larg utilizatd in prezent, cu posibilititi de semiantomati-
zare, a fost propusi de Deck [29]. Se folosesc captori de viteze iar cu aju-
torul unui calculator analogic se caluleazi direct cantitatea pozitivi

Mo, LA
_Z IQIJI E |q, 811 85‘

F = I S . , (6.50)
Sldsl % I,co86,

: =1 i=1

unde | ¢, i | ¢;,| sint valorile absolute ale componentelor realfi si ima-

ginara ale vitezei in punctul j, jar 0, este defazajul intre fortd si vitezi.
Sumele se efectueazdi pentru un numiir de captori M, mai mare decit
numirul de vibratoare N.

Cantitatea &, care poate fi consideratd drept un defazaj global mediu,

este functie de pulsatia o si de amplitudinea f; a fortelor excitatoare, avind
o valoare minim# in eazul distributiei optime a acestora.

Evolutia lui £ in timpul ajustdrii fortelor a trei vibratoare, pentru
excitarea unui mod de vibratie pur, este ilustratd in figura 6.25.

Z
O
wl
fot £ | £ G| A |
fried, | B |5 @) A
rrgafy | s || & ***- .
B0 W7 a2 Med Dishibufi
ds forte
a b
Fig. 6.2

Incercarea incepe cu o distributie arbitrars de forte fi, f2, fs. Se face
un baleiaj de pulsatie in jurul valorii w, (determinats aproximativ in pre-
alabil) §i sealege v’ — valoarea corespunzitoare minimului functiei £(w)—
punctul ) inAﬁgura 6.2b. Apoi mentinind o' = const. se ajusteazs amplitu-

dinea forfei f, pin& se stabileste valoarea f{’la care § este minim (punctul Q).
Variind din nou pulsatia excitatoare, se obtine valoarea '’ pentru care

£ este minim (punctul @). Procedeul continui, modificind forta fg i sta-
bilind valoarea f;' (punctul @) si o noud pulsatie '’ (punctul 5)) pentru
care § este minim. Apoi se modifich f;, stabilind amplitudinea f;’, (punctul

®) si pulsatia 'V (punctul@). Pe masuri ce se ajusteazs fiecare fortd f, si
se regleazd corespunzitor pulsatia o, valoarea Iui £ scade, obtinindu-se
excitatia optimd (ultima coloand in fig. 6.2a)
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Baza analiticd §i demonstratia convergentei metodei sint prezen-
tate in lucrarea [29]). O metoda similard, bazatd pe minimizarea cantitatii
pozitive

M A
=¥ | g, sin 6]
=1

i

a fost propusd de Deck inlucrarea [30]. O metodid de ajustare iterativia
excitatiei, bazati pe metoda Iui Galerkin, este prezentatd in lucrarea [139].

6.2.1.3. Metoda ,,reinjectirii’’

O solutie interesantd pentru ajustarea fortelor de excitatie, care de
fapt adapteazd o structurd la o enumitd excitagie, a tost propusid de citre
de Vries [132, 133].

Dupd cum rezultd din relatia (6.30), in cazul amortizérii propori;m-
nale, repartitia fortelor excitatoare care asigurd izolarea unui mod nu
depinde de valoarea absolutd a amortizérii, fiind aceeagi ea si pentru
structura neamortizatia. Aceste forte echilibreazs fortele elastice si cele
masice la orice pulsatie w, in afara rezonantei de faz# « = «, unde nu este
posibil un regim stajionar in absenta amortizirii.

A

Fie f; amplitudinea fortei excitatoare armonice si | ¢, valoarea abso-
lut# a vitezei de raspuns in punctul j (j = 1, 2,.. ., N). Se trageazi (f1g 6.3}

IQJ] f:

8
diferite pulsaiii w. Curbele fiecirei familii definesc cite o zoni in inter-
orul cireia se poate localiza un punect a cirui abscisd determind o valoare

f;

familii de curbe care dau variatia raportului in funectie de <= pentru

aproximadtivd a raportului =~ , definind o primé distributie a fortelor care

produc rispunsul intr-un mod pur.
Dacid curbele sint Loncurente, modul este perfect izolat, deoarece

pentru orice o rapoartele f—: produc acelasi rédspuns :
fl ajustat
gl A
Y \ / f
| ﬂ ¥in e - &
| ' \Ff') N*ifr) !
0] ¥ ¥ | wr
!
[

Ead *
(%) 7
Fo/ apustel I Fig. 6.3

In caz contrar, existenta zonei triunghiulare in figura 6.3 este o do-
vad4 a faptului eid amortizarea este neproportionald [6].

Termenii nediagonali ai matricei [¢] apar datoritd unei distributii
locale diferite a amortizdrii fatd de cea a maselor §i a constantelor elastice.
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Folosind circuite de reactie este posibild insumarea semnalului de
excitagie al fiecdrui vibrator cu un semnal proportional cu viteza intr-un
punct al structurii, deci addugarea la forta inifiald a unei componente
proportionale cu viteza, avind natura unei forte de amortizare viscoass.

Fortele modale suplimentare sint de forma

{F*} = [e*1{p}
deci ecuatia (6.2) devine _
bmd {p} + [e — ¢*] {9} + [kl {p} = {F}.

Pentru a avea amortizare proportionald, matricea [¢*] trebuie astfel
aleasd incit matricea [e — ¢*] si fie diagonald. In practicd, este suficient
s& se anuleze elementele nediagonale ale primei linii §i primei coloane ale
matricei [¢ — ¢*].

Adaptarea experimentald a structurii pentru a corespunde unui sistem
cu amortizare proportionaléd se face printr-un proces iterativ.

Folosind repartitia aproximativi de forte, calculatd cu ajutorul
curbelor din figura 6.2, se determini o pulsatie foarte apropiatd de cea
de rezonants de fazi, pe baza raspunsului unui captor de referin{a care
misoard viteza §,. Vitezele in celelalte puncte sint defazate fatd de g,
cu unghiuri 6,,. Variind amplificarea in circuitele de reactie {de reinjec-
tare) ale fiecirui vibrator, se determini valoarea cistigului pentru care
0,, = 0. La eapitul acestei operatii, vitezele in toate punctele sint in
fazd cu viteza in punctul de referinté 1, dar aceasta este defazatd fatd de
excitatie. Se modificd pulsatia excitatoare si se repetd reglajul amplifi-
cdrii in fiecare circuit de reactie, modificind astfel ,,amortizarea’ introdusa
local, pini la obtinerca conditiei de rezonantd de fazé.

In metodele moderne de excitatie in mai multe puncte, fie cd se
renunts 1a ajustarea fortelor [1], fie cd aceasta nu se face asa complet ca
la metoda clasicd [140].

6.2.2. Determinarea parametrilor modali

6.2.2.1. Metoda energiei introduse in sistem

Aceastd metod#, expusd in 1950 de citre G. de Vries [125], se ba-
zeazii pe misurarea luerului mecanic efectuat de fortele de excitatie (ajus-
tate) pe deplasdrile corespunzitoare unui mod propriu de vibratie, la
rezonanta de fazé.

Dacé o excitatie de forma

A

{f}y = {GF"} el (6.53)
produce réspunsul in cvadraturad
{gp = — ¥} e, (6.54)

inlocuind expresiile (6.53) gi (6.54) in ecuatiile de migcare (6.1), separind
apoi partea reald gi cea imaginard, rezultd

([K] — of[M]) {¥*"} = {0},

R (6.55)
() = ,[0] (T}
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In cazul amortizirii proportionale, folosind notatiile (6.18), relafia
(6.55) devine

(FO) = 202 [M] {0}, (6.56)

Inmultind la stinga cu {¥Y¥}7 gi tinind cont de notatia (3.8), se
obf;me A
PNT [ L
m, = A (6.57)
28,0

Deci masa modald m, se poate caleula cunoscind energia introdusi
in sistem ‘

N A
(T (GO} = ¥, WPED
i=1

§1 valoarea raportului de amortizare ¥,, determinat cu altd metodd (de
ex. in vibratii libere).

Dezavantajul principal al metodm constd in dependenta masei modale
m, de [,. La structuri reale, {, poate varia in timp, iar mieci erori relative
in calenlul lui Z, due la erori absolute mari in caleulul lui m,[7].

In cazul amortizdrii neproportionale, dacd se introduce matricea
- patrati

[(F1= [FY} (F) ... (F0) . (FW)D

din ecuatia (6.32) se obtine

[e] = [¥F[F :‘ (6.58)

/

‘de unde se caleuleazd coeficientii de amortizare modali.

6.2.2.2. Metoda maselor aditionale

Metoda maselor adigionale a fost propusd in 1952 de citre G. de
Vries [126] ca un proceden experimental pentru determinarea maselor
modale. Ea este de fapt o generalizare a metodei descrise in § 2.6.1.1.
pentru determinaren masel necunoscute a unui sistem cu un grad de
libertate.

Dupi ce se realizeazd excitarea unui mod pur {¥®} la pulsatia o,
cu un sistem de for{e ajustate {(Z"'}, in diferite puncte ale structurii (de
obicei chiar in dreptul punctelor de excitatie) se adaugd mase cunoscute
AM,. Prin aceasta, conditia de rezonantd nu mai este indepliniti. Pentru
restabilirea rezonantei de fazd, se modific pulsatia (eu Aew,) si amplitu-
dinea (eventual pozitia) fortelor excitatoare. Cunoscind {¥} si masurind
Aw, se poate calcula m,.

In varianta cea mai utilizatd a metodei, mascle adifionale AM, se
aleg astfel incit forma modului {¥®} 84 rimind practic neschimbatd [73].
_ Atagarca maselor AM, este echivalentd cu aplicarea unor forfe .de
inertie proportionale cu YIWAM,. Acestea se adaugd sistemului 11111,13;1 de
forje ajustate, care in cazul amortizarii proporjionale trebuie sa fie pro-
poriglona,le cu produscle Wi"M,.
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Pentru a nu excita alte forme proprii {¥®}, trebuie ca luerul meca-
nic efectuat pe un ciclu de vibratie de fortele rezultante s& fie nul

N
Y CEEO (M + AM) =0 (8#7)
s=1

conditie similard relatiilor de ortogonalitate (3.6) in cazul unei matrice
[M] diagonale. Deci, pentru ca forma modului propriu si se conserve,
trebuie ¢ca matricea maselor modale s& rdmind diagonala.

Conditia se realizeazd dacd masele aditionale AM; se aleg proportio-
nale cu masele M,. Aceastid alegere nu se poate face direct, deoarece nu se
cunoagte niei distribufia si nici valoarea acestora.

Aceeasi problemé a apiirut si la excitarea modurilor proprii de vibra-
tie, unde, teoretic, trebuia cunosecutd repartitia maselor pentru a aplica
in fiecare punct j forte proportionale cu Wi"M,. Practic s-a dovedit ins&
cd ajustarea fortelor se poate face prin tatondri, urmirind realizarea
criteriilor de fazé.

Existind o analogie directd intre cele dous probleme, se poate trage
urmitoarea concluzie : '

Dacd pentru un numdr dat de puncte de excitatie s-a determinat
repartijia optimi de forte (care di un defazaj minim intre diferitele puncte
ale structurii), cea mai buni repartitie a maselor aditionale, in numar egal
cu fortele, este cea in care masele sint proportionale cu forjele de excitatie
51 plasate in aceleagi puncte [126] '

AM, WP AM, TP AMYE
1 272 =, =Y (6.59)

A ~ -
F FY FP

De notat ¢ o exeitatie imperfectd produce o suprapunere de moduri
defazate intre éle, in timp ce prezenta termenilor nediagonali in matricea
maselor modale produce o deformare a formei proprii prin suprapunere

de moduri in fazé.
Prin ad#ngarea magelor aditionale, sistemul (6.1) devine

[M + AM1{§} + (C1{q} + [K]{g} = {f}. (6.60)
Dac# se impune ca forma modului de vibratie s réminé neschimbaté
(g} = —i {¥nyeier, (6.61)

unde o * este noua pulsatie de rezonanté, sub actiunea sistemului de forfe
Teajustate

{f} = {(%:(f}*} eimtt’ (6.62)
inlocnind expresiile {6.61) gi (6.62) in (6.60) rezultd
[0*[0] — {[K] — of*[M + AM)KYO} = (Fr%) (6.63)

212



Saﬂl A
(@*[C] — i[K — o} M]) {¥") = {F"*) — io*2[AM]{¥0}. (6.63,2)

Egalind _pﬁr‘l;ile reale si cele imaginare se obtine
WFC] (YO} = {F), (6.64)
([K] — X [M]) {¥1} = o} [AM]{T0}. (6.65)

Membrul drept al ecuatiei (6.65) reprezintd fortele de inertie cores-
punzitoare maselor atagate, fiind componente ale excitatiei in cvadra-

turd cu fortele {(F"*}. Deoarece in cazul amortiziirii proportionale, pe
baza relatiilor (6.18), expresia (6.64) devine

9L, [ M]{T0} = {Fo}, (6.66)

rezultanta celor doudl componente defazate cu 90° este proportionald cun
[M]{¥"}, ceea ce asigurd conservarea formei proprii {¥}.
fnmultind in relagia (6.65) la stinga cu {¥'}7 si folosind notatiile
{3.8) si (3.9) se obtine
k, — w}Pm, = op{FOT[AN] {0 (6.67)

Daci se noteaza
(PO TAM] ()} = Am,, (6.68)
atunei relatia (6.67) devine

E, — w¥m, = o*lm,. (6.69)

Considerind %, = constant, ceea ce implicd {VW}T[H] (Y0} =
const., deci {¥} = constant, pe baza relatiei (3.10) rezultd

=t (6.70)

Dacé matricea [M] este diagonald, atunci

N

Am, = § ViAM,, (6.71)

j=1

deci masele modale se calculeaz#d cu relatii de forma

§wpa
m, — =1 : (6.72)

Fa 2
I S |
(w‘,")
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Folosind notatia
wf = o, + Awy, (6.73)

pentru variatii mici Aw, ale pulsatiei de rezonanti, relatia (6.70) devine

Am, o o,
z Pt A ‘P'“')ZAM 6.74
Ao, 2 2A¢, J)_:'l d (6.74)

My

il

Masa modald (masa generalizatd) a modului propriu 7

N
m, = Y P21, (6.75)

F=1

depinde insd de factorul arbitrar care apare in expresia lui ¥ si care
este fixat abia dupd incercare, la prelucrarea datelor.

Din acest motiv, adesea se utilizeazi conceptul de masd echivalentd
care nu depmde de factorul de normalizare a vectorului modal si poate fi
determinatd in decursul incercérii [103].

Masa echivalentd in punctul 7 al structurii, pentru modul r, este acea
mas#d concentraté care deplasatd cu viteza punctulii I are aceeasi energie
cineticd ca gi intreaga strueturd cind ridspunde in modul considerat

Moy =~ - % M¥P2 (6.76)
I le["m A Jra *

Rezult# urmitoarea relagie intre masa modald si masele echivalente
in diverse puncte

mr == M&Ohl \F&!‘)z *Me hR‘P‘ r}2 — .Mechily( )2- (6-77)
Dup# atagarea magelor aditionale A M;, masa echivalentd variazid cu

1
P2

AM o, = E WiZA M. (6.78)

Conform relatiilor (6.72), (6.75) si (6.78)

(6.79)

Dacd se calculeazi AM.._.,;, pentru mai multe valori AM; si se repre-

2
- 1), se obtine o linie dreaptd (fig. 6.4)

zint¥ grafic in functie de (

OJ .
care trece prin origine. Din iaanta. acestei drepte rezultd Men; iar din
relatia (6.77) se calculeazd apoi m,.
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fn practicsi se observi ci pe misura cresterii valorilor maselor A M,
relatia (6.79) nu mai este liniard, astfel cd se recomanda limitare a aces-
tora la valori maxime AM; = 27, M,[126].

Aplicarea metodei fiind destul de greoaie, 5
necesitind multe operatii si in general o reajustare 22/}
a forfelor excitatoare dupd atagarea maselor(la %
structuri cu amortizare neproporyionala) [40}, a
fost inlocuitd cu o metodd care permite introdu-
ceres unor constante clastice aditionale realizate :
pe cale electricd [130]. arcty Mech

n lueridrile lui Gauzy [44] si Kappus [134]
se prezintd variante ale metodei maselor aditio-
nale, in care forma modului propriu nu se con- ey
servd dupd atagarea maselor la structurd. A Wech

Fig.6.4

6.2.2.3. Metoda [ﬁrtelor in cvadratura

Metoda fortelor in cvadraturi, propusd in 1963 de cdtre G. de Vries
[131], se bazeazd pe folosirea unor for{e reactive, in cvadraturd cu fortele
principale de excitatie, care la rezonantd au o actiune gimilara cu cea a
forfelor de inertie datorate maselor adijionale utilizate in metoda prece-

denté.
Daci in ecuatia (6.1) se pune conditia ca o excitatie de forma

A . &
{fy = A{GF} (L + ix) ey (6.80)
s% producd un raspuns

(g} = — 1 {P") eioft (6.81)
ge obtine

(¥ [0] — i [K — o M]) (¥7) = (1 -+ in) {F¥)}. (6.82)

Egalind pirfile reale §i cele imaginare din cei doi membri, rezultd
oF[C] (YO} = {7, (6.83)

(K — M1 (¥} = — {(FO}. (6.84)

fnmultind in relatia (6.84) la stinga cu {¥17 ge obtine, pe baza
notatiilor (3.8) si (3.9) '

k, — of*m, = —MTO{F0) (6.85)
gau, tinind cont de (3.10),
my(ed — o¥2) = — A [T {Fn), (6.86)

215



de unde rezultd o primi formuld pentru calculul magelor modale

MY GO
a wi — 2

(6.87)

Tn cazul amortizérii proportionale, dupd inmulfire la stinga cu
{(PERT relatia (6.83) se scrie

wle, = (¥ {F0) (6.88)
sat
28, wywim, ~ (YT {F. (6.89)
fmpirfind membru cu membru relatiile (6.86) si (6.89), rezultd
mr*z - (-’3%

=2 (6.90)
20w, v}

de unde se poate calcula raportul de amortizare modal

*2 2
= G o (6.91)
2A Wy w,
Relatia (6.90) se mai scrie
%13
()~ e
5 =2 © - ( G L ) (6.92)
2T, o 20\ o, ‘-‘3?
®,

Se calculeazd derivata
®2
dr» 1 (1+ o ) (6.93)

d(:):"‘_)“ 2¢, w?
ﬁ),-
Valoarea derivatei (6.93) pentru o, = @} este
,_qd_}:._ﬂ — 1 . (6.94)
o 4
d( ) o* T
[ E"_._g 1

fn vecindtatea pulsatiei o} = «,, dependenta ,,0% — A are forma

Ax 1
Ror = —C: . (6.95)
Oy
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Rezultd [45]

* AT* .
Crg__éi’;:__gj_, (6.96) EHT
o, * A T, A
unde s-a notat
T, = 2% 2 r g
@, af
Reprezentind grafic variatia perioadei

T} eu A (fig. 6.5) se obtine o ,,microcurbi de -
rezonantd’’, care intersecteazs axa T¥ in punctul g A

de ordonaté T,. Tangenta la curbé in acest punct
face cu orizontala un unghi 0, pe baza céruia Fig. 6.5
§- 5 calculeazd cu relatia '

_ tgh

& (6.97)

r

Din relatia (6.89) se poate caleula apoi m,, iar din relatia (3.10)
constanta k,.
Comparind relatiile (6.92) si (6.22), rezultid ca

) == — cotg o,, (6.98)

deci variatia parametrului ) cu pulsatia este similard cu variatia defaza-
jului in jurul rezonantei.
Relatia (6.83) se mai scrie

WP} = [C]L{F0). | (6.99)

F A
Deci dacd {(F"} = congt., viteza {§} = ¥ {¥} in toate punctele
gtructurii rimine constantd pentru orice valoare 2, deci pentru orice ¥.
Reciproe, dacd se mentine conditia de rezonanti de fazd in timpul
apliedrii fortelor in cvadraturi, printr-o modificare corespunzitoare a
pulsafiei excitatoare, invarianta vitezei constituie un criteriu de apreciere
a perfectiunii izoldrii modului. :

6.2.2.4, Metoda diagramelor polare

Impedanta modald complexd a unui mod izolat are expresia

Z, =c — i(- R _ m,,m) = m,m,[?ir — i ( O _i):l {6.100)

S w Oy

iar mobilitatea modald complexa

L (o)

77— 0 ,
M= Z;t = — = N (6.101)
(o)
L) o,
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In figura 6.6 s-au reprezentat in planul complex diagramele func-
tiilor M, si Z¥, unde Z¥ este conjugata complexii a functiei Z,.
Diagrama functiei Z} este o linie dreaptd, de ecuatie

\ 7
ey _
3 £ ()
) .
B =L, 1Y
] 2 r ,
= -Jﬁj’??ph_’j
¢ Uwp Twn /Lre;'-.;é
— .
Fig. 6.6 Fig. 6.7

B (Z}) = ¢, 20m,0,

care intersecteazd, axa reald in punctul de pulsatie c,.

- k
Punctul de pulsatie o, are ordonata [—— — m,w, |. Dreapta {A), care
. Wy
uneste originea cu acest punct, are o panti
k o ®
r_ Mo, r 1

tg @y — =9 __ @ (6.102)
cf ZCf

Diagrama functiei I, este un cerc, tangent in origine la axa imaginari.
Cercul intersecteazii axa reald in punctul de pulsatie o, §i dreapta (A) in
punctul de pulsatie ;.

Dacd se cunose pulsatiile «; ale mai multor puncte de pe cere, pulsa-
tia w, se determindl utilizind constructia graficd din figura 6.7 [7]. Se duce
o dreaptd (D) oarecare, paraleld cu axa imaginard. De la infersectia ei
0, cu axa Yealdi, in prelungirea acesteia, se traseazd o axd a pulsatiilor, pe
care se marcheazi punctele de abscise w;.

Se duc drepte care trec prin origine §i prin punctele marcate pe cerc,
pind intersecteazd dreapta (D), in punctele de ordonate o;. Se .construiesc
punctele @, de coordenate (w; o;) i se traseazd o dreaptd prin aceste
puncte, care intersecteazd axa o in punctul de abscisd «o,.

Misurind apoi un unghi ¢,, din relatia (6.102) se calculeazé raportul
de amortizare {,. Diametrul cercului este 1 , deci se poate caleula masa
modala o

¢
2%,
Metoda di rezultate bune doar pentrn structuri liniare. Neliniaritd- -

tile modified distributia parametrului « in lungul diagramelor, conducind
la evaludri eronate ale parametrilor modali [128].

m, =
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6.2.2.5. Metoda puterii complexe transmise structurii

Metoda puterii complexe a fost elaboratd in 1969 de Bonneau [17]
~ pentru determinarea parametrilor modali la structuri liniare cu amortizare
viscoassi neproportionald, descrisé de o matrice simetricd.

Puterea complex# transmisid unei strueturi are expresia

A A

) L XN o»ry 1 X .
@:2—{)‘} {Q}_';Z Q::?Z f{ m 1 1Q)- (6.103)

In regim armonic, pe baza transformirii (3.16), rezultd

)= [¥1{p) = 0[F]{}, (6.104)
deci

P =12 (i (Y1), (6.105)
Eenatia (6.2) se poate scrie sub forma

ife:le] + ifm] (0*[1] — Ti])]{P} = RAREE; (6.106)
gan x .
if@1{p} = (Y1 {f} (6.107)

unde s-a notat

(6] = «[e] -+ itm] (2 [I] — Fol]). (6.108)

Pentru a 1z0h modul propriu neamortizat r la pulsatia o,, folosind

forte reale in fazi { f}, trebuie satisfiicutd relatia (6.32).
Inlocu ind vectorul for{elor modale ajustate (6.32) in relatia (6.107),
rezultd

i3} = [617 ¥ (f} = [61 {c}, oy, (6.109)

unde {c}, este coloana r a matricei nediagonale a amortizirii modale [¢].
Datoritd simetriei matricei [¢], din relatia (6.32) rezulta

FYP¥] = [[FPETF = o6 = ofd, (6.110)

unde {¢}" este linia r a matricei [c].
Inlocnind expresiile (6.109) si (6.110) in (6.105), se obtine

P = ”’;”3 e} 161}, (6.111)

Deoarece intereseazd evaluarea puterii complexe

Plie) = Prle) + i(Prlo) (6.112)
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atunci cind se face un baleiaj de pulsatie in jurul valorii «,, pentru cal-
culul matricei [G]! se face o dezvoltare in serie in jurul pulsatiei v = .
Se noteazd

[Glo) = [G(e)] + [AG(s)] (6.113)

unde
E= 0 — (6.114)

Bi
[G(w)]t = [J ] (6.115)
Rezulta

[6(w)] = w,[c] + iTm(e2{I] — [ui), (6.116)
[AG(e)] = e[e] + ifm](2w,5 -+ <€), (6.117)

deci dezvoltarea in serie va avea forma [17]
[@17% = [J] — [JI[AGIJ] + [JHAGIJIAG)[J] — ... (6.118)

fnlocuind (6.118) in (6.111), tinind cont de urmitoarele egalititi ce
decurg din notatiile (6.112) — (6.117) :

[JHe}rwr = (L}

o, {c}7 [J] = {I}7,

I, =1,
[AGKI}, = {AG}, = e{e}, + i{T}, m, (20,8 + ),
{DF[AG] = {AG)T = e{e}] + im,(2a,e + )T},
{ITAGNI}, = AG,, = ec, + im, (20,8 + &%)

§i introducind notatia
crr

er =

2m,w,

se obtine urmitoarea expresie pentru dezvoltarea in serie Taylor a puterii
complexe [17]:

Pliw) =k [Lro, — i(e — o) — M (4mrmr*]rr - : )+
21 o,

+E’—§"”—')3(...)+ o] (6.119)

unde J,, = {I}F[JI}, este o cantitate complexa.
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Din relatiile (6.112) si (6.119) se obfjine
Prlewy) = Cereorkey, (6.120)

P o) == 0,

( d(pR ) e 0,
do w=t,

( dPs ) - T, (6.121)
de Joe=e,
2
( &Px ) = =4 m? 2 Re(d ), (6.122)
da? J o=o,
(dz@l) = m,w, — 4m? & In(J,). (6.123)
dw? Je=«

Experimental, se traseazd curbele (Pp(w) si Pw) in vecinitatea
rezonantei de fazdi (fig. 6.8) mentinind constante foriele excitatoare ajus-

tate.
Parametrii modali se caleuleazd cu urmitoarele relatii

k, = — (dfpx) =tg 0, (6124) &7}

; (6.125)

\
— @R(wr) \ |
Crr = ——m—rg"’ (6.126) N

23 k)
deci elementele diagonale ale matricei amor- £
tizarii modale se calculeazd din relatia N

\
2 .
Crp = —— Pp(e,). (6.127) Fig. 6.8
Wy

Natura extremumului functiei Px(w) depinde teoretic de semnul
cantititii &Ke(J,). Practic, acesta corespunde unui maxim al vitezelor
locale, fiind deci un maxim al puterii active L.

Metoda are o serie de avantaje care fac s& fie preferatd celor des-
crise anterior [7]. Valorile m, 3i ,, se obtin din relatii diferite. Coincidenta
absciselor punctului de maxim al functiei Pr{w) st zero-ului functiei Py(w)
reprezintd un criteriu de apreciere a puritd{ii modului analizat. Metoda
ge aplicdh eu bune rezultate la sisteme neliniare si atunci cind izolarea
modulai nn este perfecta.
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Alte metode de identificare a structurilor eu amortizare nepropor-
tionald sint prezentate in Iueririle lui Wittmeyer [{139] si [140].

6.3. Metode de excitatic consecutivd in mai multe puncte

Se prezinté citeva metode de identificare care folosese excitayia in
mai multe puncte, fiind insd considerate de obicei drept ,,metode de exci-
tatie intr-un punect’, deoarece se foloseste un singur vibrator care este
mutat suecesiv in diferite punecte ale structurii. Acesie metode se bazeazd
pe date misurate experimental, care sint prelucrate ulterior prin calcule
al cdror volum impune fologirea calculatoarelor numerice. Utilizarea lor
practicd a fost limitatd insd la modele simple, datoritd necesitdtii inver-
sarii unor matrice cu elemente determinate experimental si in general riu
conditionate numeric.

6.3.1. Metoda fortelor independente

Tn 1961 Traill-Nash [118] a propus o metods analitico-experimen-
tald de determinare a proprietitilor dinamice ale unui sistem liniar cu
amortizare neproportionald. Pentru prezentarea ei este utild o reformulare
a relatiilor prezentate in § 3.2.3., introducind matricea receptantelor com-
Pplexe (matricea coeficientilor de influen{id dinamici) [a«].

In regim armonic, relatia intre excitatie si rispuns (3.38) se poate
pune sub forma

@) = [} = [an + i) (6.128)

A A
Fie {f} = {(F} distributia de forte care determind un rispuns in care
deplasérile sint echifazice -
@ =@ e, (6.129)
unde ¢ este defazajul intre excitatie si riaspuns.
Inlocuind espresia (6.129) in {6.128), separind apoi partea reald si
cea imaginard, se obfine
A A
{4} cos o = [arl{(F}, (6.130)

Pl

— {g} sin ¢ = [a,]{(F]}. (6.131)

Inmultind relatia (6.130) cu sing, relatia (6.131) cu cos ¢ si adunind,
rezultd,

sing [xxl{(F} + cose [ }(F} = {0}, (6.132)
san

(ixxl tg 9 + [ D(F} = {0}. (6.133)
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Inmultind relatia (6.130) cu cos ¢, relatia (6.131) cu (— sin ¢) §i
adunind, rezulta

{3} = ([2s) 008 ¢ — [2,]sin @){F). (6.134)

Cind o = o,, atuneci cos ¢, == 0, iar ecuatiile (6.132) g1 (6.134} iaw
forma

[ ){(F)} = {0}, (6.135)

— [ F) = (-  (6.136)

Deci pulsatiile proprii o, se pot determina din relatia (6.135) ca
pulsatiile excitatoare la care determinantul pértii reale a matricei recep-
tantelor complexe se anuleazd det [oz] = 0, ceea ce corespunde metodet
Ini Asher [2].

Metoda lui Traill-Nash se bazeazd pe determinarea experimentali.
a elementelor matricei receptantelor complexe [a]. Fologind un singur
vibrator, montat succesiv in N puncte ale structurii, se miasoard de fiecare

datd rispunsul in cele N puncte. Fie ﬁ for{a care aplicatd in punctul I
produce raspunsul {gx(w)}; + i{q;(w)}:-
Se formeazi matricele pitrate

[gr(@)] = [{ga(w)h {gr(e)}s - - {ga(e)}r -« {ga(e)}y],  (6.137)

[g:(0)] = [{g@)h {g@)}s -« . {gde)} ... {g{@)ly] (6.138)

s
tf1 = diag [f,]. (6.139)

Se poate stabili relatia

[ga(e)] + ilg@)] = [an + i) O], (6.140)

deci se cunose elementele matricelor

[a(©)] = [ga(®) B = [ga(@)] | ' - (B.141)

—
i—'» L"‘s)l el
/7

f

lar()] = [gd@)] Il ** = (e ]‘ (6.142)

la, pulsatia exeitatoare «, determinate experlmental.

Ecuatia (6.133) reprezintd o problemd de ridicini latente ale
unui fascicol de matrice in care riddicinile latente sint tg . Prin rezol-
varea ecuatiei algebrice

det [tge [#a] + [2:]] = 0 (6.143)
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se determind N solufii tg ¢,, deci valoarea celor N defazaje caracteristice
¢, la pulsatia . Repetind mdisuridrile la diferite pulsatii excitatoare, se
fraseazi, apoi graficul variatiel defazajelor caracteristice cu pulsatia.
Abscisele punctelor in care curbele defazajelor caracteristice intersecteazi
orizontala de ordonatd ¢ = 90° determind pulsatiile proprii ale sistemului,

A

786" 4

90°

) J,rﬁs)+ 70

Fig. 6.9

in figura 6.9 a se prezinti alura acestor diagrame pentru doui
defazaje caracteristice.

Metoda a fost aplicatd la un sistem cu doud grade de libertate [119]
dovedindu-se mai precisd decit metoda Kennedy-Pancu [61] in cazul
existentei a doud moduri de vibratie cu pulsatii proprii foarte apropiate.

Tot analitic, pe baza ecuatiei (6.133), se calculeazd vectorii modu-

FaN
rilor fortate de solicitare {(F7}, iar din ecuatia (6.134) — vectorii modurilor
de distorsiune, care se pot reprezenta grafic sub forma unor curbe de
variatie cu pulsatia a deplasdrii normalizate din fiecare punct (fig. 6.9 b
§i ¢) si a fortei normalizate din fiecare punct (fig. 6.9 4 si e).

Forma modurilor de distorsiune la o pulsatie oarecare « se obtine
intersectind curbele deplasirilor normalizate cu dreapta de abscisd w.
in particular, forma modului propriu ,,clasic”’ de vibratie {¥'"} se deter-
mind prin ordonatele punctelor de intersectie a curbelor @y cu verticala
de abscisd w, (fig. 6.9 ¢).

Identificarea parametrilor lelGl ai sistemului se face pe baza ele-
mentelor matricei receptantelor complexe, masurate la doud pulsatii
excitatoare o, si w, diferite. Pentru aceasta, cste necesard mai intii inver-
sarea matricei receptantelor si caleculul matricei obstructantelor complexe

[B] = [Br] + i8] = [«]* (6.144)
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in care, conform relatiei (3.89),
[Br] = [H] — ?[M], (6.14;5)
(8] = «[C] 4+ [H]. (6.146)

Caleulind deei matricele (6.145) gi (6.146) la doud pulsatii &, si )y,
se obtine

) - {_Bn(ail] -_[SR(5bL], (6.147)
w; — Wy,

(K] = @ [Br (ail] “fﬁ[@ﬂ(ab)], (6.148)
wp — W

(0] = LB@a)] — [Brln)] (6.149)
©, — Oy

(H] = aawl(f’;bl] — E’b[ﬁﬂ(aﬂ‘)] . (6.150)
W, — Oy

In cazul cind existd doar amortizare histereticd [€] = [0] si [H] = [B,].
Dacad  exigtd doar amortizare viscoasd [H] = [0]si [C] = 1 (8]
Lot}

Nissim [83] recomandd s se calculeze mai intii matricele (6.147) —
(6.150) i apoi pulsatiile proprii w, §i modurile proprii de vibratie, aréitind
cd, deoarece defazajele caracteristice ¢, sint de obicei mieci, caleulul valo-
rilor w, cu metoda Traill-Nash poate duce la erori mari.

Pe de altd parte, inversiunea (6.144) poate introduce la rindul ei
erori mari in cazul cind matricea [«] este riu condifionati, astiel ed metoda
poate fi aplicatd ¢u bune rezultate doar la sistemele ¢ numér redus de
grade de libertate gi cu pulsatil proprii relativ apropiate.

Cottin i Dellinger [26] au propus o metodd de identificare bazats
pe teoria. modurilor complexe de vibrafie ale sistemelor cu amortizare
viscoasd (§3.2.4.1.).

Receptanta complexs directd in punctul de excitare I al unei struc-
turi ¢cu amortizare neproportionald este daté de expresia (3.186)

. N Sin Slrik
7, = )3( i %% ) (6.151)

i\l — 6, 1w — of

Se migoard aceastd receptantid la 2N pulsatii excitatoare si se gru-
peazd valorile obfinute in doufi matrice coloani

{EI} = {‘fn(al) (@) ... au(aﬂ)}!‘?
(6.152)

{au) = {@n(ont) @(Greg) - - v ay(egy)}”.
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Evaluind analitic aceste receptante pe baza relatiei (6.151) se oblin 2N
ecuatii, care se pot scrie condensat sub forma

{{il} } _ [ [N:] [@1] H{B} } . (6.153)
{on} [N1] (@]l {3}

In relatia (6.153) s-a notat

R R I € G N i o)

1 1 A [ 1 1
w, — o oy —oy iw, — of i, —o¥
V= R P Q=] Lo,
1 1 1 1
R — o %
ICX)N_" Gl l(‘ON—GN _I(.oN—Gl 1‘”1\?_0'1\'_
] 1 1 ] i 1
.— ' - -— . * — o *
Wyt — Oy 10y+1— Ox 1y 1+ Gy 1+ Gx
[NII] = . . $ [QII]:
1 1 1 1
— . . — . - - % P *
5 ey — & 1w,y On | | 10y ay lwyey — ON |

Sistemul (6.153) contine 2N eccuatfii avind N necunoscute o, si N
necunoscute 3j. '
Pentru rezolvarea numericd a sistemulvi (6.153) se recomandi serie-

rea lui sub forma
{{_Ot_l} } _ [ [¥y] [€:] ]{{3} } (6.154)
@yl Lror ovan e

unde * indied conjugata complexi. Folosirea vectorului {z#} in locul
conjugatuini {an} ducela omai buni condijionare a matricei pitrate din
relatia (6.154).

Caleulul celor ¥ necunoscute o, se face determinind zerourile functiei

F(o) = {8} — (3*}* = {0} (6.155)

unde {3*}* este conjugatul complex al lui {3*). Pentru aceasta se reco-
manda metoda iterativd a lui Krawezyk [65], cu ajutorul cireia se cal-
culeazi si valorile .

Dacd se normalizeazd coeficientii 3{P, alegind u, = 1 in relatia
(3.185), rezultd valorile ¢{". :

Repetind miasuririle pentrn toate punctele ! ale structurii, se pot
- determina vectorii modali {¢'"'}, apoi, pe baza relafiei (3.162), vectorii
{&"M}, deci matricea modald [E].
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Din relatia (3.161) se caleuleazi v,. Apoi, din (3.169) i (3.170) rezult
matricele [U] si [V ], deei matricea dinamicd, (3.156) iar din (3.150) ma-
tricele [C] si [K ], ducd se eunoaste [M].

6.3.2. Metoda supraincircirilor independente

O variantd a melodei for{elor mdepcndente a fost propusad in 1970
de Feix [34] si aplicatd practic de Ratjen si Mohlenkamp [99] pe un model
inlaborator.

Se considerd un sistem liniar, eu amortizare proporil()nald, cu nu-
mir redus de grade de libertate, excitat in regim armonic de o fortd ce
poate si nu fie cunoscuti.

Migcarea sistemului in regim armonic stationar este deserisii de
ecuatia (3.38)

— oM} 4 i6[0] + K)@ = (f) (6.156)

A
in care coloana {f} are un singur element.
in condli;ule mentinerii consﬁnte a excitatiel, alagarea unor mase
aditionale, a cdror matrice este {AM],, produce un vector ragpuns adi-
tional {A7},. Beuatia (6.156) devine

(—![M -+ AM] +io[0] + [EDF + Ag) = {f}.  (6.157)

Termenul din membrul sting datorit maselor aditionale poate fi
trecut in membrul drept, ca un vector aditional al excitatiei

(Af) = o [AMY{G 4 AG,). (6.158)
Rezulta

(—e[H] + i0lC] + (KNG + AG) = {f + AL} (6.159)
Seazind ecuatiile (6.151) i (6.154) membru cu membru, se obfine
(—e?[M] -+ io[0] + KIHAT), = (Af),. (6.160)
Pentru | =1,2,..., N distribufii de mase adifionale [AM],, alese
astfel incit sd rezulte N distributii de forte {Af}, liniar independente, se
pot forma matricele patrate

[AQ] = [{Ag}l {Aﬁ}z - {Aﬁ}; R {AE}N]) (6.161)
[Af] = [{Afh {(Af}e - {Af) - {AfIa] (6.162)

deci cele N ecuatii (6.160) se scrin sub formna
(— @[] } ie[C] + [EN[AT] = [Af]- (6.163)
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Ecuatia (6.163) se mai scrie

(8] [A7] = [Af] (6.164)
de unde se calculeazi

(6] = [Af)[A7]- (6.165)

Lvaluind matricea [B]la doud pulsatii o, si &, cu ajutorul relatiilor
(6.147) — (6.150) se calculeazd matricele sistemulni.

Cele doui pulsatii se aleg in vecindtatea unor pulsatii proprii ale sis-
temului gi in niei un caz mai mari decit pulsatia proprie wy.

Daci se cunoaste forta excitatoare, se pot folosi doar (¥ — 1) dis-
tributii de mase adifionale.

Ca gi metoda fortelor independente, metoda suprasarcinilor indepen-
dente este adecvati studiului dinamie in laborator al machetelor simple si
al modelelor cu parametri concentrati, cu numsir redus de grade de liber-
tate.

O imbunitifire a metodei precedente este prezentati in luerarea [35].
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CAPITOLUL 7

Identificarea sistemelor neliniare cu un grad
de libertate

Dacéd in incercarea la rezonani{d a structurilor mecanice se ating
amplitudini relativ mart de vibrafie, raspunsul prezintd particularitdtile
unui sistem cu caracteristicd elasticd sau de amortizare neliniare. Acest
fapt a fost semnalat incd din 1963 de cilre de Vries [131] care a ardtat ¢l
anomaliile ce apar in repartitia parametrului frecventd in lungul diagra.-
melor polare ale mobilitdtii, precum gi aplatisarea acestora, pot fi expli.
cate prin existenta unor neliniaritdti ale celor doué caracteristici ale sis
temului.

In general, se admite ¢i neliniarititile mici nu afecteazd prineipiile
de bazi asupra modurilor de vibratie si a suprapunerii lor liniare. In schimb,
determinarea frecventei de rezonan{d (mai corect — a ,,rezonantei’” prin-
cipale) si a parametrilor modali se loveste de dificultiti serioase, obignui-
tele criterii de localizare a rezonantei devenind inaplicabile.

Considerind doar sisteme eu frecvente proprii relativ depdrtate si
neliniaritéti ,,mici”, intr-o primf aproximatie se poate admite ¢i, in veci-
nitatea ,,rezonantelor’”, rdspunsul acestora poate fi descris de ecuatia de
migcare a gistemului cu un grad de libertate, cu amortizare histereticd (echi-
valenti) si caracteristic elasticét cubicd de forma

fAw) = K@ + pa®),
unde ¢ este un coeficient de neliniaritate. _

Pe baza analizei rdspunsului in frecvent{d al acestui tip de oscilator
neliniar, autorul a elaborat o serie de metode de identificare & parametrilor
dinamici ai sistemelor slab neliniare, aplicate cu succes la determinarea
proprietitilor dinamice ale unor materiale folosite la izolarea vibratiilor
[92, 94, 971

7.1. Metode bazate pe folosirea excitatiei armonice

7.1.1. Diagrama polari a rispunsului in frecventd

Ecuatia migedrii unui oscilator cu amortizare histereticd i caracte-

S
risticd elastici cubicd, supus actiunii unei forte armonice f(#) = f cos wi,
se poate scrie

mi + b+ (@ -+ pa®) = ] oos o, (7.1)

[

care poate fi consideratd o formid a ecuatiei lui Duffing cu amortizare.
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Inlocuind in ecuatia (7.1) o solutie aproximativd de forma

a(t) = 2, cos (et - o), (7.2)

A " . . - - - . ‘e -
unde #, este amplitudinea primei armonice a raspunsului, neglijind deci
armonicele de ordin superior si egalind coeficientii termenilor in cos wt
gi sin wf din ambii membri, rezultd

s 3 1
R R B (73)
@ =— arclg g : = arctyg ,_1{’__“1 (7.4)
32 7 — Y e e 2
Q 1 TV Tl

unde s-a notat

=1

o

‘ L "}2 A v
g:h, 0.2, w“:Vi’ “:’:.Uff:’ c;c:.,r;l_i_. (7.5)
I o m k*

n

De remarcat ¢ funcfia o definitd de (7.3) nu este propriu-zis o recep-
tan{d adimensionald, deoarece Z, nu este amplitudinea rispunsului (care
este periodic, dar nu sinusoidal). Datoritd aproximérii prin prima armo-
niedi, a devine o ,,functic de descriere’” a rispunsului, depinzind atit de

.3
cit §i de f, pentru ¢d nu existéd proportionalitate intre cauza si efect, ca la
sistemele liniare. Accasta face ca locul de transfer al sistemului neliniar
s nu mai fie o curbi gradatd in pulsatie, ¢i o familie de curbe, avind drept
.

parametru amplitudinea fortel f.
Dacil se conciderd o functie complexd adimensionald

d =ap -+ 18; = ¢« ¢o8 p -+ 1 a 8in @, (7.6)

cele doudh comnponente vectoriale au expresiile

dp

(1 n i va? — nﬂ) a, (7.7)

&,

= — ga, (7.8)

unde a este definit de relatia (7.3).
Bliminind ¢ si Q2 intre relatiile (7.3), (7.7) i (7.8) rezultd ecuatia
unui cere :

1 )2 1
do (o LY = 9)

care reprezintd locul geometric al extremititii vectorului & in planul com-
plex. Ecuatia (7.9) este identicd cu ecuatia (2.37) obtinuté pentru oscila-

torul Liniar (u = 0); deci, pentru aceléagl valori f/]’s; si ¢, diagramele polare
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vor avea aceeagi formi. In figura 7.1 se aratdi, pentru comparatie, diagra-
mele polare ale cantitdtii &, pentru g = 0,04, v=0 g¢i v = 10-4, , eradate”
cu valorile pulsatiei adimensionale . Se observi imediat diferenta in
distributia parametrului Q in lungul cercurilor si faptul ci, la sistemul
neliniar, raportul As/AQ nu mai are valoare maximi la ¢ = —90°, deci
criteriul Kennedy-Pancu nu mai poate fi aplicat.

Fig. 7.1

In figura 7.2 s-au reprezentat punctele semnificative ale celor doud
diagrame, gradate in pulsaiia . La sistemul liniar (fig. 7.2 ¢) punctul M
definegte pulsatia de rezonantd o, = Jkfm, iar punctele de semiputere
B i O definesc pulsatiile oy, == «,)/1 F ¢. La sisteme neliniare (fig. 7.2 b),
pulsatia punctulut de intersectie M al cercului cu semi-axa imaginari nega-
tiva este

T Vl + %% # o, (7.10)

Fig, 7.2

l1ar pulsajiile puncielor in care diametrul B, perpendicular pe OM, inter-
secteazd cercul, sint

3
w12 = mnvl T g+ g';‘{‘g' 7 Wy,2. (7.11)
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La sistemele cu caracteristicd elasticd ,,tare’ (fig. 7.2 h), p >0, dec
v >0, prif urmare o, > ®,, 01> 0, ws > 0, decl pulsatiile gint ,,depla-
sate’’ in lungul cercului in sens trigonometric.

La sistemele cu caracteristicd elasticid ,,moale”, <2 0, deci v << 0,
prin urmare o, << o, o] << 0, ©; <o, iar ,deplasarea’ pulsatiilor fatd de
sisgtemul] liniar se face in sens orar.

»1deplasarea pulsatillor” pe diagramele polare ale functiei adimen-
sionale complexe @ apare mai sugetiv dacd se traseazd mai multe diagrame
polare ale deplasarii, pentru diferite valori ale amplitudinii fortei pertur-
batoare.

Fig. 7.3

In figura 7.3, punctele in care pulsatia are aceeasi valoare s-au
unit prin linii intrerupte. La sistemele liniare (fig. 7.3 a), liniile de
pulsatie constantd sint drepte eoncurente in origine. La sistemele cu
caracteristicd elasticd ,tare’ (fig. 7.3 b), aceste linii se curbeazd spre
pulsatiile joase, iar la gistemele cu ecaracterisicd ,,moale” (fig. 7.3 ¢)
spre pulsatiile inalte. Prin urmare, trasarea experimentali a liniilor
de pulsatie constanti oferd un mijloc de determinare a tipului nealinia-
ritafil caracteristicii elastice.

Forma diagramelor polare dd indicatii asupra nealiniarititii
caracteristicii de amortizare. Daci acestea sint cercuri, amortizarea este
liniard. Frecarea coulombiani produee ovalizarea diagramelor polare in
directia semi-axei imaginare negative, iar frecarea propor{ionald cu pitra-
tul vitezei determini alungirea diagramei in directia paraleld cu axa reala,

7.1.2, Fenomene de sait
Dacid se traseazd diagramele polare ale deplasiirii &, — @5 + iz =

— 7, cos ¢ }- i, sin g pentrn diferite valori f/k (fig. 7.4), se observi ci
liniile de pulsatie constantd se curbeazd atit de mult, incit devin tan-
gente la cercurile de raspuns.

Locul geometric al punctelor de tangentd ale diagramelor polare cu
liniile de pulsatie constantd (desenat cu linie groasid) este o ,curbi
limit4", care separi domeniul regimurilor de vibratii stabile, de cel
al regimurilor instabile, fiind definitd de relatiile

A 9
@1+ Sk ][ 2wt g, (712
= aretg % (% wi? + % w2t — g2) . (7.13)
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Curba limitd X LY, trasatd pentru o anumitid valoare y, este sime-
tricd in raport cu dreapta ¢=—135° si tangentd la cercul cu centrul in

origine si razd 2, = Vg—g, reprezentind amplitudinea minimé& a depla-

sirii la care poate apare fenomennul de salt. Ea este tangentd in K la

A

diagrama polard de parametru L.

32¢°

93

- A 3

constantd Qg = |/1 +V3g. Rezulti ci pentru fore > RV?V%? $i
b

pulsatii > m,,Vl + /3 g, curba limitd intersecteazs cercurile rispunsului
gl curbele de pulsatie constanti, putind apare fenomenele de salt. Punctele
situate pe arcele de curbd delimitate de aceste intersectii definesc regimuri
instabile de vibratii.

Cu ajutorul diagramelor din figura 7.4 se pot explica cele doud
tipuri de discontinuitdti semnalate experimental, ce apar in wvariafia
amplitudinii §i fazei vibratiei armonice atunci cind se fac m#suriri en

baleiaj de frecventd (la f = const.} sau cind variazd amplitudinea forfei
perturbatoare (la « = const.). '

gi la curba de pulsatie

Daecd f — const. gi pulsatia « creste prdgresiv de la zero, atunei
punctul P, care definegte regimul de vibratie, parcurge cercul de rispuns
(fig. 7.5) in gens orar, amplitudinea §i faza variind progresiv pind in punctul

C, unde cercul f = const. este tangent la linia o' = const. La o crestere
ulterioard a pulsatiei, amplitudines si faza rispunsului au un salt la valo-
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rile corespunzitoare punctului D, in care linia &'’ = const. intersecteazd
cercul, dupi care variazd continuu, virful vectorului ¥, parcurgind arcul
de cerc DO.

Cind pulsatia scade continuu, virful vectorului &, parcurge cercul
in sens trigonometric de la O, spre D, pind in punctul E, punctul de tan-
gentd cu linia o’ = const. Urmeaz un salt pind in punctul ¥, unde linia
«' = const. intersecteazd cercul, dupd care tinde spre punctul N, de
pulsatie © = 0.

Aoy

i xR
N

A
F=ronst

p
w=ropst

o =canst

"ff
F
-
bt

Fig. 7.5 Fig. 7.6

Rezultd ¢ numai punctele de pe arcul CF definesc regimuri insta-
bile. Cele de pe arcele FC §i DE definese regimuri condifionat instabile.
In general, salturile nu se fac bruse. Amplitudinea si faza raspunsului
variazi cu o vitezd finitd (funcfie de amortizarea din sistem) in cadrul
unui regim tranzitoriu care face trecerea intre cele doud regimuri sta-
tionare limita. '

In figura 7.6 se poate urmiri fenomenul de salt care apare atunci
cind, mentinind o= const., amplitudinea fortei perturbatoare variazd
continun, Dacé f creste progresiv de la zero, extremitatea vectorului
rispunsului parcurge cPrb& » = const. de la 0, la V, pind in 8§, punctul
de tangentd cu cercul f”/ = const. La o cregtere ulterioar’ & forfei, ampli-
tudinea §i faza rispuns?lui au salturi la valorile corespunzitoare punc-

tului 7, in care cercul f'' = const. intersecteazid curba o = const., dups

care variazd continuu. La descregterea fortei f, virful vectorului #, parcurge
curba « = const. in seng contrar, prin 7' pinad in U, punctul de tangents
cu cereul ' = const. Urmeaz3 un salt pind in punctul V, situat pe acelasi
cerc, dupi care se tinde spre originea O.

Cunoagterea particularitdtilor fenomenelor de salt permite comple-
tarea diagramelor polare cu zonele conditionat instabile gi o explicare
corectd & unor anomalii aparente ee apar in timpul trasirii automate
& acestor diagrame.
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7.1.3. Identificarea parametrilor dinamici ai sistemului

Pentru determinarea parametrilor dinamici ai sistemului oscilant,

in lucrarea [92 ] autorul a propus urmitoarea metoda.

Se inregistreazd mai multe diagrame polare ale deplasirii magei
m pentru diferite valori f ale amplitudinii fortei perturbatoare (fig. 7.7),

pe care se determind punctele corespunzatoare
amplitudinii maxime a deplasirii. In cazul amor-
tizérii proportionale g§i a unei izoldri perfecte a
modului de vibratie studiat, acestea corespund
unui defazaj de —90°. Dacd diagramele pot fi
aproximate cu cercuri §i dacd se pot stabili
egalititile
f.f J(‘AH fArrt

(ﬁ:{r OM” OAM’” = vy

modelul amortizdrii histeretice este valabil.

Fie o; s1 o, pulsatiile corespunzitoare
punctelor M’ gi M, de amplitudine maximi a
raspunsului, pe douhzi diagrame ilire-gisl:rate pentru

Fig. 7.7

forte de excitatie f', respectiv f'' >f" (fig. 7.7). Pe baza relatiei (7.11)
rezultd ci diametrul B'C’, perpendicular pe OM’, intersecteazd cercul

f’ = const. in punctele de pulsatii

,  p—
0] = Wy /1—g+zp.032,

©; = W, /1—%—9—}—%51.66’?

Deoarece OB’ = O, se obtine

w2 — wi? = 2¢ vk,

de unde rezultd factorul de amortizare histeretici echivalenta

ws? — wy?
= T N
Dacd se noteazd
OM' — o 5i OM" = o,
relatia (7.10) se scrie

, 3
Wy = mﬁVIJ,——é—L—p.mﬂ,

s 3 . rs
Wy = mnV]- "F‘TWE!’ 2?

(7.14)
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de unde rezultid

ot — ( ; )2 !’
ol = “”:B /_ (7.15)
()
m?’
gi coeficientul de neliniaritate
s 7 (ﬁf)z
Oy
b= —r3 : (7.16)
i’z( ,’,) — &
0‘)1"

fnlocuind expresia (7.15) in relafia (7.14) se obtine factorul de
amortizare g. Panta caracteristicii elastice in origine este

=t L. (7.17)
g @ g o

Un exemplu de aplicare practici a acestei metode la determinarea
caracteristicilor dinamice ale spumelor poliuretanice este dat inluerarea[92].
fn cazul aparitiei fenomenelor de salt, gradarea in frecventi a dia-
gramelor polare este incompletd, uneori pulsatiile o, nu pot fi localizate

A
pe diagrame, fiind necesard micgorarea amplitudinii fortelor excitatoare f-

7.2. Metode bazate pe folosirea excitatiei armonice cu forte
in cvadratura

7.2.1. Diagramele polare ale rispunsului in frecventa

Henatia de migeare a unui oscilator cu amortizare histeretica si carac-
teristici elasticsi cubici, supus actiunii unei forte armonice avind o com-

ponentd de bazd f cos wt §1 0 componentd in cuadraturd Af cos ( ot + —;i),

se poate scrie sub forma

mi 4 lz—sc 4 T{w + pad) z?(cos wt — A sin wf) (7.18)
[V]

unde A este raportul amplitudinilor celor doud componente ale fortei,
celelalte notatii fiind aceleagi ca in capitolul 2 i § 7.1.
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Folosind metoda liniariziirii armonice, dacé se cautéd o solutie de
forma (7.2), neglijind armonicele de ordin superior, se obtine

2
11 Sy LR g (7.19)
&
- —s 7
1 —l,— Zyaz — 2
¢ = arctg ’ (7.20)
1+ 4 7

14 —z— va? — Q2

unde s-aun folosit notatille (7.5).
Functia complexd (7.6) are componentele

4y =2 (1 L A S )\g), (7.21)
14 a2 4
4 — — 2 [g—x(1+iya2—nﬂ)], . (7.22)
12 a2 4

unde @ = Jag + 4} este dat de relatia (7.19).
Eliminind « gi Q intre expresiile (7.21) si (7.22), se obtine ecuafia
unei familii de cereuri

A \2 1\ 14 22
-z = 7.23
(@R 2 ) + (66: + 2 ) Py ( )

care reprezintd locul geometrie al extremitétii vectorului & in planul com-
plex. Ecuatia (7.23) este identicd cu cea obtinutd pentru oscilatorul

liniar (2.112), deci, pentru aceleasi valori f/k, g i A diagramele polare vor
fi cercuri de acelagi diametru.

In figura 7.8 @ se prezintd dound cercuri (7.23) calculate pentru
g =004, v =10"% A =0 g respectiv A = 1. Pentru comparatie, in

i, % [l ) ks >
/ f
37 §
Z; 0,98 0,99 f 0,37
o A i) 0 -, 2 N098 ¥ 3&
; 36
a5
i ; 037 \, a7
7 |4 - 29
1,0 0,39 10 ad
05 4 - g=0,04
10 DA 1,04787 1,00 Hq¥=10 7=0 2
278\ ipt L0320 %
S0 INE A\epuzz 102 2
) 2 o 1,0
N — BT A YT, 0679 % A=}
% A=+ 2 § 1,01
3 b



figura 7.8 b se prezintd aceleasi cercuri trasate pentru g = 0,04 §i v =0,
deci pentru sistemul liniar,

La sistemul neliniar (fig. 7.8 @) se observd o ,,deplasare” a pulsa-
tillor in lungul cercului, in sens orar, fatd de diagramele sistemului liniar
(fig. 7.8 b). La cresteri egale AQ = 0,01 ale pulsatiei excitatoare, arcul de
cerc As de lungime maxim# nu mai apare in zona amplitudinii maxime a
rispunsului, deci metoda Kennedy-Pancu nu poate fi utilizata. in schimb,
cercul A = - 1 taie cercul A=0 in punctnl ce corespunde amplitudinii
maxime a deplasirii, ceea ce sugereazi posibilitatea aplicdrii metodei
celor trei cercuri (v. § 2.3.1.1) si la identificarea sistemelor neliniare.

Totusi, dupi cum reiese din figura 7.8 a, utilizarea acestei metode
este ingreunatd de fenomenele de ,salt” ce apar odatd cu cresterea para-

metrului %, deci a amplitudinii f}/1 4- A2 a fortei excitatoare totale. Astfel,
dup# cum ge aratd in detaliu in paragraful urmitor, punctele de pe arcul
CE al cercului ) = 4 1 definese regimuri de vibratii instabile, deci
arcul CE nu poate fi gradat in frecventd experimental. Prin baleiajul
continuu al pulsatiei, 1a cregterea lui Q, extremitatea vectorului & parcurge
cercul in sens orar iar la Q = 1,04797 ,sare’” din punetul € in D; la scé-
derea lui Q, cercul este parcurs in sens trigonometric, cu un salt la € ==
= 1,04228 din punectul ¥ in F. Rezultd ci nu se poate determina pulsatia
corespunzitoare punctului de intersectie al celor doui cercuri (pe cercul
A= —+ 1), ceea ce impune seiderea nivelului excitatiei san a valori
parametrului .

In figura 7.9 s-au trasat diagramele polare (7.23) pentru g = 0,04,
y = 10~% §i mai multe valori A Cercurile formeaz3 un fascicul eliptic,
avind axa imaginard drept axd radicald.

Pentru citeva valori ale pulsatiei excitatoare Q, punctele de pulsatie
constantd, de pe diferitele cercuri au fost unite prin linii intrerupte. Ecuna-
tia acestor linii se obgine eliminind A intre relafiile (7.21) si (7.22)

R=10 g=40%
102 {r=t0*
{ N

y’
ﬁfmwz//
, TNSTAL,
1049
0=1047128 x4
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Rezulti

afz_l.(1+,3_yaz_szz)a.R_-1—- (7.24)
g 4 g

Pentru v = 0, deci la sisteme liniare, ecuatfia (7.24) descrie linii

drepte concurente in punctul M (0, _1 . Pentru v # 0, ecuatia

g
(7.24) descrie curbe, de asemenea concurente in punctul M, cu atit mai

depédrtate de linii drepte eun eit | 2|, deci f 1 4 22, este mai mare.

Din figura 7.9 se observi cd pe masurd ce | A| cregte, liniile de pulsatie
congtantd se curbeazid atit de mult incit devin tangente la cercurile de
ridspuns (7.23). Locul geometric al punctelor de tangenti (desenat cu linie
groasi), definit de ecuatiile

Q=14 Syt VI% b — g2, (7.25)

3 2
99— lﬂ(az[l :i:Vl——(;gz) ]
Ye (7.26)
1

49 \* 4g
iVl (3\'@2) BT

este reprezentat de dou# ,,curbe limitd"” (curba XKY — pentru x << @,
curba X’K'Y’ — pentru A > 0) care separd domeniul regimurilor de vibra-
tii stabile (situat de partea originii) de cele ale regimurilor instabile.

Curbele limit# sint tangente in punctele K §i K’ la diagramele polare

3
do parametri Xz = j:v 32_9
. W3y
Or = V1 +V3g. Rezulti ci pentru A > Ag §i Q> Qg curbele limity
intersecteazd cercurile rispunsului in frecventd si curbele de pulsatie
constantd, Punctele situate pe arcele de curbid delimitate de aceste inter-
sectii definesc regimuri instabile de vibratii.

o = arctg

— 1 i linia de pulsagie constants

7.2.2. Fenomene de salt

In figura 7.10 s-au pus in evidenti discontinuitdtile ce apar in variatia
amplitudinii si fazei vibratiei armonice in timpul unei incercéri cu baleia]
de frecventd (la » = const.).

Pe o diagramii A # 0, dach pulsajia Q creste progresiv de la zero,
atunci punctul P, extremitatea vectorului &, parcurge cercul in sens orar,
amplitudinea si faza variind progresiv pind in punctul C, unde cercul
este tangent la curba Q' = const. In continuare are loc un salt la valorile
corespunzitoare punctului D in care curba Q' = const. intersecteazi
cercul, dupid care se parcurge arcul DO.
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e Cind Q seade continuu, punctul
Q 1 curent P parcurge cercul de la O
3 la, D pind la B, punetul de tangenty

g % cu curba Q' = const., de unde ,,sare”

;‘c \ ¥ pind in /', unde curba €' = const.
intersecteaza cercul, dupa care se

1 : indreaptd prin M spre origine. Deeci
4 A=const. areul C'E defineste regimuri instabile
' de vibratie, iar arcele FC s ED
\ ~ definesc regimuri conditionat stabile.
g ' Punctele de pe arcele NF gi DO

definese regimuri stabile de vibratii.
P(£2) In lucrarea [97] se descriu si

S =canst fenomenele de salt care apar atunci
\ cind A variaza continun iar Q==const.,
S&=const. deci eind extremitatea vectorului &

Fig. 7.10 parcurge o linie de pulsatie constanta.

7.2.3. Identificarea parametrilor dinamici ai sistemului
7.2.3.1. Metoda celor trei cercuri

Dacad pe aceeast diagrama (fig. 7.11) se traseazd doud cercuri (7.23)

de parametri ;, respectiv 2, (linie continui) impreund cu cercul A =0

(linie intreruptd), cele trei cercuri

by se intersecteazdi Jin punctul M

(0, — @,). Pe cercul » =0 acest
punct are pulsatia

o
o
”
-
i
.
L
I A

3 ¥
oy = Uy, Vl —|—'-4——g? 1 (727)
WA\ , ' 2 “ pe cercul A = } are pulsajia o’ =

= m,,Vl -}-43—;-—}—7\1‘(; iar pe cercul A=A,

Nl = Wy

-
wry WY G 3
Fig. 7.11 are puls atia m”zmnl/l —|—4—;2 +Ay9.
Factorul de amortizare g se calculeazd cu relatia

(M M) — %) (7.28)
(1 4 2)ef, — (1 + M)y,

unde w,, este pulsatia punctului M, de pe cercul 1 = }, iar w,, este pulsatia
punctului M, de pe cercul A = A,. Punctele M, si M, se determind la inter-
sectia cu cercurile a dreptei A, perpendiculard pe diametrul OM al cercului
A=0,

Din (7.27) se deduce

3
T=igz( o _*1) (7.29)
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unde

2y,.2 2\,.2
(1)2 — (1 4 hl)(;)n (;12 -+ 7».2)00,1 . (7_30}
\.1 — \a

Evaluind panta caracteristicii elastice in origine

pe LS, (7.31)
g %
unde z, este amplitudinea deplasiirii corespunzitoare punctului M pe cercuk
» =0, se poate calecula apoi coeficientul de neliniaritate

ML (7.32)

7.2.3.2. Metoda celor douid cercuri

Pe aceeasi diagrami (fig. 7.12) se traseazd cercul 2 = 0 si un cere
A >0, care se intersecteazd In origine gi in punctul M [0, —2,). Perpendi-
culara M M, pe diametrul O M al cercului A=0
taie cercul A >0 in punctul M,. Factorul de

atortizare g se poate calcula cu relatia h
o 2
g = Mo — o) (7.33) ol N R

(1 + 7\2)@% - (!)12-1 . //'r \\ y
in care o, este pulsatia punctului M pe cercul /HZ_’/ \!
A = 0, «’ este pulsatia punctului M pe cercul \ ! lw
A>0, iar o, este pulsatia punctului M, pe No\y e N\ H 4
cercul x> 0. -

Constanta %k se ecalculeazd cu relatia w/ a?
(7.31) iar coeficientul de nelinjaritate — cu A g
relatiile (7.32) si (7.29) unde -

1 4+ 23] — of -
wi — ( ) : (7.34) Fig. 7.12

}\2

Desi mai simpld decit procedeul anterior, metoda celor doud cercur:
duce uneori Ia o localizare mai imprecisd a punctului M pe diagrama » = 0,
mai ales atuneci eind, pentru evitarea zonelor de instabilitate pe cercul
A#0, acesta se traseazd pentru o valoare A relativ miecd g1 deci intersectia
cu cercul A = 0 se face sub un unghi mie.

Un exemplu de aplicare a metodei la determinarea amortizirii unui
izolator din poliuretan este prezentat in luerarea [97]. In cazul studiat
se aratd cd dacd nu s-ar fi tinut cont de neliniaritatea materialului, utilizind
in locul relatiei (7.33) formula (2.113) stabilité pentru sisteme liniare, ar fi
rezultat o eroare de 5,509%.

Deoarece existenta unei preincirciri statice a sistemului oscilant
impune introducerea unui termen patratic in ecuatia caracteristicii elastice
cubice, ge studiazid elaborarea unei metode de identificare bazate pe analiza
oscilatorului cu astfel de caracteristica.

Alte metode de identificare a sistemelor neliniare sint prezentate de
Lorenz [72], Ib&fiez [55] si Panik [84].
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Identification of vibrating systems

(Summary)

The identification of vibrating siructures and machines through
the use of experimental data iz a prevalent task for those interested in
obtaining a rational and reliable design of mechanical systems.

Typically, this reducing of a dynamiecal process to mathematical
equations has been extensively used in such fields as aerospace and auto-
motive structures, rail transportation systems, machine tools, machine
foundations, buildings, etc.

The early studies were limited to the determination of natural fre-
quencies and mode shapes, as well as to the measurement of damping
and dynamic stiffness properties. The development of the analog and digi-
tal computers and the new digital real-time measuring equipment have
contributed to the implementation of new computer oriented system iden-
tification techniques.

Perhaps one of the most powerful application is the optimization
of the design of a structure in respect to its dynamie behaviour by altering
the mass and stiffness properties of the corresponding analytical model.
This avoids making physical modifications on a prototype, which would
be an inefficient, time-consuming process, made simply on a trial and
error basis.

The purpose of this book is twofold. First, to present a critical survey
of the elassical works on parameter estimation of mechanical structures and
to provide the research workers, desigh and production engineers with
useful identification schemes, assisting them to formulate logically based
mathematical models of the actual physical systems. Seeond, methods
recently developed by the author are deseribed, which were successfully
applied to the determination of the dynamic properties of materials and
gtructures.

The basic concepts are defined in the introductory chapter. Chapter
two is concerned with the parameter estimation of single-degree-of-freedom
gystems. Separate treatment is given to the systems with hystereiic and
viscous damping in order to avoid misuse of the approximate formulae to
heavily damped systems. The most frequently used data-reduction techni-
gues are discussed, particularly the graphical analysis of the frequencyre-
sponge curves. Both grounded and ungrounded systems are considered, excit-
ed by harmonic forces of constant amplitude or due to rotating unbalance.
Identification methods using excitation with forces in quadrature are
described in detail.
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Chapter three contains some elements from the theory of vibration
of lumped-parameter multi-degree-of-freedom systems having proportional
or nonproportional damping. The harmonic response of such discrete
systems is expressed in terms of the real (classical or forced) or complex
modes of vibration.

In chapter four comments are made on the derivation of the necessary
experimental data and on the structure of the analytical models used in
system identification. Difficulties raised by ill conditioned matrices and
truncated models are presented.

The following chapters are concerned with identification methods
using gingle-point (chapter 5) and multi-point (chapter 6) excitation. Both
direct and iterative parameter optimization methods are discussed.

Chapter seven provides an introduction to the parameter estimation
of single-degree-of-freedom non-linear systems, with linear hysteretic
damping and cubic stiffness.

Aspects connected to the instrumentation used and the practical
implementation of the presented methods are treated in reference [19].
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